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MEHANIKA, znanstvena disciplina koja proučava naj- 
jednostavnije oblike gibanja materije, tzv. mehanička gibanja, tj. 
promjene položaja materijalnih tijela u prostoru zavisno od 
vremena. Promjena položaja tijela posljedica je nekog vanjskog 
uzroka, sile, pa se u mehanici proučavaju i sile, tj. istražuju 
se uzroci gibanja. Pri tom se proučavaju opće zakonitosti uza- 
jamnog djelovanja između tijela i sila, koje se eksperimentalno 
provjeravaju. 

Naziv mehanika nastao je prema grč. unyavixn texvyq mehanike tehne 
strojevna vještina. Mehanika je pomogla čovjeku u njegovu nastojanju da objasni 
materijalni svijet. Primjena principa mehanike u rješavanju problema iz oblasti 
drugih tehničkih djelatnosti omogućila je ne samo tumačenje mnogih prirodnih 
pojava nego i otkrića u drugim prirodnim i tehničkim znanstvenim disci- 
plinama. 

Osnovni problemi kojima se bavi mehanika jesu gibanje 
tijela i ravnoteža sila. 

Statika je područje mehanike u kojem se proučavaju 
uvjeti ravnoteže, promatrajući mirovanje kao posebni slučaj 
gibanja. U statici se operira samo s pojmovima: prostor i sila. 


Kinematika je područje mehanike u kojem se proučava gi- 
banje tijela bez obzira na uzrok zbog kojeg je takvo gibanje 
nastalo. Gibanje se promatra pri zadanim geometrijskim uvje- 
tima u zavisnosti od vremena i, prema tome, operira se samo 
s pojmovima: prostor i vrijeme. 

Dinamika je područje mehanike u kojem se proučava zavis- 
nost između gibanja i sila koje djeluju na tijelo, uzimajući u 
obzir i njegovu masu, pa se operira s pojmovima: prostor, 
vrijeme, sila i masa. 

Polazeći od osnovnih pojmova mehanike, prostora, vremena, 
sile i mase, 1. Newton je postavio tri osnovna aksioma mehanike 
(axiomata sive leges motus) na kojima se temelji Newtonova ili 
klasična mehanika. Teorijska proučavanja pojava i zakona gi- 
banja, formuliranje njihovih definicija i poučaka, bez obzira na 
njihovo značenje u praktičnom životu, i služeći se samo mate- 
matičkim sredstvima, pripadaju teorijskoj ili racionalnoj meha- 
nici. Mehanika u kojoj se zakoni i metode teorijske mehanike 
primjenjuju u tehnici zove se tehnička ili primijenjena mehanika. 
Proučavanje gibanja materijalnih tijela u mehanici osniva se na 
sljedećim pretpostavkama: 

1) česticom (materijalnom točkom) smatra se tijelo zanemar- 
ljivo malih dimenzija, ali konačne mase; taj je pojam osobito 
važan u dinamici, dok se u kinematici može svesti na geome- 
trijsku točku. Ulogu čestice može imati središte inercije sustava 
čestica, pri čemu se smatra da je u njima usredotočena masa 
cijelog sustava, npr. planeti su čestice ako se promatra njihovo 
gibanje oko Sunca ne uzimajući u obzir njihovu vlastitu 
rotaciju; 

2) apsolutno čvrsto (kruto) tijelo naziva se tijelo u kojemu 
razmak između dvije bilo koje njegove točke ostaje uvijek 
nepromijenjen. Ako se taj razmak mijenja, tijelo se zove čvrsto 
(deformabilno); 

3) pretpostavka o neprekidnoj sredini (kontinuumu) dopušta 
promjenu uzajamnog rasporeda elementarnih volumena. Tada, 
za razliku od krutog tijela, treba zadati beskonačno mnogo 
parametara da se definira gibanje tijela. U neprekidne sredine 
pripadaju čvrsta, tekuća i plinovita tijela. Prema tome, meha- 
nika se obično razvrstava na: a) mehaniku čestice (materijalne 
točke), b) mehaniku sustava čestica (materijalnih točaka), c) me- 
haniku krutog tijela i d) mehaniku neprekidnih sredina (meha- 
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niku kontinuuma). Posljednja obuhvaća teoriju elastičnosti (v. 
Nauka o čvrstoći), hidromehaniku, aeromehaniku i dinamiku pli- 
nova itd. (v. Mehanika fluida). U mehanici se uglavnom primje- 
njuje deduktivna metoda, tj. najprije se formuliraju opći pojmovi 
i zakoni a zatim se logičkim zaključivanjem pomoću matema- 
tičkih i geometrijskih metoda izvode ostali poučci i principi. 
Pri tom se polazi od najjednostavnijih objekata: čestice i kru- 
tog tijela, a zatim se postupno uzimaju u obzir i druga fizikalna 
svojstva (elastičnost, plastičnost i sl.), i tako se približuje toč- 
nijem poznavanju zakona gibanja i ravnoteže stvarnih tijela u 
prirodi. 

Zakoni i metode mehanike imaju široku primjenu u mno- 
i često veoma složenih tehničkih problema. Svi tehnički prora- 
čuni pri projektiranju i gradnji građevina, projektiranju i kon- 
strukciji strojeva i mehanizama, transportnih vozila, pri prou- 
čavanju leta upravljivih i neupravljivih letjelica itd. temelje se 
na zakonima mehanike. Posebno značenje dobila je mehanika 
kada je započela era istraživanja svemira pomoću umjetnih 
nebeskih tijela. Proračuni kozmičkih putanja i razrada metoda 
upravljanja letom svemirskih letjelica veoma su složeni meha- 
nički problemi. 

Treba imati u vidu da klasična mehanika samo približno 
vjerno opisuje pojave gibanja u prirodi, jer se ona temelji na 
postulatima koji ne izražavaju posve točno geometriju svijeta i 
karakter djelovanja tijela u prirodi. To je postalo očigledno 
poslije Einsteinove specijalne teorije relativnosti, na kojoj se 
zasniva relativistička mehanika. Međutim, klasična mehanika, 
koja je zapravo specijalni (točnije, granični) slučaj relativističke 
mehanike, ne gubi svoje značenje, jer njeni postulati za brzine 
gibanja koje su dovoljno malene u usporedbi s brzinom širenja 
svjetlosti s velikom točnošću zadovoljavaju zahtjeve mnogih 
grana tehnike. Sve grane mehanike razvijale su se i dalje se 
razvijaju u tijesnoj vezi s potrebama tehnike. 

Mehanika kao najstarija grana fizike razvijala se usporedno 
s drugim granama fizike, npr. termodinamikom, optikom itd. 
Njene osnove bile su poopćene početkom XX stoljeća nakon 
otkrića fizikalnih polja i zakona gibanja mikročestica. 

Da bi se zadovoljili specifični problemi pojedinih grana 
u različitim oblastima tehnike, razvila su se specijalna područja 
tehničkih disciplina, kao npr. teorija mehanizama (v. Mehanizmi), 
dinamika strojeva, teorija giroskopa (v. Giroskop, TE 6, str. 129), 
vanjska balistika (v. Balistika, TE 1, str. 672; v. Oružje), dina- 
mika raketa (v. Rakete) itd., koje primjenjuju zakone mehanike 
krutog tijela. Nauka o čvrstoći ili otpornosti materijala i hidra- 
ulika imaju zajedničke osnove s teorijom elastičnosti, odnosno 
hidrodinamikom, ali one se bave praktičnim metodama prora- 
čunavanja, koje korigiraju eksperimentalne rezultate. 


Osnovni pojmovi i metode mehanike. Zakoni klasične me- 
hanike vrijede za tzv. inercijske ili Galilejeve koordinatne su- 
stave, pa se u granicama u kojima vrijedi Newtonova mehanika 
vrijeme može smatrati nezavisnim od prostora. Osnovne kine- 
matičke mjere gibanja jesu brzina, koja ima vektorski karakter 
jer određuje ne samo tok promjene puta s vremenom nego i 
pravac gibanja, i ubrzanje — vektor koji predstavlja mjeru 
promjene vektora brzine u zavisnosti od vremena. Kao mjere 
kružnog gibanja krutog tijela služe vektori kutne brzine i kutnog 
ubrzanja. U statici elastičnog tijela osnovno značenje ima vektor 
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pomaka i pripadni mu tenzor deformacija, u kojem su obuhvaćeni 
pojmovi relativnih produljenja i klizanja. 

Pri proučavanju polja brzina tekućine u stanju gibanja 
upotrebljavaju se pojmovi vrtloga, koji karakteriziraju rotaciju 
čestice, i pojmovi tenzora brzina deformacija (v. Mehanika fluida). 

Sila je osnovni pojam uzajamnog djelovanja tijela koji 
karakterizira promjenu mehaničkog gibanja zavisnog od vre- 
mena. Sve bitne značajke sile, kao npr. intenzitet, pravac i 
smjer djelovanja te njeno hvatište jednoznačno određuju silu 
kao vektor. 

Pojam sile uveden je Newtonovim zakonima (aksiomima) 
mehanike. Prvi zakon (zakon inercije) karakterizira gibanje 
tijela prema uvjetima njihove izoliranosti od drugih tijela ili pri 
uravnoteženosti vanjskih djelovanja. Drugi zakon ustanovljuje 
količinsku vezu između sile koja djeluje na česticu i promjene 
količine gibanja koju pobuđuje ta sila. Treći zakon izražava 
da su uzajamna djelovanja dvaju tijela uvijek jednaka i imaju 
isti pravac djelovanja, ali su suprotnog smjera. Dok se prva 
dva zakona odnose za jednu česticu, treći ima osnovno značenje 
za sustave čestica. Usporedno s tim trima osnovnim zakonima 
dinamike vrijedi i zakon nezavisnosti djelovanja sila, koji se 
svodi na pravilo paralelograma sila. 

Osim navedenih pojmova, u mehanici se primjenjuju i druge 
veličine gibanja i djelovanja. Najvažnije su: vektorska veličina 
količina gibanja (B = m?), jednaka umnošku mase (m) i vek- 
tora brzine (i), i skalarna veličina kinetička energija, jednaka 
polovici umnoška mase i kvadrata brzine (mv?). Pri rotaciji 
krutog tijela njegova su inercijska svojstva zadana tenzorom 
inercije, koji u svakoj točki tijela određuje dinamičke momente 
inercije i centrifugalne momente s obzirom na tri osi što prolaze 
kroz tu točku. Kao mjera rotacijskog gibanja krutog tijela služi 
vektor momenta količine gibanja, koji je jednak umnošku mo- 
menta inercije i kutne brzine. Kao mjere djelovanja sile služe: 
vektorska mjera elementarni impuls sile (Fdt), koji je umnožak 
sile (F) i elementa vremena njena djelovanja (dr), i skalarna 
mjera elementarni mehanički rad (Fd#), koji je skalarni umno- 
žak vektora sile (F) i elementarnog pomaka njena hvatišta (d7). 
Pri rotacijskom gibanju kao mjera djelovanja služi moment sile. 

Proučavanje ravnoteže i gibanja u mehanici kontinuuma 
temelji se na zakonima veze između tenzora deformacija ili 
brzina deformacija. Takav je Hookeov zakon u statici linearno 
elastičnog tijela i Newtonov zakon u dinamici viskozne teku- 
ćine. Postoje i druge relacije koje točnije karakteriziraju pojave 
što nastaju u realnim tijelima, kao npr. teorija puženja, teorija 
relaksacije i dr. 

Odnosi između mjere gibanja čestice ili sustava čestica i 
mjere djelovanja sila sadržani su u općim poučcima dinamike: 
količine gibanja, momenta količine gibanja i kinetičke energije. 
Ti poučci izražavaju svojstva gibanja, i to diskretnog sustava 
čestica i kontinuuma. Pri razmatranju ravnoteže i gibanja neslo- 
bodnog sustava čestica, tj. sustava podvrgnutog unaprijed zada- 
nim ograničenjima — mehaničkim vezama, važnu primjenu 
imaju opći principi mehanike — princip virtualnih pomaka i 
d'Alembertov princip. Princip virtualnih pomaka, princip mini- 
malne potencijalne energije i princip Hamilton-Ostrogradskoga 
imaju široku primjenu u mehanici kontinuuma. Pri formuliranju 
zadataka mehanike polazi se od osnovnih jednadžbi koje izra- 
žavaju usvojene prirodne zakone. Za rješavanje tih" jednadžbi 
primjenjuju se matematičke metode, od kojih su se mnoge raz- 
vile baš u vezi s problemima mehanike. Pri postavljanju i rje- 
šavanju zadataka uvijek treba usredotočiti pažnju na bitne ka- 
rakteristike pojave. Kad treba uzeti u obzir sporedne faktore i 
kad se pojave zbog svoje složenosti ne mogu podvrći matema- 
tičkoj analizi, primjenjuju se specijalne eksperimentalne metode 
istraživanja koje se temelje na tehnici fizikalnih eksperimenata. 
Za registriranje gibanja služe optičke i električne metode koje 
se temelje na prethodnim transformacijama mehaničkog pomaka 
i električnog signala. Za mjerenje sila služe različiti dinamo- 
metri i vage, s automatskim uređajima. Posebni uspjesi ostva- 
reni su u mehanici kontinuuma. Naprezanje se mjeri optičkom 
metodom koja se sastoji u promatranju opterećenog prozirnog 
modela u polariziranom svjetlu (v. Fotoelasticimetrija, TE 5, str. 
525). Za mjerenje deformacija služe tenzometrijske metode, koje 


su se veoma razvile i koje upotrebljavaju mehaničke i optičke 
tenzometre. Za mjerenje brzina i tlakova u tekućinama i pli- 
novima u gibanju uspješno se primjenjuju termoelektrične, in- 
dukcijske i druge metode. 


Historijski razvoj mehanike, kao i drugih grana fizike (v. Fizika, TE 5, 
str. 453), usko je vezan s razvitkom materijalne kulture čovječanstva i sastoji 
se uglavnom od tri razvojna razdoblja: antičke mehanike, srednjovjekovne 
mehanike i klasične ili Newtonove mehanike, koja obuhvaća i analitičku me- 
haniku. Ona se razlikuju karakterom problema i metodama rješavanja. 


Antička mehanika. Porijeklo te riječi i mnogi historijski spomenici govore 
da su se ljudi bavili mehanikom i u najudaljenijoj prošlosti. Piramide Egipta, 
kule Babilona, hramovi i luke Grčke, mostovi i tvrđave starog Rima (Trajanov 
most preko Dunava) dokazuju da su ljudi već u starom vijeku raspolagali 
empirijskim znanjima s područja mehanike. Osim toga, posebno su se bavili 
nebeskom mehanikom, tj. motrenjem i proučavanjem gibanja nebeskih tijela 
koja su obožavali, pa se može reći da su prvi počeci mehanike istodobni 
s početkom religije i ljudske civilizacije. Prve temelje, mehanike kao znanosti 
postavili su Grci, započevši interpretiranjem do tada nakupljenih empirijskih 
znanja. Najstarija njezina grana statika kao znanost datira od Arhimeda iz 
Sirakuze (—287. do 212), koji je formulirao matematičke zakone poluge, a 
pripisuju mu se i koloturnik, vijak i kolo na vretenu. Arhimed je formulirao 
pravilo sastavljanja i rastavljanja paralelnih sila i pokazao određivanje težišta 
sustava tereta obješenih posredovanjem štapa, te objasnio ravnotežu takva 
sustava. Njemu pripada otkriće i matematička formulacija osnovnih zakona 
hidrostatike (zakon uzgona u tekućinama). Svoja teorijska i praktička znanja 
primjenjivao je na različite probleme graditeljstva i ratne vještine. Heron iz 
Aleksandrije (živio između +250. i 150) proširio je zakone poluge i kolotur- 
nika i razvio nauku o djelovanju klina, vijka, zupčanika i kola na vretenu. 
Ptolemej (živio u HI st.) razvio je prvu dosta potpunu teoriju gibanja planeta u 
djelu Almagest, u kojem je tvrdio da je Zemlja nepokretna i da je središte 
svemira. To je djelo više od 15 stoljeća služilo kao glavni udžbenik astronomije. 
Pappus Aleksandrijski (u drugoj polovici HI st.) razvio je metode određivanja 
težišta rotacijskih tijela, koje je kasnije usavršio švicarski matematičar P. Guldin 
(1577—1643). Nakon propasti tzv. aleksandrijske škole u VII stoljeću nastao je 
duži zastoj u razvoju mehanike i znanosti uopće. 


Srednjovjekovna mehanika. Bilo je to razdoblje stvaranja osnova mehanike. 
S razvojem zanatstva, trgovine. moreplovstva i ratne vještine. i u vezi s tim 
sakupljenih novih znanja, u XIV i XV st. (epoha renesanse) počinje ponovni 
polet znanosti i umjetnosti. Događaj koji je korjenito promijenio dotadašnji 
nazor o životu i svijetu bilo je djelo poljskog astronoma N. Kopernika 
(1473—-1543), u kojem je objavio svoje učenje o heliocentričnom sustavu sve- 
mira. Pobjeda tog učenja postavila je problem gibanja nebeskih tijela, što je 
omogućilo njemačkom astronomu J. Kepleru (1571--1630) da formulira kine- 
matičke zakone gibanja planeta. U vrijeme Kopernika živjeli su Leonardo da 
Vinci (1452—1519) i G. Galilei (1564— 1642). Leonardo je između mnogobrojnih 
proučavanja i otkrića eksperimentalno istraživao slobodni vertikalni pad teškog 
tijela. To su bila, vjerojatno, prva u povijesti mehanike sistematski provedena 
eksperimentalna istraživanja. Galilei je jedan od glavnih utemeljitelja mehanike. 
Proučavajući problem padanja teškog tijela, Galilei je formulirao prvi osnovni 
zakon dinamike — princip inercije. Njemu pripada dokaz o paraboličnoj teoriji 
gibanja težišta projektila u praznom prostoru koji se temelji na zakonu sa- 
stavljanja gibanja, što ga je on također formulirao. U svom djelu Discorsi 
e dimostrazioni matematiche intorno due nuove svienze attenenti alla meccanica 
(Leiden, 1638), Galilei izražava princip relativnosti klasične mehanike. U spe- 
cijalnom slučaju sile teže Galilei usko povezuje postojanje sile teže s postojanjem 
ubrzanja padanja, ali je tek Newton uvođenjem pojma mase točno formulirao 
odnos između sile i ubrzanja (drugi osnovni zakon dinamike). Istražujući 
uvjete ravnoteže jednostavnih strojeva i plivanja tijela, Galilei je zapravo pri- 
mijenio princip virtualnih pomaka (doduše u početnom obliku). On je prvi 
eksperimentalno istraživao čvrstoću ukliještene grede i otpor tekućine pri 
gibanju tijela u njoj. Nasljednikom Galileja u oblasti mehanike bio je nizo- 
zemski učenjak Christiaan Huygens (1329---1695). On je dalje razvio pojam 
ubrzanja pravocrtnog i kružnog gibanja čestice (centripetalno ubrzanje) i riješio 
niz najvažnijih problema dinamike onog vremena — kružno gibanje tijela, 
oscilacije fizikalnog njihala i zakone elastičnog sudara tijela. Polazeći od poučka 
održanja količine gibanja, Huygens je dao potpunu teoriju sudara elastičnih 
i neelastičnih kugala. 


Klasična ili Newtonova mehanika. Glavna zasluga točnog formuliranja 
osnovnih zakona mehanike pripada velikom engleskom učenjaku I. Newtonu 
(1642—1727), koji je u djelu Matematički principi prirodne filozofije (u to vrijeme 
fizika se nazivala prirodnom filozofijom), objavljenom 1687. godine, sintetizirao 
sve dotadašnje spoznaje na području mehanike i pokazao put daljeg razvoja 
mehanike za nekoliko stoljeća unaprijed. Newton uvodi pojam mase, poopćuje 
pojam sile i pomoću svoja tri zakona izgrađuje čitavu mehaniku. Svojim općim 
zakonom gravitacije postavlja temelje nebeske mehanike. Newton je otkrio i 
zakon unutrašnjeg trenja u tekućinama i plinovima. Njegovim djelom započinje 
era teorijske mehanike. Među ostalim istraživačima teorijske mehanike ističe se 
R. Bošković (1711—1787), koji u svojem djelu Philosophiae naturalis (1758) 
daje znatne priloge teorijskoj mehanici. U drugoj polovici XVII stoljeća engl. 
fizičar R. Hooke (1635—1703) eksperimentalno je postavio zakon odnosa napre- 
zanja i deformacija u elastičnom tijelu. Tako su potkraj XVII stoljeća osnove 
mehanike bile prilično razrađene, pa se to stoljeće može smatrati prvim razdob- 
ljem stvaranja osnova mehanike. U razvoju mehanike poslije Newtona glavna 
zasluga pripada Z. Euleru (1707—1783), koji je razvio dinamiku čestice pri- 
mjenom metoda analize beskonačno malih veličina za rješavanje jednadžbi 
gibanja čestice. Euler je utemeljitelj mehanike krutog tijela. On je razradio 
metode kinematičkog opisivanja gibanja krutog tijela pomoću tri Eulerova kuta, 
U daljem razvoju dinamike i mnogobrojnih njenih tehničkih primjena temeljne 
su bile Eulerove diferencijalne jednadžbe rotacije krutog tijela oko nepomične 
točke. Euler je osnivač i hidrodinamike. On je postavio osnovne jednadžbe dina- 
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mike idealne tekućine, i osnove teorije broda i teorije stabilnosti elastičnih šta- 
pova, a dao je i osnove teorije proračuna vodnih turbina. Razvoju hidromehanike 
pridonio je, usporedno s Eulerom, Daniel Bernoulli (1700-—1782). Potkraj XVIII 
stoljeća objavljeni su eksperimentalni zakoni trenja, što.ih je formulirao Ch, A. 
Coulomb (1736—1806). Znatno se razvila nebeska mehanika, koju je uglavnom 
razradio P. S. Laplace (1749—1827). Ruski učenjak M. V. Lomonosov 
(1711—1765) jedan je od prvih koji je formulirao osnovne definicije kinetičke 
teorije plinova i širenja topline. Povijest razvoja dinamike neslobodnog sustava 
vezana je s razvojem principa virtualnih pomaka. Prvi ga je primijenio nizo- 
zemski učenjak S. Stevin (1548—1620) pri proučavanju ravnoteže kolotura. 
Johann Bernoulli (1667—1748) dao je tom principu opću formulaciju koja je 
bliska današnjoj, a taj princip prvi je dokazao J. L. Lagrange (1736—1813). 
On je najviše doprinio razvoju analitičke mehanike neslobodnog sustava. U 
djelu Mčcanique analitique analitički je razradio d'Alembertov princip — opću 
formulu dinamike. Njegova obrada tog principa potpuno odgovara suvremenoj 
formulaciji kao uvjetu ravnoteže zadanih sila i u mislima priloženih na točke 
sustava fiktivnih sila inercije. Predodžba o silama inercije prihvaćena je kasnije 
kao osnova za praktične inženjerske metode dinamičkih proračuna strojeva i 
mehanizama, poznatih pod općim nazivom Kinetostatika. Polazeći od opće 
formule dinamike, Lagrange je upozorio na dva osnovna oblika diferencijalnih 
jednadžbi gibanja neslobodnog sustava, poznatih pod nazivom Lagrangeove 
jednadžbe prvog i drugog reda. Njegova istraživanja pod općim nazivom 
O malim oscilacijama proizvoljnog sustava tijela temelji su suvremene teorije 
vibracija. Sredinom XIX st. formuliran je princip održanja energije. Nagli na- 
predak na području gradnje novih strojeva i težnja za njihovim daljim usavr- 
šavanjem potaknuli su u prvoj četvrtini XIX st. stvaranje primijenjene ili 
tehničke mehanike. J. V. Poncelet (1788-—1867) jedan je od utemeljitelja siste- 
matske tehničke mehanike. U prvim radovima iz tog područja formuliran je 
pojam mehaničkog rada sile. U to vrijeme počinje razvoj novih općih principa 
dinamike, varijacijskih principa. Prvi takav princip bio je princip najmanjeg 
djelovanja. Strogu matematičku formulaciju tog principa dao je Euler. Kasnije 
su u poopćenju tog principa sudjelovali Lagrange, njemački učenjak K. Jacobi 
i ruski N, E: Žukovski. Među općenitijim varijacijskim principima valja 
istaći princip W_R. Hamiltona i M. V. Ostrogradskoga. Najvažniji su u razvoju 
općih metoda integriranja diferencijalnih jednadžbi gibanja bili radovi Ostro- 
gradskoga, Hamiltona i M. H. Jacobija. Među najvažnijim problemima me- 
hanike XIX stoljeća jesu: gibanje teškog krutog tijela, opća teorija stabilnosti 
ravnoteže i gibanja, te problem oscilacija čestice, 

Teorija gibanja giroskopa bila je razrađena u radovima Eulera, Lagran- 
gea, S. Kovalevske i drugih, i postala je veoma važna u XX stoljeću. Znatno 
su doprinijeli rješavanju problema stabilnosti ravnoteže i gibanja materijalnih 
sustava Lagrange, engl. učenjak E. Routh i N. E. Žukovski. Stroga postavka 
tog problema i prikaz najopćenitijih metoda za njegovo rješavanje pripada A. 
M. Ljapunovu. Dalji razvoj teorije malih oscilacija u XIX stoljeću bio je 
uglavnom vezan s proračunom utjecaja otpora u slučaju prigušenih oscilacija 
i vanjskih poremećajnih sila što pobuđuju prisilne oscilacije. Teorija prisilnih 
oscilacija i učenje o rezonanciji pojavili su se radi reguliranja rada strojeva. 
U XIX stoljeću uslijedio je dalji razvoj mehanike kontinuuma. Opće jednadžbe 
teorije elastičnosti postulirao je LZ. M. H. Navier, a dalje ih razvio A. L. 
Cauchy. Veoma su važni radovi na tom području J. €. B. Saint-Venanta, G. 
Lamća i drugih. Pojavilo se i učenje o vrtlozima u tekućini (G. Helmholtz) 
i postavljene su osnove dviju novih grana hidromehanike: dinamike viskozne 
tekućine (L. M. H. Navier i G, G. Stokes) i dinamike plinova (S. A. Čaplygin 
i drugi. Hidrodinamičku teoriju trenja postavio je N. P. Petrov. Potkraj XIX 
st. pojavio se poseban problem — gibanje tijela promjenljive mase, čiji je 
osnivač I. V. Meščerski, Pionirom razvoja teorije reaktivnog gibanja smatra se 
K. E. Ciolkovski. U XX. st. problemi elektrotehnike, radio-tehnike, tehnike 
automatskog reguliranja rada strojeva i proizvodnih procesa, tehničke akustike 
i dr. potakli su razvoj nove grane mehanike -— teoriju nelinearnih oscilacija. 
Osnove te grane mehanike obrađene su u radovima A. M. Ljapunova i A. 
Poincarća. 

Bitna nadgradnja Newtonove klasične mehanike počinje početkom XX st., 
i to u dva smjera; Einsteinovom specijalnom teorijom relativnosti (1905) 
i Planckovim otkrićem elementarnog kvanta energije (1900). Jedna je od bitnih 
konzekvencija teorije relativnosti, za razliku od klasične mehanike, da masa 
nije konstantna, već je funkcija bržine kojom se tijelo giba, odnosno da postoji 
ekvivalentnost između mase i energije, E = mac, tj. da su masa (m) i energija 
(E) samo dva oblika kojima se manifestira materija. Einsteinova teorija relativ- 
nosti našla je eksperimentalnu potvrdu i u makrosvijetu, a posebno u mikro-« 
svijetu. 


Problemi suvremene mehanike. Među osnovnim problemima 
suvremene mehanike u prvom su redu već spomenuti problemi 
teorije oscilacija, dinamike krutog tijela i teorije stabilnosti 
gibanja. Problemi oscilacija usko su vezani s problemima radio- 
«tehnike, automatskog reguliranja i upravljanja gibanjem, te s 
problemima mjerenja, predviđanja i sprečavanja vibracija u 
strojevima, građevnim konstrukcijama, transportnim sustavima 
i dinamičkim letjelicama. Glavni problemi dinamike krutog 
tijela obrađuju se u mehanici leta (v. Mehanika leta), brodskoj 
dinamici, teoriji giroskopskih sustava i uređaja (v. Giroskop, 
TE 6, str. 129), što se uglavnom primjenjuju u aeronavigaciji 
i moreplovstvu. Dosadašnji su rezultati istraživanja svemira 
pomoću umjetnih nebeskih tijela uzrok da su se neke grane 
mehanike ponovno istakle, kao npr. nebeska mehanika i metode 
računa varijacija pri pronalaženju najboljih rješenja. Konač- 
no se opet pojavio interes i za probleme specijalne i opće 
teorije relativnosti, a u vezi s tim i za problem opće gravi- 
tacije. Posebna se pažnja pridaje proučavanju dinamike sve- 


mirskih letjelica, pri čemu se za razliku od aerodinamike aviona 
sada proučavaju još i najbolje putanje, problemi upravljanja 
umjetnim nebeskim tijelima i problemi nelinearne mehanike 
leta. Jedna od najnovijih grana _ mehanike, magnetohidrodina- 
mika, bavi se proučavanjem pojava pri letu materijalnih tijela 
hipersoničnim brzinama (Ma > 5) kroz Zemljinu atmosferu. 
Nastala je spajanjem dviju grana fizike: elektromagnetizma i 
hidrodinamike. Ona zapravo proučava djelomičnu ionizaciju 
zraka, što nastaje pri gibanju kroz zrak materijalnih tijela 
vrlo velikim brzinama. Ta je noya grana mehanike vrlo bitna 
za proučavanje problema toplinske barijete, tj. toplinskog efekta 
što nastaje zbog aerodinamičkog zagrijavanja. 


STATIKA 


Statika proučava uvjete ravnoteže materijalnih tijela na koja 
djeluju sile i zakone transformacije sustava sila što djeluju na 
kruta tijela. Pod statičkom ravnotežom tijela razumijeva se nje- 
govo stanje mirovanja s obzirom na određeni sustav referencije. 
Ako je to inercijski sustav, ravnoteža je apsolutna, u protivnom 
relativna. U tehničkim problemima u većini slučajeva za iner- 
cijski sustav referencije može se uzeti sustav vezan za Zemlju. 
Ako se tijelo djelovanjem sila giba pravocrtno i jednoliko 
(v = const.), tijelo je u dinamičkoj ravnoteži. Tada za tijelo 
vrijedi prvi Newtonov aksiom (zakon inercije), tj. tijelo se po- 
naša kao da na nj ne djeluje nikakva sila. Stanje mirovanja 
pojam je kinematike i pod njim se razumijeva gibanje kada 
je brzina jednaka nuli (v = 0). 


Statika (grč. orarixh statike, prvobitno značenje: učenje o težinama i 
ravnoteži) najstarija je grana mehanike, njezini osnovni zakoni bili su uglavnom 
poznati već u starom vijeku. Prve znanstvene temelje postavio je Arhimed iz 
Sirakuze u III st. Među ostalim, postulirao je strogu teoriju ravnoteže poluge 
na koju djeluju paralelne sile. U XVII st. francuski je matematičar P. 
Varignon razradio geometrijsku teoriju ravnoteže s pomoću pojma o momentu 
sile, koju su u XIX st. svojim radovima dopunili francuski učenjaci L. Poin- 
sot (1777-—1859) i M. Chasles (1793-1880). Time su uglavnom bile postulirane 
osnove teorije statike krutog tijela. 


Podjela statike. Prema načinu i metodama proučavanja 
uvjeta ravnoteže razlikuje se geometrijska i analitička statika 
krutih tijela. U prvoj se proučavaju metode svođenja ili reduk- 
cije zadanog sustava sila na jednostavniji oblik. Osim toga, 
postuliraju se uvjeti ravnoteže tih sustava sila. Kako je sila 
koja djeluje na kruto tijelo klizeći vektor, mogu se pri tom 
upotrijebiti metode vektorske algebre. Zbog toga razmatranja 
u tom dijelu statike imaju geometrijski karakter, pa se taj dio 
statike naziva još i geometrijom sila. 

Problemi statike krutih tijela mogu se rješavati ili s pomoću 
grafičkih metoda ili analitičkim postupkom, pri čemu se zadane 
i tražene veličine razmatraju i određuju numerički. Grafički 
način rješavanja ima široku primjenu u tehničkoj praksi i 
poznat je pod nazivom grafostatika. Analitička statika zasniva 
se na principu virtualnih radova, koji se ubraja u fundamen- 
talne principe mehanike. Taj princip daje opći kriterij ravnoteže 
mehaničkih sustava. Prema agregatnom stanju tijela razlikuje 
se statika čvrstih tijela (ili samo statika), statika tekućina 
(hidrostatika) i statika plinovitih tijela (aerostatika). Statika čvrs- 
tih tijela razvrstava se na statiku krutih (stereostatika) i statiku 
elastičnih tijela (elastostatika, statika deformabilnih tijela, nauka 
o čvrstoći ili otpornost materijala). U posljednje vrijeme razvija 
se i statika plastičnih tijela (plastostatika). 


Statički pojam sile. Pod silom se u statici razumijeva ko- 
ličinska mjera mehaničkog uzajamnog djelovanja između mate- 
rijalnih tijela. Sila predstavlja primarni pojam u statici. Njeno 
djelovanje na kruto tijelo određuje se: a) brojnom vrijednošću 
(iznosom, modulom ili intenzitetom), b) pravcem i smjerom sile 
i c) njenim hvatištem, tj. točkom u kojoj sila djeluje na tijelo, 
a to su karakteristike vektorskih veličina. Na sl. 1 sila F u 
užetu AB, kojemu je jedan kraj vezan za tijelo u točki A, 
djeluje u pravcu AB i ima smjer od A prema 8B, prikazan 
strelicom. Pravac u kojem djeluje sila, u jednom ili drugom 
smjeru, zove se pravac djelovanja sile. Brojna vrijednost ili in- 
tenzitet određen je težinom obješenog tereta F, odnosno odsječ- 
kom AC.i obično se označava sa |F| ili jednostavno sa _F. 


4 MEHANIKA, STATIKA 


Pri proučavanju djelovanja sila na tijelo obično se upotrebljava 
pravokutni koordinatni sustav (sl. 2) i određuje se položaj 
hvatišta A sile F pomoću njegove vektorske koordinate 7 (vek- 
tor položaja točke A), odnosno pomoću projekcija x,y,z vektora 
F na koordinatne osi (skalarne koordinate točke A). Sila F kao 
vektorska veličina određena je ako je poznat njezin iznos 
IF|=F i kutovi a Bi y što ih vektor F zatvara s pozi- 
tivnim smjerovima koordinatnih osi. Projekcije vektora F na 
koordinatne osi određene su relacijama: 

F,=X =Fcosa F,=Y=Fcosf, F,=Z=Fc0osy. (1) 


Ako su poznati iznosi komponenata sile F, iznos sile F izra- 
čunava se pomoću formule: 


F=VX*+Y+Z', (2) 
a njezin pravac djelovanja pomoću izraza: 
Y 
cosfi = —, 
P= 


cosa= —, 
F 


COsy = —. (3) 
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SL 1. Karakteristike vektora sile # 


SI. 2. Položaj hvatišta i komponente 
sile F 


Sustavi sila. Skup svih sila koje djeluju na bilo koje kruto 
tijelo zove se sustav sila. Pri tom se razlikuje slobodno i 
vezano (neslobodno) tijelo. Slobodnom tijelu nisu nametnute 
nikakve veze i ono može iz zadanog položaja prijeći u bilo koji 
drugi položaj u prostoru. Ako slobodno tijelo pod djelovanjem 
zadanog sustava sila može biti u ravnoteži, odnosno miruje, 
onda je to uravnoteženi sustav sila. Ako se pak jedan sustav 
sila koji djeluje na slobodno. tijelo može zamijeniti drugim 
sustavom sila a da se pri tom ne promijeni stanje mirovanja 
ili stanje gibanja krutog tijela, za takva se dva sustava kaže 
da su ekvivalentni. Sile što djeluju na kruto tijelo ili na sustav 
krutih tijela mogu biti vanjske i unutrašnje. Vanjske sile odre- 
đuju djelovanje drugih tijela koja ne ulaze u promatrani sustav 
— na promatrana tijela, dok unutrašnje određuju uzajamno 
djelovanje među tijelima zadanog sustava. Unutrašnje sile čine 
uravnoteženi sustav sila i ne utječu na uvjete ravnoteže tijela. 
Zato se u statici krutog tijela razmatraju uvjeti ravnoteže samo 
vanjskih sila. U statici deformabilnih tijela uzimaju se u obzir 
i vanjske i unutarnje sile. 


Klasifikacija sustava sila. Sustavi sila mogu biti ravninski 
.1 prostorni. U općem slučaju ravninskog ili komplanarnog 
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SI. 3. Sustavi sila u ravnini. a sile nisu ć 
paralelne a pravci se djelovanja ne 


sijeku u jednoj točki, b pravci djelo- 


vanja svih sila sijeku se u jednoj točki 

(komplanarno-konkurentni sustav si- 

la), € pravci djelovanja svih sila me- 

đusobno su paralelni (komplanarno- 

-paralelni sustav), d sile imaju zajed- 

nički pravac djelovanja (kolinearni su- 
stav) 


SI. 4. Sustavi sila u prostoru. a sile 
nisu paralelne a pravci djelovanja ne 
prolaze kroz istu točku u prostoru, 
b pravci djelovanja prolaze kroz istu 
točku (prostorni konkurentni sustav), 
c pravci djelovanja su paralelni (pro- 
storni paralelni sustav sila) 


sustava sila sve sile djeluju u jednoj ravnini, nisu međusobno 
paralelne i njihovi se pravci djelovanja ne sijeku u jednoj 
točki (sl. 3a). Specijalni su slučajevi: a) pravci djelovanja svih 
sila sijeku se u jednoj točki ravnine u kojoj djeluju (kompla- 
narno-konkurentni sustav sila, sl. 3b), b) sve su sile međusobno 
paralelne (komplanarno-paralelni sustav sila, sl. 3c) i c) sve 
sile imaju zajednički pravac djelovanja (sl. 3d), ali mogu imati 
i suprotan smjer (kolinearni sustav sila). U općem slučaju 
prostornog sustava sila sve sile ne djeluju u istoj ravnini, nisu 
međusobno paralelne i ne prolaze kroz jednu točku prostora 
(sl. 44). U specijalnom slučaju sve sile mogu prolaziti kroz istu 
točku (prostorni konkurentni sustav sila, sl. 4b), odnosno sve 
mogu biti međusobno paralelne (prostorni paralelni sustav sila, 
sl. 4c). 

Aksiomi statike. Osim Newtonovih aksioma, koji izražavaju 
tri osnovna zakona gibanja, u statici se primjenjuje još nekoliko 
aksioma koji formuliraju najjednostavnije i opće zakone ili prin- 
cipe kojima se podvrgavaju sile što djeluju na jedno i isto tijelo 
ili sile što djeluju na tijela koja uzajamno djeluju jedno na 
drugo. U aksiomima statike radi se o svojstvima sila koja su 
određena mnogobrojnim neposrednim promatranjima. Prva dva 
aksioma statike izražavaju pravila djelovanja sila kad se stanje 
tijela pod djelovanjem zadanog sustava sila ne mijenja. 

Prvi aksiom. Ako na slobodno kruto tijelo djeluju dvije 
sile u različitim točkama, onda takvo tijelo može biti u ravno- 
teži samo ako su te sile jednakog intenziteta (F, = F2) i ako 
imaju zajedničku liniju djelovanja, a suprotan smjer (sl. 5). 


SI. 5. Prikaz prvog aksioma statike 


Drugi aksiom (pravilo o pomicanju hvatišta sile). Hvatište 
sile koja djeluje na kruto tijelo može se slobodno pomicati 
po liniji njezina djelovanja bez ikakva utjecaja na stanje gibanja, 
odnosno mirovanja tijela. Takva sila je vektor vezan za liniju 
(tzv. klizeći vektor). Ako npr. na tijelo u točki A djeluje sila 
F, (sl. 6a) i ako se u točki B dodaju dvije jednake i suprotno 
usmjerene sile F, i F koje leže na pravcu djelovanja sile F,, 
pri čemu je Fg = F, (sl. 60), onda su sile F4 i F, u ravnoteži, 
pa preostaje samo sila Fy u točki B (sl. 6c). 


SI. 6. Prikaz pravila o pomicanju hvatišta sile (drugi aksiom 
statike) 


Treći aksiom. Dvije sile F, i F, što djeluju u jednoj točki 
tijela mogu se ani jednom slom R=F,+F, koja je 
njihova rezultanta (sl. 7). Ona je jednaka dijagonali paralelo- 
grama kojemu su o zadane sile. Taj je aksiom poznat 
pod nazivom pravilo paralelograma sila. 


SI. 7. Prikaz pravila paralelograma sila (treći 
aksiom statike) 


Četvrti aksiom (pravilo o oslobađanju tijela od nametnutih 
veza). Svako vezano (neslobodno) kruto tijelo može se pro- 
matrati kao slobodno ako se postojeće veze koje ograničavaju 
slobodu gibanja tijela zamijene tzv. reakcijama veza koje treba 
dodati zadanim silama. Na osnovi tog aksioma svaki problem 
ravnoteže vezanog tijela može se svesti na određeni problem 
slobodnog tijela. 


MEHANIKA, STATIKA 


Veze i njihove reakcije. Vezama se nazivaju mehanički ili 
fizički uređaji koji ograničuju, odnosno sprečavaju gibanje 
nekog tijela. Ako se čestica ili tijelo ne može od veza odvojiti, 
veza se naziva postojanom (npr. prsten na konopcu), u protivnom 
veza je nepostojana. Npr. uteg na stolu može se premještati 
po stolu i pri tom se veza ne prekida, ali se može i podići, 
a time je veza prekinuta. Veze koje ne zavise od vremena zovu 
se skleronomne ili stacionarne, a koje zavise od vremena 
reonomne ili nestacionarne veze. Razlikuju se unutrašnje i vanjske 
veze sustava. Unutrašnje veze sprečavaju relativni pomak poje- 
dinih tijela unutar sustava. Prema tome, ako su veze ona 
tijela koja pripadaju promatranom sustavu, onda su to unu- 
trašnje veze i obratno. Materijalni sustav koji ima samo unu- 
trašnje veze zove se slobodni sustav. Djelovanje veza na ma- 
terijalni sustav očituje se u tome što veze sprečavaju, odnosno 
mijenjaju gibanje sustava koje bi priložene vanjske sile pobu- 
dile kad bi sustav bio slobodan. Zbog toga se može smatrati 
da veze proizvode isto djelovanje kao i sile, pa se u statici 
djelovanje veza, prema četvrtom aksiomu statike, zamjenjuje 
silama koje se zovu reakcije veza ili samo reakcije. 

Sile koje ne zavise od veza zovu se aktivne (zadane) sile, 
a reakcije veza pasivne sile. Reakcije veza razlikuju se od ak- 
tivnih sila koje djeluju na tijelo u tome što njihovi intenzi- 
teti uvijek zavise od tih sila i nisu unaprijed poznati. Npr. 
pri krutom štapu reakcija veze ima pravac njegove uzdužne osi, 
a takva veza može prenositi vlačne i tlačne sile. 


SI. 8. Pravac djelovanja reakcije u dodirnoj točki 

dvaju tijela. a kruto tijelo oslanja se na idealno 

glatku površinu bez trenja, b veza između krutog 
tijela i hrapave površine s trenjem 


SI. 9. Kruti štap oslonjen na idealno glatku povr- 
šinu u A i na oštri brid u B 


Ako se kruto tijelo oslanja na idealno glatku površinu (bez 
trenja), onda dodirna točka s površinom može slobodno po 
njoj kliziti, ali se ne može pomicati u pravcu normale na 
površinu. Prema tome, reakcija F, idealno glatke površine 
upravljena je u pravcu normale na tangencijalnu ravninu kroz 
dodirnu točku (sl. 8a). Kad je veza s trenjem, pojavljuje se u 
dodirnoj točki još i tangencijalna reakcija Fry. Ukupna ili to- 
talna reakcija takve veze nagnuta je od normalne reakcije za 
kut o (sl. 8b). Ako se kruti štap težine Q oslanja u A na 
idealno glatku površinu, a u B na oštar brid (sl. 9), i ako se 
u A i B dodaju normalne reakcije N, i Ng, zamjenjujući time 
nametnute veze, štap se može promatrati kao slobodno tijelo 
koje se nalazi pod djelovanjem aktivne sile Q i reakcija N, 
i Ng (sl. 9b). Kad je veza zglobna prema sl. 10a, tj. kada je 
čep II nepomičan, štap I može se samo okretati oko osi čepa 
II, okomitoj na ravninu slike. Zanemari li se trenje u zglobu, 
bit će reakcija nepomičnog čepa upravljena okomito na njegovu 
cilindričnu površinu u točki A, gdje površina ležaja dodiruje 
čep i prema tome leži u ravnini okomitoj na os čepa. Ako je, 
dakle, veza ostvarena pomoću nepomična cilindričnog zgloba, 


SI. 10. Primjeri veza: a nepomični cilindrični zglob, b oslonac horizontalne 
grede na nepomični cilindrični zglob, c sferni zglob, d savitljivo uže prebačeno 
preko kolotura ili remenice 


pravac reakcije je nepoznat, jer ta reakcija može imati bilo koji 
pravac okomit na os čepa, što zavisi od položaja tijela i drugih 
sila koje na nj djeluju. Tipičan primjer takve veze je nepomični 
oslonac nosača (sl. 106). Veza u obliku sfernog zgloba (sl. 10c) 
osigurava nepomičnost točke O tijela / i dopušta samo rotacije 
tijela oko bilo koje osi kroz točku 0. Reakcije takva zgloba 
određene su trima komponentama F,,F,.F. koje su međusobno 
okomite. U primjeru prikazanom na sl. 10d savitljivo uže bez 
težine može prenositi samo vlačne sile u pravcu svoje uzdužne 
osi. Ako je uže prebačeno preko kolotura ili remenice (bez 
trenja), mijenja se samo pravac sile u užetu, dok intenzitet sile 
ostaje isti. Iz tih primjera slijedi da je reakcija veze uvijek 
upravljena suprotno pravcu i smjeru u kojem veza sprečava 
gibanje tijela. 


Rezultanta sila i ravnoteža 


Sustavi konkurentnih sila. Sustav sila kojima se linije dje- 
lovanja sijeku u jednoj točki zove se konkurentni sustav sila. 
Određivanje rezultante takvih sustava sila svodi se na primjenu 
trećeg aksioma statike. Ako npr. na točku A (sl. 11a) djeluju 
samo dvije sile F i Q koje međusobno zatvaraju kut y, onda 
je rezultanta R tih sila jednaka njihovu geometrijskom zbroju 
(sl. 11b): 


R=F+0 (4) 
Intenzitet te rezultante dobiva se pomoću kosinusova poučka: 
R = VF VOTr2F0cos), (3 


Kutovi x i fi, što ih rezultanta zatvara sa svojim komponen- 
tama, određuju se primjenom sinusova poučka: 
: Oe ok ko 
sina = —siny 1 snfi = —siny. 6 
E ) B O y (6) 


Plan položaja 
lem £ žem 


b Plan sila g c 
Im&xN Q 
C 


SI. 11. Određivanje rezultante konkurentnog su- 

stava sila. a plan položaja, b određivanje rezul- 

tante pomoću paralelograma sila, € određivanje 
rezultante pomoću trokuta sila 


6 MEHANIKA, STATIKA 


Umjesto paralelograma sila može se konstruirati trokut sila (sl. 
11c). -U tu svrhu crta se npr. vektor sile F u prikladnom 
mjerilu i nadovezuje mu se vektor sile Q. Završna stranica tog 
trokuta sila, povučena iz početne točke sile F, daje rezultantu po 
pravcu, smjeru i intenzitetu, tj. F+ O = R. Isti rezultat dobiva 
se kada se u planu sila najprije nacrta sila O, pa se na nju 
nadoveže sila F,1j. O + F = R. Prema tome vrijedi zakon komu- 
tacije, tj. zadane sile mogu se bilo kojim redom nizati u poligonu 
sila a da se pri tom ne mijenja intenzitet, pravac i smjer 
rezultante. Odatle se može zaključiti da je metoda sastavljanja 
kolinearnih sila samo poseban slučaj pravila poligona sila kada su 
kutovi poligona sila jednaki 0? ili 180“. Sastavljanjem u rezul- 
tantu više sila koje djeluju na jednu točku dolazi se postupno 
primjenom pravila paralelograma sila do sljedećeg zaključka: 
sustav proizvoljnog broja konkurentnih sila ekvivalentan je 
jednoj sili (rezultanti ili glavnom vektoru) koja je jednaka vek- 
torskoj sumi svih tih sila i prolazi kroz točku u kojoj se 
sijeku njihovi pravci djelovanja. Ako je npr. zadan sustav 
konkurentnih sila F,,F,,... F, koje djeluju na kruto tijelo u toč- 
kama A,,A2,...A, (sl. 12), onda se primjenom drugog aksioma 
statike hvatišta tih sila mogu pomaknuti u točku u kojoj se sije- 
ku pravci njihovih djelovanja. Tako se dobiva prostorni sustav 
sila sa zajedničkim hvatištem u točki O (sl. 13). Sastavljanjem 
sila F, i F, dobiva se njihova rezultanta: 


Fi+F.=R,, (7) 
a zatim sastavljanjem sile R, i sile F, slijedi da je 
R=R+F=F,+F,+Fa (8) 
tj. sila R, jednaka je zbroju sila F,, Fi Fa 
hz 
| 
(Ba sa 
| ZAR 
mi 
Ci 
sa 
.& 


SI. 12. Sustav konkurentnih sila koji 
djeluje na kruto tijelo 


Sl. 13. Određivanje zajedničkog hva- 

tišta konkurentnog sustava sila na sl. 

12 primjenom drugog aksioma i rezul- 
tante pomoću paralelograma sila 


SI. 14. Određivanje rezultante konku- 
rentnog sustava sila na sl. 12 pomoću 
trokuta sila 


Istim postupkom dolazi se do sile F, i dobiva se rezultanta 
zadanog sustava sila: 

R=R,= Fi ++: dj a 
i=1 
Tako dobiveni paralelogrami sila leže u općem slučaju u razli- 
čitim ravninama, a dobiveni vektorski poligon naziva se pro- 
storni poligon sila. Određivanje rezultante može se pojednosta- 
vniti ako se umjesto paralelograma sila crtaju trokuti sila (sl, 14). 
Ako se na kraj vektora F, nadoveže vektor F2, onda će vektor 


(9) 


koji spaja točku O s krajem vektora F, biti vektor rezultante 
R,. Zatim se nadovezivanjem ATE. na kraj vektora F, 
dobiva vektor R, koji spaja točku O s Krajem vektora F3, Na 
isti način dodaje se sljedeći vektor F, i konačno spajanjem 
točke O s krajem vektora F, dobiva se rezultanta R. I tada 
vrijedi zakon komutacije. Tako se dolazi do zaključka da je 
rezultanta jednaka vektoru koji spaja početnu i krajnju točku 
izlomljene linije, sastavljene od vektora zadanih sila. Drugim 
riječima: rezultanta je završna stanica poligona sila. Pravac 
djelovanja rezultante prolazi kroz točku u kojoj se sijeku pravci 
djelovanja zadanih sila, a smjer rezultante u planu sila suprotan 
je smjeru obilaženja zadanih sila. To je tzv. pravilo poligona 
sila. 

Za ravninski sustav sila može se primijeniti grafička metoda, 
pri čemu se plan sila obično crta posebno, i to uvijek u prik- 
ladnom mjerilu, za razliku od plana položaja koji prikazuje 
zadane sile i njihovo hvatište. U planu položaja sile se obično 
označuju samo po pravcu i smjeru, dok se kao vektori pre- 
dočuju samo u planu sila. Analitička metoda određivanja inten- 
ziteta i pravca rezultante slijedi iz vektorske jednadžbe (9). Tada 
se točka u kojoj se sijeku pravci djelovanja zadanih sila uzima 
kao ishodište pravokutnog koordinatnog sustava (sl. 13), pa se 
projiciranjem zadanih sila na koordinatne osi dobivaju izrazi 
za komponente R,, R, i R, rezultante R: 


R, ME R= EE, hoki Bok 
i=1 

R= < F=F4+Fn++Fa (10) 
iz1 

R=XF=F4+Fx4++Fa 


gdje su F;,,F;,,F;, projekcije sile F; na koordinatne osi. Prema 
tome, projekcije rezultante konkurentnog sustava sila na koordi- 
natne osi jednake su algebarskim zbrojevima projekcija tih sila na 
pripadne osi. S pomoću jednadžbi (10) može se odrediti inten- 
zitet rezultante i njezin pravac u pravokutnom koordinatnom 
sustavu O xyz. Budući da su komponente rezultante R proma- 
tranog sustava sila Ry = R,i, R,=R,j, RD = R,k međusobno 
okomite, intenzitet rezultante određen je relacijom 


=VRŽ+Ri+R? = 
\2 n 2 (11) 


// on 2 " 


=|1IX Fe) +(5B) +(5E) 
' li=i li=1 'i=i 
a pravac rezultante jednadžbama 
. Ri s R 
cos(x,R) = S cos(y,R) = a cos(z,R) = RO (12) 


Kada sve sile djeluju u jednoj ravnini (ravninski ili komplanarni 
sustav sila), primjenjuje se pravokutni koordinatni sustav O xy 
u toj ravnini. Tada su projekcije svih sila na os z jednake nuli, 
pa vrijede relacije: 


Re= A Fa=Fu+Fx+ 


ise kia 
i=1 
=XFy=F,,+Fx+ Pi (13) 
i=1 
R=VRFR = /l S Fu) +15 F4) 
lim lizi 
i odatle 
š R, : 
cos(x,R) = R S cos(y,R) = (14) 


Ravnoteža konkurentnog sustava sila. Za ravnotežu takvih 
sila koje djeluju na kruto tijelo potrebno je i dovoljno da 
rezultanta tih sila (njihov glavni vektor) bude jednaka nuli. 
Uvjeti koji pri tom moraju biti zadovoljeni mogu se izraziti u 
geometrijskom i u analitičkom obliku. Iz jednadžbe (11) slijedi 
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da će rezultanta R biti jednaka nuli ako je R, =0, R,=0 
i R, = 0. Analogno formulama za projekcije rezultante R,,R,,R, 
može se zaključiti da će sile F,,F,, F,, koje djeluju u jednoj 
točki tijela biti u ravnoteži ako su zadovoljene jednadžbe: 


hFa=Fat+Fat+ +Fx=0 


i=1 


> Fa=Fi,+Fa +6 +fF=0 


iz1 


(15) 


> Fe=Fat+Fat++F=0, 

ji 
tj. za ravnotežu prostornog konkurentnog sustava sila potrebno 
je i dovoljno da su algebarski zbrojevi projekcija svih sila 
zadanog sustava na svaku od tri koordinatne osi jednaki nuli. 


Tada se analitički uvjeti ravnoteže mogu izraziti u skraćenom 
obliku: 


xX=0 XY=0 +Z=0 (16) 


Očito je da za ravninski sustav sila koje djeluju u jednoj 
točki postoje samo dva analitička uvjeta ravnoteže: 


žX =0, £Y=0. (17) 


Rezultanta R sustava sila koje djeluju u jednoj točki 
krutog tijela određena je završnom stranicom poligona sila, 
sastavljenog od zadanih sila. Ta rezultanta može biti jednaka 
nuli samo ako se kraj posljednje sile u poligonu sila poklopi s 
početkom prve sile, tj. ako je poligon sila zatvoren. Prema tome, 
za ravnotežu sila potrebno je i dovoljno da poligon sila, kon- 
struiran od tih sila, bude zatvoren pa je to geometrijski uvjet rav- 
noteže. To pravilo može često poslužiti pri rješavanju zadataka o 
ravnoteži tijela na koje djeluju tri sile u ravnini. Kao tipičan pri- 
mjer za primjenu toga pravila jest postupak pri grafičkom odre- 
đivanju reakcija u osloncima jednostavne ili proste grede na koju 
djeluje kosa sila F (sl. 15). Greda se u A oslanja na nepomičan 
oslonac, dok je u B slobodno oslonjena na pomičan oslonac 
(bez trenja). Sila F pobuđuje reakcije u osloncima A i B. Kako 
greda miruje, sve tri sile koje na nju djeluju (F, R, i Ry) 
moraju biti u ravnoteži. To znači da pravac djelovanja reakcije 
R, mora prolaziti kroz sjecište poznatih pravaca sila F_i Rg. U 
protivnom, tijelo unatoč prividnoj ravnoteži sila neće mirovati. 


s. * i 
>+4 
SI. 15. Grafičko određivanje reakcija u osloncima 
jednostavne grede 


Na osnovi aksioma o slobodnom pomicanju hvatišta sila u 
pravcu njene linije djelovanja, te tri sile mogu se smatrati 
silama sa zajedničkim hvatištem i, prema tome, može se kon- 
struirati zatvoren trokut sila kojim su određeni intenziteti i 
smjerovi reakcija R, i Re. 


SI. 16. Grafičko određivanje reakcija 
u zglobu i osloncu na oštri brid 


Kad je štap AB težine Q, koji je u B zglobno vezan za 
nepomičnu točku, a u A se naslanja na oštar brid (sl. 16), 
može se štap smatrati slobodnim ako se umjesto nametnutih 
veza dodaju reakcije u A i B. Na štap djeluju tri sile: vlastita 


težina Q poznata po pravcu, smjeru i intenzitetu, sila R, 
poznata po pravcu, dok sila Rg mora prolaziti kroz središte 
zgloba u B. Za ravnotežu moraju se te tri sile sjeći u jednoj 
točki i moraju dati zatvoren trokut sila. Prema tome, reakcija 
u B mora prolaziti kroz sjecište pravaca sila Q i Ry. Crtanjem 
trokuta sila određeni su intenziteti i smjerovi reakcija u A i B. 


Grafičko rastavljanje sile u dvije komponente. Taj je zadatak 
određen ako su poznati pravci traženih komponenata. Ako, 
npr., treba silu F koja djeluje u točki A krutog tijela rastaviti 
u dvije komponente u pravcima / i 2, uz pretpostavku da sila 
Fi pravci 1 i 2 leže u jednoj ravnini (sl. 17a), postupak je 
sljedeći: sila F crta se u prikladnom mjerilu s hvatištem u po 
volji izabranoj točki O, pa se zatim kroz njezin početak i kraj 
povlače pravci paralelni sa zadanim pravcima 1 i 2 do njihova 
presjeka C. Ta točka određuje intenzitete traženih komponenata 
OC=F,1iCB=F, (sl. 17b). Isti rezultat dobiva se ako se 
paralele povuku obrnutim redom (sl. 17c). Tako dobiveni novi 
trokut OB'C' dopunjuje prvi trokut na paralelogram sila koji 
se, dakle, također može primijeniti za rastavljanje sile u dvije 
komponente. Pri tom smjer obilaženja komponenata F, i F2 
mora biti suprotan smjeru sile F. Prema tome, rastavljanje sile 
u dvije komponente obrnuti je zadatak od onog pri sastavljanju 


dviju sila u njihovu rezultantu. 
\ Plan položaja Plan sila 


po , == o 


a 


SI. 17. Grafičko rastavljanje sile u dvije komponente. a plan položaja, b i c 
konstrukcija trokuta sila 


Statički određeni i statički neodređeni zadaci. Reakcije veza 
s kojima se operira u statici pri rješavanju zadataka o ravnoteži 
neslobodne čestice ili tijela u većini slučajeva su nepoznate, 
bilo po pravcu bilo po intenzitetu. Broj nepoznanica zavisi od 
broja i karaktera veza. Ako taj broj nije veći od broja jednadžbi 
ravnoteže koje sadrže reakcije veza, zadatak je statički određen, 
a pripadni sustav čestica, odnosno tijela, zove se statički odredeni 
sustav. U protivnom govori se o statički neodredenim zadacima, 
odnosno sustavima. Statički je neodređen zadatak (sl. 18) kad 
je teret Q obješen pomoću triju niti koje leže u istoj ravnini. 


SI. 18. Primjer statički neodređenog sustava 


Tada postoje tri nepoznanice (intenziteti sila F,, F2 i Fa u 
nitima AB, AC i AD), a samo dvije jednadžbe ravnoteže 
(ZX =0i 2Y=0). Prema tome, zadatak je jedanput statički 
neodređen. Statička neodređenost je posljedica prekobrojne veze. 
Naime, da bi teret Q bio u ravnoteži u položaju određenom 
kutovima « i 6, dovoljno je teret objesiti samo pomoću dviju 
niti (npr. AB i AD). Treća nit (AC) je suvišna (prekobrojna 
veza). Za rješavanje statički neodređenih zadataka mora se 
napustiti hipoteza o krutosti tijela i uzeti u obzir njegova 
deformacija. Takvi se zadaci razmatraju u statici deformabilnih 
tijela (v. Nauka o čvrstoći). 

Statički moment sile. Pojam statičkog momenta sile temelji 
se na djelovanju poluge kao jednog od osnovnih prostih stro- 
jeva mehanike. Taj je pojam u mehanici isto tako važan kao 
i pojam sile. Statičkim momentom M,, sile F s obzirom na 
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točku O zove se umnožak intenziteta sile i njezina kraka h, 
mjerenog u pravcu okomice spuštene na pravac sile F iz 
točke O (sl. 19). To se izražava u obliku jednadžbe: 


M) = Fh (18) 
Obično se uzima da je M pozitivan ako sila nastoji okretati 
tijelo oko točke O u smjeru suprotnom gibanju kazaljke na 


satu (sl. 19a), a u protivnom je slučaju M negativan (sl. 19b). 
Jedinica statičkog momenta sile u SI jest njutnmetar (Nm). 


M;=Fh 


i=4 
a 


SI. 19. Određivanje statičkog momenta sile. « pozitivni, 
h negativni moment 


Jednake dimenzije imaju mehanički rad, kinetička i potencijalna 
energija, samo se tada njutnmetar naziva džul (J). Statički 
moment sile ima sljedeća svojstva: a) moment sile se ne mijenja 
pri pomaku hvatišta sile uzduž njezine linije djelovanja, b) 
moment sile s obzirom na točku O jednak je nuli ako je sila 
jednaka nuli ili ako pravac djelovanja sile prolazi kroz točku 
O 1 c) intenzitet statičkog momenta sile može se prikazati 
dvostrukom ploštinom trokuta OBC ili OB'C, (sl. 19). 


Analitički izraz za statički moment sile. Ako je zadana 
samo sila F koja djeluje u točki A(x,y) (sl. 20), analitički je 
izraz statičkog momenta sile F s obzirom na točku O 


M; = —Fh=F,x—F,y. (19) 


Ako je zadano više sila koje djeluju na točku A(x,y), onda je 
*Mo=X*F,x—žF,y. 


(20) 


Sl. 20. Uz određivanje analitičkog izraza za 
statički moment sile 


Iz tih dviju jednadžbi slijedi da statički moment rezultante 
može biti jednak nuli: /) ako je po apsolutnoj vrijednosti 


F.y=fF,x, odnosno *F,y = žF,x, (21) 
2) ako je 
Fe=01iF,=0, odnosno XF,=0i*F,=0. (22) 


išžjakojex =01y=0. Kad su zadovoljeni uvjeti pod 1) i 3), 
rezultanta mora prolaziti kroz početak koordinatnog sustava, 
a kad je zadovoljen uvjet pod 2), rezultanta je jednaka nuli. 


Vektorski izraz za statički moment sile. Ako je hvatište 
vektora sile F određeno vektorom položaja r, onda je statički 
moment sile F s obzirom na točku O određen vektorskom 
jednadžbom 


M=FxfF, (23) 


tj. statički moment sile F s obzirom na točku O jednak je 
vektorskom umnošku vektora položaja F i vektora sile F. Taj 
vektor je upravljen okomito na ravninu E (sl. 21) što je odre- 


đuju vektori # i F, a njegov je intenzitet: 


IM;| = |Fl-1Flsina. (24) 


Za određivanje smjera vektora M!, obično se primjenjuje pra- 
vilo desnog vijka ili pravilo desne ruke. Krak vektora sile F jest 
okomica h povučena iz O na pravac vektora F: 


Ih| = \r|- sina. (25) 
Prema tome, intenzitet vektora M: može se izraziti ovako: 
IMGI=1F1-1H1, (26) 
odnosno 
M4 = Fh. (27) 


Sl. 21. Vektorski prikaz statičkog mo- SI. 22. Vektorski prikaz statičkog mo- 
menta sile s obzirom na točku u rav- menta sile s obzirom na točku u pro- 
nini storu 


Odatle se izvodi već navedena definicija da je intenzitet sta- 
tičkog momenta sile s obzirom na točku jednak dvostrukoj 
ploštini trokuta kojega je osnovica vektor sile, a visina krak 
sile. Ako je hvatište sile F određeno koordinatama x,y,z i ako 
su F,F,,F, projekcije sile F na koordinatne osi (sl. 22), a 
točka O nalazi se u ishodištu koordinatnog sustava Oxyz, 
onda je statički moment sile F: 

| bj 
Ps ovo 
Fa, Be JE 
=(F.y—F,i+(P,2— Fooj+(F,x— Foy)k. (28) 


Odatle slijedi da su projekcije vektora momenta sile na koordi- 
natne osi određene formulama: 

Mox=F.y—F,z 

Mo =F,2—F,x. 

oz = F,Xx > F,y 


M =fxF= 


(29) 


Moment sile s obzirom na os. Ako je zadana sila F i pravac 
osi z, koja je upravljena okomito na ravninu E, i ako se sila 
F projicira na tu ravninu, onda se statički moment sile F s 
obzirom na točku O u kojoj os z probija ravninu E može 
izraziti u obliku: 


M; =F'h, (30) 
gdje je F' projekcija B'C' sile F na ravninu E, a krak h okomica 
iz točke O na projekciju B'C' (sl. 23). Odatle slijedi da je 
moment sile F s obzirom na os z jednak umnošku projekcije 


sile F i kraka h. Tada je umnožak jednak dvostrukoj površini 
trokuta OB'C', pa vrijedi relacija 


M! =2A0BC. (31) 


/E 


Sl. 23. Vektorski prikaz statičkog mo- 
menta sile s obzirom na os = 


Varignonov poučak o momentu rezultante. Ako u jednoj 
ravnini djeluje konkurentni sustav sila, onda za određivanje 
statičkog momenta rezultante zadanih sila s obzirom na pro- 
izvoljnu točku te ravnine vrijedi jednadžba 
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Rh=Fih, +F2h2 + +F,h (32) 
ili općenito 
MB = Mi, (33) 
gdje je 
=(Ri=ix #1, (34) 
i=1 


tj. statički moment rezultante ravninskog sustava sila s obzirom 
na proizvoljnu točku O ravnine jednak je algebarskom zbroju 
momenata komponentnih sila s obzirom na istu točku. To je 
tzv. momentno pravilo ili Varignonov poučak. 


Spreg sila. Spregom sila naziva se sustav od dvije jednake, 
ali suprotno usmjerene sile F, i F, koje leže na paralelnim 
linijama djelovanja. Rezultanta takvih dviju sila jednaka je nuli, 
tj. 

R=F,+F,=0. (35) 
Prema tome, spreg sila ne može se nadomjestiti, odnosno 
uravnotežiti jednom silom. Pored pojma sile i pojma statičkog 
momenta sile, spreg sila je treći osnovni element statike. Ne 
smije se shvatiti kao slučajna kombinacija dviju međusobno 
nezavisnih sila, nego kao statička cjelina koja ima posebna 
svojstva. Budući da su sile što čine spreg sila jednakog inten- 
ziteta, a suprotna smjera, obilježavaju se obično sa F i —F, 
a njihov međusobni razmak sa a (krak sprega sila). Spreg sila 
obično se predočuje simbolički u obliku (F,—F) ili jednostavno 
(F,F). 


Sl. 24. Spreg sila koji djeluje na ravnu krutu 
ploču 


Na sl. 24 prikazan je takav sustav sila što djeluje na ravnu 
krutu ploču koja se može okretati oko točke 0. Očito je da 
je rezultantni moment tih dviju sila s obzirom na točku O 
te ravnine različit od nule, tj. da je 


M;=Fa,>Far=fF(a,—a)=Fa (36) 


Moment sile F s obzirom na točku A bit će M; =Fa, a s 
obzirom na točku B je M$ = Fa. To vrijedi za bilo koju točku 
ravnine E, jer su točke 0, A i B izabrane po volji. Odatle 
slijedi da spreg sila pobuđuje rotaciju krute ploče E, a ne pobu- 
đuje translaciju, jer je R = 0. Prema tome, za moment sprega 
sila vrijedi 

M*' = +Fa, (37) 
što znači da je nastojanje sprega sila da pobudi rotaciju kon- 
stantno, jednako umnošku intenziteta jedne sile i kraka a sprega 
sila. Slijedi da moment sprega sila ima istu dimenziju kao i 
statički moment sile, tj. jedinica mu je njutnmetar. Predznak 
momenta sprega sila obično se određuje ovako: nastoji li spreg 
sila okrenuti ravninu slike (promatranu odozgo) u smislu 
suprotnom gibanju kazaljke na satu, izraz momenta sprega sila 
dobiva pozitivni predznak, a u protivnom negativni predznak. 


Spreg sila kao vektor. Moment sprega sila može se prikazati 
i vektorski. Ako npr. spreg sila djeluje u ravnini E (sl. 25), 
vektor momenta sprega sila upravljen je okomito na ravninu 
sprega sila, intenzitet mu je jednak umnošku intenziteta jedne 
sile i kraka sprega sila, a njegov smjer zavisi od smisla rota- 
cije sprega sila. Prema tome, kod sprega sila valja razlikovati: 
a) intenzitet sila, b) krak sprega sila, c) smisao rotacije i d) rav- 


ninu sprega sila. Budući da moment sprega sila ne zavisi od 
izbora momentnog pola (točka 0), vektor M" je slobodan 
vektor, koji je određen sa četiri navedena podatka. 


SI. 25. Vektorski prikaz momenta sprega 
šila 


Svojstva spregova sila i njihova ekvivalentnost. /) djelovanje 
spregova sila na ravnu krutu ploču neće se promijeniti ako se 
hvatišta sila koje čine spreg sila pomaknu u pravcu njihova 
djelovanja — to se svojstvo temelji na drugom aksiomu statike; 
2) spreg sila može se po volji pomicati u pravcu njegova kraka, 
tj. okomito na pravac djelovanja njegovih sila; 3) spreg sila 
može se i po volji pomicati u ravnini sprega sila pod uvjetom 
da pojedine sile međusobno ne mijenjaju svoj položaj; 4) spreg 
sila može se nadomjestiti drugim spregom sila pod uvjetom 
da su im momenti jednaki i da imaju isti smisao okretanja; 


SI. 26. Pomak sprega sila iz jedne u 
drugu, paralelnu ravninu 


5) spreg sila može se pomaknuti iz jedne ravnine u drugu, 
paralelnu ravninu krutog tijela bez promjene njegova meha- 
ničkog djelovanja (sl. 26). Npr., ako je u ravnini / krutog tijela 
zadan spreg sila (F,—F) i ako se u paralelnoj ravnini II 
ucrtaju dva sprega sila (F',—F')i(F",—F'), koji se međusobno 
poništavaju, pa se jednake i paralelne sile istog smjera F i F“ 
sastave u njihovu rezultantu R i isto se tako postupi sa silama 
—Fi —F", dobit će se druga rezultanta — R. Obje te rezultante 
imaju zajedničko hvatište O, jednakog su intenziteta i suprotno 
usmjerene. To znači da se one međusobno poništavaju, a ostaje 
samo spreg sila (F',—F') u ravnini 1/1. Prema tome, zadani 
spreg sila u ravnini I ekvivalentan je po svojem djelovanju 
na kruto tijelo spregu sila (F',—F'). Oba ta sprega sila nastoje 
pobuditi rotaciju krutog tijela u istom smislu i imaju jednake 
momente. Odatle slijedi da se vektor M" sprega sila može 
pomicati u pravcu svoje linije djelovanja. Kako se on može 
pomicati i paralelno samom sebi, zaključuje se da je vektor 
sprega sila doista slobodan vektor. Pri određivanju mehaničkog 
djelovanja sprega sila na kruto tijelo može se, dakle, vektor 
momenta sprega sila prenositi u bilo koju točku. Na sl. 27 
prikazana su tri sprega sila s jednakim momentom M" = Fa, 
koji djeluje u paralelnim ravninama. U sva tri primjera vektor 
momenta sprega sila M* ima isti intenzitet, pravac i smjer. 


dovu 


g 
3 


Sl. 27. Moguće transformacije sprega sila uz uvjet 
da se moment sprega sila ne mijenja 
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Odatle slijedi da je moment sprega sila veličina koja kvantita- 
tivno karakterizira mehaničko djelovanje sprega sila na kruto 
tijelo. Mogu se po volji mijenjati sile i krak sprega sila, 
premještati spreg sila u svojoj ravnini i paralelno pomicati 
ravnina sprega sila, pod uvjetom da se kod tih transformacija 
ne mijenja moment sprega sile. Prema tome, moment sprega 
sila u potpunosti određuje djelovanje sprega sila na kruto tijelo. 

Pravilo o paralelnom pomaku sile. Ako hvatište A sile F 
treba premjestiti u točku B zadane krute ploče (sl. 28a) tako 
da se stanje ploče pri tome ne promijeni, onda treba u točki 
B dodati dvije jednake i suprotno usmjerene sile F' i F", 
koje su međusobno u ravnoteži, a jednake su po intenzitetu 
i paralelne sa silom F. Tada zadana sila F u točki A i sila 
F' u točki B čine spreg sila, pa umjesto sile F u točki A 
djeluje sila F" u točki B, jednaka i istog smjera, i još jedan 
spreg sila (sl. 28b). Taj spreg sila zajedno sa zadanom silom 
F ima isto djelovanje na krutu ploču kao i prvobitna sila F 


sama. 
(a) b Z 


SI. 28. Prikaz pravila o paralelnom pomaku sile 
u. ravnini 


Odatle slijedi da se sila ne može odmah pomicati paralelno 
samoj sebi. Njeno djelovanje ostaje tada bez promjene samo 
onda ako joj se doda još spreg sila kojega je moment po in- 
tenzitetu i smjeru jednak statičkom momentu zadane sile F s 
obzirom na novo hvatište B. Taj postupak ujedno pokazuje 
kako se jedna zadana sila može rastaviti u drugu silu i spreg 
sila. Taj se zadatak u statici naziva svođenjem ili redukcijom 
sile na zadanu točku. Pri tom se druga sila F" s hvatištem u 
točki B zove redukcijska sila, a spreg sila (F,F') s krakom a 
zove se još i redukcijski spreg sila. Rezultat koji daje ovo pra- 
vilo može se prikazati i tako kao na sl. 28c. Sličnim postup- 
kom, primjenjujući svojstva spregova sila, može se pokazati da 
se sastavljanjem sile i sprega sila dobiva sila koja je po 
pravcu, smjeru i intenzitetu jednaka zadanoj sili, ali je paralelno 
pomaknuta za razmak koji je jednak kvocijentu momenta za- 
danog sprega sila i intenziteta zadane sile. Pri tom moment 
sile u novom položaju za bilo koju njezinu točku u prijašnjem 
položaju mora imati isti smjer kao i zadani spreg sila. 


Sastavljanje spregova sila u ravnini. Spregovi sila u ravnini 
sastavljaju se tako da se njihovi momenti algebarski zbroje, 
a zatim se odredi bilo koji spreg sila kojem je moment jednak 
tom zbroju. Npr. ako je zadano n spregova sila kojih su mo- 
menti M,,M,....M,, onda je ekvivalentni rezultantni moment 

M=XM. (38) 
i=1 
Očito je da je za ravnotežu ravninskog sustava spregova sila 
potrebno i dovoljno da algebarski zbroj momenata tih spregova 
sila bude jednak nuli, tj. mora biti 


A M; = 0. (39) 


Redukcija ravninskog sustava sila s obzirom na zadanu točku. 
Sustav sila različitog pravca F,,F2,:<F, djeluje na ravnu krutu 
ploču u točkama A,,A,,...A, (sl. 29a). Odgovor na pitanje 
čemu je ekvivalentan taj sustav sila daje Poinsotova metoda 
redukcije, koja se sastoji u tome da se na sve zadane sile 
primijeni pravilo o paralelnom pomaku sile i da se reduciraju 
s obzirom na bilo koju točku O krute ploče (redukcijska točka). 
U tu svrhu dodaju se u točki O po dvije suprotne sile, jedna- 
kog intenziteta kao i pripadne zadane sile. Stanje ploče time se 
ne mijenja, jer se dodane sile međusobno poništavaju. Prema 
tome, tada u zajedničkom hvatištu O djeluju sile F,,F2,...F, 


koje su istog pravca, smjera i intenziteta kao i zadane sile 
(to su tzv. redukcijske sile, na slici označene dvjema crticama). 


SI. 29. Redukcija ravninskog sustava sila na zadanu točku. a plan polo- 
žaja, b poligon sila, c rezultanta i moment rezultantnog sprega sila, d vektorski 
prikaz diname sustava sila 


Crtanjem poligona sila dobiva se njihova redukcijska rezultanta 
R (sl. 296), koja također djeluje u točki O. Osim toga, na ploču 
sada djeluje isto toliki broj spregova sila (F,,—F,),(F2,—F>), 
(FE, —F,). Momenti tih spregova sila jednaki su statičkim 
momentima zadanih sila s obzirom na točku 0. Ti spregovi sila 
mogu se na poznat način sastaviti u jedan redukcijski spreg 
sila kojem se moment naziva redukcijskim momentom. Njegov 
intenzitet određen je jednadžbom 


M*=—Fja+F202+- (40) 


a može se predstaviti kao spreg sila (R',—R) s krakom a, 
pa je R'a rezultantni spreg sila. Tako je zadani sustav sila 
reduciran na rezultantu R i na rezultantni spreg sila kojem je 
moment M* = R'a. Vektor rezultante R i vektor momenta re- 
zultantnog sprega sila M* čine tzv. dinamu promatranog sustava 
sila. Prvi vektor pobuđuje translaciju, a drugi rotaciju krute 
ploče. U općem slučaju ravninskog sustava sila ta dva vektora 
zatvaraju međusobno kut od 90" (sl. 29d). Odatle slijedi da se 
svaki ravninski sustav sila koji djeluje na kruto tijelo, pri svo- 
đenju ili redukciji na proizvoljnu točku O u toj ravnini, može 
zamijeniti jednom silom R koja je jednaka redukcijskoj rezul- 
tanti ili glavnom vektoru zadanog sustava sila, s hvatištem u 
točki O, i rezultantnim spregom sila kojem je moment Mg 
jednak rezultantnom momentu ili glavnom momentu sila s ob- 
zirom na točku 0. Budući da intenzitet redukcijske rezultante 
R ne zavisi od izbora točke 0, ta je sila statička invarijanta. 
Pri redukciji ravninskog sustava sila može nastupiti sljedeće: 


1) Ako je u zadanom sustavu R' +0 i M* +0, onda se s 
pomoću pravila o sastavljanju sile i sprega sila dobivena rezul- 
tanta R' i moment rezultantnog sprega sila M* mogu zamije- 
niti jednom silom R koja je paralelna i jednaka rezultanti R' 
i od nje udaljena za 


+ Fa 


SEK (41) 


Prema tome, zadani sustav sila može se svesti na jednu silu. 
2) Ako je u zadanom sustavu R' #0 i M* =0, onda je 


(42) 


što znači da se rezultanta R zadanog sustava sila poklapa s 
redukcijskom rezultantom R'. Tada se točka O nalazi upravo 
na liniji djelovanja rezultante R. Odatle slijedi da se i tada 
ravninski sustav sila može svesti na jednu silu. 

3) Ako je u zadanom sustavu sila R=0 i M* +0, sustav 
je sila reduciran na jedan spreg sila koji nastoji pobuditi 
okretanje krute ploče (tzv. čista rotacija). 

4) Kada je R=0iM* =0, sustav se nalazi u stanju ravno- 
teže. Prema tome, ravninski sustav sila različitog pravca može 
se svesti na jednu silu i na spreg sila, osim kada su oba vektora 
diname jednaka nuli. 
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Metoda projekcija. Svođenje zadanog ravninskog sustava sila 
na jednostavniji oblik može se izvesti analitički metodom pro- 
jekcija, koja se sastoji u tome da se sve zadane sile rastave 
na komponente u pravcima dviju koordinatnih osi i dalje se 
postupa na sličan način kao pri sastavljanju sila koje djeluju 
na jednu točku. Tada za određivanje rezultante ili glavnog 
vektora služe formule: 


Ri= x Fa=FatFate+fFu 
i=1 


R=xFy=F,+F)t++Fa (43) 


R=VR+R = KE Fe) +(X F9) 
liza / i OT, 


R R 
cos(x,R) = =, cos(y,R)= —, 
(x,R) ni sxR)=2 
a za određivanje momenta rezultantnog sprega sila ili glavnog 
momenta u odnosu na ishodište izraz 
n n 
Mi = ži Moj <a Ši (Fi, —yiFi), (44) 
iz 2 
gdje su x; i y; koordinate hvatišta sile Fi. 


Analitički uvjeti ravnoteže ravninskog sustava sila. Iz za- 
ključka da će zadani ravninski sustav sila različitih pravaca 
biti u ravnoteži ako su oba vektora diname jednaka nuli, tj. 
R=0iM*=0, mogu se izvesti tri različita analitička uvjeta 
ravnoteže: a) Za ravninski sustav sila različitih pravaca po- 
trebno je i dovoljno da su zadovoljeni uvjeti: 


R, = x X=0, 
ist 


KžSvedi (45) 
i=1 


M; = ŽE MIS > (Hx— Xy)=0. 


i=1 i=1 


Te jednadžbe izražavaju da za ravnotežu ravninskog sustava 
sila različitog pravca algebarski zbrojevi projekcija svih zadanih 
sila na dvjema koordinatnim osima (pravokutnim ili kosim) i 
algebarski zbroj svih momenata tih sila s obzirom na bilo koju 
točku ravnine sila moraju biti jednaki nuli. Prve dvije jednadžbe 
nazivaju se komponentnim jednadžbama, a treća momentnom 
jednadžbom ravnoteže. b) Drugi oblik uvjeta ravnoteže glasi: 
za ravnotežu ravninskog sustava sila različitog pravca potrebno 
je i dovoljno da su zbrojevi momenata zadanih sila s obzirom 
na dvije točke O i O, ravnine sila jednaki nuli, i da je zbroj 
projekcija sila na os koja nije okomita na O0, jednak nuli, što 
je izraženo jednadžbama: : 

n n 

x Mi=0 yY Mi = 

1 


i=1 


> X=0, (46) 
i=1 i 

€) Treći oblik analitičkih uvjeta ravnoteže (tri momentne jed- 
nadžbe): 


s Mga0 S Mi=0 YMy=0 


i=1 i=1 i=1 


(47) 


izražava da ravninski sustav sila različitih pravaca može biti 
u ravnoteži ako su zbrojevi momenata svih sila s obzirom na 
tri točke 0, O, i 0, koje ne leže na istom pravcu, jednaki 
nuli, 

Odatle slijedi da za ravnotežu ravninskog sustava sila 
moraju biti ispunjena po tri uvjeta ravnoteže. Uvjeti pod a) 
smatraju se osnovnim, jer ako se oni primjenjuju, onda nema 
nikakvih ograničenja ni u izboru koordinatnih osi ni u izboru 
momentnog pola. 

Uvjeti ravnoteže paralelnih sila u ravnini. Ako na ravnu 
krutu ploču djeluje ravninski sustav paralelnih sila, dovoljno 
je i potrebno da budu ispunjena samo dva uvjeta: 


Rx sEV M,= X (nx F)=0. (48) 
i=1 isl 
U skalarnom obliku ti uvjeti glase: 
X P=066 HMy=0 (49) 
i=1 iz1 


tj. algebarski zbroj svih sila i algebarski zbroj njihovih mo- 
menata s obzirom na bilo koju točku ravnine sila moraju biti 
jednaki nuli. Uvjeti ravnoteže mogu se izraziti i u drugom 
obliku, ali samo ako 00, nije paralelan sa zadanim silama: 


n 


M= > oR F)=0, Mt T)=0, (50) 
i=1 
ili skalarnim jednadžbama 
XL M, =0, X Mg, =0, (51) 


iz1 i=1 


koje izražavaju da algebarski zbrojevi momenata svih sila s 
obzirom na dvije točke ravnine sila moraju biti jednaki nuli. 
Prema tome, i za ravninski sustav paralelnih sila potrebna su 
i dovoljna samo dva analitička uvjeta ravnoteže. 


Ravnoteža sustava krutih tijela. Kad se promatra ravnoteža 
sustava koji se sastoje od nekoliko međusobno vezanih krutih 
tijela, kao što su npr. mehanizmi, strojevi i njihovi sastavni 
dijelovi, mogu se primijeniti različite metode. Jedna se sastoji 
u tome da se sustav rastavi na sastavne dijelove i postave 
jednadžbe ravnoteže za svaki dio, promatrajući ga kao oslobo- 
đeno tijelo. Pri tom će dvije i dvije reakcije unutrašnjih veza 
biti jednake po intenzitetu i suprotnog smjera. Kad je sustav 
od n tijela, pri čemu na svako od njih djeluje kakav god 
ravninski sustav sila, dobivaju se 3n jednadžbe pomoću kojih 
se mogu naći 3n nepoznanice. Ako je broj nepoznanica u 
jednadžbama ravnoteže veći od broja jednadžbi ravnoteže, za- 
datak je statički neodređen. Na sl. 30a prikazan je kao primjer 
nosač koji se sastoji od tri kruta štapa AB, DF i EH koji su 
međusobno vezani zglobovima, pri čemu je nosač opterećen 
teretom Q. Štap AB oslanja se donjim krajem na nepomični 
oslonac u A, a na gornjem kraju je privezan užetom za nepo- 
mičnu točku C. Sl. 30b prikazuje oslobođeni sustav na koji 
osim aktivne sile Q djeluju još i vanjske reakcije veza u ležaju 


SI. 30. Primjer rastavljanja sustava krutih tijela u sastavne dijelove. a nosač 
od tri kruta štapa vezana zglobovima, b oslobođeni sustav s teretom, silom 
u užetu i reakcijama u ležaju A, c sile u dijelovima sustava 


Aisila u užetu S. Unutrašnje sile sustava koje djeluju na 
njegove sastavne dijelove nisu pokazane na sl. 30b. Ako se 
nosač rastavi na svoje sastavne dijelove i svaki dio promatra kao 
oslobođeno tijelo, dobiva se predodžba o unutrašnjim silama 
nosača. Tim silama dijelovi nosača djeluju jedni na druge i za 
svaki pojedini dio to su vanjske sile (sl. 30c). Da bi sustav 
krutih tijela bio u ravnoteži, potrebno je da i svaki njegov 
dio bude u ravnoteži. Prema tome, kada se razmatra ravnoteža 
takvih sustava krutih tijela, mogu se postavljati uvjeti ravnoteže 
za čitav sustav krutih tijela i uvjeti ravnoteže za svako od 
krutih tijela sustava. U prvom slučaju sve reakcije unutrašnjih 
veza međusobno se poništavaju, jer su jednake po intenzitetu 
i suprotno usmjerene. Zbog toga u te jednadžbe ravnoteže ulaze 
samo reakcije vanjskih veza i zadane sile. Prema tome, iz 
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uvjeta ravnoteže za čitav sustav ne mogu se odrediti reakcije 
unutrašnjih veza, nego samo reakcije vanjskih veza. 


Sastavljanje spregova sila u prostoru. Pri određivanju sprega 
sila u prostoru potrebno je znati ravninu sprega sila (sl. 31). 


PA a 
Sl. 31. Spreg sila u prostoru. a ravnina sprega sila, b vektor momenta 


sprega sila, c pomak vektora momenta sprega sila u ishodište koordinatnog 
sustava, d rastavljanje vektora momenta sprega sila u komponente 


Pripadni vektor momenta sprega sila jest vektor M upravljen 
okomito na ravninu sprega sila (sl. 31b). Njegov se smjer 
obično određuje pomoću pravila desne ruke. Budući da je 
moment M slobodan vektor, može se on pomaknuti paralelno u 
ishodište O koordinatnog sustava (sl. 31c). Vektor M može se 
rastaviti u komponente M,, M, i M, (sl. 31d). Komponentni 
vektor upravljen u pravcu osi x moment je sprega sila koji djeluje 
u ravnini yz, dok ostale dvije komponente predočuju spregove 
sila što djeluju u ravninama xz i xy. 


Sl. 32. Sastavljanje spregova sila u prostoru 
koji ne leže u paralelnim ravninama 


Pri sastavljanju spregova sila što leže u ravninama koje nisu 
međusobno paraleine u prostoru postupa se ovako: u ravni- 
nama 1 i JI što se sijeku zadana su dva sprega sila (F,,F;) 

i (F,,F2) (sl. 32). Redukcijom tih spregova sila na zajednički 
krak AB (presječnica: ravnina / i 11) dobiju se transformirani 
spregovi sila (0,,04) i (02,02). Pri tom moraju biti zadovoljeni 


izrazi: 
M, = M(0,.01) = M(F,.F4) : 
Ma = M020) = M(F,F.) iki 
Sastavljanjem sila u točkama A i B dobiju se rezultante 
=0,+0 i K=0+0. (53) 


Odatle slijedi da je R = — R', što znači da je sustav zadanih 
spregova sila ekvivalentan jednom spregu sila (R,R'). Moment 


je tog sprega sila M(R,R) = BA x KR, a kako jeR=0,+0, 
slijedi da je 
MR,R)=BAx(0,+0))=BAxQ,+BAx0Q, = 
= M(Q,,01) + M(Q2,02) = M(F,,F1) + M(F,,F2), (54) 
a odatle je vektor rezultantnog sprega sila 
M=M,;+M,.. (55) 


Na isti način postupa se ako je zadano više od dva sprega 
sila. Prema tome, sastavljanjem dvaju ili više spregova sila što 
leže u različitim ravninama koje se sijeku u prostoru dobije se 
novi spreg sila s momentom jednakim vektorskom zbroju vek- 
tora momenata zadanih spregova sila. 


Osnovni pojmovi grafostatike. Dio statike u kojem se izlažu 
grafičke metode za rješavanje zadataka iz statike ravninskih 
sustava zove se grafostatika. Grafičke metode imaju široku pri- 
mjenu u tehničkoj praksi. U usporedbi s analitičkim metodama 
manje su točne, jer točnost rezultata zavisi od točnosti crteža, 
ali su često u prednosti jer daju brža i preglednija rješenja 
zadataka. Zasnivaju se na konstrukciji poligona sila i verižnog 
poligona. 


Ako su, npr., zadane dvije sile F, 1 F, koje se ne sijeku 
na listu crteža (sl. 33), onda se iznos, pravac i smjer njihove 
rezultante određuje pomoću plana sila (sl. 33b), pa se zatim u 
planu sila po volji izabere točka O, koja se naziva polom i taj 
se pol spoji s točkom b. Spajanjem pola O s točkama a i c 
dobiju se pomoćne sile S, i S, koje u planu položaja moraju 
prolaziti kroz točke A i B što leže na paraleli sa Ob. Produ- 
ženjem njihovih linija djelovanja dobije se u planu položaja 
točka C kroz koju mora prolaziti rezultanta R zadanih sila 
F, i Fo. Treba još samo kroz točku C povući paralelu s 
rezultantom R iz plana sila i zadatak je riješen. Takvo odre- 
đivanje položaja rezultante naziva se zmetodom verižnog poligona. 


SI. 33. Određivanje rezultante dviju sila metodom verižnog 
poligona. a plan položaja. b plan sila 


Slično se postupa pri grafičkom sastavljanju više sila raz- 
ličitih pravaca u ravnini. Ako je, npr., zadan sustav od četiri 
sile F,,...F, (sl. 344), crta se najprije poligon sila, pa se po 
volji odabere pol O i spoji se s točkama _a,b,...e 
(sl. 346). Linije 04,0b,...Oe nazivaju se polnim zrakama i 
obično se obilježavaju brojkama 1,2,.... Zatim se u planu polo- 
žaja na sili F, po volji uzme točka I i povuku paralele s 
polnim zrakama / i 2. Time se dobije točka II, kroz koju se 
povuče paralela sa 3 do presjeka sa silom F, itd. i konačno 
kroz točku IV paralela sa 5. Paralele s krajnjim polnim zrakama 
115 sijeku se u točki V, kroz koju mora prolaziti rezultanta 
zadanih sila. Izlomljena linija A—I—II—III—IV—B zove se 
verižni poligon. Taj naziv dolazi odatle što njezin oblik odgovara 
obliku koji bi zauzele verige (lanac), ili uže, obješene u A i B, 
kada na njih djeluju zadane sile i kad su one u ravnoteži. Polne 
zrake predočuju napetost dijelova užeta, odnosno dijelova lanca. 
Pojam verižnog poligona uveo je Varignon. 


Sl. 34. Određivanje rezultante više sila metodom verižnog poligona. 
a plan položaja, b plan sila 


Metoda verižnog poligona najčešće se primjenjuje kad se 
radi s paralelnim silama, npr. teretima kojima su opterećeni 
ravni nosači. Pri grafičkom rastavljanju paralelnih sila postupa 
se ovako: neka je horizontalna greda 'oslonjena na krajevima 
i opterećena silom Q (sl. 35a). Ako treba naći koliki dio tereta 
otpada na jedan, a koliki na drugi oslonac, primjenjuje se 
obrnut postupak od onog pri sastavljanju dviju paralelnih 
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sila metodom verižnog poligona. U planu sila odabere se pol O 
i povuku polne zrake 1 i 2 (sl. 35b). Zatim se u planu polo- 
žaja ucrtaju paralele s polnim zrakama koje sijeku vertikalne 
pravce I i I/ u točkama A i B. Spajanjem tih točaka tzv. 


SI. 35. Određivanje rezultante paralelnih sila me- 
todom verižnog poligona. a plan položaja, b plan 
sila 


završnom stranicom ili zaključnicom verižnog poligona (AB = s) 
i povlačenjem paralele s kroz pol O u poligonu sila dobiju se 
intenziteti traženih komponenata F, i F,. Sličan je postupak 
kada je greda opterećena s više takvih sila (tereta), pa treba 
odrediti kolikim će silama tako opterećena greda djelovati na 
svoje oslonce. 


Grafički uvjeti ravnoteže. Za ravnotežu konkurentno-kom- 
planarnog sustava sila jedini je grafički uvjet da poligon sila 
bude zatvoren i da sve sile imaju isti smisao obilaženja. Za 
ravninski sustav sila što djeluju u različitim točkama ravne 
krute ploče taj uvjet nije dovoljan, već je potrebno da i verižni 
poligon bude zatvoren. Prema tome da li su poligon sila i 
verižni poligon za promatrani ravninski sustav sila otvoreni ili 
zatvoreni, mogu nastati sljedeći slučajevi: a) ako su poligon 
sila i verižni poligon otvoreni, sustav sila svodi se (reducira) 
na jednu silu, tj. na njihovu rezultantu, b) ako je poligon 
sila zatvoren, a verižni poligon otvoren, sustav sila svodi se 
na spreg sila i c) ako su poligon sila i verižni poligon zatvoreni, 
promatrani je sustav sila u ravnoteži. 


Rastavljanje sile u tri komponente u ravnini. Sila se može 
rastaviti u tri komponente u ravnini ako su poznati njihovi 
pravci djelovanja, pod uvjetom da se ti pravci ne sijeku u jednoj 
točki i da nisu međusobno paralelni. Nijedno sjecište tih 
pravaca djelovanja ne smije ležati na pravcu djelovanja zadane 
sile. 

Grafički postupak (Culmannova metoda). Po dva pravca djelo- 
vanja treba produžiti da se sijeku, npr., u točkama A i B 
(sl 36) i spojiti te točke linijom ZL (Culmannova linija), pa 
u tim točkama dodati dvije pomoćne sile L i —L. Sada se 
sila F u planu sila može rastaviti u silu F, i jednu pomoćnu 
silu Ž, a ta zatim u sile F, i F,. Prema tome, tražene kompo- 
nente Fi, F,i F, statički su ekvivalentne zadanoj sili F (sl. 36b). 


SI. 36. Rastavljanje sile u tri komponente Culman- 
novom metodom. a plan položaja, b plan sila 


Grafoanalitički postupak ( Ritterova metoda). Primjenom mo- 
mentnog pravila (Varignonov poučak) postavljaju se momentne 
jednadžbe s obzirom na sjecište linija djelovanja zadane sile F 
i linija djelovanja traženih komponenata, pa s obzirom, npr., na 


točku A (sl. 37) vrijedi relacija Fa = F,a,, odatle je F, = Zi 
4, 


Intenziteti komponenata F, i F, određuju se iz momentnih 
jednadžbi s obzirom na ostala sjecišta ili pomoću poligona 
sila. Ta se metoda, dakle, sastoji u tome da se kao momentni 
pol uvijek odabere točka za koju su momenti dviju sila s 
obzirom na tu točku jednaki nuli, da bi se tako dobila jedna 
jednadžba s jednom nepoznanicom. Glavna je primjena tih 
metoda pri određivanju sila u štapovima rešetkastih nosača. 


2 mu: 
SL 37. Grafoanalitičko 
rastavljanje sile u tri \ 


komponente  (Ritterova 
metoda) uis== 


Ravnoteža ravnih nosača. Nosačima se nazivaju kruta tijela 
koja nose terete i prenose ih na oslonce. Nosači mogu biti 
ravni i prostorni. Ako os nosača i njegova opterećenja (tereti) 
leže u istoj ravnini, nosač je ravan, u protivnom je prostoran. 
Osim toga, nosači mogu biti puni ili gredni nosači (grede), 
rešetkasti nosači (rešetke) i okvirni nosači. Da bi se kruto 
tijelo moglo upotrijebiti kao nosač, ono mora biti nepomično. 
To se postiže vezivanjem za nepomične točke ili oslanjanjem 
na oslonce. U praksi se najčešće primjenjuju sljedeće tri vrste 
oslanjanja nosača: /) nepomični oslonac (sl. 38a), veza krute 
ploče (grede) za nepomičnu točku A. Time su ukinuta oba 
translacijska pomaka i ploča se može samo okretati oko zgloba 
A u ravnini slike. Tada reakcija oslonca prolazi kroz geome- 
trijsko središte zglobnog čepa i može zauzeti bilo koji pravac 
u ravnini ploče. Takav je oslonac, dakle, statički dvovalentan, 
jer može proizvoditi otpore u dva pravca. Prema tome, za odre- 
đivanje reakcije nepomičnog oslonca potrebno je odrediti dvije 
nepoznate veličine A, i A,. 2) Pomični oslonac obično se izvodi 
na valjcima koji se mogu kotrljati po glatkoj podlozi (sl. 38 b). 


SI. 38. Glavne vrste oslonaca ravnih nosača: a nepomični oslonac, b po- 
mični oslonac, c uklještenje kraja grede 


Reakcija takva oslonca okomita je na podlogu. Stoga pomični 
oslonac omogućuje uzdužno pomicanje, tj. širenje i skupljanje 
nosača pod utjecajem temperaturnih promjena i iznenadnih 
opterećenja. 3) Uklještenje jednog kraja grede oduzima joj sva 
tri stupnja slobode gibanja (sl. 38c). Tada su nepoznate tri 
veličine: pravac i intenzitet reakcije A, odnosno njezina hori- 
zontalna A, i vertikalna komponenta A,, i moment uklještenja 
M ,. Prema tome, takva je veza statički trovalentna. Sila A 
jednaka je vektorskom zbroju svih sila koje opterećuju nosač, 
samo je suprotnog smjera. Ona sprečava translacijske pomake 
nosača, dok moment uklještenja M , sprečava okretanje nosača 
u vertikalnoj ravnini. Njegov je intenzitet jednak algebarskom 
zbroju momenata svih sila koje opterećuju nosač s obzirom na 
točku A, ali je suprotnog smjera. 

Statički određeni i statički neodređeni nosači. Ako se greda 
AB, opterećena kosom silom F, oslanja na dva nepomična 
oslonca, onda su u tim osloncima moguće reakcije u svim 
pravcima (sl. 39). Grafički uvjet ravnoteže zahtijeva da se sile F, 
A i B sijeku u jednoj točki. Iz slike se vidi da je ravnoteža 
grede moguća ako se točka C odabere bilo gdje na pravcu 
djelovanja sile F. To znači da u osloncima A i B postoji 
beskonačno mnogo pari reakcija koje bi mogle biti u ravnoteži 
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sa silom F. Zbog toga je zadatak određivanja reakcija statički 
neodređen. Da li je neki nosač i koliko puta statički neodređen, 
može se najlakše ustanoviti pomoću analitičkih uvjeta ravno- 
teže: 


»k=0 >Mi=io! (56) 


U te jednadžbe ulaze tereti koji su poznati i reakcije koje 
se smatraju nepoznatim veličinama. Ako se u njima pojave 
samo tri nepoznate komponente reakcija, zadatak će biti statički 
određen i njegovo rješenje moguće. U protivnom nosač je 
statički neodređen, i to onoliko puta koliko ima više od tri 
nepoznate komponente reakcija, tj. koliko jednadžbi nedostaje 
za analitičko određivanje reakcija. Odatle slijedi pravilo ako u 
nekom jednostavnom nosaču ima n nepoznatih reakcija, gdje 
jen >3, onda je nosač n — 3 puta statički neodređen. Tako, 
npr., za jednostavnu gredu (sl. 15) postoje uvijek samo po tri 
nepoznate reakcije u osloncima, koje se mogu odrediti pomoću 
tri jednadžbe ravnoteže. 


ž*Y=0, 


SI, 39. Primjer statički neod- 

ređenog nosača (greda oslo- 

njena na dva nepomična le- 
žaja) 


SI. 40. Primjer jedanput statički neod- 
ređenog nosača (lučni nosač oslonjen 
na dva zgloba) 


Za lučni nosač na dva zgloba (sl. 40) reakcije su A,, A,, 
B, i B,, nosač je, dakle,n — 3 =(4— 3) =1 puta statički neodre- 
đen. Tada se pomoću uvjeta ravnoteže mogu odrediti kompo- 
nente A, i B,, dok se za komponente A, i B, zna samo da 
su međusobno jednake i suprotno usmjerene. Njihovi se iznosi 
ne mogu odrediti pomoću uvjeta ravnoteže i zato se kaže da 
je lučni nosač na dva zgloba statički neodređen. Rješavanjem 
takvih zadataka bavi se nauka o čvrstoći ili otpornost mate- 
rijala, pri čemu se napušta hipoteza o krutosti nosača i uzima 
u obzir njihova elastičnost. 


Glavni tipovi ravnih nosača i njihova opterećenja. Na sl. 41 
pod a, b i c prikazana su tri glavna tipa statički određenih 
nosača, pod d i e nosači jedanput, a pod f tri puta statički 


, 
3 / e i / 
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SL 41. Glavni tipovi ravnih nosača. Statički od« 
ređeni nosači: a jednostavna ili prosta greda, b 
ukliještena greda ili konzola, c greda s prepustom; 
jedanput statički neodredeni nosač: d greda na tri 
oslonca, e poduprta konzola; f tri puta statički 
neodređena obostrano ukliještena greda 


Po obliku, opterećenja nosača mogu biti koncentrirana kad 
djeluju u jednoj točki, a mogu biti vertikalna ili kosa (sl. 41), 
ili kontinuirana kad su neprekidno raspodijeljena po cijelom 
nosaču (sl. 42) ili po nekoj duljini njegova raspona (sl. 42b). 
Ako je opterećenje jednoliko raspoređeno, predstavljeno je povr- 
šinom u obliku pravokutnika, Za nejednoliku raspodjelu (sl. 
42c) predstavljeno je površinom omeđenom tzv. linijom opte- 
rećenja f(x). Specifičnim opterećenjem gq naziva se opterećenje 
po jedinici duljine raspona nosača i mjeri se u njutnima po metru 
ili kilonjutnima po metru. Osim toga, opterećenja nosača mogu 
biti neposredna, koja na nosač djeluju neposredno (sl. 41 i 42) 
i posredna, koja se preko pomoćnih ili sekundarnih nosača 
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SI. 42. Kontinuirano opterećenje ho- 

rizontalne grede: a jednoliko kontinu- 

irano opterećenje po cijeloj gredi, b 

jednoliko kontinuirano opterećenje na 

dijelu grede, c nejednoliko kontinu- 
irano opterećenje 


SI. 43. Specijalna opterećenja horizon- 
talne grede: a posredno, h i c ekscen- 
trično, d pomično opterećenje 


prenose na glavni nosač (sl. 43a). Ovamo pripadaju i tzv. 
ekscentrična opterećenja, koja mogu biti horizontalna (sl. 43b) 
i vertikalna (sl. 43c). I najzad, razlikuju se stalna i promjen- 
ljiva opterećenja. Prva djeluju neprekidno (npr. težina nosača), 
a druga samo povremeno (npr. gibanje vozila preko mosta, 
sl. 43d). 


Sl. 44. Složeni nosači: a greda sa zglobovima (Gerberova 
greda), b prosti okvirni nosač, c složeni nosač sa zglobovima 
(Gerberov okvir) 


Osim jednostavnih ili prostih nosača (sl. 41) postoje i složeni 
nosači, kao npr. grede sa zglobovima, tzv. Gerberove grede 
(sl. 44a), i okvirni nosači koji su sastavljeni od više prostih 
nosača što mogu biti pričvršćeni pod određenim kutom. Okvirni 
nosači mogu biti prosti (sl. 44b) ili složeni sa zglobovima, tzv. 
Gerberovi okviri (sl. 44c). 


Grafičko određivanje reakcija u osloncima ravnih nosača. 
Ako je nosač opterećen vertikalnim i kosim silama, npr. silama 
Fi, F2 i Fa (sl. 453), reakcije se u osloncima određuju na 
sljedeći način: najprije se s pomoću poligona sila odredi rezul- 
tanta R = Fi, + Fo + F, (sl. 45b), koja je s reakcijama u A i B 
u ravnoteži, a zatim se u planu položaja ucrta verižni poligon. 
Sile R, A i B moraju se sjeći u sjecištu C pravaca djelovanja 
sila R i B koje su poznate. Iz trokuta sila R, A i B rastavljanjem 


\ 


SL 45. Grafičko određivanje reakcija u osloncima ravnih nosača, a plan po- 
iožaja, b plan sila 


MEHANIKA, STATIKA 15 


sile R u komponente A i B određene su tražene reakcije u 
osloncima. 


Struktura i karakteristike ravnih rešetkastih nosača. Nosači 
sastavljeni od ravnih štapova koji su na svojim krajevima spo- 
jeni zglobovima (čvorovi) zovu se rešetkasti nosači. To su 
zapravo zatvoreni štapni poligoni koji osim štapova po svojem 
opsegu ili konturi imaju i poprečne štapove što takav poligon 
pretvaraju u niz trokuta, a svaki trokut je kruta figura. Prema 
tome, takav sustav štapova ima svojstva krute ploče, što znači 
da je geometrijski nepromjenljiv, tj. upotrebljiv kao nosač. Naj- 
manji broj štapova od kojih se može sastaviti ravna rešetka 
određen je relacijom 


s=1+2n-2)=2n—3, (57) 


gdje je s broj štapova, a n broj čvorova. Ako neka rešetka 
ima n čvorova, onda su prva dva čvora 1 i 2 krajevi jednog 
štapa. Za sve ostale čvorove (# — 2) potrebna su po dva štapa, 
da se vežu za prvi štap. Ako je s = 2n — 3, rešetka je statički 
određena, a ako je s > 2n — 3, rešetka je statički neodređena. 


SI. 46. Glavni tipovi ravnih rešetkastih nosača: a krovni, b para- 
bolični nosač, c lučka dizalica 


Kada je s < 2n — 3, rešetka je promjenljiva ili labilna, dakle 
neupotrebljiva kao nosač. Rešetkasti nosači mogu biti ravni i 
prostorni. Primjer ravne rešetke je krovni nosač, a takav je 
nosač prikazan na sl. 46a. Za mostove manjeg raspona naj- 
češće se upotrebljavaju rešetkasti nosači u obliku paralelne 
grede, a za veće raspone parabolični nosač (sl. 46b). Rešetkasti 
nosači upotrebljavaju se i za veće dizalice (sl. 46c), zatim za 
avionske konstrukcije, antenske stupove itd. 

Sile u štapovima rešetkastih nosača. Određivanje sila u šta- 
povima rešetkastih nosača temelji se na uvjetu da sve sile 
(vanjske i unutrašnje) koje djeluju na jedan čvor moraju biti 
u ravnoteži ako je i cio nosač u ravnoteži. Neka je zadan re- 
šetkasti nosač (sl. 47) na koji u čvorovima djeluju sile 


fa 
A, 
2 
Iko 
.- i--- 4 “ 
BI ž 
. 3 Ho  Az4-E 
št 3 Kk “ b m B, =B-R 
SI. 47, Određivanje reakcija u osloncima rešetkastog nosača metodom verižnog 
poligona 


F,F2,...Fa. Uobičajeno je da se čvorovi obilježavaju rimskim, 
a štapovi arapskim brojkama. Ako se reakcije u osloncima A i B 
odrede s pomoću poligona sila i verižnog poligona, onda su 
poznate i sve vanjske sile što djeluju na nosač, Sile u štapovima 
rešetke mogu se odrediti na više načina. Postupak pri grafičkom 
određivanju tih sila metodom ravnoteže čvorova jest sljedeći: 
sile se određuju postupnim izdvajanjem (izrezivanjem) iz re- 
šetke svakog pojedinog čvora i promatranjem ravnoteže sila 


što djeluju u tom čvoru. Počinje se čvorom u kojem su spojena 
samo dva štapa, tj. u kojem djeluju samo dvije nepoznate 
sile u štapovima. Ako se odrede pomoću poligona sila i verižnog 
poligona reakcije A, i B,, zamišlja se da je čvor A izrezan 
(sl. 48a), a u njemu djeluje poznata sila A, = A — F, i nepoz- 
nate sile u štapovima / i 4. Crtanjem pripadnog trokuta sila 
dobiju se tražene sile Š, i S, (sl. 48f). Dobivene smjerove 
sila iz poligona sila treba zatim ucrtati u čvoru na pripadne 
štapove. Ako je strelica upravljena prema čvoru, štap je napreg- 
nut na vlak ili rastezanje, a u protivnom na tlak ili sabijanje. 
U čvoru A štap ! je opterećen na tlak, a štap 4 na vlak. 
Tada se određuju sile u čvoru I, jer su u njemu nepoznate 
samo dvije sile (u štapovima 2 i 7). Pri tom treba zadržati 
isti red nizanja sila koji je uzet za čvor A, tj. u smjeru ka- 
zaljke na satu. Počinje se uvijek poznatim silama, a to vrijedi 
i za sve ostale čvorove. Prema tome, sile u čvoru I sastavljaju 
se redom 1, F,, 2 i 7 (sl. 486). Kad je štap 1 opterećen na 
tlak, strelica je uperena prema čvoru. S pomoću poligona sila 
(sl 48 g) dobiju se sile u štapovima 2 (tlak) i 7 (vlak). U čvoru 
II (sl. 48c) poznate su sada sile u štapovima 4 i 7, a nepoznate 
u štapovima 8 i 5. Sastavljanjem sila redom 4, 7, 8 i 5 (sl. 48h) 
dobije se intenzitet i smjer sila u štapovima 8 (tlak) i 5 (vlak). 
U čvoru III poznate su sile u štapovima 8 i 2i sila F3, a 
nepoznate u štapovima 3 i 9, pa konstruiranjem pripadnog 
poligona sila slijedi da se u štapovima 3 i 9 pojavljuje tlačno 
opterećenje. Sl. 48d predstavlja čvor IV, u kojem su sile u 
štapovima 5 i 9 poznate, a u štapu 6 sila je nepoznata. Iz 
slike se vidi da je taj štap napregnut na vlak. Konačno u čvoru 
B djeluju sile u štapovima 6 i 3 i sila B, = —F4+B (sl. 48c), 
koje daju zatvoren trokut sila. 

Do istog rezultata dolazi se preglednije i brže ako se pojedi- 
načni poligoni sila sastave u jedan zajednički poligon sila, tako 
da se u njemu svaka sila pojavi samo jedanput (sl. 49). 
Takav zajednički plan sila zove se recipročni ili Cremonin plan 
sila (L. Cremona, talijanski matematičar, 1830—1903). Svakom 
čvoru rešetke odgovara u planu sila zatvoren poligon kojemu 
su stranice paralelne sa štapovima i silama koje pripadaju 
promatranom čvoru, i obratno: svakom zatvorenom poligonu 
jednog lika odgovara u drugom liku čvor koji čine pripadne 
paralelne linije. Plan rešetke i plan sila imaju isti broj stranica 
(linija), jer svakoj liniji u jednom planu odgovara paralelna 


Čvorl Čvor/I Čvor1V 


Čvor B_ 


Čvor A 


SI. 48. Određivanje sila u štapovima rešetkastog nosača na sl. 47 metodom 
ravnoteže čvorova 


SI. 49. Recipročni plan sila za rešetkasti nosač na 
8l. 47 


linija u drugom planu. Zbog toga se za takva dva lika kaže 
da su recipročni. Kod crtanja Cremonina plana sila treba se 
držati ovih pravila: /) vanjske sile treba nanizati u zatvoren 
poligon onim redom kako ih se nalazi obilazeći rešetku u smjeru 
kazaljke na satu, ili obrnuto, i 2) istim redom treba sastavljati 
i sile koje djeluju na svaki pojedini čvor. Pri tom treba paziti 
da su vanjske sile u planu rešetke uvijek ucrtane izvan konture 
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rešetke. Strelice za unutrašnje sile u pojedinim štapovima rešetke 
obično se ne unose u Cremonin plan sila, ali se zato odmah 
ucrtavaju u svaki čvor rešetke na njenu osnovnom crtežu. 
Kad nije potrebno da se odrede sile u svim štapovima re- 
šetke već samo u pojedinim, obično se primjenjuju tzv. metode 
ravnoteže presjeka. Jedna od tih metoda je Culmannova grafička 
metoda, a druga Ritterova grafoanalitička metoda. Princip tih 
metoda sastoji se u tome da se rešetka presiječe na dva dijela 
preko štapova u kojima treba odrediti sile, pa se zatim razmatra 
ravnoteža bilo kojeg dijela lijevo ili desno od presjeka. Svaki 
od tih dijelova bit će u ravnoteži ako sve sile što djeluju na 
njega čine zatvoren poligon sila. Pri tom se kod grafičke me- 
tode određuje Culmannova linija koja prolazi kroz dvije točke, 
od kojih se prva nalazi u presjeku linije djelovanja rezultante 
vanjskih sila što djeluju na dio rešetke kojoj se ravnoteža 
ispituje i pravca jednog od presječenih štapova. Kod Ritterove 
metode najčešće se primjenjuje treća grupa analitičkih uvjeta 
ravnoteže za proizvoljan ravninski sustav sila, tj. tri momentne 
jednadžbe, pri čemu se kraci za pojedine sile ne moraju odrediti 
analitički, već se mogu izmjeriti s crteža u mjerilu za duljine. 


Osnovni pojmovi teorije trenja čvrstih tijela 


S obzirom na agregatno stanje tijela koja se dodiruju pod 
pritiskom i kada postoji težnja za relativnim pomakom razli- 
kuje se trenje čvrstih, tekućih i plinovitih tijela. Između trenja 
prvih i ostalih dvaju trenja postoje bitne razlike. Ovdje se 
ukratko izlažu fizikalne osnove samo teorije trenja čvrstih tijela. 


SI. 50. Dodir dvaju tijela. a sile 1 momenti koji djeluju na 
tijela koja se dodiruju, b sile i momenti na elementarnu 
dodirnu plohu 


Hipoteza o krutosti čvrstih tijela nije u skladu sa svagdašnjim 
iskustvom, jer prirodna čvrsta tijela nisu ni apsolutno čvrsta 
(kruta) ni savršeno glatka. U tehničkoj se, pak, praksi nailazi 
na niz pojava koje se ne mogu objasniti samo pomoću normalnih 
reakcija pri dodiru dvaju tijela pod pritiskom, već se mora uzeti 
u obzir njihova hrapavost i deformabilnost. Kad se dva takva 
tijela dodiruju pod pritiskom, taj se dodir zapravo ne zbiva u 
geometrijskoj točki, nego na maloj elementarnoj plohi (zbog 
male deformacije obaju tijela). Ako se pri tom tijela gibaju 
jedno prema drugom, te su deformacije promjenljive. Te kom- 
plicirane pojave mogu se uzeti u obzir pri računanju ako se 
pretpostavi da se osim normalne reakcije pojavljuje i jedna 
tangencijalna sila, odnosno i momenti, što slijedi iz razmatranja 
dodira dvaju prirodnih čvrstih tijela / i IZ na koja djeluju 
dva prostorna sustava sila (sl. 50). Zbog djelovanja tih sila 
pojavit će se u točki A, u općem slučaju, osim normalnih 
reakcija, sile i momenti kojih se djelovanje naziva otporom trenja 
u širem smislu riječi. Zapravo, oba se tijela dodiruju na elemen- 
tarnoj plohi f oko točke A, i prema tome djeluju jedno na 
drugo na površini te plohe. Ako se zamisli da su sve sile što 
djeluju na tu elementarnu plohu reducirane s obzirom na točku 
A (sl. 50b), dobiva se kao rezultat redukcije, u općem slučaju, 
dinama, tj. rezultanta R i moment M rezultantnog sprega sila. 
Podigne li se okomica u točki A, mogu se vektori R i M rastaviti 
u komponente u pravcu te okomice i pripadne linije u tangenci- 


jalnoj ravnini. Reakcije tijela I! na tijelo I svode se, dakle, 
na ove elemente: 7) silu N koja djeluje u A na tijelo I i stoji 
okomito na dodirnoj plohi. To je normalna reakcija kojom se 
tijelo II opire prodiranju tijela I u njegovu površinu; 2) silu 
T koja djeluje u istoj točki i leži u tangencijalnoj ravnini kroz 
točku A. To je tzv. otpor trenja klizanja kojim se tijelo II 
opire klizanju tijela / po njegovoj površini; 3) spreg sila 
kojega je moment predočen vektorom M, što stoji okomito na 
dodirnoj plohi i kojim se tijelo // opire uvrtanju tijela I u 
njegovu površinu. To je tzv. otpor trenja vrtanja; 4) spreg sila 
kojega vektor momenta M, leži u tangencijalnoj ravnini kroz 
točku A i kojim se tijelo IZ opire kotrljanju tijela I po njegovoj 
površini. Taj se otpor naziva otporom trenja kotrljanja. 


SI. 51. Sile na tijelo na horizontalnoj 
hrapavoj podlozi kad sila F nastoji 
tijelo pomaknuti udesno 


U tehničkoj je praksi najčešće da sve sile što djeluju na 
tijela u dodiru leže u vertikalnoj ravnini. Neka se tijelo A težine 
G nalazi na horizontalnoj hrapavoj podlozi, pri čemu na tijelo 
posredovanjem konopca prebačenog preko kotura € djeluju 
utezi na zdjelici B (sl. 51). Postupnim dodavanjem utega pove- 
ćavat će se sila F u konopcu koja će nastojati da pomakne 
tijelo udesno, ali ono će ostati u miru sve dok sila F ne dos- 
tigne graničnu vrijednost F1,,,. To dokazuje da na tijelo osim 
težine G, koja je uravnotežena normalnom reakcijom podloge 
N, djeluje u ravnini dodira tijela s horizontalnom podlogom 
još i sila trenja ili otpor trenja, T= —F, pri čemu je intenzitet 
sile F jednak težini utega sa zdjelicom. Sila trenja T pred- 
stavlja reakciju hrapave podloge pri pomicanju tijela. Odatle 
slijedi da se intenzitet sile trenja može mijenjati od nule do 
neke granične vrijednosti. Sve dok tijelo A miruje, sili F u 
konopcu suprotstavlja se sila trenja pri mirovanju ili otpor 
statičkog trenja T. Eksperimentalno je utvrđeno da je najveća 
vrijednost otpora trenja pri mirovanju proporcionalna pritisku 
tijela okomito na podlogu, odnosno okomitoj reakciji podloge 
N, pa vrijedi relacija 

(To)max =uN, (58) 
gdje je M koeficijent proporcionalnosti koji se zove koeficijent 
statičkog trenja mirovanja. Njegov iznos zavisi od materijala 
tijela u dodiru i od karaktera dodirnih površina, temperature, 
vlažnosti, podmazivanja itd. (za materijale koji se upotrebljavaju 
u tehnici taj je koeficijent u, < 1). Kod statičkog trenja uvijek 
je zadovoljen uvjet 7) S uoN. 

Ako sila F dodavanjem utega postane veća od (To) tijelo 
će se početi gibati i tada će na njega djelovati sila trenja 
pri klizanju T (otpor dinamičkog trenja) koja je također pro- 
porcionalna okomitom pritisku: T= uN, gdje je u koeficijent 
dinamičkog trenja pri klizanju. Taj koeficijent zavisi donekle 
još i od brzine gibanja tijela. Numeričke vrijednosti u i u 
mogu se za različite materijale naći u tehničkim priručnicima. 
Npr. pri trenju drvo o drvo je u =0,4:--0,7, metal o metal 
ko =0,15:::0,25 i čelik o led u = 0,027. 

Coulombovi zakoni trenja klizanja glase: /) sila trenja kli- 
zanja usmjerena je suprotno relativnoj brzini klizanja i ne za- 
visi od veličine dodirnih površina tijela u dodiru, a propor- 
cionalna je normalnom pritisku, 2) vrijednost koeficijenta dina- 
mičkog trenja pri klizanju zavisi od materijala i stanja dodirnih 
površina tijela i uvijek je manja od statičkog koeficijenta trenja 
pri mirovanju, tj. u < Mo. 

Kut trenja i konus trenja. Neka na tijelo u obliku pravokut- 
nog paralelepipeda težine G, koje leži na hrapavoj horizontal- 
noj podlozi, djeluje sila Fa koja nastoji da ga pomiče udesno 
(sl. 524). Ona je upravo tolika da je dovoljan najmanji vanjski 
impuls da pobudi gibanje tijela. Iz slike 52b, koja prikazuje 
oslobođeno tijelo, vidi se da osim sila G i F4 na tijelo djeluje 
normalna reakcija podloge N i sila statičkog trenja T4 kojoj 
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je smjer suprotan smjeru sile Fy. Sile N i 7) komponente su 
sile Ro koja prikazuje totalnu reakciju podloge. Kut 0 koji 
rezultanta Ra zatvara s pravcem normalne reakcije N zove se 
kut statičkog trenja. Iz slike slijede relacije: 


: T 
Ro&05Po = N, Rosingo = Te, tango = z = Mo. (59) 


SI. 52. Granična ravnoteža krutog tijela. a plan 
položaja, b kut trenja, c konus trenja 


Ako se zamisli da sila Fo, konstantna po iznosu, mijenja svoj 
pravac djelovanja rotirajući polagano oko točke A u horizon- 
talnoj ravnini, rezultanta Ry opisivat će konusnu plohu u pro- 
storu (sl. 52c), održavajući pri tom tijelo u ravnoteži. Taj se 
konus naziva konusom trenja. Budući da on predstavlja gra- 
nični slučaj, znači da će rezultanta R, uvijek ležati na površini 
tog konusa ako sila F ima graničnu vrijednost F4 koja je upravo 
potrebna da bi nastupilo gibanje tijela. Ako je F < F4, rezultanta 
R nalazit će se unutar konusa trenja. Drugim riječima: kada 
se R nalazi unutar graničnog konusa trenja (p < 0), tijelo 
miruje, a ako je izvan tog konusa, tijelo se giba. 


Otpor trenja pri kotrljanju nastaje kada se tijelo valjkasta 
oblika kotrlja po površini drugog tijela. Npr. kotrljanje kružne 
ploče po horizontalnoj podlozi (sl. 53a) moguće je samo zbog 
postojanja statičkog trenja između ploče i podloge. Ako u točki 
A postoji statičko trenje, u idealnom slučaju dovoljan je i 
najmanji vanjski impuls da se valjak pokrene na horizontalnoj 
podlozi. Zapravo, zbog elastičnosti materijala podloge (uz pret- 
postavku da je valjak od vrlo čvrstog materijala) pojavit će se 
lokalna deformacija podloge, pri čemu se ona, u općem slučaju, 
malo ulekne (sl. 53b). Prema tome, oba se tijela ne dodiruju 
u točki A, već se djelovanjem težine G i sile F dodiruju uzduž 


male površine AA' = e. Naime, povećanjem sile F smanjuje se 
pritisak valjka u točki A i pomiče se prema točki A' u smjeru 
djelovanja sile F. Reakcija podloge R može se rastaviti u hori- 
zontalnu komponentu 7 = uo N i vertikalnu komponentu, tj. 
okomitu reakciju N, pa slijedi da je moment sprega sila (F, I) 
uravnotežen momentom sprega sila (N,G). Prema tome, na 
valjak djeluje moment M, = Ne, koji se naziva momentom 
otpora trenja pri kotrljanju. Horizontalna vučna sila F s hva- 
tištem u O daje s tangencijalnom reakcijom T, pogonski spreg 
sila (F, To) kojega je moment M, = Fr. Iz uvjeta ZM =0 slijedi 
da je Ne = Fr, što znači da za jednoliko kotrljanje valjka mora 
biti My = M,, a iz uvjeta XX = 0 slijedi da je 1) = F. Konačno 
iz uvjeta XY = 0 slijedi da je N = G. Redukcijom sile R s obzi- 
rom na točku A (sl. 53c) dobije se u A normalna reakcija N, 
tangencijalna komponenta 7, i spreg sila kojega je moment 
M, = Ne, gdje je e koeficijent otpora trenja pri kotrljanju ili 


vA 


>) 


SI. 53. Moment otpora trenja pri kotrljanju valjkastog tijela. a plan položaja, 
b lokalna deformacija podloge, c sile i moment reducirani na točku A 


TE VIL 2 


PA 


krak otpora protiv kotrljanja. Taj koeficijent ima dimenziju 
duljine i obično se mjeri u centimetrima. Vrijednosti e za 
različite materijale mogu se naći u tehničkim priručnicima. 

Pokusima je utvrđeno da M, pri kotrljanju raste s pove- 
ćanjem M, sve do određene granice, tj. do trenutka kada 
nastupa F = Fu, Sve dok je F < Fi, valjak miruje, a kotr- 
ljanje počinje u trenutku kada je F > F,,,,. Iz uvjeta ravnoteže 
valjka u graničnom slučaju slijedi da je 


Jiejii Te max 
= ZN r z ž r (60) 
i odatle 
e (Toma 
Rb o (61) 


Omjer e/r za većinu je materijala znatno manji od koeficijenta 
statičkog trenja, pa se time objašnjava težnja u tehničkoj praksi 
da se, kad god je to moguće, klizanje zamijeni kotrljanjem. 


Prostorni sustavi sila 


Redukcija prostornog sustava sila s obzirom na jednu točku 
analogna je onoj u ravninskom sustavu sila, uz primjenu pra- 
vila o paralelnom pomaku sile. Neka, npr., na kruto tijelo dje- 
luje prostorni sustav sila različitih pravaca F,,F,-F,, pri 
čemu su #,,72,::F, vektori položaja hvatišta A,,A,,...A, Za- 
danih sila, i neka je točka O centar redukcije na koju treba 
svesti zadane sile (sl. 54a). Prema pravilu o paralelnom pomaku 
sile svaka se od zadanih sila, npr. sila F;, može zamijeniti silom 
F; u točki O i momentom sprega sila M, = x Fi Primjenom 
tog postupka na sve zadane sile dobije se u točki O prostorni 
sustav konkurentnih sila Fi...F:, koje se mogu sastaviti u re- 


zultantu 
R=+R++h= x EF. (62) 
i=1 
“< 
R 
M 
Šš 
[2] / 
;/ 
Še 
b 


SI. 54. Redukcija prostornog sustava sila na sustav s obzirom 
na jednu točku. a plan položaja, b glavni vektor i glavni 
moment sustava sila (vektori diname) 


Osim toga, pri tom se dobije n spregova sila, kojih se momenti 
također mogu sastaviti u moment rezultantnog sprega sila 


M=M.+M,+-+M,= X MI, (63) 
i=1 
koji se može napisati i u obliku 
M=fxF,+e+xF,= X (fx F). (64) 


LL 


Slijedi da je zadani prostorni sustav sila različitog pravca, 
što djeluju u različitim točkama krutog tijela, ekvivalentan jed- 
noj sili R (62) u bilo kojoj točki tijela i jednom spregu sila 
kojega je moment M (64). Sila R naziva se rezultantom ili 
glavnim vektorom zadanog sustava sila, a vektor M je moment 
rezultantnog sprega sila ili glavni moment. Oba vektora zajedno 
čine dinamu prostornog sustava sila. U općem slučaju vektori 
diname zatvaraju međusobno kut š (sl. 54b). 

Može se pokazati da i za prostorni sustav sila dinama 
zavisi od izbora redukcijske točke O, ali da tada postoje dvije 
invarijante zadanog sustava sila. Promjena diname s obzirom 
na redukcijsku točku prikazana je na sl. 55a, gdje je kao 
nova redukcijska točka izabrana točka 0“, pri čemu je r' vek- 
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torska koordinata točke O s obzirom na točku 0'. Za određi- 
vanje diname zadanog sustava sila F,,...F, s obzirom na točku 
O' dovoljno je da se dobiveni ekvivalentni sustav vektora 
diname R,M u točki O reducira s obzirom na točku 0. 


SI. 55. Prikaz ovisnosti vektora diname o izboru točke reduk- 
cije 


Hvatište vektora M može se odmah premjestiti u 0", jer je 
M «slobodan vektor. Međutim, ako se sila R iz O premjesti u 
O', mora se u O' dodati spreg sila #'x R, pa se dobije novi 
moment rezultantnog sprega sila 


M=M+rxkR. (65) 
Prema tome, tada u O' djeluje ista sila KR, ali je prijašnji 
moment M rezultantnog sprega sila u novoj redukcijskoj točki 
promijenio svoj pravac i intenzitet. To znači da rezultanta 
R ne zavisi od izbora redukcijske točke (prva invarijanta), dok 
. se vektor M mijenja, jer je on funkcija vektora položaja pi 


Prema definiciji skalarnog umnoška vektora diname R i M 
slijedi (sl. 55b) da je 
R+M = RMcos& = Rn = Mm, (66) 


Ako se takav skalarni umnožak izrazi s obzirom na novu 
redukcijsku točku 0', bit će 

R.M=R(M+?xR)= 

=R.M+R -("xR)=R.M. (67) 
Budući da je mješoviti vektorski umnožak vektora diname 
R (7 x R) jednak nuli, jer vektor x R stoji okomito na 
vektoru R, slijedi da je R+M'=R*-M, tj. skalarni umnožak 
vektora diname također ne zavisi od izbora redukcijske točke 
(druga invarijanta). Prema tome, u općem slučaju prostornog 
sustava sila postoje dvije invarijante diname. Odatle slijedi da 
se u općem slučaju prostornog sustava sila takav sustav ne 
može zamijeniti jednom jedinom silom, kao u ravninskom 
sustavu sila. 

Vektori diname R i M obično se određuju analitički, tj. 

njihovim projekcijama na koordinatne osi. Projekcije su vek- 
tora R: 


zh B=xk Rex (6) 
i=1 i=1 i=1 
a projekcije momenta M: 
2% Mi, _ Da (Zim Yi). 
i= i=1 
Zixi), (69) 


M,=> M, = & (Xi — 
i je) 


M, = 2 Mi; = X (4 — Xiy). 


Te jednadžbe i izražavaju analitičke karakteristike vektora dina- 
me Ri M prostornog sustava sila. Iz tog razmatranja slijedi da 
su dva prostorna sustava sila među sobom ekvivalentna ako im 
se poklapaju glavni vektor R i glavni moment M. Tada je 
dovoljno znati samo vektore diname R i M s obzirom na 
izabranu točku, odnosno samo šest veličina koje su određene 
jednadžbama (68) i (69). 


Posebni slučajevi redukcije. Prostorni sustav sila može se 
svesti na jednostavnije oblike, pri čemu se može pojaviti: 1) ako 


je R=0i M =0, zadani je prostorni sustav sila u ravnoteži, 
tj. oba vektora diname moraju biti jednaka nuli. U statičkim 
zadacima ti su uvjeti vrlo važni; 2) ako je R=0, a M +0, 
sustav sila svodi se na rezaligntni spreg sila s obzirom na 
točku 0; 3) ako je R+0i = 0, sustav sila svodi se na 
jednu silu u točki O; 4) INA, se svodi također na jednu silu 
utočki O kada je X +0i M +0, a vektori diname stoje među- 
sobno okomito. Tada se može vektor M zamijeniti dvjema jed- 
nakim paralelnim silama: silom R u 0, i silom —R u O, koje 
leže u ravnini okomitoj na vektor M. Te sile čine spreg sila s 
krakom M/R (sl 56) i međusobno se poništavaju u točki 0. Za- 
dani sustav sila svodi se, dakle, tada. na jednu silu R kojoj 
pravac djelovanja prolazi kroz točku O,, a to je onda ravninski 
sustav sila. 


SI. 56. Prikaz slučaja kad vektori di- 
name stoje međusobno okomito 


SI. 57. Uz definiciju centralne osi pro- 
stornog sustava sila 


Centralna os prostornog sustava sila. Neka se za opći slučaj 
kada je R.M #0 pretpostavi da je prostorni sustav sila 

F,...F, reduciran na dinamu R,M u točki O (sl. 57) i da je 
ko M rastavljen u ravnini kroz R i M u dvije kompo- 
nente M" i M" tako da se prva poklapa s pravcem rezultante 
R, a druga stoji okomito na tom pravcu. Ako se zatim na 
okomici ab kroz O izabere nova točka redukcije O' na uda- 
ljenosti OO' = M"/R, u O' dobiju se vektori M' i M" bez 
promjene (slobodni vektori), dok se sila R u O transformira u 
silu R u točki O' i u spreg sila kojeg je moment M“=r' x R, 
gdje je r' vektorska koordinata točke O' s obzirom na točku 
O. Iz sl. 57 slijedi da je M"" = — M", jer je 


MOVE neRvsineć 
| I=r ŠI 


M“ S 
R R-i=IM. (70) 
Vektori se M'" i M", dakle, poništavaju, i u točki O' ostaju 
samo vektori R i M', pri čemu je R||M'. Tada točka O' ima 
svojstvo da oba vektora diname leže na istom pravcu A koji 
se zove centralna os prostornog sustava sila. To svojstvo imaju 
sve točke te osi. Za sve ostale točke koje ne leže na toj osi 
vektori diname K i M zatvaraju međusobno kut 6. Prema tome, 
geometrijsko je mjesto točaka u prostoru za koje oba vektora 
diname R i M imaju zajednički pravac djelovanja centralna os 
prostornog sustava sila. Iz sl. 57 vidi se da je M'</M, što 
znači da intenzitet momenta rezultantnog sprega sila ima naj- 
manju vrijednost za točke centralne osi. Svakoj točki u prostoru 
odgovara posve određeni pravac vektora M. Može se dokazati 
da su putanje tih pravaca zavojnice kojih je uzdužna os 
centralna os zadanog sustava sila. Zbog toga se promatrani 
specijalni slučaj diname zove vijak sila ili dinamički vijak. 
Uvjeti ravnoteže prostornih sustava sila. Da bi proizvoljan 
prostorni sustav sila što djeluje na slobodno kruto tijelo bio u 
ravnoteži, potrebno je i dovoljno da oba vektora diname budu 
istodobno jednaka nuli, tj. da je R =0 i M =0 (uvjeti ravno- 
teže u vektorskom obliku), odnosno da su sve njihove projek- 
cije na koordinatne osi jednake nuli: 
n 
R=xXX=0 (71) 


i=1 
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R,= a Y=0 

R-5Z-0 
M.= X Ma= X (Zi Y2)=0 o 
M, = > M, = >. (XiZi — Zix) =0 


i=1 i=1 

Te jednadžbe izražavaju analitičke uvjete ravnoteže prostornog 
sustava sila, tj. za ravnotežu je potrebno i dovoljno da zbrojevi 
projekcija svih sila na svaku od triju koordinatnih osi i zbroj 
momenata za te osi budu jednaki nuli. 

Posebni slučajevi: a) Ako sve sile što djeluju na slobodno 
kruto tijelo leže u jednoj ravnini, onda se uvjeti ravnoteže 
mogu napisati u poznatom obliku: 


"n "n n 

> Xi=0, x K=0, X M; =0. 

i=1 i=1 i=1 
b) Ako na slobodno kruto tijelo djeluje prostorni sustav 
paralelnih sila i ako se os z upravi paralelno sa zadanim 
silama, moment svake sile s obzirom na tu os bit će jednak 
nuli. Tada su uvjeti ravnoteže prvi, drugi i šesti u (71) zado- 
voljeni bez obzira na intenzitete zadanih sila, pa su za ravno- 
težu potrebna i dovoljna samo tri uvjeta: 


(72) 


X Z=0, S M,=0 (73) 


i=1 i=1 
što znači da je potrebno i dovoljno da zbroj njihovih pro- 
jekcija paralelnih s tim silama bude jednak nuli i da zbroj 
njihovih momenata s obzirom na svaku od dviju koordi- 
natnih osi koje stoje okomito na zadanim silama bude također 
jednak nuli. c) Ako sve sile zadanog sustava paralelnih sila 
što djeluju na slobodno kruto tijelo leže u istoj ravnini, npr. 
u ravnini Oxz, onda su za ravnotežu takva sustava sila 
potrebna i dovoljna samo dva uvjeta ravnoteže: 


x M;, =0, 
i=1 


BE X;=0, E Mj, = 0. (74) 
i=1 i=1 
d) I konačno, djeluje li na slobodno kruto tijelo prostorni 
sustav sila koje se sijeku u jednoj točki, uvjeti ravnoteže mogu 
se napisati u poznatom obliku: 

n n n 

ž Xi = 0, DE MA == 0, 

i=i i=1 i=1 
Tada su zadovoljena posljednja tri uvjeta iz općih uvjeta ravno- 
teže (71) bez obzira na intenzitet i pravac zadanih sila, jer 
svaka od tih sila siječe sve tri koordinatne osi. 


(75) 


Ravnoteža vezanog krutog tijela. Ako zadani prostorni sustav 
sila djeluje na vezano (neslobodno) kruto tijelo, pojavit će se 
reakcije nametnutih veza, kao posljedica. djelovanja zadanih 
aktivnih sila. Dodaju li se zadanim silama F,,...F,, reakcije veza 


N,N.,...N,, zadano kruto tijelo može se smatrati slobodnim. 
Tada jednadžbe ravnoteže glase: 
Xi+ X Nu =0, X Mu'"=0, 
i=1 i=1 iz1 
ban je U X My*"=0, (76) 
i=1 i=1 i=1 
ž>Z+ > Nz=0, X MF" =0 


M 
m 
U 
n 
- 


Kad je kruto tijelo vezano za nepomičnu točku, npr. sfernim 
zglobom (sl. 58), uz pretpostavku da na tijelo djeluju zadane 
sile i reakcija veze u A koje ne leže u istoj ravnini i ne 
sijeku se u istoj točki, onda uvjeti ravnoteže glase: 


dno 


KRA 0, Da »+t4,=0, > Z+4,=0, 
=] i i-1 


x Mi = (77) 


i-1 i=1 


>&M/=0 
is] 
Posljednje tri jednadžbe ne sadrže komponente reakcije, jer 
pravac djelovanja te sile prolazi kroz točku A. Prema tome, 
te jednadžbe izražavaju zavisnost među aktivnim silama koja 
je potrebna za ravnotežu tijela, pri čemu se prve tri jednadžbe 
mogu upotrijebiti za određivanje komponenata reakcije. Odatle 
slijedi zaključak da za ravnotežu krutog tijela s jednom nepo- 
mičnom točkom zbroj momenata svih aktivnih sila s obzirom 
na tri koordinatne osi kojih početak leži u točki A mora biti 
jednak nuli. U kinematici se pokazuje da je položaj krutog tijela 
tada određen trima nezavisnim parametrima, npr. Eulerovim 
kutovima ,,9. Zbog toga se kaže da takvo tijelo ima tri 
stupnja slobode gibanja. 


ta 


2--------3--3+ 
) [ 
> 


#x K% 


SI. 59. Kruto tijelo učvršćeno u dvje- 


SI, 58. Kruto tijelo vezano na 
ma nepomičnim točkama 


sferni zglob 


Ako su dvije točke A i B krutog tijela na koje djeluje pro- 
storni sustav sila F,,...F,, učvršćene nepomično (sl. 59), pri 
čemu je linija AB izabrana za os z pravokutnog koordinatnog 
sustava xyz, tijelo može rotirati samo oko osi z, koja se zbog 
toga zove os rotacije. Položaj takva tijela određen je jednim 
jedinim parametrom (kut rotacije p oko nepomične 0si), pa 
tijelo tada ima samo jedan stupanj slobode gibanja. Zbog 
djelovanja zadanih aktivnih sila pojavit će se u točkama A i B 
reakcije A i B, kojih su komponente upravljene u pravcima 
koordinatnih osi. Ako se razmak između točaka A i B označi 
sa a, jednadžbe se ravnoteže mogu napisati u obliku: 


X X+4.+B,=0, X MX-B,a=0, 
i=1 i=1 
šžK+4,+8B,=0, 


x M+ Ba =0, (78) 
i=1 


Zi+4A.+B.=0, 
i=1 


x MF=0. 

i=1 

Posljednja jednadžba ne sadrži komponente reakcija i izražava 
vezu među aktivnim silama koja je potrebna za ravnotežu 
tijela. Prema tome, za tijelo s dvjema nepomičnim točkama 
(s nepomičnom osi) algebarski zbroj momenata svih aktivnih 
sila s obzirom na nepomičnu os mora biti jednak nuli. Prvih 
pet jednadžbi (78) služe za određivanje nepoznatih kompo- 
nenata reakcija A,,A,,4,,B,,B,,B,. Zadatak je statički neodre- 
đen, jer se uzdužne komponente reakcija A, i B, ne mogu odrediti 
svaka posebno. Iz treće jednadžbe može se odrediti samo zbroj 
A, +8B,. Međutim, ako se u točki B ne nalazi sferni 'nego 
cilindrični zglob, koji ne sprečava uzdužno klizanje tijela po osi 
rotacije, onda je B, =0, pa zadatak postaje statički određen. 


Središte paralelnih sila u prostoru. Ako na kruto tijelo djeluje 
sustav paralelnih i jednako usmjerenih sila F,...F,, kojih su 
hvatišta određena koordinatama x,,Y1,Z1,...Xm)YmwZn (SL 60), 
očito je da njihova rezultanta R i njezine komponente imaju 
istu orijentaciju u prostoru, pri čemu je intenzitet rezultante 
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n 


R= X Fi; Hvatište te rezultante C zove se središte (centar) 


i=1 
paralelnih sila. Ta točka ima svojstvo da se pri okretanju svih 
komponentnih paralelnih sila oko njihovih hvatišta za isti kut 
i u istu stranu i rezultanta okrene oko središta paralelnih sila 
C za isti taj kut i u istu stranu. Prema tome, ta točka C 
ne mijenja svoj položaj s obzirom na tijelo, a njezine koordinate 
određene su formulama: 


ubij 
i=1 
LJ 
dii 


i=1 


(79) 


SI. 60. Središte prostornog sustava pa- 
ralelnih sila 


Izrazi u brojnicima tih jednadžbi zovu se statički momenti 
zadanog sustava sila s obzirom na ravnine yz, xz, xy. Ako je 
ishodište koordinata izabrano u središtu paralelnih sila €, onda 
je xe =y = Ze =0, tj. statički momenti zadanog sustava sila 
jednaki su nuli.“ 


Težište krutog tijela 


Ako sustav paralelnih sila nastaje djelovanjem sile teže, tj. 
privlačne sile kojom Zemlja privlači sva tijela prema svojem 
središtu, središte se takva sustava paralelnih sila istog smjera 
što djeluje na kruto tijelo naziva težištem tijela. Za svako 
tijelo može se smatrati da je sastavljeno od veoma mnogo 
čestica mase m, ...m, u obliku malih paralelepipeda volumena 
AV, i da na svaku česticu u gravitacijskom polju djeluje elemen- 


tarna težina AG;. Tada je približno težina tijela G = X) AG; 
i=1 

(sl. 61). Prema tome, sve sile takva sustava zapravo su uprav- 

ljene prema Zemljinu središtu i čine prostorni konkurentni 


SL. 61. Težište tijela 


sustav sila. Međutim, za tijela kojih su dimenzije zanemarljivo 
male u usporedbi sa Zemljinim polumjerom (=6370 km) može 
se smatrati da su sve sile \G; među sobom paralelne i da 
prilikom bilo kakva okretanja tijela imaju za svaku česticu 
tijela konstantne intenzitete. Polje sila u kojemu su ispunjena 
ova dva uvjeta zove se homogeno polje sila. Veličina 


— lim ira 
i av-0\AV 


zove se specifična težina (težina jedinice obujma) u promatranoj 
točki tijela, pri čemu je u općem slučaju y = f(x, y,z), a veličina 
= y/g je gustoća (specifična masa, masa jedinice volumena) 


(80) 


tijela u promatranoj točki. Prema tome i 9 je funkcija (nepre- 
kidna ili prekidna) koordinata točaka tijela. Ako je tijelo homo- 
geno, y i o imaju konstantne vrijednosti. Paralelne elementarne 
sile AG; imaju svoje središte € kojem su približne vrijednosti 
koordinata: 


n 
> AG,x; 
ii i=1 i=1 
n 


(81) 


xXc= 


i=1 i=1 i=1 

gdje su x;,y;,Z; koordinate hvatišta sila AG, pojedinih čestica 
tijela. Prema tome, težištem tijela naziva se točka kojoj se 
položaj ne mijenja prema krutom tijelu, pri čemu kroz tu točku 
prolazi pravac djelovanja rezultante elementarnih težina pri bilo 
kojem položaju tijela u prostoru. Težište je zapravo jedna geo- 
metrijska točka i ona se može nalaziti i izvan konture proma- 
tranog tijela (npr. za prsten). 

Težina je bilo koje čestice AG, homogenog tijela proporcio- 
nalna elementarnom obujmu AV, te čestice, AG; = yAV,, a isto 
tako je i ukupna težina tijela G proporcionalna obujmu V cijelog 
tijela, G = yV. Kad se uvrste vrijednosti za G_i AG; u formule 
(81) i kad se skrati sa y, mogu se te formule napisati u obliku: 

n "n n 

PREJRL/ > sk > ZAV 

i=1 i=1 i=1 

X v , Ve y , Ze V 

Odatle slijedi da položaj težišta homogenog tijela zavisi samo 
od geometrijskog oblika promatranog tijela, a ne zavisi od 
njegove specifične težine. Zbog toga se točka C, kojoj su koor- 
dinate izražene formulama (82), naziva težištem obujma V. Slič- 
nim rasuđivanjem može se zaključiti da je, ako je tijelo u obliku 
homogene ploče male debljine, položaj težišta određen for- 
mulama: 


(82) 


> xA4; X ONAA, 
hp "= didi: 
4 , Vc 7 ; 
gdje je A površina cijele ploče, a AA, površina _ pojedinog 
elementa ploče. Točka kojoj su koordinate određene formulama 
(83) zove se težište površine A. Analognim postupkom dobiju 
se formule za koordinate težišta linije: 


(83) 


Xxe=— 


A AL & ZAL, 


> xniL 
i=1 i=1 
X ui >, 
fa L Yc L L 

gdje je L duljina cijele linije, a AL, duljina elementa linije. 
Prema tome, težišta homogenih tijela određuju se kao težišta 
pripadnih obujama, površina i linija. Ako se pretpostavi da broj 
n čestica tijela raste u beskonačnost, onda točna vrijednost sile 
G iznosi 


D ZG 


(84) 


G= X 46,— fifaG = (ffyay (85) 


(V) (V) 


pri čemu se trostruki integral proteže na cio obujam V tijela. 
Tada se npr. formula koordinate xc može napisati u obliku 


SG, (ffxdG = [ffxdV 
imi _ (I srba : 
sag) ME. 


= (86) 
(V) 


Prema tome, opće točne formule za određivanje težišta tijela 


glase: 
J[[xdG_ (([yxdV 
— ty _ M 
So BSTirav 
(WW) (87) 


veo jar 
Ve G Ze ifrav , 


(K) 
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[JJzdG  fIfyzav 


PN = iV) 
: G (ffrdy" 
(") 
Za homogeno je tijelo y = const., pa nestaje iz tih jednadžbi, 
a kako je ([fdV= V, vrijede formule: 
) 


(“ 


(87) 


a 
iu 


v) 


.> o. s 


XxdE. ge ; | 
K 


zdV. (88) 


| FAK. Zr= KI | 


bi () 


SI. 62. Vektorski prikaz određivanja 
težišta krutog tijela 


U tim formulama imaju elementarni obujmi dV isto značenje 
kao i elementarne težine AG; u formulama (81). Ako se vektor 
položaja točke tijela kojoj su koordinate x,y,z označi sa #, a 
vektor položaja težišta tijela sa i (sl. 62), onda se formule 
(87) u općem slučaju svode na vektorski oblik 


e Li ČI 
rez ||oran (89) 
ura 
odnosno za homogeno tijelo na oblik 
re=5 \|\rav (90) 


uva 


tV) 


Metode određivanja težišta. Može se pokazati da, ako homo- 
geno tijelo ima ravninu simetrije, os simetrije ili središte sime- 
trije, težište tijela leži u pripadnoj ravnini simetrije, na osi 
simetrije, odnosno u središtu simetrije. Ako ravni lik ima os 
simetrije, težište lika leži na toj osi. Izabere li se os simetrije 
za komparativnu os, svakoj čestici lika s pozitivnim razmakom 
od te osi odgovara jednaka čestica koja leži nasuprot s nega- 
tivnim razmakom, i prema tome je zbroj statičkih momenata 
s obzirom na os simetrije jednak nuli. Odatle se zaključuje 
da je za ravne likove što imaju jednu os simetrije dovoljno 
odrediti samo jednu koordinatu xy ili Yo težišta € (sl. 63a,b,c,d). 


SI. 63. Položaj težišta ravnih likova. a, b, c, d likovi s 
jednom osi simetrije, e, f, g, h likovi s dvije osi simetrije 


Težište ravnog lika s dvije ili više osi simetrije leži u sjecištu 
tih osi (sl. 63e,f,g,h). Za tri međusobno pravokutne ravnine 
simetrije težište C tijela leži u njihovu sjecištu (npr. kocka ili 
elipsoid). Točka C naziva se tada još i središtem simetrije. 
Metoda rastavljanja. Ako se tijelo može rastaviti na konačan 
broj takvih dijelova za koje je poznat položaj težišta svakog 


od njih, točan položaj težišta promatranog tijela može se izra- 
čunati prema formulama (81), (82) i (83). Pri tom će broj kom- 
ponenata u svakom zbroju biti jednak broju dijelova na koje 
je tijelo rastavljeno. Npr. pri određivanju koordinata težišta 
ho mogene ploče (sl. 64) ploča se podijeli na tri pravokutnika, 
pa se izračunaju njihove površine i koordinate težišta svakog 
od njih s obzirom na koordinatne osi x i y. Pomoću (83) 
dobiju se koordinate težišta C, koje se tada nalazi izvan 
ploče, kao što je prikazano na crtežu. 


SI. 64. Određivanje težišta homo- 
gene ploče podjelom na tri pravo- 
kutnika 


Sl. 65. Određivanje težišta kružne plohe 
s izrezom metodom dopunjavanja 


Metoda dopunjavanja zapravo je poseban slučaj metode ras- 
tavljanja, a primjenjuje se kod tijela koja imaju izreze (šupljine) 
ako je poznat položaj težišta tijela bez izreza, a također i 
položaj težišta izrezanih dijelova. Sadrži li ravna figura izreze, 
odnosno prostorni lik šupljine, s njima treba računati kao s 
negativnim ploštinama, odnosno obujmima. Npr. pri određi- 
vanju položaja težišta C kružne plohe polumjera R iz koje je 
izrezana kružna ploha polumjera r (sl. 65) očito je da točke €, 
C, i C, leže na pravoj liniji, jer je ona os simetrije. Zatim 
se ploština ploče s izrezom dopuni do pune kružne ploče 
(dio 1), pa se od tako dobivene površine oduzme ploština 
izrezane kružne plohe (dio II). Primjenom (83) izračunaju se 
koordinate težišta C, pri čemu se ploština dijela II uzima s 
negativnim predznakom. Nađeno težište C leži desno od 
točke C€,. 

Za sastavljene likove (sl. 64) položaj težišta određuje se 
obično grafički pomoću poligona sila i verižnog poligona. U tu 
svrhu zadani se lik crta u prikladnom mjerilu za duljine 
(prostorni lik u projekcijama na dvije međusobno okomite 
ravnine). Zatim se zadana figura rastavlja u jednostavne sas- 
tavne dijelove i u parcijalnim težištima tih dijelova dodaju se 
paralelni vektori kojima su duljine proporcionalne ploštinama, 
odnosno obujmima sastavnih dijelova. U izabranom mjerilu 
crta se vektorski i verižni poligon. Težište mora ležati na 
pravcu djelovanja rezultantnog vektora. Ponovi li se taj pos- 
tupak zaokrenuvši sve vektore za isti kut (najbolje za 90), 
dobije se drugi rezultantni vektor kojega sjecište s prvim vek- 
torom daje traženo težište tijela. Za prostorni lik istu kon- 
strukciju treba još jednom ponoviti u tlocrtnoj ravnini. Ako su 
vektori zaokrenuti za 90", nije potrebno ponovno crtati novi 
vektorski poligon, jer su polne zrake upravljene okomito na 
zrake u prvom vektorskom poligonu, pa se u novom verižnom 
poligonu mogu neposredno ucrtati pripadne nove verižnice. 


Težište kružnog luka. Za kružni luk polumjera r sa 
središnjim kutom AOB = 2x težište luka leži zbog njegove si- 
metričnosti na osi Ox (sl. 66). Duljina je luka LZ=2ra, a 
duljina lučnog elementa dZ = rdg. Koordinata je tog elementa 
x =rc0sQ. Ako se u izrazu (88) formalno zamijeni volumen V 
s duljinom L, dobiva se 


2 
ke -2 |=a=2 


a 


is 2 


cospdo = 25 sina. (91) 


n 


“ 
— a 


Odatle slijedi da se težište C nalazi na osi simetrije na uda- 
ljenosti 


22 


ara 

c > (92) 
gdje je kut a u radijanima. Kad je « = 90% = 2/2 (polukružni 
luk), dobiva se 


3 


Xc=r— =0637r, 


TT 


(93) 


azaa=rm je xc =0 (kružnica). 


SI. 66. Uz određivanje težišta 
kružnog luka 


Težište trapeza i kružnog isječka. Pri određivanju težišta 
trapezne homogene plohe zamišlja se da je ona rastavljena na 
elementarne plohe paralelne s osnovicom AB. Težište € plohe leži 
na raspolovnici I-II trapeza, koja je označena kao os A. Po- 
ložaj težišta € na toj raspolovnici određuje se grafički dijeljenjem 
plohe u dvije trokutne plohe, AED i ABE, i pronalaženjem 
parcijalnih težišta C, i C, (sl. 67a). Spojnica tih težišta €, i 
C, drugo je geometrijsko mjesto težišta ukupne plohe, i zbog 
toga traženo težište C trapezne plohe leži u sjecištu linija I-II 
i C, C,. Položaj težišta C na raspolovnici A dobije se analitički 
ako se zamisli da sila teža djeluje paralelno s osnovicom AB. 


Sl. 67. Prikaz dvaju postupaka za određivanje težišta trapezne 
plohe 


U težištima €, i C, djeluju tada sile A, i A, na udaljenostima 
Za=3jhi zp=žh od osnovice AB. Primjenom Varignonova 
poučka, s obzirom na neku točku na osnovici AB, može se 
odrediti visina z« težišta iznad osnovice AB iz jednadžbe 
_h(2a+b) 

3(a+b) | 
Do istog rezultata dolazi se ako se na produžetak osnovice 
AB nanese odsječak AA' =a, a na produžetak stranice DH 
odsječak HH' = b, pri čemu se dobiju točke A' i H'. U sjecištu 
spojnice tih točaka i raspolovnice A trapezne plohe leži težište 
C (sl. 67b), što slijedi iz geometrijske interpretacije, tj. da je 


= 


Pre 


(94) 


h 3(b+a) 

še db+2a? 2) 
i odatle 

_ _h(2a+b) 

ž PE I (96) 


Pri određivanju pdožaja težišta materijalne plohe u obliku 
kružnog isječka OAO'B (sl. 68) zadana se ploha rastavlja u 
elementarne isječke površine dA = šrždo, kojih težište C'leži 
na udaljenosti Žr od točke 0, jer se ta površina može smatrati 
trokutom. Prema tome, apscisa je tog težišta xc = drcoso, a 
kako je površina zadane plohe A =r?a, i ako se primijeni 
momentno pravilo, slijedi da je 


, 
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2 2 sja 
Axc= ržaxe = 3 r*do 3 rcosg = 3 r>sino, (97) 
a odatle je 
e _2,sina o 
co mei (98) 


SI. 68. Uz određivanje težišta plohe u 
obliku kružnog isječka 


Kad je kružni isječak jednak polovici kružne ploče (x = 1/2), 
dobije se 


4r 
Xc=—— =0,424r, \ (99) 
BET 
a za četvrtinu kružne ploče (a = 45“, sina = V2/2) vrijedi 
dr. 
=: SVE 
Mora V2 = 0,6r, (100) 


i konačno za a= z je xe =0 (kružna ploča). 


Pappus-Guldinova pravila. Pravila su poznata pod tim nazi- 
vom jer ih je prvi formulirao Pappus Aleksandrijski (u drugoj 
polovici III st), a P. Guldin (1577—1643) objavio u djelu 
Centrobar yca. 

Oplošje rotacijskog tijela. Ako se krivulja BD okreće oko 
Osi z—z što leži u njezinoj ravnini (sl. 69), nastaje rotacijska 
ploha s oplošjem koje je određeno izrazom 


A=2n|[xds (101) 
Integral u ovom izrazu predstavlja statički moment krivulje s 
obzirom na os z—z. Ako je L duljina krivulje BD, a xc uda- 
ljenost njezina težišta C od osi z—z, onda je 


[xds=Lx, (102) 
pa pomoću formule za A slijedi da je 
A=2mnxcL, (103) 


tj. oplošje rotacijske plohe A koja nastaje rotacijom neke 
linije oko osi što leži u njezinoj ravnini jednako je umnošku 
duljine te linije i puta što ga težište linije opiše pri jednom 
okretaju oko osi z—z. 


Sl. 69. Uz određivanje oplošja (a) i obujma (b) 
rotacijskog tijela prema Pappus-Guldinovim pra- 
vilima 


Obujam rotacijskog tijela. Kada se neka ravna ploha BDHE 
ploštine A okreće oko osi koja leži u njezinoj ravnini, nastaje 
rotacijsko tijelo (sl. 69b). Iz slike se vidi da je dA = xdz, a 
težište tog elementa udaljeno je za ix od osi z—z. Njegov 
je statički moment s obzirom na tu os jednak ix2dz, i prema 
tome ukupni je statički moment zadane plohe 

= 2nd 
AxXc 3 Pesfil? 


“ 


(104) 
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a kako je obujam V= r[x*dz, slijedi da je 


V=2nxA. (105) 


Ta formula izražava pravilo za izračunavanje obujma rotacijskih 
tijela: obujam rotacijskog tijela koje nastaje okretanjem neke 
ravne plohe ploštine A oko osi što leži u njezinoj ravnini 
jednak je umnošku ploštine A i puta što ga njezino težište 
opiše pri jednom okretaju. Ako se izvodna linija ili ploha okrene 
samo za kut «< 360", vrijednosti prema formulama (103) i 
(105) treba pomnožiti još omjerom %/360“. 

Ta pravila omogućuju brzo izračunavanje oplošja i obujma 
rotacijskih tijela, ako su poznata težišta pripadnih linija, od- 
nosno ploha. IT obratno, pomoću istih formula mogu se odre- 
diti težišta linija i ploha, ako su poznata pripadna oplošja, 
odnosno obujmi. 

D. Bazjanac 


KINEMATIKA 


Kinematika proučava geometrijska svojstva gibanja. Kine- 
matika (prema grčkom xivnua kinema gibanje) potreban je uvod 
u dinamiku i temelj kinematičke analize u teoriji mehanizama. 
Budući da je gibanje promjena položaja tijela u prostoru, 
često se kinematika naziva geometrijom gibanja. U koordinatnom 
sustavu koji nije vezan uz tijelo što se giba položaj tijela 
zavisi od vremena. Stoga su prostor i vrijeme osnovni pojmovi 
od kojih se polazi u kinematici. Kao mjerljive veličine, prostor 
ima tri dimenzije, a vrijeme jednu. Prema J. L. Lagrangeu 
kinematika je geometrija u četverodimenzionalnom prostoru u 
kojem pored tri prostorne koordinate dolazi vrijeme kao četvrta. 
U klasičnoj mehanici prostor i vrijeme smatraju se apsolutnim 
veličinama. A. Einstein uveo je drugačiji način gledanja koji 
dolazi do izražaja kad se brzine približavaju brzini svjetlosti. 
Tehničke zadatke, gdje su brzine tijela mnogo manje od brzine 
svjetlosti, zadovoljavaju u potpunosti postavke klasične me- 
hanike. Vrijeme se smatra pozitivnom promjenljivom veličinom 
koja se za sve promatrače, bez obzira na način kojim se 
gibaju, mijenja jednako. Sva gibanja tijela promatraju se s ob- 
zirom na koordinatni sustav koii može biti pomičan ili se pret- 
postavlja da je nepomičan. Često se nepomični sustav vezuje 
uz Zemlju, te se takvo mirovanje treba shvatiti samo uvjetno. 
U kinematici se upotrebljavaju različiti pravokutni koordinatni 
sustavi. Već prema gibanju, odabire se najpovoljniji, npr. 
Descartesov sustav, polarni, ci.indrični i sferni, a posebno je 
važan u mehanici prirodni koordinatni sustav. Točka pri gi- 
banju iz jednog položaja u drvgi opisuje u odabranom koor- 
dinatnom sustavu zakrivljenu \li pravu liniju koja se naziva 
putanjom. Položaj točke na putanji određen je orijentiranom 
dužinom s obzirom na neki odabrani pol. Takav radijvektor 
položaja funkcija je vremana te ima prirast po duljini i smjeru. 
Taj prirast, podijeljen pripadnim vremenom, jest vektor brzine 
točke. Dijeleći ukupni prirast vektora brzine pripadnim vre- 
menom, dobiva se vektor ubrzanja točke koji pokazuje kako 
se mijenja brzina po iznosu i smjeru. Poznavanje vektora po- 
ložaja, brzine i ubrzanja pojedinih točaka tijela ključni je pro- 
blem kinematike. U nekim posebnim slučajevima dovoljno je 
poznavati gibanje samo jedne točke na tijelu, ili se dimenzije 
tijela s obzirom na promatrani problem mogu zanemariti, pa 
se tada položaj tijela poistovjećuje s položajem točke u pro- 
storu. 

Stoga se u kinematici, radi lakšeg razumijevanja, razlikuje 
kinematika čestice (materijalne točke) i kinematika krutog tijela. 
Prema obliku putanje kinematika čestice razmatra pravocrtno i 
krivocrtno gibanje. U kinematici tijela razlikuju se dva osnovna 
načina gibanja: translacija i rotacija. Kao posebni slučajevi 
gibanja tijela, koji su česti u tehnici, proučavaju se ravninsko 
(ravansko) ili planarno gibanje, te sferno gibanje ili gibanje 
oko nepomične točke. Sva gibanja krutog tijela mogu se za- 
misliti sastavljena od osnovnih načina gibanja. Tako su kompo- 
nente ravninskog gibanja translacija i jedna rotacija, a sfernoga 
tri rotacije. Opće gibanje tijela opisuje se radi jednostavnosti 
pomoću translacije i sfernog gibanja (Chaslesov poučak). Gi- 
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banja koja nastaju tako da se na osnovno gibanje prenosi 
gibanje nekoga drugog tijela promatraju se kao sastavljena gi- 
banja. Pri tom se razlikuje relativno i prijenosno gibanje koje 
rezultira apsolutnim. Da li se radi o takvom slaganju gibanja 
ili o gibanju koje se zamišlja sastavljeno od osnovnih načina 
gibanja, više je pitanje fizikalne slike, a manje principijelnog 
pristupa. 

U mehanici tijela promjenljivog oblika (v. Mehanika fluida; 
v. Teorija elastičnosti) određuje se također položaj pojedinih 
čestica tijela u prostoru, bilo pri gibanju ili pri promjeni 
oblika. Pri tom čestice tijela mijenjaju međusobni položaj, što 
se ne događa s krutim tijelom, pa se kinematičke pojave tak- 
vih tijela posebno proučavaju. 


Kinematika čestice 


Pravocrtno gibanje. Ako pri gibanju čestica opisuje pravu 
crtu, njezina je putanja pravac, a gibanje se naziva pravo- 
crtnim. Položaj čestice najjednostavnije se određuje pri takvu 
gibanju udaljenošću od proizvoljno odabranog pola na putanji. 


4_ 8B 
sia ts 
SI. 1. Gibanje čestice po pravocrtnoj putanji. Put 
s predstavlja udaljenost čestice od ishodišta O (pol) 


3 TS 


Ta udaljenost zove se put s čestice (sl. 1) koji se mijenja s 
vremenom, a prema predznaku određuje smjer gibanja na 


pravcu. 
Od pojma pur, koji u mehanici u određenom smislu znači koordinatu po- 
ložaja čestice, treba razlikovati pojam prijedeni put ili ukupni put. koji se 


kraće također naziva putom. Te dvije veličine ne moraju imati jednake iznose. 
Tako će npr. tijelo koje se iz ishodišta giba po pravcu u jednom smjeru 
100 m, a zatim se po istom pravcu vrati 20 m, biti udaljeno od ishodišta 80 m, 
pa će put u kinematičkom smislu biti s = 80 m, ali je prijeđeni put 120m. 
Prijeđeni put je veličina koja rjeđe dolazi u mehanici, pa za tu veličinu 
nema dogovorenog naziva i znaka. O prijeđenom putu ovisi npr. rad nekon- 
tisco sila (v. Mehanika, Dinamika), kao što su sile trenja, otpori gibanju 
i sl. 

Svakom trenutku 1 odgovara određeni put s, kao mjera 
udaljenosti od odabranog pola 0. U intervalu vremena At 
promijeni čestica svoj položaj na putanji za razliku puta As. 
Omjer puta 1s i intervala vremena 4: prema definiciji jednak 
je srednjoj ili prosječnoj brzini 


rr (1) 
koja ima jedinicu metar u sekundi (m/s). Što je interval At 
manji, približuje se vrijednost srednje brzine nekoj brzini v koja 
odgovara trenutku 1 (trenutna brzina). U graničnom slučaju, 
kada Ar teži k nuli, prelazi kvocijent srednje brzine u deriva- 
ciju puta po vremenu 


Prema tome, brzina je u nekom trenutku vrijednost prve 
derivacije puta po vremenu i u općem je slučaju funkcija 
vremena. Osim osnovnih jedinica Međunarodnog sustava (SI), 
za duljinu metar i za vrijeme sekunda, upotrebljavaju se u izvo- 
đenju jedinice za brzinu i neki višekratnici metra i sekunde. 
Tako se često brzina izražava u kilometrima na sat (km/h). 
U pomorstvu se upotrebljava čvor kao jedinica brzine s kojom 
se u jednom satu prevali jedna međunarodna morska milja 
(1852m). Prema tome vrijedi da je čvor =1,852km/h = 
=0,514m/s. Brzina nadzvučnih aviona izražava se Machovim 
brojem Ma, koji je omjer brzine aviona i brzine širenja zvuka 
u zraku na morskoj razini. Tako brzina Ma=1 odgovara 
brzini od 1198,8km/h, odnosno brzini zvuka u spomenutim 
uvjetima koja iznosi 333 m/s. 

Razlika brzina Av na kraju i na početku intervala vremena 
At određuje srednje ili prosječno ubrzanje (akceleraciju) koje 
je definirano kvocijentom 


sA (3) 
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Jedinica ubrzanja jest metar u sekundi na kvadrat (m/s?). Gra- 
ničnim prijelazom, gdje interval Ar teži k nuli, dobije se vri- 
jednost ubrzanja a u trenutku 7 
dv 
d=—= 
dt 
Budući da je brzina prva derivacija puta po vremenu, proizlazi 
da je ubrzanje njegova druga derivacija 


b. (4) 


zi=5 (5) 


Uobičajeno je da se derivacija po parametru (ovdje vrijeme 1) 
označuje točkom iznad veličine koju treba derivirati, tako da 
vrijedi sljedeća veza između puta s, brzine v i ubrzanja a 


da= DES (6) 
Ako su put i brzina istog predznaka, čestica se udaljuje od po- 


laznog pola O na putanji ili u pozitivnom ili negativnom 
smjeru. 


Tablica 1 
PRIMJERI NEKIH BRZINA 


Brzina v 
km/h km/s 

Putnički automobil 140 
Automobil, svjetski rekord (1970) 1014 
Helikopter 150 
Avion putnički, elisni 400---600 
Avion putnički, turbomlazni 850 
Avion pri polijetanju 150---300 
Putnički brodovi (15---20 čv) 30 
Podmornica 30 
Podmornica, nuklearna 60 
Zec 60 
Leopard 110 
Delfin 70 
Sabljarka 95 
Jastreb 45 
Orao 90 
Prva kozmička brzina (najmanja brzina sate- 2103 

lita pri kruženju oko Zemlje) DII sa 
Druga kozmička brzina (najmanja brzina 3 

odvajanja od Zemlje) Ao a 
Treća kozmička brzina (najmanja brzina pri 2103 

napuštanju Sunčeva sustava) M la: 
Puščano zrno 2520 0,7 
Zvuk u zraku (O“C, 101325 Pa) 1,193 + 10? 0,33146 
Zvuk u vodi (25C) 5,39 . 10% 1,497 
Svjetlost u vakuumu 1,079. 10? 299792,5 
Zemlja na putanji oko Sunca 107.1 + 10? 29,76 


Tablica 2 
PRIMJERI NEKIH UBRZANJA 


Ta Ubrzanje (od- | 
Predmet nosno usporenje) 
m/s? 
Tijelo_ pri slobodnom padanju na 9.81 
Zemlju K 
Automobil, putnički na startu 0,5:--2,5 
Automobil. putnički pri naglom ko- sd 
čenju (usporenju) 
Dizalo 0.9--.1,6 
Avion, putnički pri slijetanju 1,5++2,5 
Puščani metak u cijevi 72000 
Kozmički brod pri povratku na 30..-40 
Zemlju | 


Kad su brzina i ubrzanje istog predznaka, čestica se ubr- 
zava u jednom ili u drugom smjeru: iznos brzine se povećava. 
U intervalima vremena u kojima brzina i ubrzanje imaju raz- 
ličite predznake smanjuje se iznos brzine, a:čestica se usporava. 
Prema tome, ubrzanje (akceleracija) ubrzava ili usporava česticu. 
Rjeđe se za usporavanje prva derivacija brzine naziva usporenje 
(retardacija). 


Obrnutim postupkom mogu se iz zadanog ubrzanja odre- 
diti brzina i put 

"= [adt+C, (7) 

sade, (8) 


pri čemu se za određivanje integracijskih konstanti C, i €, 
moraju poznavati brzina i put u nekom određenom trenutku. 
Obično su to brzina i put na početku gibanja, pa se tada nazi- 
vaju početnim uvjetima. Radi preglednosti crtaju se put, brzina 
i ubrzanje nekog gibanja u obliku dijagrama, u kojima se 
prikazuje vremenska promjena tih triju veličina. Ti osnovni 
kinematički dijagrami (sl. 2) vezani su međusobno preko nagiba 
tangente. Tako je vrijednost tangensa kuta što ga čini tangenta 
na krivulju u dijagramu puta u nekom trenutku f s apscisnom 
osi vrijednost brzine u istom trenutku u određenom mjerilu. 


sbsE o 


o 


>T 


I 
I 
l 
t 
I 
I 
U 
| 
I 
t 


0+ 


-1 


dt 


SI. 2. Kinematički dijagrami: a ovisnost puta o 
vremenu, dijagram sfr): h ovisnost brzine o vre- 
menu, dijagram v(t); c ovisnost ubrzanja o vre- 
menu, dijagram a(1). Tangens kuta nagiba tangente 
na krivulju odgovara brzini u dijagramu s(1), a 
ubrzanju u dijagramu v(t) u trenutku t 


Slično vrijedi za ubrzanje i dijagram brzine. Površina ispod 
krivulje u dijagramu ubrzanja u intervalu ty—t, odgovara 
razlici brzina v2 i v,, jer je 


v2—t, =[adt. (9) 
tu 
Analogno vrijedi i za dijagram brzine i za putove u trenucima 
tito: 
tz 
52 — si = [vdt. 
ti 


(10) 


U složenijim slučajevima određuju se kinematički dijagrami gra- 
fičkim deriviranjem i grafičkim integriranjem. 


Jednoliko promjenljivo gibanje poseban je slučaj općega 
pravocrtnog gibanja. Pri takvu gibanju ubrzanje ima stalnu 
vrijednost koje ako se uzastopno integrira daje promjenu brzine 
i puta. Uz pretpostavku da se točka na početku gibanja (t = 0) 
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nalazila na udaljenosti sy od pola O, te da je u tom trenutku 
imala brzinu va, dobiju se integriranjem ubrzanja zakoni puta 
i brzine koji glase: 


3 


s=4— +01 + S, 


(11) 
(12) 


Ako su v i S pozitivne veličine, te ako je ubrzanje veće od 
nule, čestica se udaljuje od ishodišta O, brzina se u jednakim 
vremenskim razmacima povećava za isti iznos, a gibanje je jed- 
noliko ubrzano (sl. 3). Kad je ubrzanje negativno, brzina u 
prvom dijelu gibanja jednoliko opada, te se u nekom trenutku 
čestica zaustavlja i nastavlja gibanje u suprotnom smjeru, po- 
većavajući brzinu jednoliko. Cestica se uz takvo ubrzanje do 
zaustavljanja usporavala putujući do mjesta koje je najudalje- 
nije od ishodišta. U tom razdoblju čestica se gibala jednoliko 
usporeno (sl. 4). Nakon promjene smjera gibanja, čestica se ubr- 
zava, prođe ishodištem i putuje u negativnom smjeru, pa je 
taj drugi dio gibanja jednoliko ubrzavanje. 


a = const. 


ir=dat+v, a =const. 


SI. 3. Kinematički dijagrami 

4>0 jednoliko promjenljivog  gi- 

banja s pozitivnim ubrzanjem 

i pozitivnim početnim uvje- 

lima sg za put i ra za brzinu. 

' Čestica se na putanji udaljuje 
od ishodišta O povećavajući 

jednoliko brzinu, pa je gi- 

o banje na svakom dijelu pu- 


FINE ELE tanje jednoliko ubrzano 
i= 
1=0 L 
o b%, +a 
-S 5, +5 
b kJ 
sd 
u 
a 
Jednoliko Jednoliko 


ubrzano 


usporeno 
I 


SI. 4. Kinematički dijagrami 
jednoliko promjenljivog gi- 
banja s negativnim ubrzanjem 
i pozitivnim početnim uvje- 
tima so za put i vo za brzinu. 
U vremenskom intervalu t = 
=0dot=!, čestica se uda- 
ljuje od ishodišta jednoliko 
usporeno. Na mjestu S = Srhax 
čestica se zaustavlja, odakle 
se vraća jednoliko ubrzano k 
ishodištu i dalje prema nega- 
tivnoj strani putanje 


i=t, 
+-v 
*+-a 


Jednoliko gibanje znači da se brzina ne mijenja, ubrzanje je 
jednako nuli, a put se jednoliko povećava ili smanjuje, što 
ovisi o predznaku brzine % i o početnom položaju s, na 
putanji. Tada vrijede sljedeći izrazi (za a=0): 

(13) 
v=v. (14) 

U posebnu grupu svrstani su u kinematici zadaci u kojima 
put, brzina i ubrzanje nisu izravne funkcije vremena, već je 
zadana njihova uzajamna zavisnost. Tako su često brzina i ubr- 
zanje funkcije puta (npr. dijagrami vožnje gdje se želi pokazati 
kolika je brzina na pojedinim dijelovima puta) ili je ubrzanje 
funkcija brzine. Rjeđe se javljaju ostale zavisnosti i mješovite 


S=Vot + S, 


zavisnosti u kojima jedna od kinematičkih veličina zavisi od 
preostalih dviju ili se osim njih javlja još i vrijeme kao vari- 
jabla. Obično takve zavisnosti slijede iz dinamičkih jednadžbi 
gibanja (v. Mehanika, Dinamika). Tada nije moguće iz jedne 
kinematičke veličine dobiti preostale dvije neposredno derivi- 
ranjem ili integriranjem po vremenu, već se takve jednadžbe 
prije rješavanja preuređuju ili se primjenjuju uobičajeni postupci 
za rješavanje diferencijalnih jednadžbi. 

Kad je brzina funkcija puta, v = v(s), izračunava se u prvom 
koraku vrijeme t 


d 
vis) = 5 (15) 
i= |Z + Com (16) 


Ako je moguća inverzija, određuje se put s prema vremenu t, 
te dalje deriviranjem v it a, čime je kinematički zadatak rije- 
šen. Kad inverzija nije moguća, zadatak se rješava grafički. 


vi p 


a(s) 


zT 


Subnormala 


SI. 5. Grafičko određivanje ubrzanja a iz dijagrama r(s) zas- 

niva se na određivanju subnormale u nekoj točki dijagrama. 

S mjerilom L, za apscisnu i L, za ordinatnu os vrijedi da je 
a =(L?/L)vtana, gdje je vtana duljina subnormale 


Iz dijagrama u(s) može se grafički, ako je potrebno, odrediti 
i dijagram ubrzanja kao funkcija puta (sl. 5). Iz poznate zavi- 
snosti ubrzanja i puta a = a(s) određuju se analitički izrazi 
za osnovne kinematičke dijagrame pomoću relacije 


(17) 


Ako se uvrsti u lijevu stranu zadana zavisnost «(s), mogu se obje 
strane integrirati, iz čega slijedi brzina kao funkcija puta v(s), 
te dalje s(t), v(t) 1 a(t). Treba li iz analitičkog izraza a = a(v) 
odrediti put, brzinu i ubrzanje kao funkcije vremena, tada se 
prvo izračuna vrijeme ft: 


ads = vdr. 


dv 
o (18) 
mm (19) 
J a(o) 


iz čega slijedi v(t), te dalje deriviranjem i integriranjem  s(f) 
i a(t). 


Jednostavno harmonijsko gibanje takvo je pravocrtno gibanje 
pri kojem je ubrzanje proporcionalno s putom i uvijek mu je 
suprotno usmjereno. Takvo gibanje često se javlja u tehničkoj 
praksi (npr. neka oscilatorna gibanja, gibanje noža blanjalice, 
mehaničko sito), a definirano je izrazom 


(20) 
Prema definiciji tog gibanja e» je realan broj, veći od nule, 


pa se integriranjem ubrzanja kao funkcije puta dobiju zakoni 
puta, brzine i ubrzanja u obliku: 


a= —os. 


s= Acos(ot — a), (21) 
v=$= —Aosin(ot — o), (22) 
d=s5=—Aocos(eot — a), (23) 


26 


gdje su A i « integracijske konstante koje se izračunavaju iz 
poznatog položaja čestice na putanji i njezine brzine u nekom 
trenutku £ (sl. 6). Uz zađane uvjete 59 i % na početku gibanja 


(t =0), te uz zadani w, konstante A i a bit će: 
Nika (Vo \ 
A=\/s3+l— (24) 
(m) 
Vo 
x = arctan (25) 


09 SQ 


a ŽE 


SI. 6. Kinematički dijagrami harmonijskog gibanja s početnom 
fazom a i periodom T=2mn/o. Maksimalni put odgovara 
amplitudi A, u kojem je položaju i ubrzanje A? maksi- 
malno i suprotno usmjereno putu. Pri prolazu čestice kroz 
nulti položaj (s = 0, a = 0) brzina je maksimalna i iznosi Aw 


Kad je cos(wt — ) = + 1, što odgovara vremenima t = (nm + 
+ &/wuzn=0,1,2,..., nalazi se čestica u položajima s = + A, 
najudaljenijim od ishodišta O, pa je to vrijednost maksimalnog 
puta. Stoga se A zove amplituda harmonijskog gibanja. U tre- 
nucima t=to+2nm/ow, uz n=0,1,2,..., čestica se ponovno 
nalazi na istom mjestu gdje se nalazila u trenutku ta, nakon 
što je obavila puni ciklus gibanja. Razlika među tim vreme- 
nima T= 2r/o zove se perioda, a recipročna vrijednost periode 
f=1/T=o/2r frekvencija harmonijskog gibanja. Frekvencija 
ima. jedinicu herc u značenju recipročne sekunde (Hz=s"!), 
a pokazuje koliko puta u sekundi prijeđe čestica puni ciklus. 
Veličina w zove se kružna frekvencija, s jedinicom radijan u 
sekundi (rad/s). 


SI. 7. Gibanje čestice po kružnici 
konstantnom brzinom v sastavljeno 
je od dvaju jednostavnih harmo- 
nijskih gibanja x = Rcosot i y= 
= Rsinor, s amplitudom R i kruž- 
nom frekvencijom o = v/R 


Harmonijsko gibanje osnovni je element mnogih periodičkih 
procesa u tehnici (sl. 7). Većina periodičkih gibanja sastavljena 
su od harmonijskih gibanja, pa se mogu analizirati proma- 
tranjem svake od ovih komponenata, čime se bavi harmonijska 
analiza. 

Krivocrtno gibanje. Položaj točke na putanji opisuje se pri 
takvu gibanju radijvektorom F koji je funkcija vremena t. U 
nekom konačnom vremenu At točka promijeni položaj na pu- 
tanji (sl. 8), čime se i vektor # promijenio za vektorsku veli- 
činu Ar. Srednja ili prosječna brzina određena je umnoškom 
vektora Ar i recipročne vrijednosti pripadnog vremena Ar: 


AF 
u=—, (26) 


što je novi vektor koji se poklapa po smjeru s vektorom Ai. 
Granična vrijednost srednje brzine, kad At teži k nuli, daje 
vektor trenutne brzine ili kraće brzinu # 
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Ar dr 
= lm —>= ——= 27 
To At dr (27 
a dobije se kao derivacija vektora " po vremenu t. Vektor 


brzine # leži na pravcu tangente na putanju u točki koja odgo- 


vara njenom položaju u trenutku t, što slijedi iz definicije 
tangente (v. Diferencijalna geometrija, TE 3, str. 256). Bez obzira 
na to giba li se točka s konstantnim iznosom brzine ili ne, 
postoji pri krivocrtnom gibanju uvijek prirast vektora brzine. 


NO 
ES 


pa LAP 

a La b 
SI. 8. Radijvektor rit) i vektori srednje i trenutne 
brzine rg i č pri krivocrtnom gibanju točke (a) 


i konačni prirast A# vektora brzine (b) 


U konačnom vremenskom intervalu At odgovara tom prirastu 
vektor Ay, koji određuje srednje ili prosječno ubrzanje 


: 28 
m (28) 
Graničnim prijelazom, kad interval vremena teži k nuli, dobije 
se vektor trenutnog ubrzanja d 


29 
NEKI Ao dt (29) 


koji je prva derivacija vektora brzine po vremenu ili druga 
derivacija vektora položaja # 


d="=if (30) 


Pri pravocrtnom gibanju, kad se početak vektora # odabere na 
putanji, prelazi ova jednakost u izraz (6). Smjer vektora ubrzanja 
uvijek je takav da šiljak vektora ubrzanja leži na konkavnoj 
strani putanje. 


PES. Velocida e 
- 


Hodograf 
brzina 


SI. 9. Putanja, velocida i hodograf brzina. Paralela s tangentom na velocidu 
i pravac ubrzanja (tangenta na hodograf brzina) čine s vektorom brzine 
trokut u kojem jedna stranica daje vektor ubrzanja 


Prva derivacija ubrzanja po vremenu daje ubrzanje drugog 


reda ili trzaj (Hy == 7), koje se upotrebljava u kinematici 
štapnih mehanizama i u dinamičkoj analizi vozila. Sva- 
kom trenutku t odgovara određeni radijvektor položaja r, 
vektor brzine i i vektor ubrzanja d (sl. 9). Kod grafičke pre- 
dodžbe šiljci svih vektora brzina u pojedinim točkama putanje 
leže na krivulji koja se zove velocida. Vektori brzina, preneseni 
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paralelno u zajednički početak, određuju svojim šiljcima kri- 
vulju koja se zove hodograf brzina kojega su tangente pravci 
pripadnih vektora ubrzanja. Svi šiljci vektora ubrzanja, pomak- 
nutih paralelno u zajednički početak, opisuju hodograf ubrzanja. 
Kad je putanja krivulja u ravnini, može se grafički pomoću 
vektora brzine odrediti vektor ubrzanja, crtajući iznad vektora 
brzine trokut kojemu su preostale dvije stranice paralelne s 
tangentom na velocidu i s tangentom na hodograf brzina. Stra- 
nica trokuta paralelna s tangentom na hodograf brzina pred- 
stavlja vektor ubrzanja. 


ra 
" 


SI. 10. Hodograf brzina za kosi hitac, uz zanemarenje otpora 
zraka, jest pravac paralelan s ubrzanjem 


Prikazivanje elemenata gibanja. Za praktično izračunavanje 
vektora brzine i ubrzanja prikazuje se vektor r u različitim 
koordinatnim sustavima, već prema tome koji je pogodniji za 
promatrano gibanje. 

Descartesov koordinatni sustav. U Descartesovu koordinat- 
nom sustavu (sl. 11), u kojem smjerove osi x, y, z određuju 
jedinični vektori i, j i k, određen je položaj čestice koordina- 
tama x = x(t), y= y(t) i z= z(t), koje su ujedno parametarske 
jednadžbe putanje, gdje je parametar t vrijeme. Eliminacijom 
parametra t prikazuje se putanja i pomoću dviju jednadžbi 
u obliku F,(x,y,z)=0, Fx(x,y,z)=0. Vektor FK ima kompo- 
nente 


(31) 


a kakoi,j i k pripadaju nepomičnim osima, bit će brzina 


F=xi+yj+zk, 


č=r i ubrzanje d=f: 
(32) 
(33) 


č=xi+yj+zk, 
d=xži+yj+:k. 


SI. 11. Prikaz gibanja čestice u pravokutnom (Descartesovu) koordinatnom 
sustavu 


Apsolutni iznos i smjer vektora brzine određuje se iz kom- 
ponenata u,=x,v,=y1v, =, pa je 


v=Vo +0 +i=Vx+y+2, (34) 
X 

C0sa, = ——, (35) 
\ 

cosf, = >, (36) 


gdje su a. i fB, kutovi koje pravac vektora brzine zatvara s 


DA 


osima x i y. Kut y, prema osi z određuje se iz uvjeta da je 
c0s*a, + cos2f, + cos2y, = 1. Slično vrijedi i za ubrzanje: 


a=Važ+al+a2=V%*+y+?, (37) 
X 

Cosa, =, (38) 
a 

cosfi, = +, (39) 
a 


Kad se čestica giba u ravnini, dovoljne su samo dvije koordi- 
nate za prikazivanje gibanja (npr. x i y), a vektori brzine i 
ubrzanja imaju tada samo po dvije komponente. 

Cilindrični koordinatni sustav. U cilindričnom koordinatnom 
sustavu određuje se položaj čestice dvjema dužinama i jednim 
kutom (sl. 12). Tri međusobno okomite osi nose oznake 0, o 
(radijalna i cirkularna 0s) i z. Koordinate položaja funkcije su 
vremena 0 = o(t), o = o(1) i z = z(1), a jedinični vektori €, i &,, 
zbog promjene smjera u prostoru u toku gibanja, imaju pri- 
raste po smjeru, te prema tome i derivacije po vremenu. Jedi- 
nični vektor k ne mijenja smjer, pa su mu derivacije po vre- 
menu jednake nuli. Vektor položaja čestice sastoji se od dviju 
komponenata 


F=06,+zk. (40) 


(cirkularna 05) 


viradijalna os) 


SI. 12. Prikaz gibanja čestice u cilindričnom ko- 
ordinatnom sustavu, kojem je radi usporedbe 
docrtan i sustav x,y,z 


Deriviranjem po vremenu dobije se vektor brzine s komponen- 
tama 


=f=v6+ Voda vk, (41) 

gdje je 
v=d (42) 
v, = 00, (43) 
Lo =2: (44) 

Komponente su ubrzanja 

Ć d=f=46+4,6,+a,k, (45) 

gdje je 
a, =0— 00", (46) 
a, = 00 +200, (47) 
W=: (48) 
Pri uzastopnom deriviranju vektora F deriviraju se jedinični 
vektori €, i €, prema pravilu da je €, = Pe, i&, = — 06, Iz 


komponenata izračunavaju se apsolutni iznosi brzine i ubrzanja 
te njihovi smjerovi prema postupku za vektore. Za gibanje 
čestice u ravnini dovoljne su za opisivanje gibanja samo dvije 
koordinate o i g . Vektor Fr poklapa se tada s radijalnim 
pravcem o, te se za radijalni pravac upotrebljava oznaka r. 
Radijalna os r i cirkularna o tvore tada polarni koordinatni 
sustav (sl 13). Vektori brzine i ubrzanja glase 


P="=06+0,8, (49) 
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id=r=46,+4,6,, (50) 


a komponente se izračunavaju prema izrazima: 


bik (51) 
,= rp (52) 
a,=F—ro? (53) 
o =ro +20. (54) 


(cirkularna os) 


r(radijalna os) 


Putanja 


Nepomični pravac 


SI. 13. Prikaz gibanja u polarnom koordinatnom 
sustavu 


Sferni koordinatni sustav. Položaj čestice u sfernom koordi- 
natnom sustavu (sl. 14) određen je jednom dužinom i s dva 


kuta, čemu pripadaju koordinate "= r(t), o = o(t) i 9 = 9(1). 
Pripadni jedinični vektori €,, 6, i & određuju smjerove radijalne 
osi # i dviju cirkularnih osi, o i 9. Vektori brzine i ubrzanja 
imaju sljedeće komponente: 
i=r6 +06, +06 (55) 
i=a,6+4,6,+ dy. (56) 


Komponente se određuju pomoću koordinata r, g i 9 i nji- 
hovih derivacija po vremenu. Komponente brzine izračunavaju 
se prema izrazima: 


b=5 (57) 
v,=rpcosg (58) 
ty=r). (59) 
zh : 
9 
0) 
Putanja 
na 
SI. 14. Prikaz gibanja u sfernom koordinatnom 
sustavu, kojemu je radi usporedbe docrtan i sustav 
Nh,Z 
Za komponente ubrzanja vrijedi da je 
a,=F-r8?— ro2cos? 9 (60) 
cos9 d KS 
4, = s dl Q) — 2r09sin 9 (61) 
do = saa 9) + re?sin9cos 9. (62) 


Ako je u toku cijelog gibanja 9 = 0, čestica se giba u ravnini 
rQ, pa su svi izrazi za brzinu i ubrzanje identični onima u 
polarnom koordinatnom sustavu. 
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Transformacija koordinata. Između komponenata vektora br- 
zine i ubrzanja u Descartesovu, cilindričnom i sfernom koor- 
dinatnom sustavu postoje veze pomoću kojih se komponente iz 
jednog sustava mogu transformirati u pripadne komponente u 
drugome koordinatnom sustavu. Iz komponenata brzine v, i v, 
određuju se komponente u, i », cilindričnog koordinatnog 
sustava prema izrazima (komponenta v, ostaje nepromijenjena): 


(63) 
g (64) 


Ti izrazi, prilagođeni matričnom načinu izražavanja, ako se 
uzme u obzir i komponenta r,, glase: 


bo = U,C0SP + V, SiN 


UL, = — SIN + 1,COSP. 


[0 Ul cosp sino 0 V, 
W%7=|—sino coso 0|:4L, 7. (65) 
id [ 0 0 1 Vb. 


ili kraće pisano, uvođenjem oznaka (0,42) 1 4Vxyz) za vektore 
brzina i [7,] za matricu transformacije: 


(0 Ve) = [1,] (Pxyz)+ (66) 
Obrnuto, iz komponenata 0,o,z prelazi se u komponente x,y,z 
pomoću izraza: 


(oy) a BElZ : UIO (67) 
gdje je [7,]"* inverzna matrica s članovima: 
cosp _ —simo 0 
[m] '=|sno  cosp 0]. (68) 
0 Q: 11 


Iz cilindričnih komponenata v, i v, prelazi se u sferne u, i by 
pomoću izraza (komponenta u, ostaje nepromijenjena): 


U, = 1,00889 + v,sin 9 (69) 
vy= — vsin9 + v,cosg, (70) 
što u matričnom načinu izražavanja, ako se uzme i komponenta 
v,, glasi 
|- ou i sin 9 [v | 
O isu ?, (71) 
ši m. 0 cos g le, | 
odnosno 


vog = [To] Veez1- (72) 


Prijelaz iz kade r,p,z u cilindrični sustav 0,op,z od- 
ređen je matričnom PEKE 


i Clos = [1] Bi ( Up) , (73) 
u kojoj je matrica [74] ' oblika: 
| cos3 0 .—sing 
[7] ' Osi GA ME: (74) 
E! sin9 0 cos9, 


Ako se iz poznatih komponenata t,,6,,v, Descartesova koordi- 
natnog sustava određuju komponente r,,v,,Ug u cilindričnom 
koordinatnom sustavu, transformira se pomoću izraza: 


jem nz 1 fp 1 
i rp9) = [74] [7] Waxyzje (75) 
Umnožak matrica transformacije daje novu matricu s članovima 


cosJcosp = cosJsino sing 
ILILL]I = —sin cos 0 (76) 
.—sin2cosp  —sin9sinp  cos9. 


Komponente ubrzanja transformiraju se na potpuno jednak 
način, pa se u svim jednadžbama za transformaciju može 
oznaka v zamijeniti oznakom a za ubrzanje. 

Prirodne komponente. Prikazivanje ubrzanja preko pri- 
rodnih komponenata često se primjenjuje u mehanici, a napose 
pri prinudnom gibanju čestice. Takav je način prikazivanja 
zoran, jer svaka komponenta ubrzanja dobiva određen fizikalni 
smisao. Svakoj točki putanje pripadaju tri karakteristična 
pravca: tangenta, glavna normala i binormala. Ta tri među- 
sobno okomita pravca tvore prirodni trobrid, a smjerovi im 
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u prostoru ovise o prirodi, odnosno o obliku putanje. Iz 
definicije vektora brzine proizlazi da se smjer brzine poklapa 
sa smjerom tangente. Vektor ubrzanja, bez obzira da li se radi 
o gibanju čestice u ravnini ili prostoru, leži uvijek u ravnini 
koju tvore tangenta Ti glavna normalna N (oskulatorna rav- 
nina), pa prema tome ima dvije komponente: tangencijalnu 
dy i normalnu a,. Stoga se za prikazivanje brzine i ubrzanja 
pomoću prirodnih komponenata upotrebljavaju pravci tangente 
i glavne normale kao osi prirodnoga koordinatnog sustava (sl. 
15) s jediničnim vektorima 2, i &,. Pozitivan smjer osi T 
bira se po volji, dok je pozitivan smjer osi N onaj koji gleda 
prema središtu zakrivljenosti $, odnosno prema konkavnoj strani 
putanje. Takav koordinatni sustav vezan je uz česticu koja se 
giba po putanji, a njegova je primjena moguća kad je putanja 
poznata i kad je položaj čestice na putanji određen duljinom 
luka putanje s obzirom na neko početno stanje. Ta duljina 
luka funkcija je vremena 

s= sr) (77) 
i, osim poznatog geometrijskog oblika putanje, temelj je za 
određivanje vektora brzina i ubrzanja. 


va 
čv 
T (u mg 


[0] Ni(normala) 
> 
a 
S 
Nar 
SI. 15. Prirodne koordinatne osi i prirodne kom- 
ponente ubrzanja. a, tangencijalna komponenta, 


dx normalna komponenta 


Beskonačno mali prirast radijvektora # jednak je po apso- 
lutnom iznosu prirastu luka s, tako da je dr = ds#8,. Tada je 
vektor brzine 


dr 
č=—=5€,, 78 
m 1 (78) 
koji, ako se derivira po vremenu, daje vektor ubrzanja 
d=56,+ R čni (79) 


Pri tom se deriviranju primjenjuje za jedinični vektor 27; 
pravilo da je E=Z R je polumjer zakrivljenosti putanje 


na onom mjestu gdje se čestica nalazila u trenutku t. Tangen- 
cijalna komponenta ubrzanja ay = S = v pokazuje kako se mi- 
jenja brzina po apsolutnom iznosu. Ako su predznaci prve i 
druge derivacije luka po vremenu jednaki, čestica se giba ubr- 
zano u pozitivnom ili negativnom smislu gibanja po putanji. 
Taj smisao određuje smjer tangencijalne osi. Kad su predznaci 
prve i druge derivacije luka različiti, čestica se usporava. Nor- 


: S ema ; 
malna komponenta ubrzanja ay = R7E utječe na promjenu 


smjera vektora brzine; uvijek je pozitivna i prema tome usmje- 
rena prema središtu zakrivljenosti putanje. Ako je brzina po 
iznosu konstantna, bit će tangencijalna komponenta ubrzanja 
jednaka nuli, dok je normalna komponenta različita od nule. 
Normalna komponenta ubrzanja može biti jednaka nuli samo 
na mjestima gdje je polumjer zakrivljenosti putanje beskonačan. 
To je na mjestima infleksije putanje ili pri pravocrtnom gibanju. 


Kružno gibanje čestice poseban je slučaj krivocrtnog gibanja. 
Putanja je kružnica, pa prema tome, kako se mijenja brzina, 
gibanje može biti promjenljivo (uz a, bilo kakva funkcija vre- 
mena), jednoliko promjenljivo (ay = const.) i jednoliko (ay = 0). 


< Hodograf 


ubrzanja 


brzina 


SI. 16. Prikaz jednolikog gibanja čestica po kružnici gdje su iznosi brzine 
i ubrzanja konstantni. a putanja. h hodograf brzina. € hodograf ubrzanja 


Pri jednolikom gibanju iznos je brzine konstantan, a ubrzanje 
ima samo normalnu komponentu koja je također konstantna 
po iznosu (sl. 16). 
Sektorska brzina. Pri gibanju čestice ocrtava vektor položaja 
7 površinu A, koja je geometrijsko mjesto položaja svih vektora 
Y unutar nekog perioda vremena At (sl. 17). Brzina kojom se 
stvara ta površina određena je vektorskim umnoškom 
S=lrxu 
S==>TFxE, 


(80) 


koja ima dimenziju m?/s i naziva se sektorskom brzinom. Služi 
za proučavanje središnjih gibanja, a uveo ju je J. Kepler proma- 
trajući gibanje planeta (v. Astronautika, TE 1, str. 428). Kad su 
putanje u ravnini, sektorska brzina je vektor okomit na rav- 


Putanja 


SI. 17. Vektor sektorske brzine $ = )7 x F okomit 
je na ravninu što je tvore vektori Fi Boa 
znači brzinu kojom vektor r ocrtava površinu A 


ninu putanje koji ima prirast samo po iznosu. Tada je S di- 
rektna mjera promjene površine A u jedinici vremena: 
S dA_1 : 
=== rvsine, 
dis 82 

gdje je a kut što ga čine vektori F i 5. Pri gibanjima koja 
se opisuju u polarnom koordinatnom sustavu vsinx odgovara 
cirkularnoj komponenti brzine v, = rp, pa je iznos sektorske 
brzine određen izrazom 


(81) 


Uske 
S= >re. (82) 


Prva derivacija vektora S po vremenu daje sektorsko ubrzanje 


ao s maa; : 
S = > Y x d, koje za proučavanje gibanja nema većeg značenja. 


Kinematika krutog tijela 


Položaj krutog tijela u prostoru određen je sa šest podataka, 
šest koordinata položaja. To je najmanji broj potrebnih poda- 
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taka kojim se može jednoznačno opisati opće gibanje tijela u 
prostoru, a prema definiciji taj broj odgovara broju stupnjeva 
slobode gibanja slobodnog krutog tijela. Kako u krutom tijelu, 
ne ulazeći u mikrostrukturu, pojedine čestice ne mijenjaju među- 
sobni položaj, to je uz zadani geometrijski oblik tijela s ovih 
šest podataka određen i položaj svih čestica tijela, pa prema 
tome i njihovo gibanje. 


x 


SI. 18. Nepomični koordinatni sustav x,y,z i pomični koordi- 
natni sustav vezan uz tijelo č,q,č pomoću kojih se opisuje 
gibanje slobodnog krutog tijela. Koordinatni sustav X,YZ 
vezan je uz tijelo, a za promjene kuta o predstavlja nepo- 
mičan sustav. Koordinate x,y,z točke A i Eulerovi kutovi 
w.0,9 određuju položaj tijela s obzirom na nepomični sustav 


. Kad se opisuje gibanje slobodnoga krutog tijela, primje- 
njuju se dva koordinatna sustava, od kojih se jedan odabire 
kao nepomični, a drugi se vezuje uz tijelo (sl. 18). Položaj tijela 
je potpuno određen ako su u svakom trenutku poznate koor- 
dinate položaja x,y,z jedne točke tijela i orijentacija osi ć,n,Č 
pomičnoga koordinatnog sustava vezanoga uz tijelo. Orijen- 
tacija tih osi određuje se preko kutova w, o i 9 (Eulerovi 
kutovi), od kojih je w kut precesije, o kut rotacije i 9 kut 
nutacije. Ravnina x'y' položena paralelno ravnini xy kroz isho- 
. dište A koordinatnog sustava č,y,č ima presječnicu s ravninom 
ču u nodalnoj ili čvornoj liniji n. Kut pw pokazuje otklon 
nodalne linije od pomoćne osi x', kut o određuje orijentaciju 
osi € s obzirom na nodalnu liniju, dok kut 9 predstavlja 
otklon osi ć s obzirom na pomoćnu os z'. Koordinate 
x,y,z 1 kutovi y,,93 predstavljaju šest međusobno nezavisnih 
veličina i, u općem slučaju gibanja krutog tijela, funkcije su 
vremena. Neka gibanja jednostavnije se opisuju u koordinatnom 
sustavu X,Y,Z u kojemu se os X poklapa s nodalnom linijim, 
os Z je identična s osi ć, a os Y leži u ravnini ćn. 

U tehničkoj praksi dijelovi strojeva i mehaničkih konstruk- 
cija ili sustavi međusobno povezanih tijela (mehanizmi) gibaju 
se kao vezana ili neslobodna tijela. Da bi se ostvarilo željeno 
gibanje nekog elementa stroja ili mehanizma, izvode se veze s 
ostalim tijelima u sustavu (kinematičke veze) koje ograničuju 
mogućnost gibanja elementa. Tada se broj potrebnih koordinata 


X 


SI. 19. Pravocrtna (a) i krivocrtna (h) translacija 


za određivanje položaja tijela smanjuje, a tijelo ima manje stup- 
njeva slobode gibanja. 


Translacija krutog tijela. Ako za vrijeme gibanja ostaju 
kutovi py, o i 3 nepromijenjeni, tijelo će se gibati tako da 
bilo koji pravac na tijelu ostaje paralelan svome prvobitnom 
položaju. Takvo gibanje naziva se translacijom. Sve točke na 
tijelu opisuju sukladne putanje i gibaju se međusobno jednakim 
brzinama i ubrzanjima. Prema obliku putanja točaka razlikuje 
se krivocrtna i pravocrtna translacija (sl. 19 i 20). Pri takvu 
gibanju dovoljno je odrediti gibanje jedne točke tijela, pa se, 
prema tome, kinematika translacije tijela svodi na kinematiku 
čestice. 


-_ 


__— 


SI. 20. Krivocrtna translacija štapa ostvaruje se paralelnim 
ovješenjem na jednakim krakovima O,A i O,B 


Rotacija oko nepomične osi. Sve točke tijela pri rotaciji 
oko nepomične osi opisuju kružne putanje sa središtem na 
istom pravcu koji se zove os rotacije. Pri tom su putanje 
koncentrične kružnice ili leže u međusobno paralelnim ravni- 
nama (sl. 21). Mnogi se dijelovi mehanizama i strojeva tako 
gibaju (rotori motora, ručice mehanizama, zupčanici), pa je to 
jedno od najčešćih gibanja u tehnici. Iz definicije tog gibanja 
proizlazi da os rotacije ne mora neizbježno prolaziti kroz tijelo 
(sl. 22) a da se ipak radi o rotaciji oko nepomične osi. 

Za određivanje položaja tijela pri takvu gibanju dovoljna je 
jedna koordinata. To je kut što ga bilo koji pravac vezan uz 
tijelo i okomit na os rotacije zatvara s početnim položajem 
(sl. 23). Taj je kut funkcija vremena o = o(t) i u konačnom 
intervalu At ima konačni prirast Ag. Taj prirast, podijeljen 
intervalom vremena, daje prosječnu ili srednju kutnu brzinu 


že 


(/x 


SI. 21. Rotacija tijela oko nepomične 
osi. Putanje točaka tijela su ili koncen- 
trične kružnice (A i B) ili leže u pa- 
ralelnim ravninama (C). Središta su 
svih kružnih putanja na osi rotacije 


= > \ » \ 
/ Pa s \ Pa * X 
/ s \ l sa 
/ / \ \ / \ 
u 1 \ \ I u 
1 \ U *0, 
*0,0,... 
1 \ i 0 
; / ! 7 
id 7 X, (Ph i! 
\ 3 Po / IA ar 
a rene / \ X TVA 


Sl. 22. Rotacija i kružna translacija ilustrirane četirma uzastop- 
nim položajima trokuta: a pri rotaciji oko osi koja prolazi kroz 
točku O i okomita je na ravninu slike kružne putanje svih 
točaka su koncentrične: b pri kružnoj translaciji točke trokuta 
opisuju kružnice koje nemaju zajedničkog središta 
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(83) 


koja ima dimenziju radijan u sekundi (rad/s) ili recipročna 
sekunda (s _'). Prirast kuta u beskonačno malom intervalu vre- 
mena daje trenutnu kutnu brzinu 


. 40_do_. 
o=lim —=-= 


a>0 At dt (84) 


Kao mjera brzine kojom tijelo rotira služi i veličina koja 
pokazuje koliko punih okretaja (2x radijana) učini tijelo u mi- 
nuti (tzv: brzina vrtnje). Vezu između tog broja okretaja n u 
minuti i kutne brzine ew u radijanima u sekundi daje formula 


nTm 


=" (85) 
Tablica 3 
PRIMJERI NEKIH BRZINA VRTNJE I KUTNIH BRZINA 
Predmet Brzina trenje n( Kutna Pičina [0] 
min rads j 
Radilica automobilskog motora 2 500---6000 262---628 
Elisa aviona 1200-::1 500 126-157 
Turbina turbomlaznih aviona 12200---18000 1257..-1885 
Rotor helikoptera 250---400 26.42 > 
Rotor velike vodne turbine 60---125 6,3-+125 
Rotor veće parne turbine 3000 314 
Rotor asinhronog elektromotora 600: 750: 63:3795 
snage do 100k W 1000: 1500: 105: 157: 314 
3000 
Rotor ultracentrifuge 2 100000 210472 
Zubarsko svrdlo (turbinski pogon) 350000 36652 
Gramofonska ploča 33.3: 45: 78 3.5: 47:82 
Zemlja oko svoje osi 0,000 6944 0,00007272 


SI. 23. Kut o, kutna brzina o i kutno 

mične osi. Brzina € i komponente 

ubrzanja f, i d, neke točke tijela leže 

u ravnini okomitoj na os rotacije (rav- 
nina putanje) 


Promjena kutne brzine u konačnom intervalu vremena od- 
ređuje prosječno ili srednje kutno ubrzanje 
i Ao) 


*$ > 


At o 


kojemu je dimenzija radijan u sekundi na kvadrat (rad/s*), 
odnosno recipročna sekunda na kvadrat (s"-?). Graničnim pri- 
jelazom na beskonačno mali interval vremena dobije se trenutno 
kutno ubrzanje 


Ao _ do 
e=lm-—= —=o 
Ar>0 At dt 
Veza između kuta o, kutne brzine w i kutnog ubrzanja € od- 
ređena je, prema tome, izrazom 


(87) 


(88) 


pa postoji potpuna analogija između tih veličina te puta, brzine 
i ubrzanja pri pravocrtnom gibanju [v. (6)]. 


č=0=%, 
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Svakoj točki tijela odgovara kružna putanja određenog 
polumjera R, koji ujedno predstavlja udaljenost točke od osi 
rotacije. Luk s koji točka prijeđe po putanji u vremenu 1 izra- 
čunava se iz kuta o prema izrazu 


s= Ro, (89) 
tako da je iznos vektora brzine 
(90) 


Ubrzanje je određeno s dvije prirodne komponente, od kojih 
je tangencijalna 


v=Ro=Row 


dr=Re=RE, (91) 
a normalna komponenta 
u? : 
dn = R7 Ro“. (92) 
Apsolutni je iznos vektora ubrzanja 
a=RVe +0. (93) 


Kutnoj brzini i ubrzanju može se dati i vektorski smisao. 
Budući da je os rotacije nepomična, vektori € i € leže na 
osi rotacije, imaju priraste samo po iznosu, a vezani su preko 
prve derivacije po vremenu: € = 0. Smjer vektora 6 određen 
je smislom rotacije tijela prema pravilu o gibanju desnog vijka. 
Kad se smjer vektora 6 poklapa sa smjerom vektora €, gibanje 
je ubrzano. Ako su smjerovi suprotni, rotacija se usporava. 

Radijvektor # s početkom u nepomičnoj točki O (npr. na 
osi rotacije), koji određuje položaj neke točke tijela u prostoru, 
vektorski pomnožen s lijeva s kutnom brzinom, daje vektorski 
izraz za brzinu točke (Eulerova formula): 


i=Bxf (94) 
Deriviranjem tog izraza po vremenu dobije se vektor ubrzanja 
d=č#xF+0x(8xf), (95) 


kojemu je € x # tangencijalna komponenta, a 0 x (0 x F) nor- 
malna komponenta ubrzanja. Izrazi za apsolutne iznose vektora 
brzine i komponente vektora ubrzanja odgovaraju izrazima (90) 
do (92), jer je v=orsna=o0R, ay=egrsna=EeR i a= 
= (w?rsin90“sina = oR. 

Ravninsko (planarno) gibanje tijela. U takvu se gibanju sve 
točke tijela gibaju u istim ili u međusobno paralelnim ravni- 
nama. Pri tom je dovoljno poznavati gibanje bilo kojeg presjeka 
tijela s ravninom u kojoj se taj presjek giba (referentna ravnina). 


SI. 24. Ravninsko gibanje. Iz položaja AB dolazi 
presjek tijela u položaj A'B' translacijom s točkom 
A (krivulje 1) i rotacijom oko A' za kut o ili 
translacijom s točkom B (krivulje 2) i suprotnom 
rotacijom za jednaki kut & 


Ravninsko gibanje može se zamisliti da se sastoji od rav- 
ninske translacije, s nekom odabranom točkom na presjeku, i 
od rotacije oko osi koja prolazi kroz tu točku i stoji okomito 
na referentnu ravninu. Takva predodžba omogućuje jednostav- 
nije opisivanje tog gibanja, jer se svi zakoni zasnivaju na 
superpoziciji translacije presjeka tijela i rotacije oko točke u 
ravnini (sl. 24). Kad nema translacije, ravninsko gibanje prelazi 
u rotaciju oko nepomične osi, koja je poseban slučaj ravninskog 
gibanja. 
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Položaj presjeka tijela u ravnini određen je najmanje trima 
podacima: koordinatama jedne točke presjeka i jednim kutom. 
Prema tome, slobodnom ravnom liku odgovaraju u ravnini tri 
stupnja slobode gibanja. 


vk 


- 
X 


SI. 25. Koordinate x,, y, i kut o određuju po- 
ložaj tijela s obzirom na ravninu xy pri rav- 
ninskom gibanju 


Ako su poznate koordinate točke A, x, = x,(1), y, = valt), 
i kut o = o(t) nekog pravca AB na tijelu prema osi x (sl. 25), 
određeni su vektori brzine i, i ubrzanja d, točke A te kutna 
brzina 0» i kutno ubrzanje e tijela: 


Bi=kai+ydj (96) 
d=xdi+9j (97) 
ow= (98) 
£= op. (99) 


Vektor brzine neke druge točke B određen je vektorskom 
jednadžbom 
(100) 
gdje je &, komponenta brzine #, zbog translacije tijela s toč- 
kom A, a Ugjg = 0 x AB komponenta brzine točke B zbog rota- 
cije oko A (sl. 26). Brzina #,, okomita je uvijek na pravac 


AB, a kako su 6 i AB međusobno okomiti, iznos je te kom- 
ponente jednak umnošku kutne brzine i udaljenosti točke B od 


Up = nij sje Ve 


Putanja 
toč ke B 


n 
a 


LJ 
a \ Putanja točke A b 


SI. 26. Ravninsko gibanje (a) sastavljeno je od translacije s odabranom točkom 

A (bh) i od rotacije tijela oko A (c) Vektor brzine neke druge točke _ B 

sadrži komponentu €, zbog translacije i komponentu £;;, zbog rotacije, koje 
se vektorski zbrajaju (d) 


\Putanja točke A 
a b 


Sl. 27. Ubrzanja pri ravninskom gibanju vektorski su zbroj komponente zbog 

translacije Z, i tangencijalne i normalne komponente (Zp,,)r i (Guya) zbog 

rotacije. a ravninsko gibanje, b translacija, € rotacija oko točke A, d vektorski 
dijagram ubrzanja 


točke A, pa je ty;, = 0AB. Vektor ubrzanja točke B deriva- 
cija je vektora brzine #, po vremenu, a sastoji se jednako kao 
i brzina od dviju komponenata (sl. 27): 


da =d,+dn/a (101) 


Ubrzanje dp/, = € x AB + 6 x (0 x AB) posljedica je rotacije 
presjeka tijela oko točke A. Tangencijalna (4g,,)r = € x AB i nor- 
malna komponenta (4,4), = 8 x (0 x AB) imaju isto značenje 
kao i pri rotaciji tijela oko nepomične osi, pa im se iznosi izraču- 
navaju prema formulama (agy,)r = £AB i (ag/ly = 0? AB. Vek- 
torske jednadžbe (100) i (101) rješavaju se računski ili grafički 
crtanjem plana brzina i plana ubrzanja (sl. 28). 
LAB 
AP 


Plan brzina 


+ 
i Ty=0,+Una 


, du 


Plan ubrzanja 
d=dtak 


0A 
SI. 28. Plan brzina i plan ubrzanja motornog mehanizma s omjerom 1:2 
ručice OA prema ojnici AB i s konstantnom brzinom vrtnje n ručice 


Okomice na vektore brzina svih točaka presjeka, koje su 
ujedno normale na putanje, sijeku se za promatrani položaj 
tijela u trenutnom polu (središtu) brzina. Brzina tog pola, koji 
može biti na presjeku tijela ili se može zamisliti da je vezan 
uz presjek, jednaka je nuli. Koincidentna točka s trenutnim 
polom vezana uz ravninu gibanja zove se trenutno središte 
rotacije. Ravninsko gibanje može se, prema tome, predočiti i 
kao rotacija oko trenutnog središta rotacije, koja s vremenom 
mijenja položaj u ravnini, pa se tada radi o nizu uzastopnih 
rotacija oko pripadnih središta rotacije. Takva predodžba vri- 
jedi samo za promatranje brzina koje su tada jednake um- 
nošku kutne brzine o» i udaljenosti od trenutnog pola P,. Tako 


za neku točku A brzina iznosi v, = oAP, (sl. 29). 


Putanju 
točke B 


SI. 29. Trenutni pol brzina P, i trenutni pol ubr- 
zanja P, pri ravninskom gibanju tijela 


Geometrijsko mjesto svih trenutnih središta rotacije jest 
krivulja vezana uz nepomičnu ravninu i naziva se nepomičnom 
poloidom. Toj krivulji odgovara pomična poloida koja je geo- 
metrijsko mjesto svih trenutnih polova brzina, a vezana je uz 
presjek tijela s kojim se zajedno giba. Pomična i nepomična 
poloida (centroide, rulete) određuju se matematički tako da se 
koordinate trenutnog pola brzina promatraju u dvama koordi- 
natnim sustavima: pomičnom ć,y vezanim uz tijelo i nepomič- 


MEHANIKA, 


nom x,y vezanim uz ravninu gibanja. Ravninsko gibanje tu- 
mači se tada kao kotrljanje bez međusobnog klizanja pomične 
po nepomičnoj poloidi. Tehnika se često služi tom spoznajom, 
pa se tako ostvaruju mnoga ravninska gibanja. Kotrljanje valj- 
ka po horizontalnoj podlozi primjer je ravninskog gibanja os- 
tvarenog pomoću poloida. Pri tom obod svakog presjeka valjka 
(kružnica) predstavlja pomičnu, a pripadni pravac po kojem 
se odvija kotrljanje nepomičnu poloidu. Trenutni pol brzina 
dodirna je točka kružnice i pravca. Posebno su važna gibanja 
koja se ostvaruju izvedbom pomične i nepomične poloide u 
obliku kružnica. Kotrljanje jedne kružnice po drugoj izvodi 
se ozubljenjem. Putanje koje nastaju, već prema tome da li se 
pomična poloida kotrlja po nepomičnoj izvana ili iznutra, te 
prema udaljenosti točke tijela od središta pomične poloide, 
mogu biti epicikloide, hipocikloide, trohoide itd. (sl. 30). Na 
tom principu ostvaruje se gibanje klipa u rotacijskom eks- 
plozijskom motoru prema Wankelovoj konstrukciji (sl. 31). 


v 


*| 


Nepomična 
poloida 


Sl. 30. Cardanov probiem. Pomična poloida polumjera _R 

kotrlja se bez klizanja unutar nepomične poloide polumjera 

2R. Točke A i B gibaju se pravocrtno po osima x i y. Sve 

točke na obodu pomične poloide opisuju također pravocrtne 

putanje. Središte O giba se po kružnici, a svaka druga točka 

C na pravcu AB opisuje elipsu s poluosima BC i AC (princip 
elipsografa) 


SI. 31. NSU-Wankelov motor. Rotor mo- 
tora izveden kao pomična poloida (pp) 
kotrlja se po pogonskoj osovini, koja je 
nepomična poloida, te svojim vrhovima 
A, B i C opisuje epitrohoidu. Kotrljanje 
bez klizanja ostvareno je ozubljenjem 


Trenutni pol ubrzanja je ona točka presjeka tijela ili točka 
vezana uz presjek kojoj je u promatranom trenutku ubrzanje 
jednako nuli te u smislu ubrzanja predstavlja točku oko koje 
u tom trenutku tijelo rotira s kutnom brzinom o i kutnim 
ubrzanjem €. Iz poznatog ubrzanja d, neke točke A, kutne 
brzine w i kutnog ubrzanja e dobije se udaljenost trenutnog 
pola ubrzanja P, (sl. 29) prema izrazu 


DERI 


Vero? 
Pravac AP, zatvara kut B s pravcem vektora ubrzanja 4, koji 
iznosi 


(102) 


B = arctan 2 (103) 


To je otkloni kut prema pravcu koji vezuje točku tijela s tre- 
nutnim polom ubrzanja, a jednak je za sve točke tijela. Smisao 
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otklona odgovara smislu kutnog ubrzanja , odnosno smislu 
koji diktira tangencijalna komponenta ubrzanja. 

Trenutni pol ubrzanja ne poklapa se u općem slučaju s 
trenutnim polom brzina. Kad se vektor ubrzanja neke točke A 
tijela određuje preko trenutnog pola ubrzanja, izračunava se 
komponenta ubrzanja usmjerena prema polu P, iz izraza 


aš, = 02AP, (104) 
Druga komponenta koja je okomita na pravac AP, ima iznos 
a*r=EAP, (105) 


Smisao te komponente određen je smislom kutnog ubrzanja &. 
Obje komponente podsjećaju na prirodne komponente ubr- 
zanja, ali se od njih razlikuju i po iznosu i po smjeru. Nor- 
malna komponenta vektora d, usmjerena je prema središtu 
zakrivljenosti putanje točke A, koje leži na istom pravcu kao 
i pol brzina P,, a iznosi 
VA 
dAN R' 
U tom je izrazu R polumjer zakrivljenosti putanje točke A 
koji odgovara onom trenutku u kojem se promatraju brzine i 
ubrzanja. Tangencijalna komponenta bit će tada 


(106) 


na (107) 


Obje komponente ne mogu se izračunati neposredno iz kutne 
brzine w i kutnog ubrzanja €, osim kad se polovi P, i P, 
poklapaju. Tada je to rotacija tijela bez translacije. 

Svi vektori brzina koji pripadaju točkama nekoga zajed- 
ničkog pravca p imaju pri ravninskom gibanju jednake pro- 
jekcije na taj isti pravac (sl. 32). Vektori tih brzina zaokre- 
nuti za 90" u jednom ili drugom smislu dodiruju šiljcima pra- 
vac koji je paralelan s pravcem p. Kutovi uz pol brzina P, 
koji leže u trokutima što ih tvore vektori brzina s polom P, 
međusobno su jednaki. Ta tri svojstva služe za određivanje 
brzina pri ravninskom gibanju krutog tijela. 


SI. 32. Svojstva vektora brzina pri ravninskom gibanju: a projekcije 

su vektora brzina točaka na zajednički pravac (v;,vh) jednake, b šiljci 

zaokrenutih brzina za 90“ (v%,v$) leže na pravcu koji je paralelan 

zajedničkome, c trokuti koje tvore vektori brzina točaka zajedničkog 

pravca s trenutnim polom međusobno su slični, te su i kutovi uz pol 
(?,» Ps) jednaki 


Brzine i ubrzanja određuju se pri ravninskom gibanju tijela 
ili sustava tijela (mehanizmi) analitički ili grafički. Analitički 
postupci za složenije sustave provode se zbog velikog opsega 
računanja na digitalnim elektroničkim računalima, koji daju po- 
datke o brzinama i ubrzanjima za sve željene položaje presjeka 
tijela u ravnini. Grafički postupci (plan brzina, plan ubrzanja, 
upotreba triju svojstava ravninskog gibanja) provode se za svaki 
položaj tijela posebno, ali zbog niže cijene još se uvijek pretežno 
upotrebljavaju u inženjerskoj praksi. 


Sferno gibanje (gibanje oko nepomične točke). Takvo gibanje 
nastaje kad jedna točka na tijelu miruje, a sve se ostale gi- 
baju u prostoru zajedno s tijelom oko te nepomične točke. 
Sferno gibanje nastaje i kada je tijelo vezano krutom vezom 
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uz nepomičnu točku koja ne pripada tijelu ili se može za- 
misliti da takva veza postoji. Takvo gibanje izvodi, npr., dječji 
zvrk, kojemu je šiljak nepomičan s obzirom na stol, a 0s 
simetrije stoji nagnuta prema vertikali. Svaka točka krutog ti- 
jela ostaje u toku gibanja na jednakoj udaljenosti od točke O 
oko koje se odvija sferno gibanje. Stoga putanje tih točaka 
leže na sfernim plohama kojih je središte točka O, otkuda 
i ime tom gibanju. U svakom je trenutku položaj tijela odre- 
đen Eulerovim kutovima » = vt), o = o(t) i 9 = 9(1); tijelo 
pri «akvu gibanju ima tri stupnja slobode gibanja. Koordinate 
nepomične točke O u nepomičnom koordinatnom sustavu ne 
mijenjaju se s vremenom (jednadžbe veze), no obično se iz 
praktičnih razloga uzima da su jednake nuli, pa se ishodište 
nepomičnoga koordinatnog sustava podudara s točkom oko 
koje se odvija sferno gibanje (sl. 33). 


SI. 33. Vektor kutne brzine 69 i trenutna os rotacije 
A4 pri sfernom gibanju 


Svaka konačno velika promjena položaja tijela pri sfernom 
gibanju odgovara rotaciji tijela za neki konačni kut oko točno 
određene osi, koja prolazi kroz nepomičnu točku oko koje se 
izvodi gibanje (Euler-d'Alembertov poučak). Stvarna promjena 
položaja ne odvija se prema toj predodžbi, no što je kraći 
period vremena u kojem se promatra promjena položaja, to je 
ta predodžba bliža odvijanju stvarnog gibanja. U beskonačno 
kratkom periodu vremena stvarno gibanje jednako je u pot- 
punosti rotaciji oko osi koja se zove trenutna os rotacije. 
Svakom trenutku t odgovara jedna trenutna os rotacije A na 
kojoj leži vektor pripadne kutne brzine 65. Konačni zakreti 
za kutove w, g i 3 ne daju zbrojeni ukupnu rotaciju tijela 
koja je ostvarena oko osi rotacije u konačnom intervalu vre- 
mena. Za beskonačno male vrijednosti tih kutova vrijede zakoni 
o zbrajanju vektora, pa se i prve derivacije tih kutova po 
vremenu mogu vektorski zbrojiti u vektor trenutne kutne brzine 

O=P+0+8. (108) 

Vektor & promjenljiva je veličina te ima prirast i po apso- 

lutnom iznosu i po smjeru. Prva derivacija vektora kutne 

brzine daje vektor kutnog ubrzanja 

do. 

g i =6, 

koji se ne poklapa po smjeru s vektorom 65, što znači da ne 
leži na pravcu trenutne osi rotacije (sl. 34). 

Brzina neke točke A tijela dobije se kao vektorski umnožak 
vektora kutne brzine i radijvektora točke A (Eulerova formula) 


(110) 


Vektor brzine okomit je na ravninu koju tvore vektori 6.i F, 
a po smislu odgovara smislu trenutne rotacije. Po apsolutnom 
iznosu brzina je jednaka umnošku iznosa kutne brzine o i 
udaljenosti b točke A od osi A: 


v= ob. 


(109) 


B=0xF 


(111) 


Prva derivacija vektora brzine po vremenu daje vektor ubrzanja 
točke A: 


d=€x7+8x (6x7). (112) 
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Prva komponenta d, =£ x 7 okomita je na ravninu u kojoj 
leže vektori # i ;. Druga komponenta d, = 8 x (6 x 7) siječe 
os A pod pravim kutom i usmjerena je uvijek prema toj osi. 
U općem slučaju komponente dd, i đ, nisu međusobno okomite. 
Iznos tih komponenata dobije se prema izrazima: 


(113) 
(114) 


gdje je b, udaljenost točke A od pravca vektora €. Vektorski 
izraz (110) za brzinu neke točke tijela podudara se s istim 
izrazom pri rotaciji tijela oko nepomične osi. Za vektor ubr- 
zanja komponenta a, odgovara centripetalnom ubrzanju, dok se 
komponenta d, ne može poistovjetiti s tangencijalnom kompo- 
nentom, te ovdje nema analogije s rotacijom tijela oko nepo- 
mične osi. 

Izrazi (111), (113) i (114) daju podlogu za fizikalno razu- 
mijevanje iznosa brzine i ubrzanja, pa se samo pri jedno- 
stavnijim slučajevima upotrebljavaju za izračunavanje vrijed- 
nosti tih veličina. Poteškoću čini određivanje udaljenosti b i b,. 
Zato se vektori & i € prikazuju u jednom od koordinatnih 
sustava: nepomičnom x,y,z, pomičnom vezanim uz tijelo č,y,č 
ili djelomično pomičnom X,Y,Z. U odabranom sustavu prika- 
zuje se i radijvektor #, te se zatim rješavaju desne strane izraza 
(110) i (112), iz čega proizlaze komponente vektora brzine i 
ubrzanja. 

Komponente vektora kutne brzine 6 dobiju se kao zbroj 


projekcija vektora i, Q i 9 na osi odabranoga koordinatnog 
sustava. U svim trima sustavima koji služe za opisivanje 
sfernog gibanja te komponente glase (Eulerove kinematičke 
jednadžbe): 


a = &b,, 


d,=0b, 


0, = psin9 sinip +3 cos (115) 


0, = — psin9 cosy + 9 siny (116) 
0, = Pecos) + ip (117) 

W; = psinšsino + 3 cose (118) 
0, = psin3 cosp — Isin (119) 
0 = pcos9 + o (120) 
oW\x= (121) 

oy = psing (122) 

Oz = PCOSI + P. (123) 


Iznos vektora 6 jednak je drugom korijenu iz zbroja kvadrata 
komponenata bilo kojega koordinatnog sustava, pa glasi 


o=/p+97+Q02+2pp00sI, (124) 


dok se smjer određuje prema pojedinim osima kao i za svaki 
drugi vektor. 


Sl. 34. Vektori kutne brzine 6 i kutnog ubrzanja €, 
vektor brzine # i komponente d, i d, vektora ubr- 
zanja proizvoljne točke A pri sfernom gibanju 


Komponente kutnog ubrzanja # u koordinatnim sustavima 
x,y,z i č,n,č dobiju se kao derivacije pripadnih kompone- 
nata kutne brzine, dok u sustavu X,Y,Z tim derivacijama treba 
dođati članove zbog promjene smjera koordinatnih osi: 
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& =, (125) 
&,=0, (126) 
mg (127) 
&; = 0 (128) 
a=6, (129) 
BE (130) 
Ex = Oy + 0) 07 — O0y (131) 
8, = 0), +070 — Oxo; (132) 
£7 = 07 + Ox0)y — Oy0y, (133) 


gdje su ox =, oy = psin9 i 0 = pcos3 komponente vek- 
tora kutne brzine 6 koji prikazuje rotaciju koordinatnog 
sustava X,Y,Z. 


Trenutna os rotacije A opisuje u prostoru čunjastu plohu : 


s vrhom u nepomičnoj točki oko koje se odvija sferno gibanje. 
Promatrano iz nepomičnoga koordinatnog sustava x,y,z, tre- 
nutna os opisuje nepomičnu aksoidu, kojoj jednadžba slijedi 
iz uvjeta da je trenutna os rotacije niz točaka na pravcu što 
u promatranom trenutku imaju brzinu jednaku nuli. Prema 
tome, vektorska je jednadžba trenutne osi 


OxrF=0, (134) 
a odatle proizlazi jednadžba nepomične aksoide 
sma (135) 


Ox 0/0 


Promatrano iz pomičnog koordinatnog sustava č,y,č koji se 
giba zajedno s tijelom, os A opisuje pomičnu aksoidu prema 
jednadžbi 


—. (136) 
0 
Pri sfernom gibanju pomična i nepomična aksoida dodiruju se 
u izvodnici koju predstavlja trenutna os A. U geometrijskom 
smislu dovoljno je poznavati obje aksoide, pa se tada gibanje 
može reproducirati kao kotrljanje pomične po nepomičnoj ak- 
soidi bez međusobnog klizania (sl. 35). U tehnici se dijelovi 
mehanizama izrađuju kao pomične i nepomične aksoide, čime 
se ostvaruju različita sferna gibanja (stožasti zupčanici). Da bi 
bila potpuno određena i kinematika takva gibanja, potrebno je 
poznavati kutnu brzinu kojom se odvija kotrljanje pomične 
aksoide. Kad je nepomična točka sfernog gibanja u beskonač- 
nosti, aksoide prelaze u plohe s paralelnim izvodnicama; gi- 
banje je ravninsko, a presjeci ploha s bilo kojom ravninom 
okomitom na izvodnice daju pomičnu i nepomičnu poloidu. 


SI. 35. Nepomična (na) i pomična (pa) aksoida 


Posebno je važno sferno gibanje pri kojemu su aksoide 
kružni čunjevi. Takvo gibanje naziva se precesijom, a javlja se 
uvijek kad se jedan od Eulerovih kutova za vrijeme gibanja 


ne mijenja. Uobičajeno je da se za taj kut odabere kut nuta- 
cije 3. Ako se pri precesiji preostala dva kuta mijenjaju jed- 
noliko (npr. ip i o imaju konstantne vrijednosti, 2 = 0), prece- 
sija je regularna, koja, već prema položaju pripadnih vektora 
kutnih brzina, može biti progresivna ili retrogradna (regresivna) 
(sl. 36). Pri progresivnoj precesiji kotrlja se pomična aksoida 
sa svojom vanjskom plohom po vanjskoj plohi nepomične ak- 
soide. Retrogradna precesija nastaje kada se pomična aksoida 
kotrlja sa svojom vanjskom plohom po unutrašnjoj strani ne- 
pomične aksoide (npr. Zemlja s obilaznim vremenom pomične 
aksoide po nepomičnoj od 25868 godina, v. Giroskop, TE 6, 
str. 129). Slaganjem dviju rotacija oko osi koje leže pod nekim 
kutom dobiva se također precesijsko gibanje. 


SI. 36. Progresivna (a) i retrogradna (bh) precesija. Po- 

mična aksoida (pa) kotrlja se pri progresivnoj prece- 

siji po nepomičnoj aksoidi (na) s istim smislom rota- 
cije s kojim i rotira oko vlastite osi 


Opće gibanje slobodnog tijela u prostoru. Prema Chaslesovu 
poučku svako opće gibanje slobodnog tijela u prostoru može 
se zamisliti da je sastavljeno od jedne translacije s nekom 
proizvoljno odabranom točkom i sfernog gibanja oko ta točke. 
Takvo gibanje ima šest stupnjeva slobode gibanja. Tri koordi- 
nate odabrane točke x = x(t), y = y(t)i z = z(t) određuju vektore 
brzine i ubrzanja zbog translacije, koji su za sve točke tijela 
jednaki. Eulerovim kutovima yp = pt), o = p(1) i 9 = 9(t) odre- 
đeno je sferno gibanje. Zbrajanjem vektora brzina zbog trans- 
lakcije isfernog gibanja dobiva se ukupna brzina neke točke tijela. 
Isto vrijedi i za ubrzanje. 


Sastavljanje gibanja 


Gibanje čestice ili tijela promatra se u kinematici rela- 
tivno s obzirom na neko drugo kruto tijelo za koje se pret- 
postavlja da miruje, te se uz njega vezuje koordinatni sustav 
koji je tada također nepomičan. Takav koordinatni sustav: 
pri rješavanju tehničkih problema vezan je uz postolje nekog 
stroja, temelje neke konstrukcije ili uz tijela koja s obzirom 
na Zemlju miruju. To je mirovanje samo prividno, jer se i ta 
tijela zajedno sa Zemljom gibaju, a rezultati su proračuna u 
takvim koordinatnim sustavima približni i ne bi se poklapali 
s precizno izvedenim mjerenjima. Međutim, odstupanja od is- 
pravnih rezultata toliko su mala da se u inženjerskoj praksi 
zanemaruju, pa se cijela tehnička kinematika zasniva na takvoj 
pretpostavci o mirovanju. Kad se neko tijelo ili čestica giba s 
obzirom na neko referentno tijelo koje se s obzirom na mirujući 
koordinatni sustav također giba (npr. pokretni dijelovi strojeva na 
brodu, čestica vode na lopatici turbine, putnik koji hoda u 
vlaku), mora se uzeti u obzir gibanje referentnog tijela kada se 
donose zaključci o ukupnom gibanju promatranog tijela ili 
čestice. Gibanje s obzirom na referentno tijelo uz koje se vezuje 
pomični koordinatni sustav zove se relativno gibanje. Gibanje 
pomičnoga koordinatnog sustava s obzirom na mirujući naziva 
se prijenosnim gibanjem, a gibanje koje je rezultanta obaju 
gibanja promatranog tijela ili čestice daje apsolutno gibanje. 
Apsolutno gibanje, prema tome, nastaje sastavljanjem relativnog 
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i prijenosnog, ali se ne mora svako apsolutno gibanje tako 
matematički opisivati. 


Složeno gibanje čestice. Takvo gibanje nastaje kad se čestica 
relativno giba s obzirom na pomični (relativni) koordinatni 
sustav ć, 1, ć koji se s obzirom na nepomični (apsolutni, iner- 
cijski) x,y,z giba kao kruto tijelo (sl. 37). Gibanje čestice u 
sustavu x,y,z (apsolutno gibanje) određeno je radijvektorom F, 
kojega prva i druga derivacija po vremenu daju vektor apso- 
lutne brzine i vektor apsolutnog ubrzanja. Često je utvrđi- 
vanje vektora 7 otežano, pa se gibanje čestice opisuje sastav- 
ljanjem gibanja sustava č,y,č (prijenosno gibanje) i relativnog 
gibanja čestice unutar tog sustava. Prijenosno gibanje, prema 
Chaslesovu poučku, može biti u općem slučaju translacija koju 
određuje radijvektor ishodišta ; i sferno gibanje oko ishodišta. 


Sl. 37. Nepomični koordinatni sustav 
x,y,z i pomični ć,y,č unutar kojeg se 
giba čestica A. Radijvektor F određuje 
apsolutno gibanje čestice s obzirom 
na sustav x, y, z, a sastoji se od vektora 
fo (translacija sustava č,1,č) i vektora 
položaja čestice & unutar pomičnog 
sustava 


Unutar pomičnog sustava položaj čestice određen je vek- 
torom d koji ima dvojaku promjenu s vremenom: mijenja se 
zbog relativnog gibanja čestice unutar sustava č,,č i neovisno 
o tome mijenja se zbog sferne komponente prijenosnog gibanja. 
Dio prirasta vektora g dovodi, dakle, do relativne brzine 5, 
kojom se čestica giba s obzirom na pomični sustav, dok pre- 
ostali dio i cijeli prirast vektora određuje vektor prije- 
nosne brzine #,. Apsolutna je brzina čestice vektorski zbroj 


ž i Pp 
tih dviju komponenata 


i=7+i, (137) 


Apsolutno ubrzanje čestice dobije se deriviranjem vektora ap- 
solutne brzine, a uz jednaku predodžbu o relativnom i prije- 
nosnom gibanju vektor ubrzanja ima tri komponente: 


(138) 


Osim relativne ći, i prijenosne d, komponente, vektor apsolut- 
nog ubrzanja d sadrži i dopunsku komponentu ći, (Coriolisovo 
ubrzanje), koja je jednaka 


d=20xE, (139) 


U tom izrazu 6 je vektor kutne brzine prijenosnog gibanja, 
te, prema tome, dopunsko ubrzanje leži okomito na ravninu 
koju tvori os rotacije prijenosnog gibanja i pravac relativne 
brzine. Iznos dopunskog ubrzanja određuje se prema izrazu 


(140) 


gdje je a kut između vektora 8 i #,. Dopunskog ubrzanja 
neće biti kada prijenosno gibanje ne sadrži rotaciju (prijenosno 
gibanje je translacija), te kada se relativno gibanje čestice odvija 
na pravcu koji je paralelan s osi prijenosne rotacije ili se s 
njom poklapa (u =0 ili 180%). Za praktično određivanje ap- 
solutnog ubrzanja najpogodnije su prirodne komponente, te se 
prijenosno i relativno ubrzanje prikazuju pomoću tangencijalne 
i normalne komponente. Tada se apsolutno ubrzanje dobije kao 
vektorski zbroj od pet komponenata. 

Bez dopunskog ubrzanja ne mogu se promatranjem unutar 
pomičnoga koordinatnog sustava objasniti pojave vezane uz re- 
lativna gibanja. Točnijim mjerenjem padanja tijela na Zemlju 
može se ustanoviti otklon od pravocrtne putanje (vertikala) 


d=4+4+4, 


4. = 20v,sina, 


prema istoku. Zbog rotacije Zemlje djeluje dopunsko ubrzanje 
pri padanju prema Zemlji u smjeru zapada, kojemu suprotno 
usmjerena inercijska sila otklanja tijelo prema istoku. 
Već prema geografskoj širini o i visini h s koje tijelo 

pada, određuje se taj otklon prema formuli 

. hocosp /2h 

X 3 ir: 
gdje je Wo =0,00007272s-! kutna brzina rotacije Zemlje, a g 
ubrzanje Zemljine teže, koje prosječno iznosi 9,81 m/s*. Za 
h=100m i o = 0" (ekvator) taj otklon iznosi 1,1 cm. Slična 
je pojava vidljiva na velikim rijekama koje na Sjevernoj polutki 
Zemlje teku od juga prema sjeveru. Zbog dopunskog ubrzanja 
i suprotno usmjerene inercijske sile otklanjaju se čestice vode 
prema istočnim obalama pa su one na potpuno ravnim dijelovima 
toka više potkopane (Berov zakon). 


, (141) 


S. Jecić 


DINAMIKA 


Dinamika (prema grčkom čbvauic dinamis sila) proučava 
zakone gibanja čestica ili tijela, uvažavajući pri tome djelovanje 
sila na njih. U novijoj se literaturi često smatra da dinamika 
sadrži dva dijela, i to kinematiku (geometriju gibanja bez 
djelovanja sila) i kinetiku pod kojim se pojmom razumijeva 
ono što se u ovom članku smatra dinamikom. 


Povijesno gledajući, dinamika je relativno mlađa u usporedbi sa statikom. 
Početak se racionalnog shvaćanja dinamike može vezati uz G. Galileja 
(1564—1642), koji je vrlo temeljito proučavao slobodni pad tijela, gibanje na 
kosini i gibanje njihala. Kao posljedica tih proučavanja smatra se bitna 
izmjena pogleda na shvaćanja starogrčkih filozofa. Tako je npr. izmijenjeno 
Aristotelovo shvaćanje da teža tijela padaju brže od laganih. 1. Newton 
(1642—1727) nastavio je Galilejevo djelo formuliranjem zakona gibanja, postav- 
ljajući temelje suvremene dinamike i mehanike uopće. Svoje je poglede Newton 
objavio u djelu Matematički principi prirodne filozofije (Philosophiae naturalis 
principia_mathematica, 1687). Osim njih, doprinijeli su razvitku dinamike 
L. Euler, J. d'Alembert, J. L. Lagrange, P. Laplace, L. Poinsot, G. Coriolis, 
A. Einstein i mnogi drugi. 

U smislu inženjerske primjene, dinamika se može smatrati 
vrlo mladom. Naime, tek od početka proizvodnje brzih stro- 
jeva i mehanizama bilo je potrebno proračune temeljiti na 
dinamičkim za razliku od statičkih načela. Međutim, suvremeni 
razvoj tehnike, a posebno strojarstva, svakodnevno zahtijeva 
povećanje primjene račela mehanike, a posebno dinamike. Ta su 
načela temeljna u analizi udarnih opterećenja različitih kon- 
strukcija, prometnih vozila, turbina, pumpa, alatnih strojeva itd. 


Temeljni pojmovi i zakoni 


Prostor je trodimenzijsko geometrijsko područje koje, na- 
ravno, može imati svoje dvodimenzijske ili jednodimenzijske 
oblike (ravnina i pravac). 

Koordinatni sustav. Položaj promatranog predmeta u pro- 
storu određen je relativno prema koordinatnom sustavu. koji 
se odabire kao pravokutni desni Descartesov koordinatni sus- 
tav. U tzv. klasičnoj mehanici primaran je inercijski sustav ili 
astronomski referentni sustav, koji je stvoren od zamišljenih 
osi pravokutnog sustava i koji nema niti translacija niti ro- 
tacija. Mjerenjima je dokazano da zakoni mehanike vrijede 
u takvu sustavu ako su brzine gibanja zanemarljive s ob- 
zirom na brzinu svjetlosti. Veličine utvrđene prema takvu sustavu 
nazivaju se apsolutnim veličinama, a koordinatni se sustav 
smatra nepomičnim u prostoru. Što više, ako se pričvrsti 
koordinatni sustav za površinu Zemlje, tada se u brojnim di- 
namičkim zadacima može smatrati takav sustav također nepo- 
mičnim, jer se odstupanje od temeljnih dinamičkih jednadžbi 
zanemaruje. Međutim, ako se proučava gibanje balističkih 
raketa ili svemirskih letjelica, tada apsolutno gibanje Zemlje, 
a time i koordinatnog sustava, postaje važno i mora se uzeti 
u obzir. 

Vrijeme se u klasičnoj mehanici smatra univerzalnim, tj. 
ono nepovratno teče na potpuno isti način bez obzira na 
izbor referentnog koordinatnog sustava. Prema tome, vrijeme 
je skalarna veličina koja se stalno mijenja, pa se zbog toga 
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u jednadžbama obično uzima kao argument (nezavisna vari- 
jabla). 

Masa. Uz pojmove prostora i vremena u dinamici se uvodi 
kao dopunska značajka tijela — njegova masa. 

Newtonovi zakoni. Polazeći od spomenutih načela, tj. od 
definicije prostora, vremena i mase. Newton je prvi, u već 
spomenutom djelu, postavio temeljne zakone koji glase: 

I zakon: Svako tijelo ostaje u stanju mirovanja ili jednolikog 
gibanja po pravcu sve dok neka sila koja na njega djeluje 
to stanje ne promijeni. Taj se zakon često naziva zakonom 
inercije. 

II zakon: Promjena je gibanja proporcionalna sili što dje- 
luje na tijelo, a zbiva se u smjeru djelovanja sile. 

III zakon: Akciji je uvijek jednaka i suprotno usmjerena 
reakcija. Taj se zakon često naziva i principom jednakosti 
akcije i reakcije. 

Upotrijebljeni su neki pojmovi koji se obično čine jasnim 
sami po sebi. To su pojmovi: sila, ubrzanje, akcija i reakcija. 
Te su veličine definirane u prethodnim poglavljima mehanike 
(statika i kinematika). Međutim, sada se proširuje pojam sile, 
uz uvjet da je prvim zakonom uvjetovano postojanje sile. U 
drugom se zakonu govori o ubrzanju, tj. promjeni gibanja, 
uz uvjet da se pod tim razumijeva količina gibanja, a to je 
umnožak mase tijela (m) i njegove brzine (v). Prema tome, 
drugi se zakon može izraziti sljedećim jednadžbama 

dm) = ma? da 
ST Fodli m =mdi=F (1) 


koje definiraju silu kao vektorsku veličinu. Jednadžba (1) 
obično se naziva temeljnom vektorskom jednadžbom dinamike. 
Iz nje slijedi da je sila jednaka promjeni količine gibanja 
u vremenu, a istodobno je jednaka umnošku mase i ubrzanja. 

Treći je zakon temelj za shvaćanje pojma sile. Iz tog 
zakona proistječe da sve sile, promjenljive ili stalne vrijednosti, 
već prema njihovu izvoru, ostaju cijelo vrijeme jednake i 
suprotno usmjerene. I upravo taj pristup dovodi do tzv. prin- 
cipa izolacije tijela koji omogućuje stvaranje jasne predodžbe o 
djelovanju sila. 

Inercija. Svojstvo materije da se odupire promjeni gibanja 
zove se inercija (tromost, ustrajnost). Mjera je inercije karakteri- 
zirana masom tijela i njezinim rasporedom. 

Čestica. Stvarna su tijela često složena, a opisivanje gibanja 
opterećeno je mnogim sporednim utjecajima. Zbog toga se 
uvijek teži isticanju samo bitnih elemenata, pa se umjesto 
promatranog tijela proučava neko zamišljeno tijelo i pojava 
koji su modeli prirodnog zbivanja. 

U tom je smislu osobito važan pojam čestice u dinamici. 
Uvijek kad se gibanje može opisati gibanjem jedne točke 
promatranog tijela (obično središte masa) kojoj se pridružuje 
sva masa, tijelo se može promatrati kao čestica. Tako npr. 
pri translacijskom gibanju uvijek se gibanje tijela može prou- 
čavati kao gibanje bilo koje točke tijela u kojoj je koncentri- 
rana njegova masa. Znači, tijelo kojemu se mogu zanemariti 
dimenzije naziva se česticom. Cesto se čestica promatra kao 
diferencijalni element tijela. U literaturi se mogu naći još 
i nazivi materijalna točka ili sitno tijelo pod kojima se razu- 
mijeva pojam što ga ovdje nazivamo česticom. 


Gravitacija. I zakon gravitacije jasno je formulirao I. Newton, 
a može se izraziti jednadžbom 


Mi mj 
F=K 


(2) 


r? 


gdje je F privlačna sila između dviju čestica, K univerzalna 
gravitacijska konstanta, m, i m, mase tih dviju čestica, a r 
udaljenost između središta čestica. Iz toga slijedi da privlačna 
sila zadovoljava zakon akcije i reakcije sve dok su sile jednake 
i suprotnog smjera uzduž pravca što spaja težišta promatranih 
čestica. Iz pokusa je utvrđeno da gravitacijska konstanta ima 
vrijednost K = 6,672 - 107"! m>kg_'s-*. Gravitacijske sile po- 
stoje između bilo kojeg para tijela. Na površini Zemlje je 
utjecajna privlačna sila Zemlje, tzv. sila teže ili teža. Sila 
gravitacijske privlačnosti Zemlje na pojedina tijela zavisi od 


relativnog položaja tijela prema središtu Zemlje (v. Gravitacija, 
TE 6, str. 260). Prema općem zakonu gravitacije međusobni 
je utjecaj dvaju tijela, budući da je zavisan od mase tijela, 
obično malen u usporedbi s privlačnom silom Zemlje, koja ima 
mnogo veću masu, pa se međusobni utjecaj tijela može naj- 
češće zanemariti. Teža djeluje na tijelo bez obzira da li ono 
miruje ili se giba. Sila kojom zbog teže tijelo tlači na podlogu 
ili napinje nit o koju je obješeno zove se težina. Ta se sila 
izražava u njutnima (N) u Međunarodnom sustavu jedinica. 
Međutim, uobičajeno je u praktičnom životu da se težina upo- 
trebljava kao sinonim za masu i izražava u kilogramima. Da 
bi se izbjegli eventualni nesporazumi, treba pod pojmom težine 
smatrati silu izraženu u njutnima. 

Svako tijelo ispušteno na određenoj visini od morske 
razine padat će u zrakopraznom prostoru s jednakim gravi- 
tacijskim ubrzanjem, koje slijedi ako se izjednače jednadžbe 
(1)i (2): 


Km 


da (3) 


gdje je masa Zemlje m, = 5,976 - 102* kg, polumjer Zemlje r = 
= 6371 + 10% m, a K gravitacijska konstanta. Odatle se dobiva 
daje g = 9,824 m/s?. Međutim, budući da Zemlja nije kugla, već 
ima zbog vlastite rotacije spljoštene polove, gravitacijska se 
akceleracija računa pomoću Međunarodne gravitacijske formule: 


g = 9,78049(1 + 0,0052884siny — 0,0000059sin?2y), (4) 


gdje je y geografska širina mjesta na Zemlji. Usporedba između 
apsolutnog gravitacijskog ubrzanja Zemlje koja rotira i koja 
ne rotira, prema geografskoj širini, prikazana je na sl. 1. 
Apsolutna se gravitacijska akceleracija može izračunati dovoljno 
točno ako je relativnom ubrzanju (4) dodana vrijednost 
3,387 + 10-?cosžy ms" 
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Geografska Širina 


SI. 1. Gravitacijsko ubrzanje u ovisnosti o geografskoj 
širini: / za nerotirajuću, 2 za rotirajuću Zemlju 


U većini se inženjerskih zadataka za vrijednost gravi- 
tacijskog ubrzanja odabire vrijednost od 9,81 m/s, što približno 
odgovara geografskoj širini od y = 45" 

Keplerovi zakoni. Gibanje se čestice pod djelovanjem sile 
što stalno prolazi kroz čvrsto središte naziva središnjim ili 
centralnim gibanjem. Gibanje planete i satelita primjer je sre- 
dišnjeg gibanja. Zakoni koji opisuju takva gibanja utvrđeni 
su promatranjem gibanja nebeskih tijela što ih je provodio 
J. Kepler (1571-—1630) (v. Astronautika, TE 1, str. 428). Ti 
zakoni glase: I. svaka se planeta u našem Sunčevu sustavu 
giba oko Sunca u eliptičnoj orbiti, a Sunce se nalazi u jednom 
od žarišta; Il. pri gibanju planeta radijvektor u bilo kojim 
jednakim vremenskim razdobljima prebriše jednake površine 
(Zakon površina); IH. kvadrati ukupnih ophodnih vremena T,; 
(jednog punog obilaska) za različite planete proporcionalni su 
s trećom potencijom njihovih srednjih udaljenosti a; od Sunca: 


S (5) 
ala 


Dinamika čestice 


Kad na slobodnu česticu djeluje neuravnotežen skup sila, 
čestica se giba ubrzanim gibanjem. Odnosi između neuravno- 
teženih skupova sila i gibanja čestica što ih oni uzrokuju 


38 MEHANIKA, DINAMIKA 


proučavaju se u dinamici čestica. Svojstva skupova sila prou- 
čavaju se u statici, dok se geometrija gibanja čestice proučava 
u kinematici. 

. Temeljna je veza između sila i ubrzanja definirana II 
Newtonovim zakonom (1). Dokaz se tog zakona temelji na 
pokusima, a njegovo se fundamentalno značenje opisuje idealnim 
pokusom u kojemu se pretpostavljaju mjerena ubrzanja i sile 
bez ikakve pogreške. Naime, smatra se da je proučavana 
čestica potpuno izdvojena u primarnom inercijskom koordi- 
natnom sustavu i da je pod djelovanjem sile F,. Tada je 
omjer Fi/a, jednak C, kojemu vrijednost ovisi o odabranim 
jedinicama mjera. Ponovljenim pokusom s istom česticom, ali 
s drugom silom F,, dobiva se ubrzanje a,. Omjer F,/a, jednak 
je Ca Taj se pokus može ponoviti bezbroj puta, pa se dobiva 
da je 


F 
da am: = C= const, 
Koa ha (6) 


To je konstanta inercije čestice koja se ne mijenja, i ona se 
odupire promjeni brzine čestice. Znači, za česticu s velikom 


inercijom (veliko C) ubrzanje će biti malo za zadanu silu F, 
odnosno ako je masa malena, ubrzanje će biti veliko. 

Odstupanja rezultata stvarnog prema idealiziranom pokusu 
tumači se činjenicom da se izvedeni pokus obavlja na površini 
Zemlje gdje je pričvršćen koordinatni sustav. Odstupanja ne- 
staju ako se uvrste primjerene korekcije na komponente ubr- 
zanja. Međutim, za većinu su inženjerskih zadataka te korekcije 
toliko male da se mogu zanemariti. Kad se proučavaju ba- 
lističke rakete i svemirska vozila, komponente su gravitacijskog 
ubrzanja od primarnog značenja i u tim se razmatranjima 
točne komponente apsolutnog gravitacijskog ubrzanja moraju 
uzeti u obzir. 

Uvođenjem teorije relativnosti, i to koncepcijom o razli- 
čitom tijeku vremena prema brzini gibanja čestice, A. Einstein 
je učinio klasičnu mehaniku posebnim slučajem jedne opće- 
nitije mehanike. U relativističkoj su mehanici brzine gibanja 
bliske brzini svjetlosti. U teoriji relativnosti ne postoji nešto 
poput primarnog koordinatnog sustava, te mjerena vremena 
u dva koordinatna sustava, u kojima su brzine relativne jedna 
prema drugoj, daju različite rezultate. 


Jednadžbe gibanja. Zadaci dinamike za slobodnu i vezanu 
česticu čine dvije skupine: a) zadaci u kojima su poznate sile 
što djeluju na česticu, a treba odrediti zakon gibanja i b) 
poznat je zakon gibanja, a treba odrediti sile što djeluju na 
česticu. 

Ti se zadaci rješavaju pomoću II Newtonova zakona, ali 
u tehničkoj praksi često se proučava gibanje vezane čestice 
kojoj je gibanje unaprijed određeno (prisilno ili prinudno 
gibanje). Tada se II zakon proširuje tako što se veza čestica 
nadomješta reaktivnom silom pa jednadžba gibanja poprima 
oblik 


md=xF+N, (7) 


i=1 
gdje su F, aktivne sile, a N reakcije veza. 


Krivocrtno gibanje u prostoru. Na sl. 2 prikazana je čestica 
mase m koja se giba po naznačenoj putanji zbog djelovanja 
sila F,,F2,F3:F,. Za izabrani nepomični koordinatni sustav, 
imajući u vidu da su komponente ubrzanja 


džx 


d?y 
4=—==*, — 
dr? 


y 4 = =, 8 
dak q, (8) 


projekcija sila F; u smjeru koordinatnih osi x, y i z ima 
sljedeći oblik 
2x ža " 
m-—=mx=ma= XX, 


dt? iz1 

i, : o 
mE = mj = ma, = TE 

dt i i=1 


Ki? S 

=mž=ma, = XZi, (9) 
i=1 

gdje su X; Yi Zi projekcije sila F;. Te se jednadžbe na- 

zivaju diferencijalnim jednadžbama krivocrtnog gibanja čestice 

u prostoru. U općem obliku jednadžbe (9) glase: 


m—; 
dr? 


mx = X(x,y,2,X,),2:1) 
my = Y(x,y,2,%,),2;1) 
mž = 2(x,y,2,x,),2;1) 


md = F(F,5,1). (10) 


Opće rješenje tih jednadžbi daje zakone gibanja kao funkciju 
vremena sa šest konstanti integracije u obliku: 


x=x(t,C,,C2...C6) 
r=,C1,C2eC6) 
z=(hGrG2.: E) 


Znači, diferencijalne jednadžbe gibanja opisuju bezbroj oblika 
gibanja koja sva odgovaraju istoj sili, te određuju višepara- 
metarsku skupinu putanja. Taj zadatak dinamike je potpuno 
određen ako su poznati svi početni uvjeti gibanja, pa se može 
odrediti svih šest konstanti C,-C4. Početni su uvjeti, npr., 
početni položaj čestice, njezina brzina itd. Partikularno je 
rješenje sustava diferencijalnih jednadžbi (10), dakle, izraženo 
početnim uvjetima. 


(11) 


SI. 2. Čestica se mase m pod djelovanjem 
skupa sila F; giba putanjom s brzinom ri; 


Uz linearnu zavisnost sila i ubrzanja u dinamici vrijedi 
princip superpozicije, tj. može se zamisliti da sile djeluju 
nezavisno, a zbroj je svih parcijalnih ubrzanja jednak ukupnom 
ubrzanju, tj. 


Fi=md,, F,=ma,, Fa=md,, (12a) 

odakle je 
R=F,+F,+F,=mid +4 +d,), (12b) 

odnosno 
R=m.d (13) 


Obrnuti se zadatak sastoji u poznavanju zakona gibanja 
u pravcima koordinatnih osi, koje dvostrukim deriviranjem 
određuju ubrzanja a,, a,, a,, pomoću kojih se određuju vektori 
sila što djeluju na česticu. Takav se postupak često naziva i 
direktnim zadatkom dinamike čestice. 

Pri proučavanju gibanja posebno značenje ima i izbor 
koordinatnog sustava unutar kojeg se analizira gibanje. Pri- 
roda zadatka uvjetuje obično taj izbor, jer je od toga često 
zavisan put matematičkog rješavanja. To se ističe zbog toga 
što promjenljiva sila može ovisiti o vremenu, o položaju 
tijela i o brzini gibanja. Tako opće gibanje čestice u prostoru 
ima tri stupnja slobode gibanja, što zahtijeva tri nezavisne 
koordinate da se odredi položaj u prostoru u svakom trenutku. 
Tada se upotrebljavaju cilindrične ili sferne koordinate (v. 
Kinematika). 

Dvije su, dakle, opće skupine zadataka dinamike čestice 
posebno važne. Tu se pojavljuje integracija funkcije sile prema 
vremenu i integracija funkcije sile prema pomaku čestice. 
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Rezultati dobiveni integriranjem funkcije sile mogu se izravno 
uključiti u jednadžbe zakona gibanja. Tako postaje nepotrebno 
izravno izračunavanje ubrzanja. Integracija s obzirom na pomak 
vodi prema jednadžbama u kojima se pojavljuju mehanički 
rad i energija. 

Mehanički rad. Za definiranje pojma mehaničkog rada 
promatra se gibanje čestice mase m koja se giba uzduž pu- 
tanje (sl. 3). Položaj je čestice mase m određen vektorom 
položaja # i njezin pomak uzduž putanje u vremenu dt određen 
je promjenom dF vektora položaja. Elementarni rad je veličina 
koja je definirana skalarnim umnoškom vektora sile F i pri- 
rasta vektora položaja dr, pa je 


dW=F.dr. (14) 
Taj se izraz može prikazati skalarnom veličinom F,|dr| = F,ds = 
= Fcosads, gdje je s skalarna veličina mjerena uzduž pu- 
tanje. Prema tome je rad skalarna veličina. Ako je smjer od 
Fi isti kao i od dr; rad je pozitivan. Ako su F, idr suprotnog 
smjera, rad je negativan. Normalna je komponenta F, okomita 
na putanju, pa je skalarni umnožak jednak ništici i ona, 
prema tome, ne obavlja rad. 


SI. 3. Rastavljanje rezultante F na tangencijalnu i nor- 
malnu komponentu 


Rad je sile F u razdoblju nekog konačnog gibanja od toč- 
ke / do točke 2: 


5 


w- far = | Bas, 


4 


(15) 


gdje su granice integracije početna i konačna točka na putanji 
gibanja. 

Za skupinu sila F4 Fa...F, što djeluju na česticu za vrijeme 
njezina pomaka dr rad će biti 


dW=fF,d+F,dr+- F,dr= 


=(Fp+F,+.+fF)dr=fFdr, (16) 


odakle slijedi da je 
W= | X Fidr. (17) 
iz1 

Jedinica za rad sastavljena je od jedinice za silu i jedinice 
za pomak, dakle njutnmetar (Nm). Ta jedinica ima posebno 
ime džul (joule, J), a definirana je kao rad sile od IN na 
putu od Im u smjeru djelovanja sile. 

Funkcijska veza između tangencijalne sile F, i puta s 
uzduž putanje omogućuje izračunavanje rada W. Međutim, ako 
E 


> : . 
0 5 Sl. 4. Grafičko značenje pojma elemen- 


tarnog rada 


funkcija nije poznata u analitičkom obliku, rad se može 
utvrditi iz pokusnih podataka numeričkom ili grafičkom inte- 
gracijom, jer je rad proporcionalan površini ispod funkcije 
F,= Fs) (sl. 4). 

lako za promatranje dinamike čestica ne treba definicija 
rada vezanog uz djelovanje sprega sila, ipak će se to djelo- 
vanje prikazati radi potpunosti definiranja pojma rada. 


SI. 5. Djelovanje sprega sila M na disk polumjera r 


Na sl. 5 prikazano je djelovanje momenta sprega sila M 
na disk polumjera r. Infinitezimalna je rotacija diska oko 
bilo koje osi što prolazi središtem diska 


d9 =1d9, +jd9, +kd9,. (18) 


Na sl. 5 to je os asa. Iz slike je očito da nema nikakva 
rada zbog rotacije d9, i d9,. Međutim, rotacija d9, uzrokuje 
rad koji iznosi 


dW = 2Frd9, = Mda,. (19) 
što se može vektorski pisati u obliku 
dW=/M .dS. (20) 
Ukupni je rad za vrijeme rotacije 
W= (Mdš = ((M,d9, + M,d9, + M, 9.) (21) 


Kinetička energija. Čestica mase m (sl. 3) giba se zbog 
djelovanja sile F uzduž putanje, pa je prema drugom Newtonovu 
zakonu 


F,=ma ili (22) 


gdje je v brzina čestice: Ako se upotrijebi jednadžba v = 
= ds/dt, slijedi da je 


En o snih (23) 
ds dt ds 
odnosno 
F,ds = mvdo. (24) 


Integriranjem te jednadžbe od položaja 1 do položaja 2 dobije se 
rela Tr 
F,ds = m |vdv = zm _zmvi 


s ti 


(25) 


Veličine na desnoj strani jednadžbe skalarne su veličine i 
definirane su kao kinetička energija. Kinetička je energija 


92 


Ekin sOra 


3 (26) 


Jedinica je kinetičke energije džul (J), što je naziv za njutnmetar 

(Nm). Kinetička energija uvijek ima pozitivnu vrijednost. 
Potencijalna energija. Ako sila, koja načelno može za- 

visiti od položaja, brzine i vremena, zavisi samo od položaja, 
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prostor u kojem ta sila djeluje zove se polje sila, pa za česticu 
vrijedi jednadžba 

F=f(F), (27) 
odnosno u sklarnom obliku 


F, = Fu(x,y,2), F, == F(x,y,2), ik sa F(x,y,2). (28) 


Rad što ga može izvršiti ta sila iznosi 


W = Fdrf = F,dx + F,dy + F,dz. (29) 


Integral Fdr općenito je zavisan od putanje čestice u intervalu 
od 1 do 2. Ako je FdF totalni diferencijal neke skalarne 


funkcije V, tada se može pisati da je 


w-f-av-- u - V,), (30) 
Vi 


kojoj veličina zavisi samo od konačnih stanja gibanja i ne 
zavisi od putanje čestice. Znak minus uzet je zato što je uobi- 
čajeno da se računa s obzirom na gravitacijski potencijal u polju 
Zemljine teže. Prema tome, ako V postoji, tada je diferencijal 


oV OV ov 
dV= —dx + —dy + — dz. (31) 
Ox Oy fek4 
Uspoređujući s relacijom (29) dobiva se 
—dV=fF .df=F,dx+F,dy+ F,dz, 
slijedi da su 
oV OV OV 
F=-—; =-— :=—, 32 
: 0x ša Oy : Oz EH) 
pa se može pisati da je 
F=—VV = grad V. (33) 


Prema tome V je potencijalna funkcija ili potencijalna energija, 
a izraz VV naziva se gradijentom potencijalne funkcije. 

Iz izraza za elementarni rad (14) te iz izraza (25) i (29) 
slijedi da je 


dEka= —dV, (34) 
pa se poslije integracije u intervalu (t9,1) dobiva 
Ekin — Eokn = —(V — Vo), (35) 


gdje je Eokm kinetička energija u početku gibanja, a V, = 
= V(x9,Y0,20). 
Prema tome 


Ekn + V = Eogyin + Ko = const, (36a) 


odnosno 


Ekin + Vpor = const. (36b) 


Iz jednadžbe (36b) slijedi da je zbroj kinetičke i potenci- 
jalne energije stalan i jednak zbroju tih energija na početku 
gibanja. To se naziva zakonom o održanju mehaničke energije. 
Gibanje koje je u skladu s tim zakonom naziva se konzer- 
vativnim, a sile koje uzrokuju takvo gibanje jesu konzervativne 
sile. 

Međutim, uvjeti (32), odnosno (33), bit će ispunjeni, a funkcija 
sile V može se odrediti, ako je 


rotgradV =rotF =0, (37) 
odnosno ako je 

OF, 0F 

=> re=0 

Ay dz 

OF, 8F 
=-==0 38 
Oz 0x 09) 

E, _0F,_ 
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To znači da je funkcija V takva da su njene druge derivacije 
po varijablama x,y,z kontinuirane, pa tako ne zavise od 
redoslijeda deriviranja. 

Rad konzervativnih sila ne zavisi od pređenog puta, već 
samo od početnog i konačnog položaja čestice, jer vrijedi 


$Fdr=0. (39) 


Ako funkcija V ne zavisi samo od položaja već i od 
vremena, tj. V = V(x,y,z,1), tada se sila koja zadovoljava uvjete 
(32) i (33) naziva potencijalnom silom, ali tada nije konzerva- 
tivna. 

Konzervativni sustavi. Kao tipičan primjer konzervativnog 
sustava uzima se često deformacija elastičnog tijela. Na elastičnu 
oprugu krutosti c (sl. 6) djeluje sila uz bilo kakvu deformaciju 
opruge. Iz nedeformiranog položaja opruge slijedi da je F = cx. 
Mehanički je rad elastične opruge za vrijeme rastezanja ili 
sabijanja 


x, 


[ra = 


ši 


(40) 


1 
cxdx = rad —x7), 


što predstavlja crtkanu ploštinu trapeza na sl. 6. Očito je da 
je u oba primjera izvršen pozitivan rad, odakle slijedi da je 
rad reaktivne sile podloge negativan. Izvršeni rad deformacije 
opruge za neki pomak naziva se elastičnim potencijalom opruge 
i iznosi 


d=—c0x?. (41) 


Sila F uzrokovana tlakom ili vlakom opruge na tijelo koje 
se deformira iznosi 


E= ć l Nu 
== > ze», (42) 
koja je negativna s obzirom na silu F što djeluje na oprugu. 
F š 
Ss 
ši 


X 1 
itf— a 
| 
| 
| 
U 


i 
| 

SI. 6. Zavisnost iznosa sile od 

U 

| 


deformacije i konstante krutosti 
kod linearne opruge 


Uvođenjem gravitacijskog potencijala energije i elastičnog poten- 
cijala energije pogodno je zamijeniti izvršeni rad od gravi- 
tacijske sile i rad sile opruge s negativnim promjenama nji- 
hove potencijalne energije. Ako se uzme da je W rad svih 
sila, izuzev silu gravitacije i silu opruge, tada će vrijediti da je 


W=AE+AV,+4V,. (43) 


Taj oblik jednadžbe često bolje odgovara, jer su izdvojeni 
dijelovi prema izvoru njihova uzroka. To je osobito pogodno 
pri raščlanjivanju sustava koji nisu konzervativni. 

Količina gibanja. Ponovno će se razmotriti gibanje čestice 
mase m u prostoru prikazanom na sl. 2, gdje je r = vektor 
položaja mjeren od ishodišta O. Brzina je S=F i tangen- 
cijalna je na putanju čestice. Rezultanta je svih sila što dje- 
luju na česticu mase m sila XF, i ona djeluje u smjeru 
ubrzanja đ = # Gibanje se tada može opisati relacijom 
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IF=mi = ZM 7) (44a) 
dt 
ili 
XF=B, (44b) 
gdje je umnožak mase i brzine vektorska veličina koja se 
naziva količinom gibanja čestice. Jedinica je količine gibanja 
kilogrammetar u sekundi (kgm/s), što je ekvivalentno jedinici 
njutnsekunda (Ns). Jednadžbom se potvrđuje da je rezultanta 
svih sila što djeluju na česticu jednaka vremenskoj derivaciji 
količine gibanja. Budući da je količina gibanja vektorska 
veličina, proistječe da je vektor ukupne sile linearan s pravcem 
vektora derivirane količine gibanja. 

Snaga (ili efekt) nekog mehaničkog sustava ocjenjuje se 
brzinom kojom on može obaviti rad ili predati energiju. Ukupni 
rad ili ukupna predana energija nije mjerilo snage ili kapa- 
citeta stroja, jer i mali radni sustav može prenijeti veliku 
energiju ako mu se da dovoljno vremena. Samo veliki, snažni 
sustavi mogu predati veliku količinu energije u kratkom vre- 
menu. 

Snaga P definirana je kao brzina rada ako je taj rad 
kontinuirano promjenljiv, pa je 


P=—. (45) 


Geometrijski snaga je koeficijent smjera tangente na krivulju 
koja predočuje zavisnost veličine rada od vremena. 
Za pravocrtno gibanje snaga je 


ds 
P=F== 
mm FDA (46) 
a za kružno gibanje, ako je ds=rdo, 
d 
p=rf= Mo. (47) 


Snaga je skalarna veličina. Jedinica je snage vat (W), što je 
naziv za džul u sekundi (J/s). 

Stupanj djelovanja (koeficijent korisnog djelovanja) nekog 
stroja omjer je energije koju stroj predaje u određenom raz- 
doblju i energije koju prima u tom istom razdoblju. Stupanj 
djelovanja uvijek ima vrijednost manju od jedan. Svaki stroj 
radi s nekim gubitkom energije, a ujedno se u stroju ne 
može stvarati energija ni iz čega. U mehaničkim strojevima 
najviše gubitaka energije nastaje zbog kinetičkog trenja. Rad 
se sila trenja pretvara u toplinsku energiju. 

Stupanj je mehaničkog djelovanja, dakle, omjer izlaznih 
i ulaznih energija, odnosno snaga: 
E_Pi 
Mm=r= 

ER 

Ako ima više vrsta gubitaka, ukupni je stupanj djelovanja 

umnožak mehaničkog (7,,) i ostalih stupnjeva djelovanja) (17.,71,): 


(486) 


(48a) 


N = Naleth- 


Uređaj kojim se mjeri izlazna snaga stroja naziva se dinamo- 
metrom. Apsorpcijski su dinamometri oni kojima se predana 
energija nepovratno troši u mehaničkom smislu i na kraju 
pretvara u toplinu. Transmisijski su dinamometri oni u kojima 
se predana energija prenosi u nepromijenjenom obliku na drugi 
sustav. 

Primjer je apsorpcijskog dinamometra tzv. Pronyjeva kočnica 
(sl. 7). Snaga se troši na rad trenja kočnice. Iz slike se može 
postaviti vrlo jednostavan uvjet ravnoteže: M, = 0, a to znači 


QI—2Tr=0, (49) 
gdje je T sila trenja. Snaga kočnice je uz n okretaja u minuti 
2nn (50a) 


P=Mo=2Tr>, 
[03] "40 


l 
pa se uz Tr i501 dobiva 


SI. 7. Shema Pronyjeve kočnice 


Ako se krak poluge kočnice radi dobivanja jednostavnijeg izraza 
: 30 a : 
odabere tako da je 1 = daa 0,974 m, tada je snaga u kilovatima 


dana brojčanom jednadžbom 
P=—— (50c) 
gdje je m masa utega u kilogramima, a n brzina vrtnje u 
minuti. 
Zakon količine gibanja. Prema Newtonovoj formulaciji sile, 


koja je vremenska derivacija količine gibanja, slijedi da je 


ili dmi)=Fd:. (51) 


Integracijom tog izraza u vremenskom razdoblju od t, do r, 
dobiva se 


jdmo)=|Fa: (52) 
ti ti 
ta s 
m,—mi,=|Fdt=]J,,, (53) 
ti 
odnosno zakon količine gibanja glasi 
B, kr B, kai Ji (54) 


što znači da je promjena količine gibanja u intervalu od t, 
do t, jednaka impulsu sile J,, u tom istom intervalu. U dife- 
rencijalnom obliku zakon je količine gibanja 


dij=dB. (55) 
U skalarnom obliku zakon količine gibanja glasi: 
2 
(mv) su (mv) =(F,dt 
1 
2 
(mo,)» — (mo,)i = |F,dt (56) 
1 
2 
(mv,)2 E. (muzu za jF,d, 
1 
a kad je masa konstantna, ona se može izlučiti, pa je 
2 
m(y,2 — Va) = [F,dt 
1 
2 
m(0,2 — v,y) = |F,dr (57) 
1 


2 
m(v,2 — va) = |F,dt. 
1 


Sudar tijela. Sudar je kratkotrajan dodir dviju čestica (tijela) 
različitih brzina. Pri tom se na mjestima dodira pojavljuju 


42 MEHANIKA, DINAMIKA 


velike sile i za kratko vrijeme promijene se brzine tijela za sudara, ili kada je k = 1, onda je J, =J,, tj. razdoblje defor- 
konačan iznos. macije jednako je razdoblju restitucije. 

Vrste sudara. Prema geometrijskom odnosu razlikuje se sre- Na temelju te hipoteze slijedi da je 
dišnji ili centralni i ekscentrični sudar (sl. 8). Središnji sudar 


može biti ravan i kos. Za vrijeme sudara na čestice (tijela) k(mro* — myoy) = moi > my“, (63a) 
ne djeluju nikakve vanjske sile, već se one zbližuju i udaljuju odnosno 

zbog kontaktnih sila koje čitavu sustavu ne daju nikakav 

impuls. Ukupna količina gibanja ostaje sačuvana, tj. k(mov* — moo) =mzvo — muž, (63b) 


xXB—xB,=0. (58) pa je 


BV _A%i-—M 


k= (64) 


m ba 


Veličina k naziva se koeficijentom restitucije. Iz izraza (64) 

. slijedi da je omjer razlike brzina poslije sudara i razlike 
brzina prije sudara jednak koeficijentu restitucije. Iz jednadžbi 
(59) i (64) dobivaju se vrijednosti brzina nakon sudara 


SI. 8. Geometrijski odnosi pri središnjem i ekscen- mo(l+k)\(0, —v 
tričnom sudaru Vi=0— 2 Me, 2) (65a) 
mi +m, 


Sudar se može razvrstati prema prikazu na sl. 9. Sudar se i analogno 

sastoji od dva razdoblja, i to od razdoblja deformacije i raz- mesne 

doblja restitucije. Ukupna količina gibanja ostaje nepromi- ea nel Rd ea (65b) 
jenjena, pa je m+m, 


M292 + Miji = Moa + MV. (59) Gubitak je kinetičke energije pri sudaru 


Razdoblje deformacije ne mora biti vremenski jednako razdoblju 4 i 
restitucije. Odnos tih vremena zavisi od elastičnih svojstava > i -> =4E, (66) 

tijela. E ne 

Eu KE pa se uvrštavanjem izraza za brzine vi; i v2 dobiva 
mi iP to 2 x 
1 

KE — PE kO = ge (67) 

(M) 17 2m+m, 
h 496 E UJAK - 4) Ks Iz tog izraza slijedi da je pri savršeno elastičnom sudaru 


(k = 1) gubitak energije jednak ništici, a pri idealno plastičnom 
sudaru je k =0, i tada će biti 


| 
l 
Početak 


| 
| Razdoblje 
ije | restitucije 


1 mm 
2 mi +m 


JE= (vu —02)%.. (68) 


Kosi središnji sudar. Ako je pri kosom sudaru zadano: 
SI. 9. Prikaz faza središnjeg sudara dviju masa m, i m, M,,M2,%1,%2,k,V,,V2, a nepoznato je v»v2, Ba 1 Ba, tada je opet 
polazna jednadžba (58), uz uvjet da se zadatak promatra u 
Ravni središnji sudar. Polazna jednadžba za određivanje dva pravca. U pravcu normale (slk. 11) dobiva se jednadžba 
odnosa jest zakon količine di Lj. S mene meto S eo i ao 
B- XB, -X IF, dr = (60) a u pravcu osi x vrijedi, budući da nema sila, 
1 


Sudar se sastoji od dva dijela. Gita je između jednog i MyD1COSQj = My Vi COSfi, (70) 
drugog dijela trenutak kada oba tijela (čestice) imaju jednaku M2V,COSA, = m2v2c0sf,. 


brzinu v*. Tada je prema sl. 10 


In 


MiU* — mili = ( sar = —(myu*—mzvo)=J 
a (61) 
moi — moš = | Sdr= —(mvi—me*) = Ja 
Ukupni je impuls J=J, +). 
Prema Newtonovoj hipotezi slijedi da je 
Je LJ, Odi (62) 


Znači kada je k = 0, onda je J, = 0, odnosno nema elastičnog 


SI. 11. Geometrijski odnosi pri kosom središnjem 
sudaru 


Koeficijent restitucije prema jednadžbi (64) iznosi 


SI. 10. Primjena principa izolacije pri sudaru k(5, —f)=t—-0. (71) 
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pa se uvrštavanjem dobiva 


k(v,sina, + vysina,) = visini, + vasinf,. (72) 


Iz jednadžbi (69), (70), (71) i (72) mogu se odrediti spomenute 
nepoznanice. 


Zakon kinetičke energije. Iz izraza (25) slijedi da je 


2 
a5 )-am (73) 
mv? 
te ako je Ekin = S bit će 
dE, = dW (74) 


Taj se izraz naziva zakonom kinetičke energije u diferencijal- 
nom obliku. Prema (25) bit će u intervalu od 1 do 2 


(dg=(Fds=W (75a) 
I 1 


odnosno 


m 


5 —(0—v) = FA (75b) 


1 


što je zakon kinetičke energije u integralnom obliku. Iz tog 
zakona slijedi da je ukupna razlika kinetičke energije čestice 
za vrijeme gibanja iz stanja / u stanje 2 jednaka ukupnom 
radu svih vanjskih sila koje djeluju na česticu za vrijeme gi- 
banja u promatranom razdoblju. 

Zakon kinetičkog momenta. Analogno definiciji statičkog 
momenta sile definiran je i kinetički moment. Promatra se 
gibanje čestice mase m prikazane na sl. 12, na koju u proma- 
tranom trenutku djeluje vektor količine gibanja B. Kinetički je 
moment definiran kao vektorski umnožak 


Ko = (76) 
Jedinica je kinetičkog momenta njutnmetarsekunda (Nms). 


Fx mi. 


X 


SI. 12. Deformacija vektora količine 
gibanja B 


Deriviranjem kinetičkog momenta po vremenu dobiva se 
[ EI do 

——=|—xmoi|+lr xm— |. 77 
koe, s 


Prvi je član na desnoj strani zbog kolinearnosti vektora jednak 
ništici, a drugi je član statički moment sile pa je 


dKo M 
dt E [02] 


tj. derivacija kinetičkog momenta po vremenu jednaka je mo- 
mentu sile koja djeluje na česticu s obzirom na istu os. To 
je tzv. jednadžba momenata. 

Posebni su primjeri: a) ako je statički moment sila pretna 
nekoj osi jednak ništici, kinetički je moment za sve vrijeme 
gibanja stalan; b) ako sile što djeluju na česticu prolaze kroz 
nepomičnu točku O za sve vrijeme gibanja, također je M = 0. 
Tada je riječ o središnjim ili centralnim silama. 

Jednadžba (78) kad se proširi na sustav krutih ili čvrstih 
čestica jedan je od najefektivnijih pristupa u bilo kojoj analizi 
u dinamici. Skalarni je oblik jednadžbe (78) 


(78) 
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>Mo, = K, 
XM =K, (79) 
Mo: = ia 
Skalarne se komponente mogu izračunati iz izraza 
Ko=Fxmo5=m(e-y—v, 2) :i+mo,-z—v, x) 3+ 
+m(u,:x— ov, y):k, (80a) 
ili 
PoguE 
Ko=ml| x WES (80b) 
U Be Be 
pa je 
K,=m(0,y— 0,2) 
K,=m(v,z — v, x) (81) 


K;,=m(v,x — v,y). 


Da se odredi efekt momenta X. M, koji nastaje od kinetičkog 
momenta, integrira se jednadžba (78) u razdoblju od t, do 
t,, pa je 

IxModr=R,, Ko * (82) 
ti 
gdje su 
Koo ="#xmbU, 
(83) 
Bo, =FXxmij. 


Umnožak momenta i vremena t definira se kao rotacijski 
impuls. Iz jednadžbe (82) slijedi da je totalni rotacijski impuls 
jednak razlici pripadnih kinetičkih momenata. I tu je, kao i za 
linearni impuls, jednadžba rotacijskog impulsa vektorska jed- 
nadžba u kojoj se promjene smjera i iznosa mogu dogoditi 
za vrijeme gibanja unutar kojeg se integrira. Tada treba 
M, i Ka, izraziti u obliku komponenata. Tako je npr. kompo- 
nenta jednadžbe (82) za pravac x 


PS Modi = (Kos) — (Kos) = 


= mH [(v,y ra V,2)2 _ (u, y ==: v,Z)i] , (84) 


gdje indeksi 1 i 2 odgovaraju vremenima t, i t,. Komponente 
u pravcima y i z potpuno su analogne. 

Jednadžbe gibanja i dAlembertov princip. Često je zadatak 
mehanike utvrđivanje odnosa između sila što djeluju na česticu 
za vrijeme njezina relativnog gibanja prema nekom pomičnom 
ili nepomičnom koordinatnom sustavu. (Brzina i ubrzanje pri 
složenom gibanju; v. Kinematika.) 

Ako se gibanje čestice A mase m promatra iz koordinatnog 
sustava xyz (s ishodištem S) koji translatira s ubrzanjem 
ds, tada je jednadžba gibanja 


nr za m(dy + 40), (85) 


gdje je aga = 45, ubrzanje čestice A mjereno od promatrača 
koji se relativno giba. 

Za mjerenje ubrzanja iz referentnog koordinatnog sustava 
xyz što rotira s kutnom brzinom o i u kojemu je ay ubr- 
zanje ishodišta, zbroj je sila 


XF=m[d4+€x7+0x(BxF)+44+2(8x 7), (86) 


gdje je F=F,s vektor položaja čestice A u sustavu xyz, 
a Ča brzina čestice relativnog gibanja s obzirom na osi tog 
sustava. 

Ako se gibanje čestice m promatra iz nepomičnog koordi- 
natnog sustava XgyoZo (sl. 13), njezino je apsolutno ubrzanje 
d, a sila što na nju djeluje 


sSF=md. (87) 
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Ako se gibanje promatra iz pomičnog koordinatnog sustava 
xyz (koji rotira ili ne rotira) i kojem se u ishodištu nalazi 
čestica m, promatrač vidi da čestica m relativno miruje prema 
tom koordinatnom sustavu, pa on može zaključiti da zamiš- 
ljena sila — ma uravnotežuje sile X F. Tako se zadatak dinamike 
pretvara u zadatak statike. Taj je pristup postavio d'Alembert 
u radu Traitć de dynamique (1743), koji je, zapravo, drugačije 
pisan drugi zakon mehanike, i to u obliku 


xF-ma=0. (88) 


Sl. 13. Prikaz pomičnog koordinatnog sustava 
xyz u nepomičnom koordinatnom sustavu 
XYz 


Takvo je promatranje poznato kao d'Alembertov princip. Nje- 
govo je značenje više povijesnog karaktera, budući da se razvio 
u doba kada je dinamika bila još nerazvijena, čime se oprav- 
dava primjena umjetnog za opisivanje realnog stanja. Navedena 
se fiktivna sila naziva inercijskom silom, a zamišljeno se 
stanje ravnoteže naziva dinamičkom ravnotežom. 

Središnje gibanje. Središnje ili centralno gibanje takvo je 
gibanje kojemu za sve vrijeme sila što uzrokuje to gibanje 
prolazi kroz nepomično središte. Najpoznatiji primjer takva 
gibanje jest gibanje planeta i satelita. To gibanje opisuju 
Keplerovi zakoni. 

Razmatra se gibanje čestice mase m kako je prikazano 
na sl. 14, koje je posljedica djelovanja gravitacijske sile F, 
pa je 
mm 


r? 


gdje je my masa čvrstog tijela za koje se pretpostavlja da 
miruje, K gravitacijska konstanta, a r udaljenost između sre- 
dišta masa m i mo. 


F=K 


(89) 


NU 
lj 
PA 
E 
Direktrisa 


Fokus utanja 


d 


i 


SI. 14. Geometrijski elementi središnjeg gibanja 
čestice m oko nepomične čestice mo 


Za opisivanje navedenog gibanja najbolje odgovara polarni 
koordinantni sustav. Tada će biti 


Mmm 


— K 2 =m(#++9) 


ki (90) 
O=m(r9+2r9). 
Posljednja se od tih dviju jednadžbi množenjem sa r/m, i 


uzevši u obzir da je d(r?9)/dt = 0, a nakon integracije, pretvara 
u izraz 


r28 = b = const. (91) 


Fizikalno je značenje jednadžbe (91) u tome da moment 
količine gibanja # x miš mase m oko mase ma ima stalan iznos 
mr?. Odatle očito slijedi da je kinetički moment stalan, tj. da 


je sustav konzervativan. Iz toga se zaključuje da su vektori 7 i 2 
u istoj ravnini, što znači da je putanja ravninska krivulja. 

Nadalje je iz geometrijskih odnosa očito da radijvektor 
? u razdoblju od dt prebriše neku površinu (crtkano ozna- 
čenu na sl. 14) kojoj je ploština jednaka 


1 
dA = > "(rd9). (92) 
Derivacija je te ploštine po vremenu 
dApma SE gs 
—>=A=—r! 2b 
A sr, (92b) 


što je, u skladu s jednadžbom (91), konstantna veličina. Taj 
se zaključak u potpunosti slaže s drugim Keplerovim zakonom 
koji kaže da radijvektor položaja čestice prebriše jednake povr- 
šine u jednakim vremenskim razdobljima. 


Sl. 15. Grafički prikaz jednakosti prebrisanih 
površina pri središnjem gibanju 


Ako je putanja čestice elipsa, a nepomična točka u žarištu O 
(sl. 15), tada će masa m, kada se bude nalazila u točki N, 
koja se zove perihel, imati najveću, a u točki A, koja se zove 
afel, najmanju brzinu. To je zbog toga što su površine koje 
briše radijvektor u jednakim vremenskim razdobljima jednake. 
Odnos se brzina može definirati iz tzv. momenta brzine, tj. da 
je vx: ON =v, :0A. 

Gibanje planeta i satelita. Gibanje planeta najilustrativniji je 
primjer središnjeg gibanja. To se proučavanje veže uz tzv. 
nebesku mehaniku. Potvrdu je općeg zakona gravitacije dao 
Newton, pokazavši da se iz tog zakona mogu izvesti Keplerovi 
zakoni, te da se njime mogu objasniti i mnoge nejednakosti 
gibanja Mjeseca, pojave precesije, plime i oseke, te planetske 
spljoštenosti. 

Na temelju je Keplerovih zakona bio i utvrđen točan 
povratak Halleyjeva kometa još 1759. godine. Nebeska se me- 
hanika u početku razvijala radi izradbe kalendara i za navi- 
gacijske potrebe. Ta se mehanika sastoji od tri temeljna zadatka: 
proučavanja translacijskog i rotacijskog gibanja te utvrđivanja 
oblika nebeskih tijela. 


SI. 16. Geometrijski odnosi pri giba- 
nju planeta oko Sunca 


Navest će se primjer gibanja jednog od planeta oko Sunca. 
Pri tom će se zanemariti privlačne sile drugih planeta i uzimat 
će se u obzir privlačna sila Sunca. Prema sl. 16 bit će u 
skladu s općim zakonom gravitacije 

Mm 
F=K—>, (93) 
r 
gdje je K konstanta, M masa Sunca, m masa planeta, a r 


udaljenost. Komponente su sile u pravcima x i y uz 
u= Km, cos o =x/r, snp=y/rirž=x2+y? 


umy 
(x? mE y?)32 a 


umx 
mx Ola poj MuVE= = (94) 
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Množenjem prve jednadžbe sa y, a druge sa x i oduzimanjem 
slijedi da je 


m(yx—xy)=0, (95a) 
odnosne 
d. : 
do — xy») =0. (95b) 
Odatle slijedi da je 
yx — xy = const. (96) 
Uvođenjem oznaka x = — ux/r? i y = — uy/r?, te uz određene 
koordinate bit će 
yrcosp — xrsinp = k, (97) 
odakle je 
ro=k, (98) 
što nakon određenih supstitucija rezultira jednadžbama 
O E o o 


Integracijom tih jednadžbi, te množenjem prve sa y =rsino, 
a druge sa x =rcosQ, i oduzimanjem prve od druge slijedi 
jednadžba putanje u polarnim koordinatama: 


Jx—*y=r £ + deoso — csino| =4. (100) 


k 


gdje su c i d konstante utvrđene integriranjem. Uvedu li se 
dalje oznake —c =bsina i d = bcosa, gdje su b i a nove 
konstante, tada slijedi jednadžba 


kž 
u 
r= TEK : (101) 
1+ (7; jeoslo — a) 
\u 
Ako se na kraju uvedu oznake 
2 
jE i PLA (102) 
H H 
dobiva se 
l 
(103) 


SI. 17. Prikaz krivulja što na- 

staju presijecanjem stošca pod 

različitim kutovima a (čunjo- 
sječnice) 


To je polarna jednadžba putanje planeta (čunjosječnice) koja 
ima parametar | i ekscentričnost e, uz uvjet da joj je os 
nagnuta za kut a prema osi x, kako je prikazano na sl. 17. 
Ako je u jednadžbi e < 1, presječna je krivulja elipsa, ako je 
e=1, presječna je krivulja parabola, te ako je e >|, tada 
je presječna krivulja hiperbola. Međutim, ako je e =0, pre- 
sječna krivulja postaje kružnica. Pol se krivulja nalazi u fokusu 
(žarištu). 

Takvo se gibanje čestice zove keplerovsko gibanje, i tako 
se približno gibaju planeti i druga prirodna i umjetna nebeska 
tijela kada se uzima u obzir samo djelovanje središnjeg tijela, 
Sunca. 


Ako se radi o kružnici, tj. kada je e = 0, mora u početnom 
trenutku normalno ubrzanje 03/04 biti jednako ubrzanju Newto- 
nove gravitacijske sile X M/og, pa je 

v3 a2 e. M 
2 oi =K2, 
2% 2% 


(104) 


što omogućuje da se izračuna vrijednost početne kutne brzine 


h=+ Ka 
0% 


(105) 


Početna je brzina kružne putanje time potpuno određena. 
Budući da je početna brzina tangenta na putanju, radijalna 
brzina u ovom primjeru mora biti jednaka ništici (09 = 0). 

Kozmičke brzine svemirskih letjelica. Ako je u središtu Zemlje 
i središte privlačne sile, u blizini Zemlje vrijedi 


KM 
SE AT 


gdje je polumjer Zemljine kugle R = 6370 km. Početna je kutna 
brzina (105) 


(106) 


f) / g 
Tada je algebarska vrijednost vo početne brzine 
vo=RŠo=VAR, (108) 


što uz g = 9,81 m/s* daje vrijednost vo, = 7,91 km/s. 

To je tzv. prva kozmička brzina ili kružna brzina svemirske 
letjelice koju ona mora imati da bi lansirano tijelo obilazilo 
oko Zemlje kao njen umjetni satelit, i to po kružnoj putanji, 
uz pretpostavku da nema otpora gibanju ili da je taj otpor 
zanemarljiv. 

Budući da je ubrzanje gravitacije zavisno od njezine uda- 
ljenosti od Zemlje, ubrzanje y na nekoj udaljenosti od površine 
Zemlje bit će 
(109) 


729: 


gdje je x udaljenost od središta Zemlje, pa je kružna brzina 
umjetnog satelita određena izrazom 


Vor =Vyx. 


Početna brzina va što je potrebna za izbacivanje letjelice s 
površine Zemlje do neke određene visine x = H (uz pretpostavku 
da se radi o zrakopraznom prostoru) određuje se najlakše 
pomoću zakona o kinetičkoj energiji, tj. 


(110) 


2 


1 = miya (111) 
Ako se uzme u obzir jednadžba (109), bit će 
Vo = / uaR (1124) 
H +R 
a ako x—>o0, tada je, s obzirom na y = VaR, 
Voz = V2Rg = vouV2 = 11,19 km/s, (112b) 


što je tzv. brzina oslobađanja od Zemljine teže ili druga koz- 
mička brzina. 

Za određivanje treće kozmičke brzine ili brzine oslobađanja 
od Sunčeve gravitacije pri lansiranju letjelice sa Zemlje treba 
uzeti u obzir da je srednja brzina kruženja Zemlje oko Sunca 
vzs = 29,77 km/s, te da je zbog toga brzina oslobađanja od 
Sunčeve gravitacije na razini Zemljine putanje V2 puta veća 
od brzine njenog kruženja, pa iznosi vzs = 42,10km/s. Zbog 
toga, a prema zakonu o održanju energije, za letjelicu mase 
m vrijedi 
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mvg3 __ »mMz SIN 


oo 
gdje je vo, treća kozmička brzina, Mz masa Zemlje, R polumjer 
Zemlje, Ms masa Sunca, a r polumjer Zemljine putanje. Uz te 
jednadžbe slijedi 


R + k? 


(113) 


Ms 


td, = 20[ ZR + "| =2(9R + Gv, (114a) 


gdje je g ubrzanje Zemljine teže, a G ubrzanje Sunčeve teže 
na Zemljinoj putanji. Prema (112b) brzina oslobađanja od 
Zemlje je Voz = V2gR, a brzina oslobađanja od Sunca na 
Zemljinoj putanji vog =V2GR, pa je treća kozmička brzina 


va = V/ vz +Va;. (114b) 

Ako se letjelica izbaci u smjeru gibanja Zemlje oko Sunca, 

tada je relativno prema Zemlji za oslobađanje od Sunca 

potrebna samo dopunska brzina vos = (42,10 — 29,77) km/s = 
= 12,33 km/s, pa je vrijednost treće kozmičke brzine 


Voa = V/ 11,19% + 12,33% km/s = 16,65 km/s. 


Dinamika sustava čestica 


Do sada je razmatrana dinamika jedne čestice proučavanjem 
njezina gibanja. Međutim, i u dijelu vezanom uz rad i energiju, 
pri sudaru, zatim gibanju svemirskih letjelica i tijela promatrali 
su se i parovi čestica, koje su u nekom smislu uvod u 
sustav čestica. Proširenja koja se uvode sastoje se u definiranju 
nekih dopunskih pojmova koji se pojavljuju pri proučavanju 
skupa čestica. 

Prema tome, smatrat će se da je sustav čestica skup 
čestica koje djelovanjem vanjskih i unutrašnjih sila čine jednu 
mehaničku cjelinu. Tako, npr.. ako se promatra jato ptica 
i pri tom se zanemare međusobne privlačne sile koje slijede 
iz općeg zakona gravitacije (jer su vrlo male s obzirom na 
njihovu težinu), ono se ne smatra sustavom čestica. Međutim, 
ako se privežu međusobno, jato ptica postaje sustavom čestica. 
Sunčev sustav je najilustrativniji primjer sustava čestica. Unu- 
trašnje su sile tog sustava privlačne sile između planeta, satelita 
i Sunca, a vanjske su sile u tom sustavu djelovanja nepo- 
kretnih zvijezda. Takav se sustav naziva slobodnim sustavom 
čestica. 

Za razliku od takvih sustava, u inženjerskoj se praksi po- 
javljuju tzv. vezani sustavi čestica kojima je unutrašnja veza 
obično ostvarena materijalno. 

Svojstva mehaničkih sustava čestica. Drugi Newtonov zakon 
gibanja za česticu može se proširiti za opći sustav od u čestica, 
koje su ograničene u prostoru konturom, sl. 18. Ta granica 
obuhvaća cijeli sustav, poput oplošja nekog po volji izabranog 
krutog tijela. Uvijek se, naime, sustav razmatra kao masa koja 
ima svoje vanjsko ograničenje, uz uvjet da masa mora biti jasno 
definirana i izolirana. 


SI. 18. Sustav čestica 


Na sl. 18 izdvojeno je prikazana reprezentativna čestica 
mase m, koja je izolirana i opterećena vanjskim silama 
F4F2Fa,.. i silama f,,f2,f5... što djeluju na česticu iz izvora 
unutar oplošja sustava. Vanjske su sile posljedica vanjskog 
kontakta s drugim tijelima. Vanjske sile mogu biti gravitacijske, 


električne i magnetske sile. Unutrašnje su sile reakcije među 
česticama unutar granične konture. Čestica m, definirana _je 
vektorom položaja #%; s početkom u ishodištu nepomičnoga 
pravokutnoga koordinatnog sustava. Središte je mase G sustava 
čestica određeno vektorom r4 koji proistječe iz tzv. momentnog 
pravila 


n 
MFa = Db. MIF, 
EL 


(115) 


gdje je m = m, ukupna masa. Drugi zakon mehanike poprimit 
će za česticu m; oblik 
Fi+Fo,+F3+- 


«+fL+f2+f3+ e =m, (116) 


gdje je /; ubrzanje mase m;. Za cjelokupni će sustav čestica biti 


XA+xfi=Xmii, (117) 


gdje je X.F, vektorska suma svih vanjskih sila koje djeluju 
na čestice cijelog sustava, a Sf; vektorska suma svih unutrašnjih 
sila, tj. akcija i reakcija među česticama sustava. Suma je unu- 
trašnjih sila jednaka ništici ako se unutrašnje sile pojavljuju 
u parovima jednake vrijednosti i suprotnog smjera. Derivira- 
njem jednadžbe (115) dobiva se 


mrfa=Xmi. (118) 
Uvrštenjem u jednadžbu (116) jednadžba je gibanja 
XF=mf_ di SXF=md, (119) 


gdje je d; ubrzanje F4 središta masa sustava čestica. 

Jednadžba (119) generalizacija je drugog Newtonova zakona 
za gibanje sustava čestica. Iz te jednadžbe slijedi da je rezultanta 
vanjskih sila bilo kojeg sustava čestica jednaka umnošku 
zbroja masa i ubrzanja središta tih masa. To je zakon o 
gibanju središta masa koji glasi: Središte se sustava čestica 
giba kao čestica kojoj je masa jednaka zbroju pojedinih masa 
na koju djeluju sve vanjske sile sustava. 

Značenje je toga zakona višestruko, jer on pruža obrazlo- 
ženje za primjenu metoda dinamike sustava čestica. Naime, 
iz jednadžbe (119) slijedi da rješenja za gibanje tijela koje 
se promatra kao čestica određuje zakon gibanja središta masa. 
Tako. npr., ako se tijelo giba translacijski, tada je njegovo 
gibanje u potpunosti određeno gibanjem središta masa. Osim 
toga, taj zakon omogućuje da se u sustavu čestica mogu iz 
razmatranja isključiti sve unaprijed nepoznate unutrašnje sile. 

Iz zakona se o održanju gibanja središta masa može izvesti 
sljedeći važan zaključak: 

Ako je u promatranom sustavu zbroj vanjskih sila jednak 
ništici, tj. XK, =0, tada je i ubrzanje središta masa dg; =0 
ili ć = const., pa je prema tome gibanje središta masa jednoliko 
i pravocrtno. 

Isto se dobiva ako zbroj vanjskih sila nije jednak ništici, 
ali su sile takve da je zbroj njihovih projekcija na jednu 
os jednak ništici, npr. na os x: 


XFi=R:=0, (120) 
pa je tada 
d?xy 
—==0, 121 
dr? a 
odnosno 
dx 
ma = 05x = Xs = const, (122) 


tj. brzina središta masa u pravcu osi x ima konstantnu vri- 
jednost. To znači ako je u početnom trenutku brzina v, = 0, 
ona i u bilo kojem drugom trenutku ostaje jednaka ništici, Lj. 
središte se mase neće gibati uzduž osi x, pa je X konstantno. 

Mehanički rad i energija sustava čestica. Temeljne su veze 
i definicije vezane uz mehanički rad i energiju prikazane već 
u poglavlju o dinamici čestice. Međutim, sada će se ti zaključci 
poopćiti na sustav čestica koji je prikazan na sl. 18. 
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Ukupni je rad koji izvršava jedna čestica m, prema definiciji 
W=(f(F:+f9-dri, (123) 


gdje je dr infinitezimalni pomak čestice m,. Za sustav čestica 
ukupni je ili totalni rad za vanjske i unutrašnje sile 


W=xW=x|(F:+f).dr, (124) 
što se prema sl. 18, jer je RU =F="%—3, može pisati 
W = PRILa +/) s" + SJF, + f)- dei. (125) 


Međutim, budući da je zbroj unutrašnjih sila X/, nužno jednak 
ništici, te da je vektorski zbroj vanjskih sila XAh=Xf, 
ukupni je rad 

W= [XP. d+ [x4(F+f):d0). 


Za određivanje kinetičke energije sustava čestica izrazit će se 
kvadrat brzine sljedećim izrazom v? = ri; < ri, pa će biti 


(126) 


Ein = &Ž. Eikin = S=>mi n= 
l rat: Bar: 
= > 3 mir + 0): (7+ 0). (127) 
Nakon množenja i sređivanja, uzevši u obzir da je 
md = “EPA, (128) 


jer je Xxmoj=0 (0, je, naime, mjereno od središta masa), 

slijedi da je 

1 2 1 2 12 

Ekin = —mvo + — milG:| 8 (129) 
2 2 

Prema tome, ukupna je kinetička energija sustava čestica 

jednaka kinetičkoj energiji translacije središta masa kao cjeline 

i energije što nastaje zbog relativnog gibanja svih čestica s 

obzirom na središte masa. 

Očito je da je kinetička energija sustava čestica skalarna 
veličina koja je uvijek pozitivna. Ona je jednaka zbroju ki- 
netičkih energija svih čestica od kojih se sastoji sustav. Slijedi 
i to da je kinetička energija značajka kako translacijskog tako 
i rotacijskog gibanja sustava. Osim toga, vrijednost je kinetičke 
energije nezavisna od smjera gibanja i smisla rotacije. 

Zakon se kinetičke energije sustava čestica može sada 
postaviti izjednačivanjem izraza za rad W i razliku kinetičkih 
energija, pa je 

ME gra PLI 
IZPedr+ PX (+79: doii = 315 mei +4) 


+12) 
2 m;| 0; (: 


1 
2 
(130) 


Taj se izraz može podijeliti na dva nezavisna izraza, i to 
(131) 


[SF +1) -d2:) = al Zli?) (132) 


Jednadžba (131) je evidentno zakon kinetičke energije gibanja 
središta masa, u kojem se tvrdi da je razlika kinetičkih energija 
između dva stanja gibanja središta masa jednaka radu svih 
vanjskih sila što djeluju na to središte masa za cijelo pro- 
matrano gibanje. 

Jednadžba (132) opisuje relativno gibanje s obzirom na 
središte gibanja, i to kao funkciju rada i vanjskih i unutrašnjih 
sila. Prema tome, na promjenu kinetičke energije sustava mogu 
utjecati i vanjske i unutrašnje sile. U primjeru krutog tijela, 
kao ekstrema sustava čestica, kojemu su udaljenosti između 
pojedinih čestica stalne, sve su unutrašnje sile i spregovi sila 
međusobno uravnoteženi pa je rad unutrašnjih sila jednak 
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ništici. Iz toga slijedi da se jednadžba (132) reducira na 
oblik 
aco vehe d  o 
| XEi+ dd; = A( >-mii? |. (133) 
Zakon količine gibanja. Da se utvrdi zakon količine gibanja, 
razmolrit će se opći sustav od nu čestica koje su ograničene 
prostornom konturom, Prema analogiji vektor B definira se 
količinom gibanja sustava čestica koja je jednaka zbroju koli- 
čina gibanja pojedinih čestica 


" 


B=Xmi. (134) 
t 
ZO 
X na S 
“ f 
| | \ 
SI. 19. Utwrđivanje vektora koli- | Ul | 
čine gibanja sustava čestica | + 
ai 
0 Pi 
'Konturu 
>. p sustava 
Za jednu česticu vrijedi IT Newtonov zakon 
ZA 
dam=f+,; (135) 


gdje su F, vanjske sile, a S;; unutrašnje sile što djeluju na 
česticu. Uz pretpostavku da je m = const., za sustav čestica bit 
će 


uMjre : “ 

>—(mi)=XF;++XS;. (136) 

i di i IR] 
Ako je Sij= — Sj, drugi je član u jednadžbi (136) jednak 
ništici, pa je 

ar 2 (me = xh: (137) 

Primjenom izraza (134) bit će 

dxB=XEd=yd],, (138) 


što je zakon količine gibanja u diferencijalnom obliku. 
Integralni je oblik zakona količine gibanja za sustav čestica 


B,-Bi= X (Ed, 


iz1ti 


(139) 


što pokazuje da je razlika količina gibanja sustava čestica na 
kraju i na početku vremenskog razdoblja jednaka impulsu 
rezultante vanjskih sila u tom istom razdoblju. 

Zakon količine gibanja sustava čestica u sklarnom obliku 
glasi: 


By -Bu=>X| Xd 
it 


By - By = >| Vadi 


A 


nt 
Ba. = B;, = X (Zdr. 


in 


(140) 


Ako se promatra gibanje središta masa sustava čestica, tada 
je 


(Sms — (Smđi = Zim)(đ2 — Ba) = [Fidt (141) 
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pa je ukupna količina gibanja sustava čestica jednaka količini 
gibanja mase, koja je po vrijednosti jednaka masi cijelog 
Sustava, smještenoj u središtu masa promatranog sustava. To 
omogućuje izračunavanje količine gibanja u krutim tijelima. Iz 
jednadžbe (141) slijedi i to da će količina gibanja biti ništica 
ako središte sustava miruje. Tako je pri rotaciji oko nepomične 
osi koja prolazi središtem masa sustava čestica. 

Međutim, ako je gibanje sustava čestica sastavljeno, koli- 
činom se gibanja ne može karakterizirati rotacija sustava, jer 
količina gibanja karakterizira samo translacijski dio gibanja. 

Ako na sustav ne djeluje nikakva vanjska sila, količina će 
gibanja ostati nepromijenjena, tj. sačuvana. To se naziva prin- 
cipom održavanja količine gibanja, odnosno tada vrijedi 


mM(Us2 — Bs1) = const. (142) 
Zakon kinetičkog momenta. Kinetički je moment čestice 
veličina definirana izrazom 


K=fhxmi. (143) 


Ako se proširi na sustav čestica, mora se odabrati referentna 
točka O sustava. Tada je kinetički moment sustava čestica 


LxR?P=Ko= X5x m (144) 
iz1 
Deriviranjem toga izraza dobije se 
dKy “di n dž, 
= : đ+2xfi —, 145 
dt LT is ndu (145) 


Zbog kolinearnosti prvi je član na desnoj strani jednak ništici, 
pa je 


(146) 


Prema tome, derivacija je kinetičkog momenta za bilo koju 
točku sustava čestica jednaka zbroju momenata vanjskih sila 
što djeluju na sustav s obzirom na tu točku. 

Uz pretpostavku da kroz referentnu točku prolazi os x, 
skalarni je oblik izraza (144) 


K,=|\Kl=Xnmusina, (147) 
1 


gdje je a; kut što ga zatvaraju vektor položaja i vektor brzine. 
Za rotaciju čestica oko nepomične osi kad je r; udaljenost 
čestica od osi rotacije, jer je brzina okomita na polumjer 
r,, bit će sina = 1, pa uz vu =r, iz (147) slijedi 
n n 
K,=Xnmno=oXmr?. 
i t 


(148) 


Konzervativni sustavi čestica. Sustav je čestica konzervativan 
ako u njemu nema gubitaka energije zbog djelovanja unutrašnjih 
sila trenja ili zbog neelastičnosti dijelova sustava, što uzrokuje 
rasipanje energije. Ako na konzervativni sustav tokom gibanja 
djeluju vanjske sile i ako nema izvršenog rada, tada nema ni 
gubitaka energije unutar sustava, pa će biti 


JEkn +AV+AV,=0, (149) 


SI. 20. Djelovanja vanjskih i unu- 
trašnjih sila u sustavu čestica 
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što izražava zakon o održanju dinamičke energije. Taj zakon 
vrijedi u idealiziranom obliku samo kada se unutrašnje kinetičko 
trenje može zanemariti. 


Za konzervativne se sustave može postaviti da je 
E, + V, == E, ote V,, (150) 


pa se u skladu s već utvrđenim vanjskim i unutrašnjim silama 
može za sustav čestica pisati, prema sl. 20, 


2 2 
Miybi_ Milgi 
pr o a2 ra Ms 
z (151) 
M,Ua M, Du 
3 - = Wr, + Ws,, + Ws,, 
odnosno nakon zbrajanja 
1 4 l 3 4 4 
-x mo? imv&;=XxW,+xW.,, (152) 
21 21 i SMA a 


Ako je sustav konzervativan, nema trenja među česticama, 
pa je 
W:s,, ić Ws,. 


4 
Zbog toga je u jednadžbi (152) član 2 Ws,, = 0, pa je kine- 
ij 


tička energija sustava općenito 


(153) 


Prema tome, primjenom zakona za kinetičku energiju sustava 
čestica, a kad su veze sustava bez trenja, eliminirane su sve 
unaprijed nepoznate reakcije veza sustava. 


Dinamika krutih tijela 


Sile i ubrzanja. Za proučavanje i opisivanje gibanja krutih 
tijela u prostoru i uzroka tih gibanja primjenjuje se i prostorna 
i ravninska dinamika. Posebno je važna u tehničkoj praksi 
ravninska dinamika. Za općenit pristup razmatrat će se kruto 
tijelo opterećeno vanjskim silama F,,F,,...F, (sl. 21). Pretpo- 
stavlja se da je tijelo sastavljeno od mnogo čestica mase 
Am; (i=1,2,...n). Ako se tijelo promatra kao sustav čestica, 
može se napisati da je 


F=mda. (154) 
zA 

Ko 

S 
pra 

ge: 


SI. 21. Opće opterećenje krutog tijela u prostoru 


Pri tom se proučava gibanje središta masa S tijela u ko- 
ordinatnom sustavu Oxyz. Međutim, relativno gibanje tijela 
prema koordinatnom sustavu Sx'y'z' opisuje se pomoću kine- 
tičkog momenta, pa je 


dk; o 
dt E S. 


gdje je Kg kinetički moment sustava čestica koji čine kruto 
tijelo.Vektorske jednadžbe (154) i (155) predočavaju ekvivalentnu 


(155) 
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skupinu sila koje djeluju na to tijelo silom ma, koja djeluje 


u središtu masa S, i spregom K.. Prema tome, općenito 
gibanje krutog tijela u prostoru može se opisati kao zbroj 
translacijskog i rotacijskog gibanja. Kinetički je moment oko 
točke S 
n 
K,= 9? x B,im), 


imi 


(156) 


gdje je #; vektor položaja čestice M, a 8; brzina čestice relativno 


prema koordinatnom sustavu Sx'y'z'. Ako tijelo rotira oko 
trenutne osi kutnom brzinom 6, tada je 


ti=0oxf;, (157) 
pa je uvrštenjem u (146) kinetički moment 
Ky=X[Fx (6x F)AMI. (158) 


Za utvrđivanje npr. komponente u pravcu osi x primjenjuje 
se pravilo za izračunavanje pravokutnih komponenata vektor- 
skog umnoška, pa je 


K,= > [6 x #;), — (8 x F,),]Am = 
PL 


S Dileni — 0x5) — Zlo — ozalom; = 
i=1 
= oy + zč)Am — 0,2 XY SM — Ox ZixiAm;. (159) 
1 1 1 
Ako se znakovi zbrajanja zamijene znakovima integriranja, 
a konačni elementi diferencijalima, uz potpuno analogan po- 
stupak i za osi y i z, komponente su kinetičkog momenta 


K, = 0 [(9*+ 2?)dm — o,[xydm — o [zxdm 
K, = — ox[xydm + 0|(2% + x?)dm — o |yzdm (160) 
K,= —o,[xydm—o,fyzdm + o, [(x% + y*)dmn. 


U jednadžbama (160) integralne se funkcije nazivaju dinamičkim 
momentima inercije. L 

Dinamički momenti inercije. Cestica Am pričvršćena je na 
štap zanemarljive mase i polumjera r koji je učvršćen za osovinu 
AA (sl. 22). Djelovanjem sprega na taj sustav, a uz pretpostavku 
da je on prije djelovanja mirovao, nastupit će rotacija. Vrijeme 
potrebno da čestica dostigne zahtijevanu brzinu vrtnje pro- 
porcionalno je s masom Am i kvadratom njezine udaljenosti 
rod osi rotacije. To je razlog da je umnožak r*Am mjera 
inercije sustava, te se naziva dinamičkim momentom inercije 
čestice mase Am s obzirom na os AA'. 


A 


a 


SI. 22. Model i original krutog tijela koje rotira 
oko nepomične osi AA' 


Tijelo mase m koje rotira oko osi AA' (sl. 22) podijeljeno 
je u elemente Am,,Am,Ama,... Može se pokazati da je mjera 
otpora tijela prema gibanju (ili zaustavljanju) jednaka zbroju 
elementarnih momenata inercije, pa je 


rzAm, +ržAmo + = X), r2Am,. (161) 
ii 
Povećanjem broja elemenata bit će moment inercije 
I = (rždm, (162) 


im) 
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gdje je # najmanja udaljenost promatrane elementarne mase 
od osi AA'. To je tzv. aksijalni moment inercije s obzirom 
na os AA'. Taj izraz predstavlja vrlo važno svojstvo tijela 
ako se ono giba oko neke osi s nekim kutnim ubrzanjem. 
I upravo kao što je masa m tijela mjera njegova otpora 
translacijskom gibanju, tako je i moment inercije mjera otpora 
tijela rotacijskom gibanju. 

Ako je gustoća tijela o stalna u cijelom tijelu, aksijalni 
je moment inercije s obzirom na jednu izabranu os 


I=e|[rčdV, 
tv) 
gdje je dV elementarni volumen tijela. Očito je da je tada 
moment inercije geometrijsko svojstvo tijela. Ako gustoća nije 
stalna, ali se može izraziti u funkciji koordinata tijela, ne 
može se staviti ispred integrala i mora se uključiti u integraciju. 
Veze između te funkcije i elemenata volumena, a time i toka 
integracije, često mogu olakšati izračunavanje momenta inercije, 
npr. u ljuskastim tijelima i sl. Dimenzije su momenta inercije 
umnožak mase i kvadrata udaljenosti, dakle izražava se u 
kilogramima puta kvadratni metar (kg m?). 
Polumjer inercije. Polumjer inercije / mase m oko neke osi, 
za koju je moment inercije 1, definiran je relacijom 


(163) 


i= ili I=im. 


KE: (164) 
m 

Polumjer inercije mjera je raspodjele mase tijela. To znači 
da bi se moglo smatrati da je sva masa m koncentrirana 
na udaljenosti i od osi. Takav je postupak često vrlo praktičan, 

jer se moment inercije nekog tijela oko neke osi može izraziti 
polumjerom inercije oko te iste osi. 

Steinerovo pravilo. Ako je poznat moment inercije s obzirom 
na jednu od osi tijela, može se jednostavno odrediti moment 
inercije tog tijela s obzirom na neku drugu paralelnu os. Tada 
je moment inercije 


I=lg+md, (165) 


gdje je Is moment inercije tijela s obzirom na os što prolazi 
središtem masa, m masa čestice, a d udaljenost među osima. 
Valja naglasiti da se moment inercije ne može prenijeti ako 
jedna od osi ne prolazi središtem masa i ako joj druga os 
nije paralelna, 
Uvrštavanjem izraza za polumjer inercije (164) u jednadžbu 
(165) dobiva se 
=i2+d?, (166) 
gdje je i polumjer inercije oko osi koja je na udaljenosti d 
od osi kroz središte masa, a ig polumjer inercije s obzirom 
na središnju os 
Ako su osi koordinatnog sustava xyz u tijelu kojemu je 
gustoća o stalna, tada su aksijalni momenti inercije 
L=0 f(0%+z)dv 
Ta) 
I=o[(22+>)dV 
Ta) 
L=o0(9+z2)dV, 


W) 


(167) 


gdje su x,y,z koordinate elementa volumena, a integrira se 
preko cijelog volumena. 

Slično su definirani i centrifugalni ili devijacijski momenti 
inercije, pa su oni za tijela stalne gustoće 


ly =0|xydV 
oo 

I,=0 j yzdV (168) 
tv) 

Je ="0 | zxdV. 


(9 


Steinerovo pravilo za centrifugalne momente ir rcije pot- 
puno je analogno pravilu za aksijalne momente inercije, uva- 


u 
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žavajući razliku u definiciji, pa je 


la=1,, +mab, (169) 


gdje su xy osi kroz središte masa, a čn osi paralelne s osima 
kroz središte masa, i to su 


č=x—a 


ME: (170) 


gdje je a udaljenost između osi ć i osi kroz središte masa x, 
a b udaljenost između osi q_i osi kroz središte masa b. I, 
i I., su centrifugalni momenti inercije za navedene osi, a m 
je sveukupna masa tijela. 

Središnje i glavne osi inercije. U svakoj se točki krutog 
tijela osi koordinatnog sustava, koje su međusobno okomite, 
mogu postaviti u takav položaj da su centrifugalni momenti 
1,12012, S obzirom na osi xyz jednaki ništici. Osi u takvu 
položaju nazivaju se glavnim osima inercije. 

Ako je ishodište koordinatnog sustava ujedno i središte 
masa tog tijela, glavne se osi inercije nazivaju središnjim (ili 
centralnim) glavnim osima inercije. Kada se osi nalaze u nave- 
denom položaju, aksijalni su momenti inercije s obzirom na te 
osi glavni momenti inercije i imaju ekstremne vrijednosti, a 
obično se označuju sa 1,, 12, 13. 

Polarni moment inercije. U polarnom koordinatnom sustavu 
moment inercije definiran je izrazom 


h= (ršdm, (171) 
im) 
gdje je ro u koordinatnom sustavu xyz 
i=x+y +2, (172) 
pa je 
x? 2 iza 
im : 3 
h (2 + y2)dm + [(x2 + 22)dm + 1(92 + zž)dm | (173) 
Ako su 
rž =, x2 + y? 
r=x+ 2 (174) 


veza je između aksijalnih momenata inercije i polarnog _mo- 
menta inercije određena izrazom 


Desire (175) 


Momenti inercije za nagnute osi. Veza između momenata 
inercije za skupinu ortogonalnih osi momenata inercije s obzirom 
na osi Oxyz, kojima je O zajedničko ishodište, može se 
jednostavno geometrijski prikazati (sl. 23). Označi li se / = cosa, 


Kx 


SI. 23. Geometrijske značajke nagnute osi u za 
određivanje dinamičkog momenta inercije 


u=cosfi, a v=cosy, tada se za izabranu točku M tijela 


kojemu se određuje moment inercije s obzirom na os u 
dobiva OK =H, OM =r, MK =h, x OMK = 9. tj. uz 


r=x+y+27 


H=rcoso =/4x + uy +vz (176) 
P+un+w=1, 
pa odatle slijedi da je 
hč = 2(9% + 22) 4 (22 + x2) + vla + 2) — 
— 2Auxy — 2uvyz—2vizx. (177) 
Ako se prema spomenutim definicijama uvedu oznake 
L=((9+ z)dm l4= [xydm 
L=[(22+x)dm ly = (yzdm (178) 
L = f(x* + y*)dm L,=[zxdm, 
ako se moment inercije za os u postavi 
L = [h?dm (179) 


i ako se u (179) uvrste izrazi (177) i (178), aksijalni je moment 
inercije tijela s obzirom na os Ou 

L, = 1,c0s%a + 1,cos?B + 1,c0s2y — 21,,cosacos fi — 
(180) 


To je linearna transformacija, što znači da se radi o tenzorskim 
veličinama, pa se tenzor inercije može pisati u obliku 


— 21,.cosficosy — 21.,cosycosa. 


T. lag Lo 
li=|\la Do (181) 
s KE le 


Elipsoid inercije. Zakon promjene iznosa momenta inercije 
s obzirom na os 1, (180) u vezi s promjenama parametara 
4,4, omogućuje relativno jednostavnu geometrijsku interpre- 
taciju u obliku elipsoida inercije. Naime, ako se izabere na osi 
Ou (sl. 23) neka po volji točka N koja je udaljena od 
ishodišta za iznos d, dobiva se 
1 
=» (182) 
Vl 
a koordinate su te točke x = 2/d, y=ud, z=vd, odakle je 
i= «um u= VL iv= zVl,, pa se uvrštavanjem u jednadžbu 
(180) dobiva 


1x2 + 1972 +122 —21,xv— 2 y2— 21 2x = 1. 


ON =d = 


(183) 


To je jednadžba elipsoida inercije. Elipsoid inercije može 
se konstruirati za svaku točku promatranog tijela primjenom 
Steinerova pravila. Osim toga, u istoj točki može se elipsoid 
inercije konstruirati za različito orijentirane osi pravokutnih 
sustava sa zajedničkim ishodištem. Jedan je od tih sustava 
sustav glavnih osi elipsoida, za koji je jednadžba elipsoida 
inercije 


[xa vaši et =). (184) 


Veza između dinamičkih i geometrijskih momenata inercije. 
Sličnost u definiciji između dinamičkih i geometrijskih mome- 
nata inercije omogućuje egzaktna rješenja veza ravnih ploča. 
Ploča jednake debljine 8 prikazana je na sl. 24. Ako se pretpo- 
stavi da je gustoća ploče o stalna, dinamički je moment inercije 


L=(rčdm=o8lrčdA =o081,, (185) 


gdje je & debljina ploče, dA element površine, a r udaljenost 
elementa od osi z. Ako je debljina 8 malena prema ostalim 
dimenzijama ploče, momenti inercije za druge dvije osi mogu 
se aproksimirati relacijama: 
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Lo = [gsda'= od |v*d4 =p01, 
L=|[x*dm=o0[x*dA =o8l,. u) 
Iz jednadžbi (185) i (186) slijedi da je za tanke ploče 
L=l+1,. (187) 


SI. 24. Geometrijske značajke pri utvr- 
đivanju veze između geometrijskih i 
dinamičkih momenata inercije 


Gibanje krutog tijela. U skupu čestica koji je definiran kao 
sustav čestica položaj ili gibanje svake čestice zavisi od polo- 
žaja ili gibanja ostalih čestica. Međutim, kada su čestice na 
vrlo malim udaljenostima, onda se pretpostavlja da je skup 
kontinuiran i smatra se tijelom. Ako se udaljenosti između 
čestica ne mijenjaju zbog djelovanja bilo kakvih sila, tada se 
taj skup čestica naziva krutim tijelom. 

U kinematici krutog tijela utvrđeno je, da se općenito 
ravninsko gibanje sastoji od translacije i rotacije. Pri trans- 
laciji sva se tijela gibaju na isti način. To znači da su pu- 
tanje svih tijela međusobno jednake, pa su brzine i ubrzanja 
također jednaki. 

Translacija krutog tijela. Pri translaciji se sveukupna masa 
tijela može zamisliti koncentrirana u jednoj točki, kojoj se 
tada proučava gibanje. Za pravocrtnu translaciju vrijede iste 
zakonitosti koje su definirane za pravocrtno gibanje čestica, 
a za krivocrtnu translaciju zakoni za krivocrtno gibanje čestice. 

Rotacija oko nepomične osi. Rotacija krutog tijela oko nepo- 
mične osi prikazana je na sl. 25a. 


>“ dmro? 
dmre 


h 


SI. 25. Inercijske sile pri rotaciji tijela oko nepomične osi 


Odabere li se ravnina paralelna s ravninom xy što prolazi 
točkom m;, presjek će u tlocrtu izgledati kao na sl. 25 b. Tada 
je moment 


"n 


Mo= X Mi, (188) 
i=1 
dok su ubrzanja 
d= 0?r, a Eek (189) 
pa su inercijske sile 
dF,=dmožr, dF,= dmre. (190) 


Iz slike je očito da je: 1) zbroj momenata svih sila što 
djeluju na pojedine čestice tijela oko osi rotacije jednak ništici, 
inače bi se tijelo razdvojilo: 2) zbroj vanjskih sila čini moment 
M,, (188): 3) nema momenata centrifugalnih sila jer sile prolaze 
kroz os rotacije. 

Dakle, uvjet je ravnoteže 


Mg — [(dmre)r =) 


m 


(191) 


odnosno 


Mo—slr?dm=0. (191b) 
To je dinamička jednadžba gibanja za tijelo koje rotira oko 
nepomične osi. 

Već je definirano da je 


[r"“dm=1, (192) 
dinamički moment e pa je tada 

Mo=1E, (193a) 
odnosno 

Mo=1,0. (193b) 


Ta je jednadžba potpuno analogna s diferencijalnom jednadžbom 
pravocrtnog gibanja čestice: 


NFs=mx. 


i=1 


(194) 


Uspoređivanjem tih dviju jednadžbi vidi se da moment inercije 
u jednadžbi rotacijskog gibanja ima istu ulogu kao masa u 
jednadžbi gibanja čestice. Dakle, moment inercije karakterizira 
tromost tijela. pri rotacijskom gibanju. 

Iz toga je očito da se prostorna rotacija krutog tijela oko 
nepomične osi može proučavati i kao planarna rotacija ploče 
oko te iste osi. 


Općenito ravninsko gibanje krutog tijela. Povezujući tako 
ravninsku translaciju krutog tijela s rotacijom krutog tijela 
oko nepomične osi, očito slijedi da su time obuhvaćeni elementi 
ravninskog gibanja krutog tijela. Naime, za opisivanje ravnin- 
skog gibanja krutog tijela potrebno je poznavanje triju 
nezavisnih skalarnih funkcija, i to dviju translacijskih i jedne 
rotacijske jednadžbe: 


Ms; = Ise 
Fie=ma (195) 
Fe=ma,, 


gdje su u M, obuhvaćeni svi momenti nastali i od vanjskih 
i od unutrašnjih sila što djeluju na tijelo. No kako se radi o 
krutom tijelu, suma je unutrašnjih sila jednaka ništici, pa se 
prema tome radi samo o momentima vanjskih sila, i to oko 
središta masa S. 

Jednadžbe (195) opće su jednadžbe ravninskog gibanja 
krutog tijela. 

Na sl. 26a prikazano je u ravnini tijelo oslobođeno od 
vanjskih veza s ucrtanim kutnim ubrzanjem € i ubrzanjem 
središta masa as u promatranom trenutku. Na sl. 26b ucrtane 
su ukupna sila ma; u smjeru ubrzanja as i ukupni moment 


ad k h 


SI. 26. Identičnost opterećenog tijela (a) s modelom oslobo- 
đenim veza (b) 
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sprega sila Ive sa smislom koji ima i kutno ubrzanje €. Ta 
ekvivalencija omogućuje postavljanje jednadžbi za trenutno 
stanje između sila i ubrzanja. Navedeni prikaz omogućuje 
potpunu slobodu u izboru pripadne referentne momentne točke. 
Ako je, npr., točka O na sl. 26b takva točka, suma je mo- 
menata vanjskih sila oko točke O 


Ma = 1;£ +magd. (196) 


Ako je referentna točka bila izabrana na drugoj strani od 
pravca mag, očito je da bi dio magd u jednadžbi (196) bio 
negativan. 


D'Alembertov princip. Prethodno je prikazan temeljni odnos 
između sila, masa i ubrzanja za različite oblike gibanja krutog 
tijela. 

Međutim, moguć je i drugi pristup u traženju spomenitih 
odnosa, a to je tzv. d'Alembertov princip, kojemu su osnove 
već prikazane prilikom razmatranja dinamike čestice. Taj se 
princip može lako proširiti i na ravninsko gibanje krutog 
tijela. 

Ako se krutom tijelu koje se ravninski giba pridruži ko- 
ordinatni sustav, promatrač koji je također vezan za pomični 
koordinatni sustav ne opaža gibanje tijela. Promatrač može 
tada zaključiti da se tijelo nalazi u ravnoteži. Vanjske sile 
i njihov spreg mogu se uravnotežiti jedino tako da im se do- 
daju fiktivne sile i fiktivni spregovi. Znači, postavljaju se dva 
uvjeta. U tom smislu, prema sl. 27, uvjeti su ravnoteže: /) 
zbroj vanjskih sila i zbroj sila inercije jednak je ništici i 2) 
zbroj momenata vanjskih sila i zbroj momenata sila inercije 
također je jednak ništici. 


SI. 27. Proširenje d'Alembertova prin- 
cipa na kruta tijela 


L 


Prema sl. 27, prvi je uvjet 


x F—([dgdm= X F;— [d,dm + fo?rdm — [(€ x F)dm=0, 


isu m jE 


(197a) 
koji nakon sređivanja ima oblik 
X F-mdi— on +zxF)=0, (197b) 
i=1 
a kad je središte masa referentna točka, tada je 
XF,-md,=0. (198) 
Prema sl. 27, drugi je uvjet 
>b x Fi [(Fx dg)dm=0, (199) 
odnosno 
XD; x Fi— [|F x (dmdy—dmoži+dmex#)=0, (199b) 
koji nakon sređivanja poprima oblik 
M,=mi; x 4+1,8. (200) 


Kad se središte masa izabere za referentnu točku, dobiva .se 


Me=1e (201) 
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što znači da se središte masa giba samostalno bez obzira okreće 
li se tijelo oko njega ili ne. Dakle, ubrzanje je središta masa 
određeno samo translacijskom inercijom tijela i rezultantom 
vanjskih sila koje djeluju na tijelo, bez obzira da li ona 
prolazi ili ne prolazi kroz središte masa. 

To je istodobno i zakon o gibanju središta masa, koji glasi: 
Središte se masa krutog tijela giba poput čestice na koju djeluju 
sile jednake i paralelne s vanjskim silama. Gibanje je nezavisno 
od rotacije tijela. 


Kinetički moment. Neka su osi x,y,z koordinatnog sustava 
pričvršćene na tijelo tako da je ishodište u središtu masa kako 
je prikazano na sl. 28a. Kutna brzina 6 postaje kutnom 
brzinom sustava xyz ako se promatra s nepomičnog koordi- 
natnog sustava X YZ. Na temelju uvedenih pojmova vezanih 
uz momente inercije i prema jednadžbama (158) i (160) ki- 
netički je moment s obzirom na točku S 


Ks = [6 x (0 x 6)dm. (202) 
Međutim, za bilo koju točku O kinetički je moment 
Ko = [x (0 x F)dm. (202b) 


Iz jednadžbi (202a) i (202b) očito je da vektor položaja o; 
ili fi ima isti izraz xi + y/ + zk, pa su prema tome i izrazi 
(202a) i (202b) identična oblika. 


SI. 28. Izbor referentne točke za definiranje kinetičkog momenta krutog 
tijela 


Prema izrazu (160), skalarne su komponente kinetičkog 
momenta 


K, z Io, E 10, = 1.0, 
K,=—1l,0—1,0—1,0 (203) 
K,=-1,0—1,0t+10. 


Izrazi vrijede bez obzira na izbor referentne točke, uz uvjet da 
je kutna brzina 6 konstantna. 

Pridruživanjem koordinatnog sustava xyz krutom tijelu 
dinamički su momenti inercije (178) invarijantni s vremenom. 
Međutim, ako osi x,y,z rotiraju nezavisno od krutog tijela, 
inercijski integrali postaju zavisni od vremena, što unosi ne- 
željene teškoće pri izračunavanju kinetičkog momenta. To ne 
vrijedi kada se pojavi spin u krutom tijelu, i to oko osi 
simetrije, jer tada integrali momenta inercije ne ovise o kutnom 
položaju tijela u odnosu na os spina. 


Rotacija krutog tijela oko nepomične osi. Oblik i karakte- 
ristične dimenzije tijela većih aksijalnih dimenzija koje rotira 
oko nepomične osi prikazani su na sl. 29. U mehaničkom sustavu 
čestica se mase m kružno giba oko osi y. Na slici je prikazan 
položaj te čestice u nekom trenutku 7. Na promatranu česticu 
tijela djeluje elementarna centrifugalna sila rco*dm. Neka koordi- 
natni sustav rotira zajedno s česticom. Elementarna centrifugalna 
sila rastavlja se na dvije komponente. 

Uvjeti su dinamičke ravnoteže za cijelo tijelo 


XM,=0 i Xy=0, 


dok su komponente sila, momenata i reakcija s obzirom na osi 
Do EZ 


(204) 
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XX =0 A,+8B,+ (xo*dm=0 

\Z=0 A.+8B,+ fzo?dm =0 

XM, =0 B,l+ (zyočdm =0 2, 
XM, =0 B,l+ [xyo*dm=0. 


Uvrštavanjem središta masa i momenata inercije, dobiva se 
Ax+B,+mxso? =0 
A.+ 8B. +mzso?=0 

B.l+1,0=0 

B,l+1,,0%=0. 


(206) 


Reakcije A,,B,,A,,B, nazivaju se komponentama dinamičkih 
reakcija. 


SI. 29. Rotacija krutog tijela oko nepomične osi. Česti- 
ca dm kružno se giba oko osi y (prikazan je položaj 
u trenutku r) 


Iz jednadžbi (206) očito je da će stroj imati miran hod 
ako je xx =0 1 z;=0, što znači da os y mora biti jedna od 
glavnih osi inercije. 

Ako se središte masa ne nalazi na osi rotacije, tj. xg +0 
i z;+ 0, tijelo nije dinamički uravnoteženo. Stoga se dinamičko 
uravnotežavanje postiže korekcijom osi i središta masa. To je 
temeljni princip uravnotežavanja dijelova koji rotiraju. 

Zakon kinetičke energije krutog tijela. Neka su pomaci i 
brzine za sve točke ploče koja se ravninski giba (sl. 30) 
definirani izrazima: 


dšs = ds, + dg x F 


iIk=0,+0XxF 


dbj=dš,+d8xb, (207) 
dbi=ds,+d6 x, 
tada je elementarni rad 
dW= XFidbj = X Fi(dš, + d8 x b;), (208) 
1 1 
što se može preurediti u oblik 
dW = (X F)dsi + X(8; x Fyjao, (209) 
1 1 


jer se radi o tzv. vektorskom mješovitom umnošku. Prema 
tome elementarni je mehanički rad sila što djeluje na kruto 
tijelo 


dW= Rdš,+ M,d6, (210) 
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gdje je R rezultanta svih vanjskih sila, a M rezultanta svih 
vanjskih spregova. 
Kinetička energija definirana je relacijom 


d(m 5; Bu) 


de 


(211) 


pa se uvrštavanjem izraza za brzine pojedinih točaka dobiva 


_ dimli, +0x?7)N(6,+0xF)] 


dE, (212) 


iz čega slijedi 
d d d 
dE,= "8,5, +720,(0x7)+ (8x FGXx7). (213) 


Kako je pri ravninskom gibanju vektor & uvijek okomit na 


vektor #, apsolutna je vrijednost vektorskog umnoška 


OxF =w, (214) 
pa je kinetička energija 
ž 2 [ * 02 € 
j= dE==5 dm +(5,+0) #dm+— r2dm, (215) 
što se može pisati i u obliku 
mvi md 
E = , a 15: + mrslE, x 0). (216) 


To je općenit oblik za kinetičku energiju pri planarnom 
gibanju. 

Izabere li se središte masa kao referentna točka, izraz 
(216) poprima još jednostavniji oblik. Osim toga, za translaciju 
krutog tijela, kada je 6 = 0, izraz je za energiju vrlo jednostavan. 

Važno je istaći da iz izraza (216) proistječe i to da se 
kinetička energija tijela može odrediti zbrajanjem translacijske 
i rotacijske kinetičke energije samo kad je središte masa 
referentna točka. 

U općem slučaju vrijedi 


Exin + Eu Sr Ela» 


tj. kinetička energija nije sastavljena samo 
i rotacijske komponente kinetičke energije. 


o zva 


(217) 


od translacijske 


SI. 30. Utvrđivanje elementarnog rada \ / \ 
krutog tijela \ Aš Kk 


Međutim, kako je promjena kinetičke energije jednaka 
radu vanjskih sila, prema (25), bit će 


E—-E=W, (218) 
odnosno : 
mvš2 | Isw2 mužu Iso _ 
2 3 aa? 
2 2 
= (Rads+([Mgdo, (219) 
1 1 


gdje je Rs rezultanta u smjeru pomaka središta masa. 
Zakon kinetičke energije za prostorno gibanje krutog tijela. 

Kinetička je energija sustava čestica opisana jednadžbama (129) 

do (132). U njima se vidi zaseban utjecaj translacije sustava 
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s obzirom na relativno gibanje prema središtu masa na kinetičku 
energiju E,. Translacijski se član može pisati u obliku 


(220) 


l I 
3 muš FI 
gdje je # brzina središta masa, a B količina gibanja tijela. 
Rotacijski je član 
E 


B l 
>— moo = x > milo x alo x 0;), 


ikići 


(221) 


ro 


uz uvjet da izraz na desnoj strani vrijedi za sustav u kojemu 
se ne mijenjaju udaljenosti između čestica, što je svojstvo 
krutog tijela. Tada 6; = 0 x g;. Nakon jednostavnih vektorskih 
transformacija može se izraz (221) napisati u obliku 


' l 
>> milo x ao x 8) = sao [m;&; x (66 x 80]. (222) 


t3, — 


Usporedi li se taj izraz s jednadžbom (158), za desnu stranu 
izraza (222) može se postaviti 


OK. (223) 


g 
Kinetička energija krutog tijela koje se giba s brzinom v 
i kutnom brzinom 6 središta masa iznosi 


l l 


E==>8B+—>06K., (224) 
pa je izraz za kinetičku energiju u skalarnom obliku 
Ej = mod + 5 (1402 + 103 + 1902) — 
— (Isxy VO), + 0522 0x 0; + 1 5y2 0,02). (225) 


Ako su osi koordinatnog sustava istodobno glavne osi inercije, 
tada je 

NE. 

E = —mus + — 


Š ; (226) 


(1.02 + 14,0; + 14,02). 
Ako rezultanta svih vanjskih sila X.E djeluje u središtu masa 
tijela a rezultanta sprega XM. djeluje također oko središta 
masa, tada je 


i A (227) 


To je zakon promjene translacijske i rotacijske kinetičke ener- 
gije krutog tijela za vrijeme djelovanja sila X. F i momenata X.M. 


Zakon količine gibanja za kruto tijelo. S obzirom na izlo- 
ženo u poglavlju o sustavima čestica, zakon količine gibanja 
može se primijeniti i na kruta tijela. Tako se gibanje krutog 
tijela može opisati promjenom količine gibanja mase koja je po 
iznosu jednaka masi tijela, a smještena je u središtu masa. Iz 
jednadžbe (141) očito je da se količinom gibanja karakterizira 
samo translacija tijela, pa se taj zakon u nekom analogijskom 
smislu nalazi i unutar zakona kinetičkog momenta, bar što se 
tiče rotacijske komponente kinetičke energije. 

Zakon kinetičkog momenta za kruto tijelo. Za tijelo koje se 
ravninski giba (sl. 31) kinetički moment tijela je s obzirom 
na točku A definiran relacijom 


K,=|1> dmi, (228) 


Budući da su ubrzanja 


dg=d,+dp,, (229) 
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derivacija je kinetičkog momenta po vremenu 


dK, dr KA 
—=— x dmi;, +1 Xx dmđu,. (230) 
dt dt : 
Uvrštavanjem (229) u (230) i nakon sređivanja slijedi 
IK =M ž ( 231 
rod, i> MX di. (231) 
odnosno 
BAK, 
M, = Sard +mrs x di. (232) 


Izabere li se težište masa kao referentna točka, otpast će drugi 
član na desnoj strani, pa je 


dk — 
—=Mi 233 
a R (233) 
odakle slijedi da je 
Ko= 10. (234) 
Kad je, međutim, ubrzanje točke as = 0, dobiva se 
de M (235) 
gr a 
odnosno 
Ki=1,09. (236) 


Zakon kinetičkog momenta za kruto tijelo pri ravninskom 
gibanju, dakle, kaže da je vremenska derivacija kinetičkog 
momenta oko središta masa koje se giba jednaka momentu 
vanjskih sila oko iste točke. Taj zakon nije ograničen samo 
na kruta tijela, već on općenito vrijedi i za zakone gibanja 
deformabilnih sredina. 

Integralni oblik zakona kinetičkog momenta dobiva se iz 
jednadžbe (233), jer je 


d(1;0) = M;dt, (237) 
pa je 


(148) — Gs6h = ( Mydr, (238) 


gdje je Mudr rotacijski impuls momenta vanjskih sila. 


SI. 31. Definiranje kinetičkog mo- | 
menta za kruto tijelo u ravnini 


Zakon kinetičkog momenta u prostoru temelji se na istom 


“pristupu kao za sustav čestica, pa je kinetički moment prema 


središtu masa definiran relacijom 


Ky=Fx dmiys. (239) 
Kako je brzina neke točke s obzirom na središte masa 
buy = 0 X r, (240) 
bit će 
Ks=(|[Fx dm(6 x #), (241) 


što se s obzirom na poredak članova može napisati u obliku 


Ks = [ (Zdmo— [ dmr(oF). (242) 


im 
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Budući da je 
fo=x0, +y0+70,, (243) 


te ako se (243) uvrsti u (242) i upotrijebe izrazi (160), (167) 
i (168), dobiva se kinetički moment tijela u skalarnom obliku 


Ke= 10, — 140, > 120 


Ki= —l0, +10, — 1,0 (244) 
K,=— 0 — Io, +10. 
Općenito je 
K=KSI+Kj+K,.K. (245) 


Jednadžba (245) opća je jednadžba kinetičkog momenta krutog 
tijela koje rotira stalnom kutnom brzinom, i to bez obzira da 
li je referentna točka središte masa ili bilo koja druga točka 
tijela. 

Opća je momentna jednadžba za tijelo konstantne mase 
dana izrazom 


(246) 


te ako je kinetički moment K izražen u komponentama mjerenim 
prema pomičnom koordinatnom sustavu xyz koji ima kutnu 


brzinu 2, tada je 
— (dK s. 

Ri | “A Da +2 x 
=(Ki+Kj+kKkh+0xK. Gu) 
Izraz u zagradi je dio od K koji uzrokuje promjenu iznosa 
vektora &, dok je vektorski umnožak dio promjene pravca 
komponente K. Razvijanjem determinante umnoška 2 x K 
nakon separacije dobiva se 

YXM=(K,—K,0, + KG)i + 

+(K.— KA — KAI + 
+(K.— KA, +K,RJK. 


(248) 


Učvrste li se koordinatne osi xyz za tijelo, momenti i momenti 
inercije postat će vremenski nezavisni. Tada je Q2= o i može 
se napisati u skalarnom obliku: 


SM,=K,- K,0.+K,0,, 
SXM,=K,—K.0+K0. 
DSM = K, — Ko + K, 0x. 
Ako se referentne osi podudaraju s glavnim osima inercije, a 


ishodište im je u središtu masa ili u nekoj fiksnoj točki tijela, 
tada će centrufugalni momenti inercije 1,,,1,,, 1, biti jednaki 


ništici, pa jednadžba (249) prelazi u oblik: 


(249) 


xMe=1l0—(1,—1)0,0., 
*M,= Io, —(,—1)0,0, 


>M,=16—(1—1)00,. 


(250) 


To su Eulerove jednadžbe gibanja krutog tijela. 


Približna teorija giroskopa. Rotacija tijela oko bilo koje 
nepomične točke tijela ili oko njegova središta masa može 
se opisati pomoću temeljnih dinamičkih jednadžbi. Tako su 
npr. zvrk, rotor, giroskop, svemirska kapsula i sl. tijela kojima 
se gibanja mogu opisati jednadžbama rotacije oko jedne točke. 
Momentne su jednadžbe (249) za opći slučaj takva gibanja 
dosta složene, jer traže katkada vrlo teške matematičke prora- 
čune. Međutim, za neke tehničke zadatke moguće je rotaciju 
oko jedne točke povezati s rotacijom oko jedne osi simetrije. 
I upravo simetrija uključuje mnoga pojednostavnjenja koja 
omogućuju rješavanje tih složenih jednadžbi. Na sl. 32 prikazano 


je tijelo s potpunom aksijalnom simetrijom koje rotira oko 
nepomične točke kroz koju prolazi aksijalna os simetrije z. 
S izborom točke 0, osi x i y postaju glavnim osima inercije 
zajedno s osi z. Na tom se temelji tzv. približna teorija 
giroskopa. 

Tada su momenti inercije 1/=Iilh=1l,=1, a centri- 
fugalni momenti inercije jednaki su ništici. U skladu s defi- 
niranim Eulerovim kutovima 0,9, (v. Kinematika), prikazanim 
na sl. 32, brzine su sustava xyz koji rotira s obzirom na 
nepomični sustav XYZ 


Q2=A,1+Q[+QK = + psindj + peosIk, (251) 


a kutna brzina tijela 
č=0i+0j+0k=Hi+yn9j+(0+peos)k. (252) 


U ravnini A nalaze se nepomične osi X i Y dok je ravnina 
B okomita na os simetrije z. Os x presječnica je ravnina A 
i B, a kut je o omjera za kut precesije oko vertikalne osi. 
Rotacija je tijela relativno prema osima xyz određena kutom 
precesije o, a nagib je osi nutacije z određen s obzirom na 
vertikalnu os kutom 4. 


SI. 32. Shema giroskopa s geometrijskim značajkama za utvrđivanje približne 
teorije giroskopa 


Važno je istaći da osi i tijelo imaju identične x i y 
komponente kutne brzine, dok se z komponente razlikuju za 
relativnu kutnu brzinu o 

Uz kutnu brzinu f2 jednadžbe za kinetički moment (244) 
glase 

K,= 10 = 1, 
K,=10=1,92, 
K,= 1.0. =1,(Q,+ 0). 


(253) 


uz uvjet da je w, ukupna kutna brzina tijela oko osi z. 
Supstitucijom izraza (253) u jednadžbu (248) dobiju se jednadžbe 


M,=180,—(,—1)9,2,+1.09, 
M, = 1,9, — (1 — 199.0, — 100. 
M.=19.+L&. 


(254) 
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To su tzv. modificirane Fulerove jednadžbe koje se odnose na 
ishodište što se nalazi u točki O rotacije (sl. 32). Iste jednadžbe 
vrijede ako je os rotacije i u središtu masa. Jedino ako se 
točka rotacije nalazi izvan osi z (os nutacije). jednadžbe treba 
preurediti. 

Uvrste li se pripadne komponente kutnih brzina iz izraza 
(251) i (252) u modificirane EFulerove jednadžbe (254), bit će 


xM,=1,(3 — y7sin9cos9) + 1po,sin9 


Kaosa a 
M,=—.—(sinž9) — IŠ 
M, Sing ola ) w, (255) 
XM.=lo0,. 


To su opće jednadžbe rotacije simetričnog tijela oko nepo- 
mične točke O ili oko središta masa. 


Kada se simetrično tijelo giba precesijski s konstantnom 
kutnom brzinom Q te s konstantnim 9 i y, iz čega proistječe 
da je & =0, 9=0 i i =0, jednadžbe (255) prelaze u oblik 


XM, = sin 9(10 — Ipipcos9) 
xM,=0 
XM, =0. 


(256) 


Iz toga se zaključuje da potrebni moment što djeluje na tijelo 
koje rotira oko točke O (ili oko G) mora biti u smjeru 
osi x, dok u smjeru osi yi z ima vrijednost nula. Osim toga, 
uz stalne komponente veličina , p i o i vrijednost je mo- 
menta stalna. Moment je s obzirom na os x 


XM, = mgl,sin3, (257) 
odakle se izjednačenjem sa (256) dobiva 
10.q— loij?cos9 = GI. (258) 


gdje je ls = 05. 
Budući da su u suvremenim giroskopima brzine vrtnje oko 
osi z mnogo veće od rotacije oko osi Z, tj. 


(259) 
izraz (258) 


VW, >» 0Wz 
(praktično c», = 2000-5000 s“!, wz = 0,001 s !), 
mijenja se u oblik 


Iop=Gl;. (260) 


Veličina 1, naziva se giroskopskim momentom. Iz tog je 
izraza očito da je brzina precesije u približnoj teoriji giroskopa 
GL 


Tr 


(261) 


10. 


Budući da je 


(262) 


SL 33. Djelovanje momenta sprega sila u giro- 
skopu kojemu se rotor giba brzinom o, bitno 
većom od brzine > 
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vektor je kinetičkog momenta K u smjeru 6.: 


(263) 


Giroskopski efekt. Ako je giroskopu kojemu se rotor okreće 
velikom brzinom o, s obzirom na brzinu w,, kako je prikazano 
na sl. 33, nametnuto prisilno precesijsko gibanje, u ležajima 
u kojima se nalazi osovina giroskopa pojavljuje se moment 
sprega sila M,,,, jer je 


Mygjr= — Mo = 1/0, x 0). (264) 


Taj spreg teži da odvede os vlastite rotacije giroskopa u takav 
položaj da ona bude paralelna s osi precesije, tj. da vektori 
GB, i o budu kolinearni. 

O. Muftić 
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MEHANIKA, ANALITIČKA, dio teorijske ili racio- 
nalne mehanike koja, polazeći od općih principa mehanike, ana- 
litički izvodi jednadžbe gibanja. Umjesto uobičajenih koordi- 
natnih sustava upotrebljavaju se poopćene ili Lagrangeove 
koordinate. Zakoni i principi u analitičkoj mehanici izraženi su 
pomoću skalarnih veličina: kinetičke i potencijalne energije, 
virtualnog rada, Lagrangeove i Hamiltonove funkcije itd. Na 
tim dvjema činjenicama temelji se prednost metoda analitičke 
mehanike pred klasičnim metodama u kojima se pretežno pri- 
mjenjuju vektorske veličine: sila, moment, količina gibanja itd., 
ili njihove skalarne komponente u uobičajenim koordinatnim 
sustavima. 

Prednost analitičkih metoda je to veća što je sustav slo- 
ženiji, osobito ako se radi o holonomnim sustavima s idealnim 
vezama. Tada su reakcije veza automatski isključene iz razma- 
tranja, što uvelike pojednostavnjuje problem. Eliminiranje ne- 
poznatih reakcija veza iz jednadžbi gibanja klasičnim postup- 
kom može biti dugotrajno i zamorno. Analitička mehanika lako 
se može primijeniti na elektromehaničke sustave i druge sustave 
koji nisu čisto mehanički. Utjecaj je analitičke mehanike na 
razvoj teorijske fizike velik, posebno na razvoj kvantne meha- 
nike, statističke mehanike i teorije relativnosti. 

Naziv analitička mehanika potječe od Lagrangea, koji je 
1788. objavio svoje djelo Mćcanique analytique. U tom je djelu 
obrađena teorijska mehanika strogo sustavno i matematički. 
Zakone i principe koji su u tom djelu obrađeni već su prije 
Lagrangea formulirali njegovi prethodnici i suvremenici: G. 
Galilei, Ch. Huygens, 1. Newton, J. R. d'Alembert, L. Euler 
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i drugi. J. L. Lagrange je shvatio mehaniku kao dio matematike 
i u svom djelu nije razmatrao fizikalnu i primijenjenu stranu 
mehanike. Lagrange je napisao: »U ovom djelu nema nijednog 
crteža. Metode koje predlažem ne zahtijevaju geometrijsko ili 
mehaničko rasuđivanje, dovoljno je samo koristiti se algebar- 
skim operacijama po jednoobraznom postupku«. 

Razvoju analitičke mehanike pridonijeli su mnogi znanstve- 
nici: W. R. Hamilton, C. G. Jacobi, S. D. Poisson, M. V. 
Ostrogradski, J. H. Poincarć, S. A. Čaplygin, P. Appell i 
mnogi drugi. 


SUSTAVI ČESTICA I VEZE 


Sustav čestica i mehanički sustav. Sustav čestica jest skup 
čestica u kojem gibanje svake čestice ovisi o položaju i gi- 
banju ostalih čestica sustava. Svako kruto tijelo može se sma- 
trati kao skup veoma mnogo čestica kojima je međusobni 
razmak nepromjenljiv, pa se skup tijela i čestica kojih je gi- 
banje međusobno ovisno može također smatrati sustavom če- 
stica. Međutim, u tom slučaju češće se upotrebljava izraz meha- 
nički sustav ili materijalni sustav. 

Gibanje pojedinih čestica sustava može biti ograničeno ve- 
zama. Te su veze matematički opisane pomoću jednadžbi koje 
međusobno povezuju koordinate položaja i brzine pojedinih 
čestica ili dijelova sustava i vrijeme. Jednadžba veze ima oblik 


SF oPneeePoF ts Fheć Fot) £ 0, (1) 


odnosno kraće 
If, #1) < 0, (2) 


gdje su fj = xi + mj + zik vektor položaja, = Xxi+y]+2k 
vektor brzine, a t vrijeme. Znak jednakosti odnosi se na 
obostrane veze, a znak < na jednostrane veze, tj. veze koje 
sprečavaju gibanje čestice samo u jednom smjeru, a dopuštaju 
gibanje čestice u drugom smjeru. Obostrana veza je npr. veza 
dviju čestica krutim štapom (sk 1). Štap sprečava ne samo 
udaljavanje nego i približavanje čestica. “Očito tada među koor- 
dinatama čestica postoji veza 


(xx—xP+ly—-m+la-z=i. (3) 


. Jednostrana holonomna skleronomna 
veza 


Da su čestice bile povezane nerastezljivom niti, umjesto znaka 
jednakosti u izrazu (3) stajao bi znak < i veza bi bila jedno- 


Ji 


strana. Nit sprečava samo udaljavanje čestica na razmak veći 
od 1, međutim dopušta smanjenje udaljenosti. Kao primjer jedno- 
strane veze može poslužiti i čestica koja je zatvorena u sfernoj 
posudi polumjera R (sl. 2). Tada jednadžba veze glasi 


x2Ž+y+z<r. (4) 


Primjerom takve veze mogu biti i čestice plina u posudi pro- 
izvoljna oblika. 

Skleronomne i reonomne veze. Ako se u izrazu koji opisuje 
neku vezu vrijeme javlja eksplicitno, veza je reonomna ili ne- 
stacionarna. Nasuprot tome, u skleronomnim ili stacionarnim 
vezama u izrazu koji opisuje vezu vrijeme t ne javlja se ekspli- 
citno. Tako npr. izrazi (3) i (4) opisuju skleronomnu vezu. 


X,=Acosowt 


SI. 3. Holonomna reonomna veza 


Sustav koji se sastoji od dvije mase (sl. 3) podvrgnut je reo- 
nomnim vezama, jer je masa m, prisiljena da titra prema za- 
konu x, = Acos(wt). Tada jednadžba veze glasi 


(xx —mK+(2—nf=", (5) 
odnosno 

(xx — Acosot) +y? = P, (6) 
ja jevi =0. 

Holonomne i neholonomne veze. Veze se svrstavaju nadalje 
po tome da li su izražene pomoću algebarskih ili diferencijalnih 
jednadžbi. Holonomne (integralne, geometrijske) veze izražavaju 
se pomoću algebarskih jednadžbi ili diferencijalnih jednadžbi 
koje se dadu integrirati a da se ne riješi cijeli problem. Ako su 
veze izražene pomoću diferencijalnih jednadžbi koje se ne dadu 
integrirati, zovu se neholonomne, diferencijalne ili kinematičke 
veze. Ako je materijalni sustav podvrgnut bar jednoj neholo- 
nomnoj vezi, sustav se smatra neholonomnim. 

Primjer. Dva kotača spojena osovinom koja se kotrljaju bez 
trenja po horizontalnoj podlozi (sl. 4) primjer su neholonom- 
nog sustava. 

Položaj krutog tijela što ga čine kotači s osovinom može 
se odrediti pomoću tri koordinate težišta xr, yr, Zr i tri kuta 
o, \p, 9 za koje je tijelo okrenuto oko osiju x, y,, Z,. Očito 


Sl. 4. Sustav s neholonomnim vezama 
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je tijelo podvrgnuto dvjema geometrijskim ili holonomnim ve- 
zama, koje glase 


zr=R, W=0. (7) 
Osim toga, tijelo je podvrgnuto i kinematičkim vezama. Naime, 
žT =VvrTCOs 19; r=vrsind. 
Kako je vr = Ro, bit će 
*r = Rocos o, Jr= Rosing. (8) 


Izrazi (8) ne mogu se u općem slučaju, tj. kad je 3 =9(1), 
integrirati, pa su veze neholonomne. Ako je 9 = const., npr. ako 
se kotači gibaju po ravnim tračnicama, izrazi (8) mogu se in- 
tegrirati, pa sustav postaje holonoman. 


PRINCIP VIRTUALNIH RADOVA 


Stvarni, mogući i virtualni pomak. Beskonačno mali pomak 
čestice dr koji se zbiva u vremenu dt u skladu s vezama i 
silama koje djeluju na česticu naziva se stvarnim pomakom 
čestice. Stvarni pomak zadovoljava i jednadžbe veza i jednadžbe 
gibanja. Mogući pomak d#, za razliku od stvarnoga, jest besko- 
načno mali pomak koji zadovoljava samo jednadžbe veza, ali 
ne mora zadovoljavati jednadžbe gibanja. Ako je čestica pod- 
vrgnuta obostranoj holonomnoj vezi 


J(xy20)=f(50)=0, 


mogući pomak mora zadovoljiti izraz 


dje MOT koj 


3 0 
df =5dx+—dy+2d2+2=0, 
Ox oy 0z Ot 
odnosno 
ARE 
df= Vfdr+ 2 =0, (9) 
0 


Virtualni pomak ar jest beskonačno mali pomak koji dopu- 
štaju veze u zadanom trenutku vremena. Za razliku od stvar- 
nog pomaka koji se zbiva u vremenu dr, virtualni pomak se 
zbiva trenutno. Virtualni pomak treba da zadovolji uvjet 

9 9 9 
U ax + a + 2 
0x Oy Oz 


f=Vf = dz = 0. (10) 
Svaki stvarni pomak ujedno je i jedan od mogućih pomaka. 
Virtualni pomak 87 podudara se s jednim od mogućih pomaka < 
samo kad su veze skleronomne, tj. kad je 0f/0t = 0, odnosno 
kad jednadžba veze nije funkcija vremena. Ako je čestica ve- 
zana za površinu koja se giba (sl. 5), mogući ili stvarni po- 
mak dž nisu tangencijalni na površinu dok virtualni pomak 


X 


SI. 5. Kod reonomnih veza virtualni po- 
mak AF ne spada u grupu mogućih po- 
maka dr 


šF jest. U skleronomnim sustavima iščezava razlika između 
virtualnih i mogućih pomaka. Dok je stvarni pomak potpuno 
određen jednadžbama gibanja i jednadžbama veza, mogući i 
virtualni pomak mogu se odabrati potpuno proizvoljno, pod 
uvjetom da zadovoljavaju izraze (9), odnosno (10). 

Virtualni rad, idealne veze. Virtualni rad SA sile koja djeluje 
na česticu jest rad koji sila izvrši na virtualnom pomnaku, tj. 


MEHANIKA, ANALITIČKA 


(1) 


Ako na materijalni sustav u zadanom položaju i fiksiranom 
trenutku vremena djeluju sile F,, Fo... F, i ako su virtualni 
pomaci hvatišta sila 8X,, 8%, ... 37, virtualni rad sustava jest 


zbroj radova svih sila na virtualnim pomacima, tj. 


BA = F8 = Fp,šx + F,3y + F,8z. 


BA=) F8 (12) 
isi 

Materijalni sustav je podvrgnut idealnim vezama ako je vir- 

tualni rad reakcija veza jednak nuli, tj. ako je 


BAp = ži FRi Ši. (13) 
i=1 

Nekoliko primjera idealnih veza. 1. Gibanje čestice po glatkoj 
deformabilnoj i krutoj površini. Reakcija veze Fp uvijek je nor- 
malna, a virtualni pomak 8r tangencijalan na površinu, pa je 
Fp:šf = 8Ag = 0 (sl 6a). 

2. Dodir dvaju glatkih tijela u gibanju. U ovom slučaju je 
prema zakonu akcije i reakcije Fi,g = — F2g. Obje su reakcije 
okomite na zajedničku tangencijalnu ravninu. Relativna brzina 
točaka u dodiru #, — #, leži u tangencijalnoj ravnini, pa i 
razlika virtualnih pomaka 3F, — 37, također leži u tangenci- 
jalnoj ravnini. Virtualni rad reakcija veza iznosi 


BAR = Fipo8Fi + Foia = Fi (87, — 97) =0 


jer su vektori F,g i (8%, — 8#2) međusobno okomiti (sl. 6b). 


b Šid, 
s" 
\ 
\-Tangencijalna 
\ ravnina 


SI. 6. Idealne veze: a glatka kruta ili deformabilna površina, b dodir 
glatkih tijela, c zglob bez trenja, d dodir hrapavih tijela kad je trenje 
dovoljno veliko da spriječi međusobno klizanje 


3. Veza dvaju tijela zglobom bez trenja (sl. 6c). U tom slu- 
čaju je Fig= fog oi 8, =8, pa je 


Ap = Fipšli + Pag 8 = 0. 


4. Dva hrapava tijela u dodiru kad je trenje dovoljno veliko 
da spriječi međusobno klizanje (sl. 6d). Kao i u primjeru 
prema sl. 6c, bit će šA, = 0, jer je 


Fa=—Fa i 


5. Veza dviju čestica krutim štapom. 

6. Veza dviju čestica nerastezljivom niti ako je gibanje takvo 
da je nit uvijek napeta. 

Princip virtualnih pomaka. Princip virtualnih pomaka ili 
Lagrangeov princip glasi: Za ravnotežu materijalnog sustava 
s holonomnim dvostranim idealnim vezama nužno je i dovoljno 
da algebarski zbroj virtualnih radova aktivnih sila bude jednak 
nuli, tj. da je 


ši = 8. 


"n 


BA= X 


šli = X Fie8f;=0. (14) 
i=1 


Prednost je tog principa u tome što se u obzir uzimaju 
samo aktivne sile pa ne treba posebno izračunavati nepoznate 
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reakcije veza. To osobito vrijedi kad se traži odnos pogonske 
i radne sile u različitim mehanizmima. 

, Ako je sustav podvrgnut neidealnim vezama, princip se ne 
može neposredno primijeniti. Međutim, mogu se reakcije veza 
rastaviti na normalne komponente i sile trenja. Ako se sile 
trenja ubroje u aktivne sile, veze se mogu smatrati idealnim 
jer je virtualni rad normalnih komponenata jednak nuli. 

Princip virtualnih pomaka može se primijeniti i pri jedno- 
stranim vezama u preinačenom obliku: 


X sA = s Koški £ 0, (15) 


i=1 
tj. ako je rad aktivnih sila pri virtualnom pomaku negativan 
ili jednak nuli, sustav se nalazi u ravnoteži. 

Pri rješavanju zadataka pomoću principa virtualnih pomaka 
treba izraz (14) napisati u skalarnom obliku. To se može ura- 
diti na dva načina: geometrijski i analitički. Pri geometrijskom 
postupku sustavu se dade (u mislima ili na skici) virtualni 
pomak i pri tome izračuna virtualni rad svih aktivnih sila 
pomoću izraza : d 

X BA = > F8 + > M;39;, 

i=1 i-1 i 
gdje je As; projekcija virtualnog pomaka hvatišta sile F,; na 
pravac djelovanja sile. Isto tako je 30; komponenta kutnog 
pomaka oko osi oko koje djeluje spreg M;. Kad sustav ima 
jedan stupanj slobode, svi pomaci 3s; i 30; mogu se izraziti 
pomoću jednoga, npr. 30. Kad se 3s; i 30;, izraženi pomoću 
AP, uvrste u (16), može se pokratiti sa 80,. Pomoću dobivenog 
izraza može se odrediti nepoznata veličina. Ako sustav ima 
više stupnjeva slobode, odabire se onoliko nezavisnih virtualnih 
pomaka koliko ima stupnjeva slobode i za svaki pomak po- 
novi se postupak. Pri tome se može dobiti onoliko jednadžbi 
koliko ima stupnjeva slobode, a zatim iz njih veličine koje 
se traže. 

Pri analitičkom postupku odabire se povoljni koordinatni 
sustav, a zatim se pomoću projekcija sila i virtualnih pomaka 
u tom sustavu izrazi princip virtualnih radova. Ako je sustav 
kartezijski, princip glasi 


(16) 


S ŠA, = sa (FuidXi Sie Fidvi 2 F,3z;) =0. 
iz1 i 


(17) 


Komponente virtualnih pomaka 8x;, šy; i 32; zapravo su vari- 
jacije koordinata i mogu se odrediti operacijom variranja. U 
tu se svrhu sve koordinate x;, y; i z, izraze pomoću konstant- 
nih poznatih veličina (obično dimenzije pojedinih dijelova su- 
stava) i nekog parametra, npr. a. Zatim se odrede varijacije 
koordinata u kojima se javlja varijacija ša. Nakon uvrštenja 
varijacija koordinata u (17), može se pokratiti sa ša. Iz tako 
dobivene jednadžbe određuje se tražena veličina. Kad sustav 
ima više stupnjeva slobode, koordinate se izražavaju pomoću 
onoliko nezavisnih parametara koliko ima stupnjeva slobode. 

Neki elementi varijacionog računa. Neka je zadana funkcija 
x = x(t), koja opisuje gibanje čestice s jednim stupnjem slo- 
bode. Diferencijal te funkcije jest 


dx = xdt (18) 


i odgovara stvarnom pomaku čestice u vremenu dt (sl. 7). Neka 
se oblik funkcije malo promijeni, tj. neka je 


X = x(1) + en(t), 


gdje je X nova promijenjena funkcija, n(t) proizvoljna konačna, 
jednoznačna derivabilna funkcija vremena, a € po volji mala 
konstanta. Infinitezimalno mala promjena funkcije koja nastaje 
u trenutku t zbog promjene oblika funkcije zove se izokrona 
ili nepuna varijacija funkcije x(t) i označuje se slovom 8, tj. 


(20) 


(19) 


šx=X*—x=enl(t). 


Variranje se formalno provodi prema istim pravilima kao i di- 


ferenciranje tako da se simbol d zamjenjuje simbolom 8. Ako je 
(21) 


y=2acosa a = const, 


bit će 
dy = Zoe (22) 
dy = — 2asinaša. 
Variranje i deriviranje je komutativno, tj. 
dx) : 
a2) = 3| mi tia (23) 
Isto je tako komutativno integriranje i variranje 
la la 
[ axdtr = a( xdr. (24) 


lu li 


š(r) 


SL. 7. Diferencijal dx i izokrona varijacija 4x funk- 
cije x(t) 


Primjer. U točkama A i B stapnog tijeska (sl 8) djeluju 
pogonske sile F. Treba odrediti radnu silu F,. Princip virtual- 
nih radova za tijesak glasi 


ž BA = FaydYa + FoyšYa + Foyde = 0. (25) 


Sve su sile vertikalne, pa su uzete samo varijacije koor- 
dinate y, jer se pri horizontalnim pomacima x; ne obavlja rad. 
Pri tom je 


F,;,=—Ef, Fg=F i Fo=—-rfF, (26) 
ya=bcosfi +asina 
Ya=bcosfi — asina (27) 
Ye = 2bcosf + t. 
SL 8. Stapni tijesak 
Varijacije koordinata iznose 

va = —bsinp3B +acosa ša 

šya = —bsinB3B — acosa Ba (28) 

šye = —2bsin Bap. 
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Nakon uvrštenja (26) i (28) u (25) i sređivanja, bit će 


a cosaša 


b sinf38' 


Pomaci ša i 88 jesu zavisni. Njihov odnos može se odrediti 
iz izraza 


Fi (29) 


2acosa — 2c = 2d — 2bsin f. (30) 
Odatle se nakon variranja dobije 
—2asinaša = —2bcosB85, 
odnosno ša - MEK (31) 
Boa sina 
pa je radna sila 
Fy = Foota cot f. (32) 


JEDNADŽBE GIBANJA U POOPĆENIM 
KOORDINATAMA 


Poopćene koordinate. Poopćene, generalizirane ili Lagrange- 
ove koordinate jesu skup međusobno nezavisnih parametara 
koji jednoznačno određuju položaj sustava. Broj poopćenih 
koordinata jednak je broju stupnjeva slobode sustava. Poopćene 
koodinate označuju se sa q,,q2,....4;, gdje je s broj stupnjeva 
slobode. Kao poopćene koordinate mogu se upotrijebiti razno- 
vrsne veličine, npr. duljine, kutovi, lukovi, površine itd. Karte- 
zijske, sferne i cilmdrične koordinate specijalni su slučajevi 
poopćenih koordinata sustava slobodnih čestica. Ako sustav 
ima n čestica i k veza, imat će 3n— k stupnjeva slobode, pa 
može imati samo 3n — k poopćenih koordinata. 

Položaj krutog tijela što rotira oko nepomične osi može se 
odrediti pomoću kuta o, koji tada služi kao poopćena koordi- 
nata. Poopćene koordinate slobodnog krutog tijela mogu biti 
npr. tri koordinate težišta i tri Eulerova kuta, tj. Xr, yrT, ZT, 
Q, W, 9. U dvostrukom njihalu (sl. 9) kao poopćene koordinate 
mogu se odabrati kutovi 0, i 02. 


SI. 9. Dvostruko njihalo 


mog 


Ako je mehanički sustav holonoman, kartezijske koordinate 
mogu se izraziti eksplicitno pomoću poopćenih koordinata i 
vremena, tj. 


Xi = x(41,02)..+,090) 
N=(q,d2...dat) = P2 em (33) 
jem e 
ili kraće 
= : im, Za 
Au= Flat) opa (34) 


Npr. za dvostruko njihalo kartezijske koordinate izražene preko 
poopćenih koordinata o, i o, glase: 


xx=lsno, +bsino, 
y2 = lic05p, + 12 00592 
Z2 =0. 


Xi =l,sin op 


Yi=lc0s09, 
“= 


(35) 
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Poopćene sile, princip virtualnih radova u poopćenim koor- 
dinatama. Princip virtualnih radova izražen analitički glasi 


A=XMA= X, =0 
izi 


i=1 


(36) 


Kako je = F(q1,42,...,4,,1), bit će prema pravilu o di- 


ferenciranju funkcija više varijabli (v. Diferencijalni račun, TE 3, 
str. 288) 
S“. CT) f Of Ot; 
dii= = dq, + = dg + -<+ dq, + = dt. 37 
Za oak (37) 


Virtualni pomak 8; izračunava se na sličan način, ali je za 
fiksirani trenutak (izokrono variranje), tj. za dt = 0, 


$ Or; Or; E SME šo 
Šš MISE 01h će red 
4 2“ 04; 
odnosno 
ŠEOK 
H= X 8; (38) 
je 1 04; 
Nakon uvrštenja tog izraza u (36) dobit će se 
a MON 
M= LAX do (39) 
izlo j=10Qj 
odnosno kada se zamijeni Kai sumiranja, 
MA=y (>A; 1,2 : LIE 2 0,84), (40) 
j=1 
gdje su 
Q= XB G=12.5 (41) 
i=zi_ 04, 


poopćene sile. Svakoj poopćenoj koordinati g; odgovara poop- 
ćena sila Q;. Izraz (41) u skalamom obliku glasi 


Ox; 
Q,= > (Fs Paras 
1 0đj 


0z;\ 
kfa—| 
0; 


Princip virtualnih pomaka u poopćenim koordinatama glasi 


dy; 
0q; 


(42) 


= Ž 0;84;= 0,04, + 02842 +: Q3a; = 0. (43) 
ja 
Kada su sustavi holonomni, varijacije g1,42,...,4s među- 
sobno su nezavisne. Ako se uzme 8q, + 0, a sve su ostale va- 
rijacije jednake nuli, iz izraza (43) slijedi Q, = 0. Na sličan 
način, ako je samo 842 4:0, a sve su ostale varijacije jednake 
nuli, slijedi Q, = 0. Općenito je 


Q,=0 j=12..5 


tj. nuždan i dovoljan uvjet ravnoteže holonomnog sustava s 
idealnim dvostranim vezama jest jednakost nuli svih poopćenih 
aktivnih sila. 

Poopćene sile mogu se izračunavati neposredno primjenom 
izraza (42), ili tako da se sustavu dade virtualni pomak i pri 
tom izračuna šA. Koeficijent uz 84, jest Q,, koeficijent uz 8q, 
jest O, itd. Ponekad se sustavu daje samo virtualni pomak 38g,, 
zatim 8q2 itd., i pri tome se izračunaju virtualni radovi iz kojih 
neposredno slijede poopćene sile Q,, Q, itd. 

Primjer. Poopćene sile dvostrukog njihala mogu se izraču- 
nati pomoću izraza (42). Pri tome treba uvažiti da je 
Fa=Fu=Fx=F2.=0, Fuy=mg, Fxy=mg. Kad se te 
vrijednosti i (35) uvrste u (42), dobit će se 


(44) 


Oy Oy2 
= + 
Q=mg dina mg šo, 
Oy 0y2 
Q=mg=+mg=—> 
002 op," 


odnosno 
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0, = —(m, + m)glsino, 
Q, = —mglsino2. 
Te se sile mogu odrediti i tako da se sustavu dade virtualni 


pomak, tj. da se kutovi 0, i p» povećaju za iznos 8p,, odnosno 
302, i izračuna virtualni rad. Tada je 


(45) 


šA = — migl, [c0s(p, + 801) — cosp] — 
— mog (l,[cos(p, + 801) — 05p,] + 
+ 12[cos(op2 + 302) — cosp2]). (46) 
Kad se taj izraz sredi i uoči da su 80, i šp, male veličine 
višeg reda, dobit će se 
ŠA = — (my + m2)gli sin p,301 — mzglzsinp23p2 = 
= 0,80; + 02802. 
Odatle odmah slijede poopćene sile Q, i 0,2. 


(47) 


Konzervativne sile. 'Ako su sile koje djeluju na holonomni 
sustav sa stacionarnim vezama konzervativne, postoji funkcija 
U = U(x,y,2;) iz koje se mogu odrediti komponente aktivnih 
sila (v. Mehanika krutih tijela) 


gU oU 0U 
Fa = — s M, nos . 4 
Ox; 4 Oy, 3 Oz, ( ) 
Funkcija U naziva se potencijalnom energijom. 
Kad se (48) uvrsti u (42), dobit će se 
"> /(0UOx; 0UBy,. 0U2z)\ 
de = ir (49) 
izi \0x;04;  Oyi0qj 02,0; 


Prema pravilu o deriviranju složene funkcije više varijabli, taj 
izraz predstavlja derivaciju U po koordinati gj, tj. 


Q= 5 (50) 
J aj 
Tada je uvjet ravnoteže (44) 
OU 
So (51) 
0q; 


tj. u ravnotežnom položaju potencijalna energija ima ekstremnu 
stacionarnu vrijednost. Podrobnija bi analiza pokazala kad je 
ravnoteža stabilna da potencijalna energija ima minimum, a kad 
je ravnoteža nestabilna maksimum. Strogu definiciju stabilne 
ravnoteže izražava Lagrange-Dirichletov poučak koji glasi: Ako 
se holonomni sustav sa skleronomnim idealnim vezama nalazi 
u potencijalnom polju sila i ako je u ravnotežnom položaju 
potencijalna energija minimalna, ravnotežni položaj je stabilan. 


i 


SL 10. Stabilnost ravnoteže ploče debljine h na 
valjku polumjera _R 


Primjer. Potencijalna energija sustava (sl. 10) iznosi 


/ h\ 


U = a I e (52) 
: : mi .. OU : 
Da bi sustav bio u ravnoteži, mora biti Zo = 0, tj. 
0U ih se 
5, > GlRecoso — sino) - 0 (53) 


ANALITIČKA 61 


Rješenje te jednadžbe jest o = 0, tj. ravnoteža je moguća samo 
ako je ploča postavljena horizontalno na valjak. Karakter 
ravnoteže može se odrediti iz druge derivacije. Za granični po- 
ložaj između stabilne i nestabilne ravnoteže druga je derivacija 
jednaka nuli Kako je 


0*U ; h 
Zo? = GR(coso — osin o) — 65-000, (54) 
bit će za ravnotežni položaj, tj. za o =0, 
0?U U 
= G6(R- 5). (55) 
0“ \ 2 


Ako je R >h/2, druga derivacija je veća od nule, tj. poten- 
cijalna energija je minimalna, pa je položaj ravnoteže stabilan. 
Ako je R <h/2, položaj je nestabilan. 

Disipativne sile. Vrlo čest i važan primjer disipativnih sila 
jesu viskozne sile, tj. sile koje su proporcionalne brzini i usmje- 
rene suprotno od vektora brzine 

F mira kdre 


k>0 (56) 


> 


gdje je k faktor prigušenja, a Bia relativna brzina dijelova 
sustava među kojima djeluje viskozno trenje. Tada je 


Q2= ž he = p» kiš (57) 
gdje v; znači relativnu brzinu. Kako je 
mr dr ao or 0%, Tit ON 
u au ZPR bt o 6% 
bit će 
0; Or 
či)" Gay 9 
što uvršteno u (57) daje 
" 35. 3 mi 
Q=-X Za = sa X oz kiB (60 
Skalarna funkcija 
P= 2: X koe = 5X LEGREN (61) 


naziva se Rayleigheva disipativna funkcija. U skleronomnim 
vezama je 


g dia > da, sa 
pa je 
Iana 5 07 5 OT, 
č=—YkY=4 =, 63 
2 Ž js 0qj Ra 04, h 07 
odnosno 
1 s s 
P= X X kjedjdu (64) 
e k=1j=1 
gdje je 
ka=k kO A (65) 
kas iji "3qj Ča. 


Rayleigheva funkcija jest homogena kvadratna funkcija 
poopćenih brzina s koeficijentima koji ovise o poopćenim koor- 
dinatama. Poopćena sila koja potječe od disipativnih viskoznih 
sila dobije se uvrštenjem izraza (61) i (60) te iznosi 


0P 


%= Od; 


Lagrangeove jednadžbe prve vrste. Jednadžbe gibanja čestice 
koja se giba po glatkoj površini (sl 11) glase 


(66) 


Ukupno ima n Lagrangeovih jednadžbi i k jednadžbi veza sa n 
nepoznatih koordinata i k Lagrangeovih multiplikatora 2;. 

Lagrangeove jednadžbe druge vrste. Diferencijalne jednadžbe 
gibanja holonomnog sustava s dvostranim idealnim vezama u 
poopćenim koordinatama glase 
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mšž = F2+ Fa, 
my = F,+Fa (67) 
mž = F,+ Fe) 
odnosno u vektorskom obliku 
mf=F+Fa, (68) 


gdje je F rezultanta aktivnih sila, a F,, F,, Fz njene su kom- 
ponente. Fp je reakcija veze, a Fg,, Fpy 1 Fe: njene su kom- 
ponente. Tri jednadžbe (67) i jednadžba veze 


f0cyz)=0 (69) 


nisu dovoljne da se odredi šest nepoznanica: x, y, zi Fk, 
Fk, i Fae. Međutim, kad je površina glatka, reakcija Fp oko- 
mita je na površinu f(x,y,z), pa njene komponente nisu ne- 
zavisne. Pravac normale, tj. reakcije Fa, podudara se s prav- 
cem gradijenta VW .f 


(70) 


Kosinusi kutova koje .f, odnosno F, čini s osima x, y i z 
iznose 


of of of 
ga Ox B Oy OZ (1) 
s= X Cos = S Cos) = S 
IVJI IVJI .7 UMI 
gdje je 
1 
0f\? (0f\2 (0f\? 1 
va = (25) +125) + (2): 02 
Sada izrazi (67) prelaze u 
x Fa of of 
ispo 2 
PET Tee 
Fa, Čf 2 
my=F,+— U =F+ i“ (73) 
IVf|ćy cy 
Fa Of of 
Z = => — 
AP EZ PRE ai 


Veličina A “Foy 
nadžbe (73) zajedno s jednadžbom veze (69) dovoljne su da se 
odrede četiri nepoznanice x, y, z i A a zatim i reakcija po- 
moću izraza 


naziva se Zagrangeov multiplikator. Tri jed- 


Fe=2ivjf. (74) 


Jednadžbe (73) zovu se Lagrangeove jednadžbe prve vrste. 
Ako sustav ima n čestica i k veza 


filkeVazni)=0 i=1,2,3,...k, (75) 
Lagrangeove jednadžbe prve vrste glase 
k fo “ 
mx%=Fa+& joda 
je CA 
k Of, 
MZ a e = (123 (76) 
ja Oi 


SI. 11. Gibanje čestice po glatkoj površini 


d (0Ek\ CE 
Maje ona 
m ča) ča, Bi 


gdje je Ex ukupna kinetička energija sustava, Q; poopćena sila, 
4; 14; poopćene su koordinate, odnosno poopćene brzine, t je 
vrijeme, a s broj stupnjeva slobode sustava. 

Izraz (77) može se primijeniti i kad veze nisu idealne. Tada 
treba reakcije veza rastaviti na normalne komponente i sile 
trenja, pa zatim sile trenja uključiti u aktivne sile, odnosno 
poopćene sile. Izraz (77) može se preinačiti u 


(77) 


E) -01+05+0 (18) 
deke o. a ral > 
gdje je 
CU 
03 dq, (79) 
dio poopćene sile koji potječe od potencijalnih sila i 
o 
Of*= -5 (80) 
Od; 


dio poopćene sile koji potječe od viskoznih sila, a Q; dio 
poopćene sile koji potječe od ostalih sila. Sada izraz (78) 
prelazi u 


+ 
dr\ dj! ćq; 064; 64; ka 


Ako na sustav djeluju samo konzervativne sile, Lagrangeove 
jednadžbe mogu se pisati u obliku 


SES 


== E 0, 
dt \04;/ 64; 82 
gdje je L Lagrangeova funkcija: 
L=E—U. (83) 


Naime, potencijalna energija U ne ovisi o poopćenim brzinama, 
pa je 
CU 
Od; 
Pomoću Lagrangeovih jednadžbi druge vrste mogu se vrlo 
lako, u usporedbi s klasičnim metodama, dobiti jednadžbe gi- 
banja. Prednost je Lagrangeovih jednadžbi to veća što je su- 
stav složeniji. Ako posebno nije naglašeno o kojim se Lagran- 
geovim jednadžbama radi, misli se uvijek na Lagrangeove jed- 
nadžbe druge vrste. Primjena Lagrangeovih jednadžbi ilustri- 
rana je pomoću dva primjera. 
Primjer 1. Sustav čestica (sl. 12) sastoji se od tri mase m,, 
m, i m3 koje su povezane nerastezljivim nitima prebačenim 
preko kolotura zanemarive mase. Sustav ima dva stupnja slo- 


0. 


MIKULLL 


Sl. 12. Sustav čestica s 

dva stupnja slobode i ho- 

lonomno skleronomnim 
vezama 
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bode. Kao poopćene koordinate odabrane su veličine y, i y2. 
Kinetička energija sustava iznosi 


l š : 
Ek = zimi + Mi — 92) + Mai + 92)7]. (84) 
Ako se sustavu dade virtualni pomak šy, #0, šy» = 0, 
bit će 
ŠA, = Qidyi = MLgšyi — (mz + Mma)gšyi. (85) 


Odatle je Q, = (m, — m, — m3)g. Kad se sustavu dade vir- 
tualni pomak 8y, ## 0, 3y, = 0, bit će 


BAz = Q23y2 = Mzgdy» — M3gdy2. (86) 
Odatle je Q, = (m, — m3)g. 
Lagrangeove jednadžbe za taj sustav glase 
d (5 0EK _ 
dr\omi/ ono 
(87) 
d /(0Ek\._ Ok 
(S) 5-0. 
dt\ oy, Oy, 
Deriviranjem Ek po y, dobit će se 
BEK . . : : : 
sno + mi — 92) + mali + 92). 
Yi 
Odatle je 
d (EK S 3 
dr og, = (my + m + m3) ši + (ma — m2) 2. (88) 
Na sličan način može se dobiti 
d (0Ek : 5 
ar lao) o (m + ma) Sa + (m — m). (89) 
. 6E CE 
Također je o = < Ko 0, pa Lagrangeove jednadžbe u sre- 
Vu uvo 


đenom obliku glase 


(m, + mz + Ma) + (ma — mo)š2 = (m m3)g 


(M3 — mi) Šu + (mo + m3) = (mo — m3)g. 


m, 


(90) 


Primjer 2. Na sustav koji se sastoji od tri mase m,, mo i m3 
(sl. 13) djeluje uzbudna sila F = Fycosot. Mase su međusobno 
povezane oprugama konstante cy, €, i ca te viskoznim prigu- 
šivačima konstante k, i ko. Trenje između mase i podloge je 
zanemarivo. 

Sustav ima tri stupnja slobode, a kao poopćene koordinate 
odabrani su pomaci masa iz ravnotežnog položaja x,, X2 1 Xa. 

Tada na mase djeluju konzervativne sile opruga. viskozne 
sile prigušivača i vanjska sila F, a Lagrangeove jednadžbe 
imaju oblik 


d 0EK\. CEk  0U  60e 
nije= > z jet : 1 
me šok Gra G1 
Kinetička energija sustava glasi 
l 2 +2 +2 
Ek = > (mi + mz xž + m3 %3). (92) 
Potencijalna energija jest 
l ž 
U =5laxl + (x — xi) + c(xs — xa)']. (93) 


FJ TAT 


rasi 
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63 
a disipativna funkcija 
1 
Bi 5 [h(ž — ži) + ka(ža — že]. (94) 


Ako se sustavu uzastopce dade virtualni pomak šx,, zatim 8x2 
i napokon 8x3, dobit će se za poopćene sile 


Q,=0=0, 


Lagrangeove jednadžbe u sređenom obliku sada glase 


Qy=Fycosat. 


Miš +CiXi > 02(x2— X)> kiši =0 
MzŽa + Co(Xx2 — *1)— e3(X%3— 1) + ki(š2 — Xi) + 
+ko(xa— x2)=0 
M3 Xa "ie Ca(X3 = X2) sE ka(X3 == X») = Fa COS 0. 


Struktura kinetičke energije u poopćenim koordinatama. Ki- 
netička energija sustava glasi 


(95) 


Pa LE a 
Kk = 5 pa mv; = TE m; di: Bi. 


Ako se u taj izraz uvrsti (58), bit će 


leže E O 0r;\? 
k== ža m X djb==) (96) 
e iza o \jzr 0Qj 0) 
odnosno 
> Je : “2 JP LS 0%;\? 
k=5 Lo oDapdjik+ X bidj+35 2 m|= Fi (97) 
ćk=1 j-i j=1 Zish KORU 
gdje je 
Na om KOJE RGN 
km + i 
da= m 
i Ši 0qj 04, 
(98) 
ud Or, OT, 
— m! 
X Ž 04; Ot 
Sada se Ex može rastaviti na tri dijela 
EK = Ek» + EKi + Eko, (99) 
gdje je 
| s s 
E=— Ni bad Ajkđjdk 
Žokz1j=si 
Ei= X bj, (100) 
jzi 
S MA 07%,\? 
Eko = 5 Žž m; | : Ne 


Očito je u skleronomnim vezama Ek, = Eko = 0, pa je ki- 
netička energija homogen kvadratni polinom poopćenih brzina. 

Hamiltonove jednadžbe. Lagrangeove jednadžbe (77) čine su- 
stav od s običnih diferencijalnih jednadžbi drugog reda u poopće- 
nim koordinatama sa s nepoznatih funkcija q,,d2,...,ds. Taj 
sustav od s jednadžbi drugog reda moguće je transformirati u 
sustav od 2s jednadžbi prvog reda uvođenjem novih s varijabli. 
Hamilton je predložio da kao nove varijable posluže poopćeni 
impulsi p,,p2,...,Ps Koji su definirani izrazom 


OL 
n== (101) 
odi 
Kako je Z= Ex — U, a U ne ovisi o g;, može se pisati 
CE 
n== (102) 
Od; 


Npr., ako se radi o gibanju slobodne čestice mase m i ako su 
kao poopćene koordinate odabrane kartezijske koordinate, bit će 


m 
km +974 27). (103) 
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Tada se poopćeni impulsi podudaraju s pravim impulsima, od- 
nosno količinama gibanja, tj. 


0Exk Š Ex BEK 
== =—=mj;j =——=mž 104 
= ma. by m Ny k==zam (104) 
Uzme li se u obzir (97), dobit će se 
Dk = ba Akm dm + b,. (105) 
m=1 
Ako se (101) uvrsti u (82), dobit će se 
ee (106) 
pi= EFR 
Hamiltonova funkcija H definirana je izrazom 
H=»>p4a—L (107) 
iz1 


Prema tom izrazu očito je H funkcija od t, q;, q; i p;. Po- 
godnom transformacijom treba eliminirati d; pomoću p;, pa 
će se dobiti 


H = H(pu qu). (108) 
Izokronim variranjem izraza (107) dobit će se 
s OL s OL < 
šH = > Dišlji + ž diŠDi — X) => Ši — X zoi. (109) 
i= i=1 Oqi i=1 Od; 


Uz pomoć (101) mogu se prvi i četvrti član desne strane po- 
kratiti. Nakon uvrštenja (106) u taj izraz slijedi 
(110) 


8H = > (d:Špi — iša). 


ii 


Izokronim variranjem izraza (108) dobit će se 


" (6H oH 
sH= pojam (111) 

: OD; 

i=1 Di 


qu) 


Kako je sustav holonoman, svi 3q; i šp; međusobno su ne- 
zavisni, pa usporedbom izraza (110) i (111) slijedi 


oH 

Opi 

Te se jednadžbe zovu Hamiltonove jednadžbe ili kanonske 

jednadžbe dinamike. Hamiltonove jednadžbe u tom obliku vrijede 

ako je gibanje u polju konzervativnih sila. Kad djeluju disi- 

pativne sile, Hamiltonove jednadžbe imaju oblik 
AH Ga 
2q; ==. i Di. 


Izraz za Hamiltonovu funkciju može se preinačiti, a prema 
(105) g 


X pi - 


što uvršteno u (107) daje 


= dh (112) 


(113) 


s 


X > dijđjđi sk > b; idi = 2EK2 ze Eki, (114) 


mi Pi 


H =2EK» + Eki > (Ek2 + Eki + Ego > U) (115) 
H = Ek» — Eko + U. (116) 
Kad su veze skleronomne, tada je Eko= Eki =01 Ek = Ex, 


pa Hamiltonova funkcija predstavlja ukupnu mehaničku ener- 
giju, tj. zbroj potencijalne i kinetičke energije. Tada je 


H = Ek +U. (117) 


Međutim, u općem slučaju H nije jednako ukupnoj mehaničkoj 
energiji. 

Pri rješavanju mnogih problema tehničke i primijenjene me- 
hanike Hamiltonove jednadžbe su manje prikladne nego La- 
grangeove jednadžbe. Hamiltonove jednadžbe imaju veliku pred- 
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nost u mnogim granama fizike, npr. statističkoj mehanici, kvant- 
noj mehanici, teoriji perturbacija u nebeskoj mehanici itd. 

Integral energije. Kad Lagrangeova funkcija L ne ovisi 
eksplicitno o vremenu t, postoji prvi integral koji karakterizira 
promjenu energije sustava. Taj se integral zove integral energije 
ili Jacobijev integral. Ako se svaka Lagrangeova jednadžba 
(82) pomnoži sa 4; i sumira, dobit će se 
2 /d aid SnoL 


Ž ke h ča li z 


(118) 


Kako je 
S /(doL d+ S40E ŠVOB 
| -1a, = - kos 
Blanjt a ža! Zal 
bit će 
d s L. Em A 5 tih 
dt 1404 "if ča“ i Odi S Ne 
odnosno 
d (405 \ 
-[ 4q—L|=0 
užas) o 
Odatle je 
OM 
N =4-L=h = const. (121) 
izi Ođi 


. BL Kk S 
Kako je o Pe usporedbom sa (107) vidi se da je h=H. 


tj. prvi integral jednak je Hamiltonovoj funkciji. Prema tome je 


Ek» — Eko + U = const. (122) 
Ako su veze skleronomne, bit će 
Ex +U = const, (123) 


što izražava zakon o održanju mehaničke energije. 


Cikličke koordinate. U izrazu za Lagrangeovu funkciju ne 
moraju se pojaviti eksplicitno sve poopćene koordinate. One 
koordinate koje se ne pojavljuju eksplicitno nazivaju se ci- 
kličkima. Neka ima ukupno s poopćenih koordinata, od kojih 
je k <s cikličkih 


d1:42>.<>Qio 
tj. takvih da je 
S Me (124 
0q; i= LELERKE KAJ ) 
Iz Lagrangeovih jednadžbi (82) slijedi 
d BL 
—I—|= = 2 k 
dr \04;) l 2“ DEA (125) 
odnosno 
OL 
ohekscont  (=124E (126) 
Odi 


Ovi izrazi predstavljaju prve integrale Lagrangeovih jednadžbi 
i nazivaju se cikličkim integralima. 


VARIJACIONI PRINCIP MEHANIKE 


Zakoni i principi mehanike. Opći zakoni mehanike, kao npr. 
zakon količine gibanja, zakon kinetičkog momenta, zakon kine- 
tičke energije itd., izvedeni su iz Newtonovih aksioma meha- 
nike. Oni opisuju neke, ali ne i sve karakteristike gibanja. Iz 
njih se ne mogu izvesti sve jednadžbe gibanja. Osim tih zakona, 
postoje i općenitiji zakoni koji se nazivaju principima. Da bi 
neki zakon mogao biti smatran principom, mora u potpunosti 
karakterizirati gibanje mehaničkog sustava i biti potpuno ekvi- 
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valentan svim diferencijalnim jednadžbama gibanja tog sustava. 
Princip mehanike može vrijediti općenito ili samo za određenu 
klasu sustava. Prema tome, princip u određenim uvjetima može 
zamijeniti aksiome mehanike. 

Principi se dijele na diferencijalne i integralne. Diferencijalni 
principi odnose se na jednu proizvoljno odabranu konfiguraciju 
u proizvoljnom trenutku i pri tome se promatraju elementarni 
pomaci sustava s obzirom na odabranu konfiguraciju. Nasu- 
prot tome, integralni principi razmatraju konačnu promjenu 
konfiguracije u konačnom intervalu vremena. 

U diferencijalne principe spadaju: d'Alembert-Lagrangeov 
princip, Gaussov princip najmanje prinude, Hertzov princip gi- 
banja po putanji najmanje zakrivljenosti i dr. Integralni prin- 
cipi jesu Hamiltonov princip najmanjeg djelovanja i Maupertius- 
-Lagrangeov princip stacionarnog djelovanja. 

Konfiguracijski prostor. Položaj mehaničkog sustava sa n 
čestica određen je sa 3n koordinata. Po tri koordinate odre- 
đuju točku P, koju zauzima u danom trenutku čestica m;. Skup 
3n koordinata može se shvatiti kao položaj samo jedne točke 
P u3n-dimenzionalnom prostoru koji se naziva konfiguracijskim 
prostorom. Svakoj konfiguraciji sustava odgovara jedan položaj 
točke P. Pri gibanju pojedinih točaka sustava mijenjaju se neke 
od 3n koordinata točke P, pa ona mijenja svoj položaj, tj. 
opisuje putanju u konfiguracijskom prostoru. Analogno običnom 
prostoru uvodi se pojam konfiguracijskog vektora položaja, 
brzine, ubrzanja itd. Konfiguracijski vektor položaja ima 3n 
skalarnih komponenata. Prema tome, matrica tog vektora ima 
3n skalarnih elemenata, odnosno n vektorskih elemenata. Slično 
vrijedi i za vektor brzine i vektor ubrzanja u konfiguracijskom 
prostoru, tj. 


P=(f.f4.... f,) 

“Md eo 

i= rem (Fis72:<-:97) (127) 
e a oj a 

d= dž oPooPa) 


Konfiguracijski prostor olakšava praćenje gibanja sustava u 
analogiji sa zornim gibanjem jedne čestice u običnom trodi- 
menzionalnom prostoru. 

D'Alembert-Lagrangeov princip.  D'Alembert-Lagrangeov 
princip glasi: Ako se mehanički sustav giba i ako je podvrgnut 
idealnim dvostranim vezama, zbroj virtualnih radova aktivnih 
sila i sila inercije jednaka je nuli, tj. 


X (fi— mi) šfi = 0. (128) 
i=1 

Za jednostrane veze umjesto izraza (128) vrijedi izraz 
X (Fi — md) 8; < 0. (129) 
i=1 


D'Alembert-Lagrangeov princip ujedinjuje d'Alembertov 
princip i princip virtualnih radova. Izraz (129) zove se još i 
opća jednadžba dinamike. 

Gaussov princip najmanje prinude. Gaussova prinuda Z jest 
mjera odstupanja gibanja zadanog sustava koji je podvrgnut ve- 
zama od gibanja takva istog sustava, ali s odstranjenim ve- 
zama. U oba primjera uzima se ista početna konfiguracija, iste 
početne brzine i iste aktivne sile. Čestice vezanog sustava gi- 
baju se pod djelovanjem aktivnih sila F; i reakcija veza F,,, 
dok se čestice slobodnog sustava gibaju samo pod djelovanjem 
aktivnih sila Fi. 

Neka u nekom trenutku jedna čestica sustava mase m; zav- 
zima položaj P i neka ima početnu brzinu #;. Pod djelovanjem 
rezultante aktivnih sila F; i rezultante reakcije veza F pi čestica 
će dobiti ubrzanje 4; i u vrlo kratkom intervalu vremena At 


prijeći će put PP, (sl. 14), gdje je 


- 


PP, = At + >4Ar?. (130) 


TEVIILS 


65 
Kad bi čestica bila slobodna, prešla bi put PP, 
zau 1 £F, 
PP, = At + ——At2. (131) 
2 m, 
Razlika prijeđenog puta iznosi 
> = mam1/A 2 
P,P,= PP, — PP, = SIE — 4, AIG (132) 
2\m, 


Kao mjeru odstupanja prinudnog gibanja od slobodnog gi- 
banja čestice Gauss je definirao veličinu proporcionalnu kva- 


dratu P,P, i tu veličinu nazvao prinudom 

(133) 
gdje je Z; prinuda jedne čestice. Prinuda čitavog sustava jed- 
naka je zbroju prinuda pojedinih čestica, tj. 

F 22 


di). 


n n 1 
Z=XZ=) 
i i=1 


i=1 


(134) 


m;| 

\m 
Gaussov princip najmanje prinude glasi: Stvarno gibanje su- 
stava u svakom trenutku razlikuje se od kinematički mogućih 
gibanja, koja počinju iz iste konfiguracije i s istim početnim 
brzinama, po tome što je za stvarno gibanje prinuda mini- 
malna, tj. 


BZ = >> (Fi — md;)ša; = 0. 


i=1 


(135) 


Kako su koordinate i brzine konstantne, varira se samo 
ubrzanje. U skalarnom obliku Gaussov princip glasi 


X (Fix — m ž)3ši +(F — m) 8% + (Fee — m;24)3ž; = 0. (136) 
iz1 


m 


Sl. 14. Definicija 
Gaussove prinude 


SI. 15. Primjena Gaussova principa na gi- 
banje niz kosinu 


Primjena Gaussova principa ilustrirana je na primjeru čestice 
koja se giba niz kosinu (sl. 15). Neka su početni položaj i 
početna brzina čestice A jednaki nuli. Kad bi čestica bila slo- 


bodna, prešla bi put AB = TA. Vezana čestica je prisiljena 
da se giba po kosini. Ima beskonačno mnogo kinematički 


: >> 4. 
mogućih pomaka. Na slici je označeno nekoliko: AC, = ZAP, 


prem = S itd. Među svim tim pomacima pravi je onaj za 
koji je prinuda, tj. odrezak BC, najmanji. Ako se iz točke B 
spusti okomica na kosinu, dobije se točka C,. Očito je od svih 


odrezaka BC, najmanji, tj. stvarno se gibanje zbiva ubrzanjem 
a, tako da je 


BC, = ABsina, (137) 
odnosno 
2 a2 = 2 ar2sino (138) 
5 2 


Odatle je pravo ubrzanje a = gsina. 


Hertzov princip putanje najmanje zakrivljenosti. Ako je me- 
hanički sustav podvrgnut skleronomnim vezama i ako na njega 
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ne djeluju aktivne sile, stvarno gibanje zbiva se konstantnom 
brzinom i od ostalih kinematički mogućih gibanja razlikuje se 
po tome što putanja stvarnog gibanja ima najmanju zakrivlje- 
nost. Misli se na brzinu i putanju u konfiguracijskom 3n- 
-dimenzionalnom prostoru. 

Ako je čestica prisiljena da se giba po glatkoj površini i 
ako na česticu ne djeluju aktivne sile (mora biti isključena i 
gravitacija), čestica će se gibati po geodezijskoj liniji, tj. po 
putanji najmanje zakrivljenosti. 

Hamiltonov princip najmanjeg djelovanja. Hamiltonovim dje- 
lovanjem S naziva se određeni integral 


tz 
S = (| Ldt, 
th 
gdje je L = L(q;,4;,1) Lagrangeova funkcija. Hamiltonov princip 
uspoređuje Hamiltonovo djelovanje na stvarnom putu s Hamil- 
tonovim djelovanjem na zaobilaznim putovima, pri čemu zao- 
bilazna putanja ima istu početnu i krajnju točku kroz koju 
čestica ili sustav prolaze u istim trenucima t, i t» (sl. 16). Ako 
se radi o gibanju jedne čestice, putanje na sl. 16 odnose se na 
zorne putanje u običnom trodimenzionalnom prostoru, a ako se 
radi o gibanju sustava, radi se o hiperkrivulji u konfigura- 
cijskom 3n-dimenzionalnom prostoru. Budući da se u trenucima 
t, it, obje putanje podudaraju, izokrone varijacije poopćenih 
koordinata identički su jednake nuli, tj. 


dat) = 0, 2qi(t2) = 0. (140) 


Duljine prave i zaobilazne putanje nisu jednake, a kako su- 
stav po objema putanjama prelazi za isto vrijeme to —t,, 
poopćene brzine koje se odnose na isti trenutak prave i zao- 
bilazne putanje jesu različite, pa je i kinetička energija u istim 
trenucima različita, a različite su i potencijalne energije. 


(139) 


o 


Stvarna 
putanja 


mg 


SL 17. Čestica mase m vezana 
oprugom giba se u vertikal- 
noj ravnini 


SI. 16. Stvama i zaobilazna ili uspored- 
bena putanja u Hamiltonovu principu 


Uza sva ta ograničenja Hamiltonov princip za holonomne 
sustave glasi: gibanje po stvarnoj putanji razlikuje se od gibanja 
po bliskoj zaobilaznoj putanji po tome što Hamiltonovo djelo- 
vanje ima stacionarnu vrijednost u usporedbi s djelovanjem po 
zaobilaznim putanjama, ili izraženo na drugi način, samo je pri 
stvarnom gibanju izokrona varijacija Hamiltonova djelovanja 
jednaka nuli, tj. 

l2 
38 =3| Ldt = 0. (141) 
ti 
Hamiltonov princip u tom obliku vrijedi samo ako su sve sile 
konzervativne. Ako sile nisu konzervativne, bit će 
lt, t 
(Ex + BA)dt = ((8Ex — Q,8q,)dt = 0. 
im ti 
Hamiltonov princip može se proširiti i na lineame neholo- 
nomne veze. 

Primjer. Kuglica mase m obješena je na oprugu konstante c 
(sl. 17). Gibanje je ograničeno na ravninu slike. Lagrangeova 
funkcija sustava iznosi 


(142) 


KR: : l 
KE zm + 1202) + mgrcoseo — zdr — ro), (143) 


gdje je ro duljina nenapete opruge. Hamiltonov princip daje 


ta 12 
[5Zdr = ([mršr + mro?šr + mr? pšo + mgšrcoso — 


1 th 


— mgrsinpšo — c(r — ro)ar]dt. (144) 


Kako je 
mrardt = mrd(8r) = d(mršr) — mšrrdt 


d(mržd 
mr? o3odt = d(mr? 080) — nE 
t 
= d(mr2 080) — šo(mr?o + 2mrro)dt, 


bit će 


( (Im — mrp? — mgcoseo + c(r — ro)]šr + [mrp +2mrFo + 


ti 


+ mgrsino]|do)dt — ( [d(mr3sr)+d(mr?o8o)]dt =0. (145) 


th 


Drugi integral jednak je nuli, jer je za t, it» šr=80=0. 
Kako su šr i 80 nezavisni, prvi integral jednak je nuli za sve 
šr i 80 samo ako je 


mrf— mre? —mgcoso + c(r—r)=0 (146) 


mr + 2mrro + mgrsino = 0. 


Izraz (146) predstavlja jednadžbe gibanja sustava sa slike 17. 

Hamiltonov princip ima veliko teorijsko značenje u klasičnoj 
mehanici, a još više u kvantnoj mehanici, teoriji relativnosti i 
drugim granama fizike. Međutim, taj princip ne olakšava rješa- 
vanje konkretnih problema vezanih uz diskretne sustave. Ha- 
miltonov princip u posljednje vrijeme sve se više upotrebljava 
pri rješavanju problema iz dinamike kontinuiranih sustava: šta- 
pova, ploča, ljuski itd. 

Primjer. Na elastični štap konstantnog presjeka (sl. 18) dje- 
luje dinamičko kontinuirano opterećenje q = q(x, t). Rubni uvjeti 
za sada nisu određeni. 


\ zm 


Si. 18. Poprečne vibracije štapa 
LU 
Potencijalna energija deforruacije štapa iznosi (v. Nauka o 
čvrstoći) 


U = => w'dx, (147) 
12 
dok je kinetička energija 
l 
"= Ziždx, (148) 


gdje je o linijska gustoća nosača, tj. masa po jedinici duljine, a 


dw , džw . dw 
w = — Ww=—, W= — 
dx? dt 


itd. 
Potencijal vanjskog opterećenja jest 
Up = — [abxrhuox ax + Dow(0,t) + 
+ Mow'(0,t) — Qw(l,t) — 


Mw'(1,t). (149) 
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Hamiltonov princip sada glasi 


š ((U + Uz — Edit = 0, 


M 


(150) 


odnosno 


dx + 


o 


+ 00m(0,1)-+ Mow(0.1)— Opti, )— Muw, 0) do (50 


Kad se provede variranje podintegralne funkcije, dobit će se 


no 
| U[EIw"š(w")—owaw— g(x,1)šw]dx + Q98w(0,1) + 


40 


+Mošw'(0,r)— Qraw(l,r)— Mraw(1,1))dt = 0. (152) 


0(3w) 


oy nakon parcijalnog integri- 


Kako je š(w") = (šw)" i aw = 


ranja dobit će se 


i I EIw"8(w")]dr = ( ([EIw"3w] — 


hi m 


Li 

— [(EIw"Yšwlo + f (EI w")"šwdx)dt. (153) 
0 

Isto tako je 


fazi l t 
f [fowa(w)dx]dr = (([owaw];:— ( owawdr]dx. 
kl bj 


hh 


(154) 


Prema definiciji je šw = 0 za trenutke t, i to, pa prvi član 
desne strane izraza (153) iščezava, tako da nakon uvrštenja 
(153) i (154) u (152) slijedi 


[ Utlerwy+, 2% — a(xV]owdx +[Q0 +(E1WY]-03w(0,1) + 


+[- 0, — (ETw"Y]3w(l,) + [Mo — ETw"]3w'(0,1) + 
+[- Mi— EIw"]-18w(1,0))dt = 0. (155) 


Kako se šw može odabrati proizvoljno, da bi izraz (155) za 
svako 3w bio jednak nuli, mora biti 


: (EIw")" +0W% = g(x,t) (156) 
i 
Q=(EIwh-o ili wr) =0 
Q=(ElwY., ili swlr)=0 . 
Mo=(EIw)-o ili šw(,t)=0 Mo) 
M;=(EIw'h-, ili o sw(l=0. 


Izraz (156) predstavlja diferencijalnu jednadžbu fleksijskih vi- 
bracija štapa. Izrazi (157) predstavljaju rubne uvjete. Očito je 
da na svakom kraju štapa mora biti zadana bilo poprečna 
sila bilo pomak w, ali ne oboje istodobno. Isto tako treba 
biti zadan moment savijanja M ili kutni pomak w', ali ne oba 
istodobno. 

Princip najmanjeg Lagrangeovog djelovanja. Lagrangeovo dje- 
lovanje A definirano je izrazom 


(158) 


U principu najmanjeg Lagrangeova djelovanja uspoređuje se 
gibanje po stvarnoj i zaobilaznoj putanji koje se obavlja pri 
konstantnoj ukupnoj energiji Ex + U = const. Kako je energija 
konstantna, moraju i poopćene brzine biti konstantne, a jer su 
putovi različiti, mora i interval vremena biti različit. Prema 
tome, na krajevima putanje izokrone varijacije poopćenih koor- 
dinata nisu jednake nuli. Umjesto toga uzima se da su pune 
varijacije poopćenih koordinata na krajevima obiju putanja jed- 
nake nuli, tj. 
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(M)h-,=0 i (44)h-,=0 (159) 


Pod svim tim uvjetima taj princip glasi: Puna varijacija La- 

grangeova djelovanja jednaka je nuli, tj. 

šA =0. (160) 

Osim obrađenih principa mehanike formulirani su i drugi 

principi, a mogu se formulirati i novi ili već formulirani poop- 
ćiti na nove klase sustava. 
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1. Alfirević 


MEHANIKA FLUIDA, znanost o mehaničkom pona- 


šanju fluida. Prema stanju fluida razlikuju se: statika fluida, 
koja se bavi zakonima ravnoteže i tlakova u fluidima u miro- 
vanju, kinematika fluida, koja se bavi zakonima gibanja fluida, 
i dinamika fluida, koja se bavi silama koje djeluju na fluide, 
gibanjima koja nastaju djelovanjem tih sila i interakcijama iz- 
među čvrstih tijela i fluida u gibanju. Prema vrsti fluida raz- 
likuju se dvije osnovne grane mehanike fluida: aerodinamika, 
znanost o ravnoteži i gibanjima stlačivih fluida (zraka, plinova), 
te hidrodinamika, znanost o ravnoteži i gibanjima nestlačivih 
fluida (vode, kapljevina). 


Arheološki nalazi, rijetki izvorni crteži i stare legende dokazuju da je već 
u prethistorijsko doba čovjek iskustvom pronalazio praktična rješenja brojnih 
problema mehanike fluida. Izumio je splav, čamac i brod, te veslo i jedro za 
pogon tih plovila, naučio gradnjom kanala i nasipa kontrolirati vodene tokove, 
navodnjavati i odvodnjavati zemlju, te sprečavati poplave, izumio je strelicu 
s repnim stabilizatorom, kovački mijeh, primitivno vodeničko kolo, primitivnu 
vjetrenjaču itd. 

Prva zapisana tumačenja nekih pojava mehanike fluida potječu od grčkih 
filozofa starog vijeka. U jednoj se od svojih rasprava Aristotel (384. do 
<-322) bavi gibanjem tijela kroz vodu i zrak i zaključuje da je otpor koji 
medij pruža gibanju tijela proporcionalan gustoći medija. Arhimed iz Sirakuze 
(287. do <-212) smatra se osnivačem hidrostatike.. On je postavio tri osnovna 
poučka o uzgonu i istisnini tijela koje pluta na površini vode ili je uronjeno 
u vodu, te teoriju stabilnosti sfernog segmenta koji pluta. Ktesibije iz Alek- 
sandrije (krajem IH st.) izumio je vodeni sat, hidrauličke orgulje, zračnu 
pušku i vatrogasnu dvostapnu crpku. Heron iz Aleksandrije (između <—250. i 
150) ostavio je zapise o pneumatici, razradio teoriju sifona, prvi opisao 
mlazni pogon pomoću vodene pare i prikazao postupak kojim se može prora- 
čunati količina vode koja protječe kroz cijev. Filon iz Bizanta (II st.) bavio 
se pneumatikom i primjenom sifona za održavanje konstantne razine tekućine 
u tlačnim komorama. 

Znanje o mehanici fluida Rimljani su preuzeli od Grka, ali nisu dopri- 
nijeli daljem razvoju te znanosti. Rimljani su doduše izgradili velike vodovodne 
sustave i kanalizaciju u gradovima, te poboljšali oblik brodskog trupa, ali to 
su sve bile samo primjene grčkih spoznaja i teorija. Jedini važniji pisani radovi 
s područja mehanike flnida iz rimskog vremena potječu od Marka Vitruvija 
Poliona (I st.), koji je kompilirao tadašnja grčka znanja o hidraulici, i Seksta 
Julija Frontinia (40—103), koji je opisao metode raspodjele vode. 

Nakon propasti Rimskog Carstva u kršćanskoj Evropi znanost je skoro 
tisuću godina stagnirala, ili čak i nazadovala. Grčke su spoznaje o mehanici 
fluida zaboravljene, a velike su rimske hidrogradnje zapuštene ili uništene. 
U arapskom je svijetu nastavljen razvoj hidrauličkih strojeva i naprava; 
usavršeno je vodeničko kolo i vjetrenjača, izumljeni su neki novi hidraulički 
automati, poboljšani su vodovodni uređaji itd. Neke od tih pronalazaka 
Mauri su donijeli u Španjolsku, a neke su, kao npr. usavršeno vodeničko 
kolo, križari prenijeli u Evropu. 

U XV st. renesansa je oslobodila umjetnost i znanost od skolastičkih 
stega, pa se i mehanika fluida ponovno počinje razvijati. Na osnovi proma- 
tranja prirode i fizikalnih pokusa Leonardo da Vinci (1452—1519) opisuje u 
svojim radovima mnoge pojave hidrostatike, hidrodinamike i mehanike leta. 
Prvi je postavio princip zakona kontinuiteta, a približno je točno rastumačio 
relativno gibanje, prirodu valova na površini vode, putanju slobodnog mlaza 
kapljevine, raspodjelu brzina u vrtložnom strujanju, protjecanje vode u otvo- 
renim kanalima, stvaranje virova u području odjeljivanja strujnica itd. Otkrio 
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je strujni oblik tijela i izradio nacrte različitih hidrauličkih strojeva, među 
njima i centrifugalne pumpe, a kao veliki zagovornik eksperimentalnih metoda 
istraživanja predložio je postupke i mjerne instrumente za istraživanja u me- 
hanici fluida. 

Od renesanse do polovice XVII st. gotovo svi radovi o mehanici fluida 
zasnivali su se na pokusima i neposrednom promatranju pojava. Galileo 
Galilei (1564—1642) bavio se hidrostatikom, te je naslutio da i kapljevine 
imaju vlačnu čvrstoću, a proučavajući slobodni pad tijela zaključio je da otpor 
zraka gibanju tijela raste s brzinom tijela i gustoćom medija. Evangelista 
Torricelli (1608—1647), pronalazač barometra, postavio je zakon istjecanja vo- 
denog mlaza iz posude, a Domenico Guglielmini (1655—1710), koji se smatra 
osnivačem talijanske hidraulike, napisao je dvije knjige o strujanju vode u 
rijekama i otvorenim kanalima, uključujući i prijenos sedimenta. U Nizozemskoj 
je matematičar i fizičar Simon Stevin (1548—1620) prvi odredio tlak kojim 
kapljevina djeluje na čvrstu ravnu podlogu i protumačio tzv. hidrostatski para- 
doks da tlak kapljevine na dno posude ne ovisi o obliku posude nego jedino 
o visini kapljevine u posudi. Na temelju eksperimenata u Francuskoj je Edm€ 
Mariotte (1620-1684) objavio radove o elastičnosti zraka i gibanju fluida, 
obrađujući na potpuno nov način svojstva fluida i sile kojima fluid u gibanju 
djeluje na čvrste stijenke cijevi. 

Mehanika fluida ipak s. nije mogla dalje razvijati samo na osnovi ekspe- 
rimenata i zapažanja, definirajući osnovne pojmove opisno i bez jasne među- 
sobne veze. Za kvantitativni i kvalitativni opis pojava i njihove međuovisnosti 
bile su potrebne nove matematičke spoznaje i bolje poznavanje osnovnih zakona 
fizike; taj je napredak ostvaren tokom XVII st. Renć Descartes (1596—1650) 
postavio je osnove analitičke geometrije, J. Wallis (1616—1703) i G. W. Leibniz 
(1646—1716) razvili su infinitezimalni račun, a Blaise Pascal (1623—1662), osim 
znatnog doprinosa razvoju matematike, dokazao je da u mirnom fluidu tlak 
djeluje jednako u svim pravcima (Pascalov princip). Neovisno o Leibnizu, Isaac 
Newton (1642—1727) došao je do osnovnih pravila infinitezimalnog i integral- 
nog računa, i primijenio ih za matematički opis hidrodinamičkih pojava. 
Newton je uveo pojam fluida kao kontinuuma, pojam viskoznosti fluida, 
analizirao gibanje fluida pomoću principa količine gibanja, ispitao otpor fluida 
djelovanju inercijskih, viskoznih i gravitacijskih sila, otkrio kontrakciju slobod- 
nog mlaza kapljevine i dokazao da se brzina vala na površini vode mijenja 
s drugim korijenom duljine vala. Švicarac Johann Bernoulli (1667—1748) defi- 
nirao je pojam unutrašnjeg tlaka u mehanici fluida. 

Potkraj XVII st. matematika se već toliko razvila da je mogla poslužiti 
za opis, osnovnih zakona gibanja fluida, što je bio preduvjet da se u XVIII st. 
postave temelji moderne hidrodinamike. Kovanicu hidrodinamika stvorio je Švi- 
carac Daniel Bernoulli (1700—1782) u svom djelu Hydrodynamica, sive de 
viribus et motibus fluidorum commentarii (1738), ali se osnivačem moderne 
hidrodinamike smatra Leonhard Euler (1707—1783). On je napisao više origi- 
nalnih radova o mehanici fluida i primjeni matematičke analize, te je prvi 
protumačio djelovanje tlaka u fluidu koji se giba, formulirao osnovne jednadžbe 
gibanja fluida, uveo pojam kavitacije i razjasnio princip rada centrifugalnih 
strojeva i reakcijske turbine. Vrlo važne doprinose matematičkom opisu gibanja 
fluida dali su i Eulerovi suvremenici Jean Le Rond d'Alembert (1717—1783), 
Joseph Louis Lagrange (1736—1813) i Franz Joseph von Gerstner (1756—1832). 
Tada postavljene teorije i razvijeni postupci matematičke analize gibanja fluida 
i danas su osnove hidrodinamike. Međutim, u to su vrijeme inženjeri znali 
vrlo malo matematike da bi razumjeli te teorije, pa ih nisu ni prihvatili, nego 
su nastavili rješavati praktične probleme, uglavnom pomoću pokusa i opažanja. 
Tako su se hidraulika i hidrodinamika kroz gotovo dva sljedeća stoljeća razvi- 
jale neovisno jedna o drugoj; hidraulika je postajala sve korisnije inženjersko 
umijeće, a hidrodinamika sve, elegantnija matematička disciplina. 

Tokom XVIII i XIX st. učinjen je golem napredak u eksperimentalnoj 
hidromehanici. H. Pitot (1695—1771) izumio je instrument za mjerenje brzine 
strujanja fluida (Pitotova cijev); P. L. G. Du Buat (1734—1809) uveo je pojam 
virtualne mase tijela koje se giba u kapljevini, proučavao je otpor tijela u vodi, 
izumio je piezometar za mjerenje tlaka u kapljevini; R. Woltman (1757— 
1837) izumio je hidrometrijsko kolo za točno mjerenje brzine toka vode; G. B. 
Venturi (1746—1822) bavio se otporom strujanja vode u cijevima, izumio je 
instrument za mjerenje protoka (Venturijeva cijev), U to doba razvijena je 
tehnika ispitivanja modela u smanjenom mjerilu i pod kontroliranim uvjetima. 
W. Froude (1810—1879) izgradio je (1872) prvi moderni bazen za ispitivanja 
brodskih modela, L. J. Fargue.(1827—1910) proveo je prva ispitivanja (1875) 
na modelu rijeke i time postavio temelje modernog hidrauličkog laboratorija, 
a H. F. Phillips (1845—1912) konstruirao je prvi aerotunel (1884). Usavršena 
mjerna tehnika i brojni točniji mjerni podaci omogućili su ispravke i pobolj- 
šanja postojećih formula za praktično rješavanje inženjerskih problema. J. A. 
Eytelwein (1764—1848), G. Bidone (1781—1839), J. B. Belanger (1789—1874), 
G. G. de Coriolis (1792—1843), A. J. C. B. de Saint-Venant (1797—1886), 
A.J. E. J. Dupuit (1804—1866), J. A. C. Bresse (1822—1883), E. J. Boudin 
(1820—1893), P. F. D. du Boys (1847—1924), H. E. Bazin (1829—1917) i R. 
Manning (1816—1897) dali su na osnovi mjerenja i pokusa ispravljene i nove 
empiričke formule za strujanje vode u otvorenim kanalima i rijekama. Nove 
matematičke izraze za strujanje kapljevine u cijevima dali su R. de Prony 
(1755—1839), G. H. L. Hagen (1797—1884), J. L. Poiseuille (1799—1869) i 
H. P. G. Darcy (1803—1858). U radovima o otporu tijela koje se giba u 
kapljevini C. A. de Coulomb (1736—1806), M. Beaufoy (1764—1814), J. C. 
Russell (1808—1882) i W. Froude objavili su podatke o ovisnosti otpora o 
obliku tijela, te pokazali da otpor zbog stvaranja valova ovisi o sili: gravitacije, 
a otpor trenja o viskoznosti kapljevine. U drugoj polovici XIX st. počela su i 
aerodinamička istraživanja u vezi s prvim letjelicama — jedrilicama. O. Lilien- 
thal (1848—1896) bavio se aerodinamikom i gradnjom jedrilica, a F. W. 
Lanchester (1868—1946) postavio je na osnovi pokusa kvantitativne izraze za 
uzgon na aeroprofilima. 

U XIX st. teorijska hidrodinamika također je mnogo napredovala. L. M. 
H. Navier (1785—1836) modificirao je Eulerove jednadžbe gibanja fluida, uzi- 
majući u obzir i djelovanje molekularnih sila. Taj su rad nastavili A. L. de 
Cauchy (1789—1857) i S. D. Poisson (1781—1840), da bi konačno G. G. 
Stokes (1819—1903) uveo u Navierove jednadžbe dinamičku viskoznost i tako 
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dobio današnje Navier-Stokesove jednadžbe za gibanje viskoznog fluida. Doka- 
zano je da otpor trenja viskoznog fluida ovisi o režimu strujanja. O. Reynolds 
(1842—1912) uveo je parametre za viskozno strujanje i jednadžbu turbulentnog 
strujanja. H. L. F. von Helmholtz (1821—1894), W. Thomson (Kelvin of Largs 
1824—1907), J. W. Strutt (Lord Rayleigh, 1842—1919), J. Boussinesq (1842— 
1929) i drugi objavili su radove s novim analitičkim izrazima za različite režime 
i tipove strujanja fluida, za kavitaciju, za valove na ograničenoj i neograničenoj 
dubini i širini vode, za dinamičku sličnost strujanja itd. 

Na prijelazu u XX st. postalo je očito da treba ukloniti jaz između teo- 
rijske hidrodinamike i inženjerske hidraulike ako se želi dalji napredak zna- 
nosti o fluidima. To je značilo da se teorija mora povezati s fizikalnim činje- 
nicama koje su utvrđene eksperimentima i neposrednim mjerenjima. Tako je 
počelo ujedinjavanje analitičkih i eksperimentalnih istraživanja, pa je nastala 
znanstvena disciplina nazvana mehanikom fluida. Osnivačem današnje meha- 
nike fluida smatra se L. Prandtl (1875—1953), poznat po teoriji graničnog 
sloja. Od početka XX st. pa do danas mehanika fluida postigla je golem 
napredak. Nove su spoznaje o fluidima omogućile brzi razvoj znanstvenih i 
tehničkih disciplina u kojima je fluid jedan od utjecajnih faktora. 


FIZIKALNE OSNOVE 


Definicije, pretpostavke, klasifikacija i osnovne fizikalne ve- 
ličine. Fluid ili tekućina je tvar koja se pod djelovanjem smič- 
nog naprezanja, koliko god malenog, neprekidno deformira. Iz 
te definicije slijedi zaključak, koji i sam može poslužiti kao de- 
finicija fluida, da u fluidu u stanju mirovanja ne mogu posto- 
jati smična naprezanja. Smično naprezanje je tangencijalna kom- 
ponenta površinske sile podijeljena s mjernim brojem površine. 
Neprekidna deformacija, o kojoj se govori u definiciji fluida, po- 
java je koja se zove strujanje fluida. Općenito, što je veće smično 
naprezanje, to je veća brzina deformacije. Za razliku od fluida, 
čvrsto (elastično) tijelo pod djelovanjem smičnog naprezanja, 
koje ne prelazi određenu granicu, deformira se za konačnu 
vrijednost i prestankom djelovanja naprezanja vraća se u prvo- 
bitni oblik. 

Postoje prividno čvrsta tijela koja se neprekidno deformi- 
raju poput fluida kad naprezanje premaši određenu vrijednost. 
Za takva tijela se kaže da su u plastičnom stanju. Plastično 
strujanje ne proučava mehanika fluida. X 

Djelovanjem tlačnog naprezanja fluid se u stanju mirovanja 
načelno ponaša kao i čvrsto tijelo, i svakoj promjeni tlaka od- 
govara promjena volumena fluida. Razlika je samo u kvantita- 
tivnom odnosu tih promjena. Prema veličini tih promjena fluidi 
se mogu svrstati u dvije kategorije: kapljeviti fluidi ili kapljevine 
i plinoviti fluidi ili plinovi. 

Kapljevine neznatno mijenjaju volumen promjenom tlaka i 
smještene u posudu, koju djelomično ispunjavaju, formiraju slo- 
bodnu površinu na granici s okolišnom atmosferom. Izbačene 
u atmosferu u obliku tankog mlaza kapljevine se raspršuju for- 
mirajući sitne kapljice. U većini problema mehanike fluida ka- 
pljevine se mogu smatrati nestlačivima. 

Plinovi su vrlo stlačivi, i obratno, kad se smanjuje tlak šire 
se neograničeno, pa zatvoreni u posudu ispunit će čitav njen 
volumen. 

Takvo ponašanje tih dviju vrsta fluida uzrokovano je rela- 
tivno manjim udaljenostima između molekula kapljevina i rela- 
tivno većim udaljenostima među molekulama plinova te pripad- 
nim međumolekularnim silama koje djeluju na tim udalje- 
nostima. 

U ovom su članku svi izvodi provedeni a izvedene jednadžbe napisane u 
homogenom obliku s obzirom na konzistentan sustav jedinica (v. Dimenzijska 
analiza, TE 3, str. 340, v. Metrologija, zakonska). Dakle, .pisane su kao vetičinske 
jednadžbe. Kad se od toga principa iz praktičnih razloga odstupi i kad se 
jednadžba napiše kao brojčana jednadžba, veličine su stavljene u vitičastu za- 
građu ( ;, da se upozori na tu činjenicu, i odmah nakon takve brojčane jed- 
nadžbe dane su jedinice za koje je takav brojčani oblik jednadžbe jedino valjan. 
Tako je, npr., formula (99) za viskoznost plina u pisana u homogenom obliku 
s obzirom na konzistentan sustav jedinica, i to. je veličinska jednadžba. Uvršte- 
njem numeričkih vrijednosti za neke konstante ta je jednadžba prešla u broj- 
čanu jednadžbu (100) valjanu samo za određeni sustav jedinica označen u 
tekstu. 

Stlačivost ili kompresibilnost fluida kvantitativno se izražava 


u diferencijalnom obliku 
dV dp 
Taskak > () 


gdje je V volumen s dimenzijom [V] = L*, dakle [V]gr = m*, 
p tlak s dimenzijom [p] = ML-'T ?, dakle [p]gr = N/m? = 
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= Pa, a K volumenski (prostorni) modul elastičnosti s dimenzi- 
jom [K]= ML-!'T-*, dakle [K]g = N/m? = Pa. Negativni 
predznak u izrazu (1) pokazuje da pozitivnom prirastu tlaka 
odgovara smanjenje volumena. 

Za vodu se modul elastičnosti K mijenja od 2+10% do 
3-10% N/m? u širokom području temperatura i tlakova. Za razli- 
čita ulja K je 1,3+10%.-.1,9-10? N/m?. Za živu K = 2,76-10/% 
N/mž, tako da je živa približno deset puta manje stlačiva od 
vode i približno deset puta stlačivija od čelika. 

Recipročna je vrijednost volumenskog modula elastičnosti 
koeficijent volumenske stlačivosti fi, = 1/K s dimenzijom [f,] = 
= M“'LT*, dakle [8,]g = m?/N = 1/Pa. 

Modul K za plinove zavisi od termodinamičkog procesa 
stlačivanja. Ako se stlačivanje (kompresija) provodi pri kon- 
stantnoj temperaturi i uz primjereno odvođenje topline, tada je 
K = p, što proizlazi diferenciranjem jednadžbe izoterme pV = 
= const. Ako je stlačivanje izentropsko, tada je K = xp, što 
proizlazi iz jednadžbe izentrope pV* = const., gdje je x omjer 
specifičkih toplinskih kapaciteta i ima dimenziju [x] = 1. 

Ta razmatranja o stlačivosti fluida odnose se na fluid za- 
tvoren u posudu i izvana komprimiran. Kad fluid struji, ili se 
tijelo giba u fluidu, utjecaj stlačivosti fluida zavisi od omjera 
brzine strujanja (ili brzine gibanja tijela) i brzine zvuka u fluidu. 
Taj se omjer zove Machov broj, Ma = v/c, gdje je v brzina 
strujanja fluida ili brzina gibanja tijela u fluidu, a c brzina 
zvuka. Za Ma < 0,2-::0,3 utjecaj stlačivosti je zanemariv, pa se 
govori o nest'ičivom strujanju, a za Ma > 0,3 pojavljuje se 
stlačivo strujanje. U mnogim je praktičnim primjenama dostig- 
nuta i premašena brzina zvuka u plinovima, pa nastaju i mnogi 
problemi stlačivog strujanja. I u kapljevinama postoje pojave, 
kao što su širenje podvodne eksplozije, vodeni udar i sl., koje 
spadaju među probleme stlačivog strujanja, jer se tada utjecaj 
stlačivosti kapljevina, premda i male, ne može zanemariti. Kad, 
međutim, plinovi struje brzinom pet puta manjom od brzine 
zvuka, može se praktički zanemariti njihova velika stlačivost. 

U mehanici fluida proučavaju se problemi vanjskih mani- 
festacija fluida, tj. pojave se promatraju fenomenološki, ne ula- 
zeći u fizikalnu strukturu materije. S takva stanovišta fluid se 
promatra kao neprekidna sredina ili kontinuum, koji zadržava 
neprekidnost fizikalnih svojstava prelazeći i u infinitezimalne 
volumene, odnosno u graničnom prijelazu i u nulti volumen, 
tj. u točku. Temeljena na toj pretpostavci, definicija gustoće 
fluida daje se u obliku 


HK Am 2 
B=MLAV!: (2) 


gdje je o gustoća s dimenzijom [0] = ML"-*, dakle [o]sg = 
= kg/m*, m masa s dimenzijom [m] = M, dakle [m]g = kg, 
a V volumen. Nestlačiva tekućina definirana je jednadžbom 
o = const., pa definicijski izraz za gustoću prelazi u o = m/V. 
Takve su praktički kapljevine, i zato se ne mogu toliko razrije- 
diti da se ne bi mogla primijeniti hipoteza kontinuuma. 
Plinovi se u problemima mehanike fluida općenito pojavljuju 
kao kontinuum s prostorno i, u općem slučaju, s vremenski 
promjenljivom gustoćom, prema definiciji (2), u pojedinim toč- 
kama i vremenskim trenucima. U takvim je problemima uz plin 
vezano prostorno i vremenski promjenljivo skalarno polje gu- 
stoće 
o o(x, 2, 1). (3) 


Elementarna čestica fluida, u smislu fenomenoloških problema 
mehanike, definirana je u tom skalarnom polju elementom mase 


dm = odV. (4) 


Tako definirana čestica fluida ne smije se zamijeniti s pojmom 
molekule tvari. Elementarna čestica fluida sadržava, naime, to- 
liko mnogo molekula da statistički proračun daje pouzdanu i 
stabilnu srednju vrijednost pojedinih fizikalnih svojstava i dina- 
mičkih veličina. 

Za razliku od kapljevina, plinovi mogu doći u tako razrije- 
đeno stanje da hipoteza kontinuuma nije više održiva. Kad se 
postavljaju granice održivosti te hipoteze, bitno je poznavati 
kvantitativne odnose u mikrostrukturi tvari. 
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Svaka je tvar diskretna, tj. sastavljena od odijeljenih čestica, molekula i 
atoma. Polumjer jezgre atoma ima red veličine 10/'> cm, a polumjer molekule 
vodika 1,36 10-% cm. Kubični centimetar zraka u normalnim uvjetima (na tem- 
peraturi OC i pri tlaku od 1,01325 bar) sadrži N = 2,687. 10"? molekula, 
U kocki sa stranicama 107 *cm, što je u granicama točnosti mjerenja u teh- 
ničkoj praksi, još uvijek se nalazi 2,7+10'% molekula, što je dovoljno za pro- 
račun pouzdane i stabilne srednje vrijednosti fizikalnih i dinamičkih veličina 
tvari. Srednja je udaljenost između molekula d = 3,3+107 7 cm, srednja slobodna 
putanja molekula između dva sudara u toplinskom gibanju !/ = 7-10-%em 
(La 2-102d), a broj sudara jedne molekule u sekundi je 10'%. Brzina molekula 
kisika je 425 m/s, a vodika 1690 m/s. Na visini od 60 km iznad Zemlje broj 
molekula u atmoseri iznosi N =8 -10'5cm-?, a slobodna putanja | = 
=2,5-107*em. Na visini od 200 km atmosfera je već toliko razrijeđena da 
molekule u prosjeku prelete udaljenost 300 m između dva sudara. Očito da 
u takvim uvjetima ne vrijedi hipoteza kontinuuma (neprekidne sredine) i da 
definicija gustoće graničnom vrijednošću izraza (2) gubi smisao. Granični prijelaz 
u izrazu (2) očito bi umjesto AV > 0 trebao glasiti AV > AV*, gdje je AV* 
neki granični volumen koji sadrži dovoljno molekula za pouzdani proračun 
srednje vrijednosti. No i taj je prestanak valjanosti hipoteze kontinuuma rela- 
tivan. Na spomenutoj visini od 200 km iznad Zemlje raketa duljine 30 m bit će 
oplakivana s relativno malo molekula razrijeđenog zraka i za nju nije održiva 
hipoteza kontinuuma. Ali ako se na toj visini zamisli raketa duljine 30000 m 
i više, ona bi u.svom gibanju istodobno bila u dodiru s mnogo više mole- 
kula, pa bi se u istraživanju njenog gibanja kroz tako razrijeđenu atmosferu 
mogla primijeniti hipoteza kontinuuma. 


Kao kriterij primjenljivosti hipoteze kontinuuma najpriklad- 
niji je omjer slobodne putanje molekula | i karakteristične 
duljine Z u pojavi koja se istražuje 


l 
K=— 
i (5) 
a zove se Knudsenov broj. Za 
K<0,01 (6) 


plin se ponaša kao neprekidna sredina ili kontinuum. 

Na temelju hipoteze kontinuuma fluid je u smislu mehanike 
definiran kao neprekidni sustav beskonačnog broja materijalnih 
čestica. Sume uzete po broju materijalnih čestica, koje se javljaju 
u pojedinim zakonima mehanike sustava materijalnih čestica, u 
mehanici fluida zamjenjuju se integralima po neprekidnoj masi, 
odnosno po volumenu prostora koji taj kontinuum zauzima. 
Stoga se i u svim izvodima zakona mehanike fluida polazi od 
elementa mase definiranog izrazom (4). 

Hipoteza kontinuuma ima fundamentalno značenje zbog mo- 
gućnosti upotrebe matematičkog aparata neprekidnih skalarnih, 
vektorskih i tenzorskih funkcija i primjene diferencijalnog i inte- 
gralnog računa pri istraživanju zakona mehanike fluida. 


Specifični volumen je recipročna vrijednost gustoće 


v=— 7 

T (7) 

s dimenzijom [v] = M -'L*, dakle [v]lg = m?/kg. Ta se veli- 

čina upotrebljava u nauci o toplini, dok se u mehanici fluida 

više upotrebljava gustoća. Tako je u mehanici fluida jednadžbu 
stanja savršenog plina uobičajeno pisati u obliku 


P= ERT, (8) 


gdje je p tlak, o gustoća, R plinska konstanta s dimenzijom 

[R] =LT"28"!, dakle [Rlg =J/kgK, a T termodinamička 

temperatura s dimenzijom [T] = 06, dakle [T]g, =K. 
Specifična težina fluida definirana je izrazom 


gim 


AG 
lim —— = lim 
av>0 AV 


= av>o0 AV 


= og, (9) 
gdje je y specifična težina s dimenzijom [y] = ML ?T-*, dakle 
Dis = N/mž, G = gm težina s dimenzijom [G] =MLT  *, da- 
kle [G]gr = N, a g ubrzanje sile teže s dimenzijom [g] =LT *, 
dakle [glg =m/s?. Budući da specifična težina zavisi od 
ubrzanja sile teže, u podacima o fluidima daju se obično nji- 
hove gustoće, a ako se navode i podaci o specifičnoj težini, 
tada se oni odnose na standardnu vrijednost ubrzanja sile teže 
g = 9,80665 m/s“, koja približno vlada na razini mora na 45? 
geografske širine. 

Relativna gustoća ili relativna specifična težina fluida defini- 
rana je kao omjer gustoće 0, ili specifične težine y fluida, i gu- 
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stoće 04, ili specifične težine yo standardnog ili referentnog 
fluida 

d=&=2! 

Lo Vo 

s dimenzijom [d] = 1. Za kapljevine se kao standardni fluid 
upotrebljava odzračena destilirana voda pri temperaturi 4*C 
i tlaku 1,01325 bar (1 atm), 00 = Omax = 999,972 kg/m*, a za pli- 
nove suhi zrak pri temperaturi OC i tlaku 1,01325bar: 0, = 
= 1,292kg/m?, ili pri 20*C i istom tlaku 0, = 1,204kg/m*. 


Sile u fluidu. Razlike u kvaliteti čvrste tvari i fluida obilje- 
žavaju različitost uloga tih tvari u tehničkoj primjeni. Fluidi 
se ne mogu opteretiti iole većim silama, posebno smičnim i 
vlačnim, pa zato i ne služe kao materijal za gradnju strojeva, 
objekata i konstrukcija. Za fluid se često upotrebljava i riječ 
medij, koja znači sve što djeluje i služi posredno, tj. sredstvo, 
sredina, posredovanje i slično. I zaista, ta riječ ispravno odra- 
žava važnost fluida u tehničkoj praksi i definira uvjete pod 
kojim se fluid razmatra u problemima mehanike fluida. Možda 
jedino u kemijskoj tehnologiji mehanika fluida služi rješavanju 
i takvih problema u kojima fluidi ostaju sami sebi svrhom. 

Brod, koji je i tako proizvod mnogih grana znanosti i teh- 
nike, vrlo je dobar primjer višestruke pojave fluida kao medija 
i bogat je izvor problema mehanike fluida. Voda je medij u 
kojem se giba podvodni dio broda i uzrokuje parazitske sile 
otpora gibanju broda, problem koji teorijska mehanika fluida 
još nije riješila. Zrak uzrokuje otpor nadvodnog dijela broda, 
Voda je istodobno medij posredovanjem kojeg se ostvaruje pro- 
pulzija broda propelerom što tjera vodu unazad, ostvarujući ko- 
risnu silu poriva, jednaku sili otpora koji ta ista voda pruža 
gibanju broda. Brod pliva zahvaljujući Arhimedovu hidrosta- 
tičkom uzgonu. Slobodna površina mora, uzburkana vjetrom, 
stvara posebne probleme valova i valnih sila na brod, koje 
uzrokuju nepoželjna i neugodna gibanja broda. U brodu su 
različiti fluidi medij za pogon strojeva koji okreću propeler, 
npr. para ili plinovi u turbinama, gorivo i plinovi izgaranja u 
motorima. Rad hidrauličkih i pneumatskih strojeva i uređaja te 
transport kapljevina i plinova kroz cjevovode, s različitim po- 
pratnim pojavama kao što su otpori protjecanju, kavitacija, vo- 
deni udar i sl., daljni su primjer mnogostruke prisutnosti razli- 
čitih fluida na brodu i mnogih problema povezanih s njihovom 
praktičnom primjenom. Može se, dakle, zaključiti da je fluid 
medij koji svojom posredničkom ulogom stvara i korisne i pa- 
razitske sile na čvrsta tijela, a određivanje tih sila jedan je od 
osnovnih zadataka mehanike fluida. 

Sile koje djeluju na čestice fluida mogu se svrstati u dvije 
kategorije: masene (ili volumenske) i površinske sile. 

Masene ili volumenske sile raspoređene su po prostoru i dje- 
luju na svaki element mase fluida. Te se sile javljaju bez fizičkog 
dodira kao rezultat položaja mase u određenom polju sile. Ako 
je AF, (s dimenzijom [|Fl] = MLT 2, dakle, [IFl]s = 
= kgm/s* = N) masena sila koja djeluje na element mase Am, 
tada je u točki prostora gustoća masene sile definirana izrazom 


(10) 


(11) 


s dimenzijom [| f]] = LT 2, dakle [1/]]u = N/kg = m/s?. Za 
diferencijal masene sile vrijedi izraz 


? df, = fdm = fodV. (12) 
Masena sila može se izraziti i na jedinicu volumena 
» AF 
EZ ai 13 
o iV->0 AV UJ 
ili = a 
Pm=of, (14) 


kojemu je dimenzija [IPml] = ML-*T-*, dakle [19xlls = 
= N/m* = kg/m?s?. U masene sile spadaju: sila teže i općenito 
gravitacijske sile koje slijede Newtonov zakon svemirskog pri- 
vlačenja, elektromagnetske i inercijske sile. 


Ako se uz površinu Zemlje veže desni pravokutni koordi- 
natni sustav tako da je os Oz usmjerena vertikalno uvis, a 
ravnina Oxy je horizontalna ravnina, tada je gustoća sile teže 
dana izrazom 


mam 
himna Ea: 


(15) 


gdje je k jedinični vektor u smjeru osi Oz. Diferencijal sile 
teže izražen je sa 


df = —gdmk = —ogdVk. (16) 
Konzervativne masene sile jesu sile koje imaju potencijal U, 
a njihova je gustoća definirana gradijentom potencijala 


f = —gradU, (17) 

gdje je U potencijal masene sile s dimenzijom [U] = L?T ?, 

dakle [U]gr = m?/s*, a grad je vektorski diferencijalni operator 
RNS a 

V= zi Ket + 5zk, s dimenzijom [\grad|] = 1/L, dakle 
Ž cv Z 

[Igrad|]sr = 1/m. Neki autori definiraju potencijal masene sile 

tako da desna strana izraza (17) ima predznak plus, pa je i 

potencijal suprotnog predznaka od onoga definiranog sa (17). 

Sila teže je konzervativna masena sila, potencijala U,,, = gz, 
tako da je 


Ša = —gradgz = —gk. (18) 


Inercijske sile uvode se pri istraživanju gibanja u neinercijskim 
koordinatnim sustavima, a sa stanovišta gibanja materijalnih - 
čestica javljaju se kao obične realne vanjske masene sile. Tako 
u sustavu koji se giba jednoliko ubrzano linearnom akcelera- 
cijom đ postoji raspored masene sile konstantne gustoće 


Ja = —d=—grad(d:7), (19) 
gdje je: r = xi + pj + zk radijvektor s dimenzijom [|7|] = L, 
dakle [[7l]gr = m, s potencijalom U,,, = 4.7. U sustavu što 
rotira konstantnom kutnom brzinom ww, kojoj je dimenzija 
[0] = 1/T, dakle [0]gr = rad/s(= 1/s), postoji raspored centri- 
fugalne masene sile gustoće 


, = MI 
fen = ore, = — grad | -5>o?r), (20) 


gdje je r udaljenost od osi vrtnje, a €, jedinični vektor u 
smjeru porasta r, s potencijalom U4;, = ——-o?r*. Kao što 


pokazuje izraz (20), intenzitet polja centrifugalne masene sile 
linearno raste s udaljenosti od osi vrtnje. 

Površinske sile jesu sile dodira između čestica fluida ili iz- 
među čestica fluida i krute stijenke, npr. tijela, posude ili cijevi. 
I dok su masene sile redovito poznate i zadane, problemi me- 
hanike fluida odnose se upravo na određivanje rasporeda po- 
vršinskih sila. 


dF, = #dS 


(m=const) 


SL. 1. Uz dinamičku analizu strujanja individualnog volumena Nuida 
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U dinamičkoj analizi strujanja fluida izdvaja se i razmatra 
gibanje proizvoljnog volumena fluida, koji se sastoji uvijek od 
istih čestica, na sl. 1 označen sa V(t). Takav volumen je po- 
mičan u prostoru, u toku vremena mijenja mu se oblik i, op- 
ćenito, mjerni broj, a zato što se sastoji uvijek od istih čestica 
fluida zove se individualni, supstancijalni ili materijalni volumen 
definiran sa ( odV = m = const. Na fluid u individualnom vo- 


Vin 
lumenu V, ograničenom površinom S, izdvojenom za dinamičku 


analizu, primjenjuje se zatim jednadžba količine gibanja u ob- 
liku prilagođenom karakteru fluida kao kontinuuma i vrsti sila 
koje se javljaju u fluidu. 

Za sustav od n materijalnih točaka jednadžba količine gi- 
banja glasi 


dmi) če 


ar a limi)- * 


(21) 


gdje je m;&; količina gibanja i-te materijalne točke s dimenzijom 
[Imwl] = MLT-', dakle [|m;t;|]g = kem/s, a F9 rezul- 
tanta vanjskih sila na i-tu materijalnu točku. 

Za individualni volumen fluida, kao sustav beskonačnog 
broja materijalnih točaka, lijeva strana jednadžbe (21) postaje 
integral po volumenu 

"d -,_ [ds d 
— (edVo)= | sedV=—|5 
Prarosvu 2 ure &: | čedv, 


L4Q) Vi Vin) 


(22) 


gdje je na element mase dm u elementu individualnog volumena 
dV primijenjen zakon o održanju mase, valjan u klasičnoj, 
nerelativističkoj mehanici 


d 


dr (22a) 


(dm) = S (eV) =0. 


Desna strana jednadžbe (21), prilagođena dinamičkoj analizi 
fluida u strujanju, sastoji se od zbroja vanjskih masenih i po- 
vršinskih sila. Rezultanta vanjskih masenih sila, koje djeluju na 
svaku česticu fluida (sl. 1), izražena je integralom diferencijala (12) 

m= [ fodV, (23) 


Vin 


a rezultanta vanjskih površinskih sila plošnim integralom preko 
granične površine S 
F,= ( Gds, 


Sin 


(24) 


gdje je o specifična površinska sila definirana u točki izrazom 

«Ba 
lim 4 
18>0 AS 


m. 


= 


(25) 


s dimenzijom [|g]] = ML !'T"?, dakle [|g|]gr = N/m? = Pa. 
Na sl. 1 prikazan je diferencijal. površinske sile 

dF, = odS (26) 
kojom čestice fluida izvan razmatranog individualnog volumena 
djeluju svojim dodirom preko elemenata dS granične plohe S 
na fluid unutar individualnog volumena, kojega se dinamička 
analiza provodi. Granična ploha S može biti i kruta stijenka, 
pa diferencijali (26) predstavljaju djelovanje te krute stijenke 
na fluid, 

Ako se obje strane jednadžbe (21) zamijene pripadnim izra- 
zima (22), (23) i (24), dobiva se jednadžba količine gibanja indivi- 
dualnog volumena s obzirom na inercijski koordinatni sustav 
u obliku 


a | VodV = | Jedv+ gdS. 


Vin Pin S(t) 


(27) 


To je osnovna dinamička jednadžba mehanike fluida, koja 
je valjana samo za inercijski koordinatni sustav, ali inače nema 


nikakvih drugih ograničenja valjanosti s obzirom na“vrste fluida 
i vrste strujanja. 

U mehanici fluida nije dovoljno poznavati strujanje čitavoga 
individualnog volumena fluida. Fluid je kao kontinuum nepre- , 
kidni skup materijalnih točaka i problem strujanja fluida riješen 
je tek kad je određeno gibanje svih točaka tog skupa. Za rje- 
šavanje takva problema potrebno je postaviti jednadžbe gibanja 
individualnih čestica fluida. Pri tom je potrebno poznavati 
raspored i unutrašnje površinske sile u individualnom volumenu 
V, a ne samo vanjske sile koje djeluju preko granične površine 
S, i koje ulaze u jednadžbu količine gibanja (27). 

Osnovna svojstva unutrašnjih površinskih sila u neprekidnom 
strujanju fluida. Neprekidna su takva strujanja u kojima su ka- 
rakteristike strujanja i stanja fluida unutar volumena V nepre- 
kidne funkcije prostornih koordinata i vremena. (Jednadžba 
količine gibanja (27) ne podliježe ograničenju neprekidnosti 
strujanja). 

Oko proizvoljne točke M unutar volumena V (sl. 2) ele- 
mentarni individualni volumen AV omeđen je plohom AS. Pro- 
izvoljnim presjekom AS,, koji prolazi kroz M, volumen AV 
razdijeljen je na dva dijela, AV, i AV, omeđena plohama 
AS, i AS2. Očito je da se točkom M može položiti beskona- 
čan broj presjeka AS,, pa se indeksom n Kn definira 
orijentacija elementa AS, zadavanjem u točki M vektora nor- 
male n, koji je okomit na AS,. Prema dogovoru, s obzirom 
na promatrani volumen, vanjska normala je pozitivna. Tako je 
na sl. 2 n pozitivna normala s obzirom na volumen AV,, a 
(—7i) pozitivna s obzirom na AV. Preko dodirne površine 
AS, čestice fluida u volumenu AV, djeluju na fluid u AK 
površinskom silom 5,AS,, i obratno, fluid u AV, djeluje na 
fluid u AV, silom 5_,AS_, =5_,A5,. Indeksi n i (—n) uz 
specifične površinske sile & također označuje orijentaciju po- 
vršine AS na kojoj djeluju. S promjenom te orijentacije u istoj 
točki M, o mijenja smjer i veličinu, pa taj skup beskonačnog 
broja specifičnih površinskih sila 3, u jednoj točki definira 
stanje naprezanja u toj točki. 


3d(AS,) 


AS =25._, Cc 
: BnAS, 


AV=AV,+A1 
AS = AS, + 48, 


#4(48,) 


Sl. 2. Površinske sile na elementarnom individualnom volumenu fluida 


Primjenom jednadžbe količine gibanja (27), posebno na AV, 
i AV,, a zatim na čitav volumen AV, slijede izrazi: 


> . 


ar2AV = hosV + | 6445) +5,45,, (28) 
is, 
dr s gi = 
dr2db = feAV, + | 3d(152)+6_,45,, (28b) 
As, 
dp > bj 
ar 2sV = FosV+ | 2d(45) (28c) 


4S 


Lijeve strane i prvi članovi desnih strana u ovim izrazima jesu 
male veličine trećeg reda, a ostali su članovi male veličine 
drugog reda. Prema tome, ako se jednadžbe (284, b i c) podijele 
sa AS, i istodobno se elementarni volumen AV steže u točku, 
ostajući sličan sam sebi, za granične vrijednosti jednadžbi 
(28a, b i c), kad AS, > 0, dobivaju se izrazi 
5d(AS,) + S, 


1 
0=0+ lim — (29) 


4S.>0 AS, 
HST 
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a 


0=0+ od(AS2) + 6_,. (296) 
AS, > 0 J 
\6, 
0=0+ li 
Ka. AS. “o. od) je 
AS 
Budući da je 
[ 5d(4S,) + ( 8d(482) = [ 4d(45), 
AS, 485 xoS. 


odbivši (29c) od zbroja (29a) i (296) slijedi 6, +4, =0, 
odnosno 


(30) 


To je osnovno svojstvo unutrašnjih naprezanja u neprekidnom 
strujanju fluida, i ono izražava treći Newtonov zakon akcije 
i reakcije. Matematički izraženo, to svojstvo pokazuje da je 
naprezanje u točki neparna funkcija normale. Ako se (30) uvrsti 
u izraze (284, b i c), dobiva se zakon jednakosti akcije i 
reakcije i za masene sile: 


5, = -5_, 


ŽrosVi +f0AV, = FoAV. (30a) 


Da bi se odredila zavisnost unutrašnjeg naprezanja o, od 
proizvoljnog smjera normale u točki, postavlja se jednadžba 
količine gibanja elementarnog tetraedra fluida s jednim vrhom 
u proizvoljnoj točki M (sl. 3). Tri međusobno okomite stranice 
tetraedra paralelne su sa trima koordinatnim ravninama, a 
četvrta, kosa stranica, orijentirana je normalom proizvoljnog 
smjera, 

n = cos(n,x)i + cos(n,y)j + cos(n, z)k. (31) 
Oblik tetraedra izabran je upravo zato da bi se mogla posta- 
viti jedna proizvoljno orijentirana stranica. Pretpostavlja se da 
u točki M vladaju naprezanja nah d,, 6,16, na plohama orijen- 


tiranim normalama i, j, kinidasuta naprezanja funkcije 
prostornih koordinata. Ako su naprezanja i funkcije vremena, 
onda se ta razmatranja odnose na određeni trenutak vremena. 


08, 1 08, 1 c 
đ 0 
đ,+— dx +——dAy+ 
\ 0x 3 oy 3 , 
048, 1 —AS-: = 45, 
+ Em "saz) AS, 


SI. 3. Elementarni tetraedar fluida s proizvoljno orijentiranom kosom 
stranicom ABC = AS, 


Integrali površinskih sila [odS preko stranica elementarnog 
tetraedra približno će se izraziti koncentriranim silama u teži- 
£ X I 1 1 1 Ih 
štima stranica Tl0, KE 547) Tl3ra% 0, 54z), 

1 1 am 1 l DA S s: 
n(gax3 3 =-A), 0) i 43 Ax, zd KE az), pri čemu se uzimaju 


u obzir promjene naprezanja kad se udaljuje od točke M. 


Naprezanja se razviju u Taylorov red vektorskih funkcija fa 
5,, 6, i 6,, zadržavši samo linearne članove razvoja. Ti su 
izrazi točniji što su dimenzije tetraedra manje. Na sl. 3 ucrtane 
su i označene dvije koncentrirane površinske sile u težištima T, 
i T, stranica MBC = AS_, = AS, i ABC = 48, Na stranici 
MBC, koja je orijentirana negativnim smjerom osi Ox, u izrazu 
za silu primijenjeno je osnovno svojstvo unutrašnjih naprezanja 
(30), tj. 6_, = —o,. Istim su postupkom sastavljeni i izrazi za 
sile na stranicama MAC = AS_, =4A8,i MAB = AS_,=48,, 

Ako je u točki M gustoća masenih sila jA a visina tetraedra 
spuštena iz M na AS, iznosi Ah, tako da je volumen tetraedra 


1 
AV = z OhAS,, tada jednadžba količine gibanja (27) za ele- 
mentarni individualni tetraedar na: sl. 3 poprima oblik 


1 l 3 dd, 1 
—AhAS,, = ho Ah AS, + Pa 


+ 


dr“ 3 0x 3 
0d,, 1 00,1 (a 09,1 
+-——aA —Az|AS, — = 
dy iza )as, e 
toga. M, eo 04, 1 
+ —=—aAzlas, : : = 
o Ko ona jas, 
(s + da 7 I Ay\as 
(9 SEA O aa o (92) 
dp 
gdje se dr 2 i parcijalne derivacije odnose na točku M. Izraz 


(32), kao . se vidi, mješavina je malih veličina drugog i trećeg 


+ > > 


reda (za < 20, f,6, 0, 5, i 0, pretpostavlja se da su reda 


veličine 1). Kad se taj izraz podijeli sa AS, i istodobno se 
tetraedar steže u točku graničnim prijelazom Ah —> 0, ostavlja- 
jući da u tom prijelazu ostaje sličan samom sebi (tj. da omjeri 
Ax/Ay, Ay/Az i Az/Ax ostaju konstantni tako da normala 7i 
ostaje paralelna samoj sebi), male veličine trećeg reda u (32) 
iščezavaju, pa se nakon sređenja dobiva 


(33) 


gdje su primijenjeni odnosi AS, = AS, cos(n,x), AS, = AS, cos(n, y) 
i AS, = A5, cos(n, z). 


Izraz (33) pokazuje da je naprezanje o, u točki unutar 
fluida preko proizvoljno orijentirane plohe u toj točki izraženo 
linearnom vektorskom funkcijom naprezanja (u toj istoj točki) 
S,, 6, i d, preko ploha orijentiranih smjerovima osi pravokut- 
noga Descartesova koordinatnog sustava. Svaka od vektorskih 
komponenata naprezanja g, u izrazu (33) sastavljena je od tri 
skalarne KI ponos 


o, = 6,c05(n,x) + a,cos(n, y) + o,cos(n, z), 


O, =Gai+ to] + te k 
o, = mesara k (34) 
I s€ a E 

= Ton ia Moi) sk Ouzk, 

u kojima prvi indeksi i dalje označuju orijentaciju ploha, a 
drugi indeksi smjerove komponenata. Tako su xx By id, 
normalna naprezanja. Pozitivna normalna naprezanja jesu vlačna 
naprezanja. Naprezanja označena sa slovom 7 djeluju u ravni- 
nama ploha i stoga su to smična ili tangencijalna naprezanja. 
Pozitivna smična naprezanja na plohama orijentiranim pozitiv- 
nim smjerovima koordinatnih osi gledaju u pozitivnim smjero- 
vima tih osi, a pozitivna smična naprezanja na plohama orijen- 
tiranim negativnim smjerovima koordinatnih osi gledaju u nega- 
tivnim smjerovima tih osi. Dogovor o predznacima naprezanja, 
npr. za naprezanja na plohama orijentiranim pozitivnim i nega- 
tivnim smjerom osi x, što je prikazano na sl. 4a i b, slijedi 
iz prve od jednadžbi (34) i osnovnog svojstva (30), 


a =a Km ra o re »k=-o, = 
tek =0(—1)+ (> i) + te(— k). 


Su I xx Tale 


Izrazi (34) pokazuju da je unutrašnje naprezanje u fluidu ten- 
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zorska veličina definirana sa devet skalarnih komponenata, od 
kojih je svaka funkcija prostornih koordinata i, eventualno, 
vremena. Skup tih komponenata zove se tenzor naprezanja i 
pisan u obliku matrice glasi 


(35) 
Tzx Tzy Szz 

Tih devet skalarnih funkcija u koordinatnom sustavu O xyz, 

ili drugih devet skalarnih funkcija u nekom drugom transfor- 

miranom koordinatnom sustavu Ox'y'z', uvijek definiraju istu 

fizikalnu veličinu: stanje naprezanja u točkama unutar fluida. 


Pa Txe(—k) b 
+#y 
SI. 4. Dogovor o predznacima naprezanja. Na slici su nacrtana pozitivna 
naprezanja 


Lako se dokaže da je tenzor naprezanja (35) simetričan. 
Naime, ako se umjesto jednadžbe količine gibanja (32) za ele- 
mentarni individualni tetraedar fluida (sl. 3) postavi jednadžba 
momenta količine gibanja s obzirom na točku M i podijeli sa 
AS,, zanemarivši male veličine višeg reda, ostaje 


Ar, X 6, = Ar, x 0,c08(n,x) + Ar, x 9,c0s(n,y) + 
(36) 


+Ar, x ,cos(n, z), 


dje aš aa 742) aš(3a 0, LA Em 
gdje su fx oca Ia z|, 5b\3 Zona zvlj !1:\5:3% 
l Do = 1 

Eu ) i alas GA 352) prema sl. 3, pripadni radij- 


vektori težišta 7, 7), 12 i T. Kad se uvrsti u (36) jednakost 
(33) i primijene jednakosti (34) nakon izvođenja vektorskih pro- 
dukata te izjednače pripadne komponente lijeve i desne strane, 
slijede jednakosti 


T= Ty 
Tzx = Taz (37) 
Txy = Ty, 


čime se dokazuje simetričnost tenzora naprezanja (35) oko dija- 
gonale dx, Gy, i 6;z. Prema tome je za definiranje stanja 
naprezanja unutar fluida potrebno poznavati šest skalarnih funk- 
cija, međusobno različitih komponenata tenzora naprezanja. U 
izrazima (37) uključene su jednakosti i po veličinama i po do- 
govorenim predznacima tangencijalnih naprezanja, pa su ta na- 
prezanja u pripadnim parovima usmjerena ili prema, ili od 
bridova elementa fluida (sl. 5). 

Treba primijetiti da je simetričnost tenzora naprezanja izve- 
dena za slučaj odsutnosti međudjelovanja unutrašnjih mome- 
nata količine gibanja i razdiobe vanjskih masenih i površinskih 
spregova sila. Kao primjer razdiobe masenih spregova sila mogu 
se navesti spregovi sila koji djeluju na svaki element kazaljke 
kompasa smještenog u magnetskom polju Zemlje. U mehanici 
fluida razdiobe takvih spregova sila tek su se nedavno namet- 
nule kao sadržaj istraživanja. 

Razvijenim matematičkim aparatom za opisivanje naprezanja 
unutar fluida relativno je vrlo lagano u točki unutar fluida 
proračunati proizvoljnu komponentu naprezanja na proizvoljno 
orijentiranoj plohi u toj točki. Tako na plohi orijentiranoj 
normalom x za komponentu naprezanja u smjeru jediničnog 


vektora mi (kojemu je izraz slično građen izrazu (31) za 7) do- 
biva se 
Oum = Ša, M = o,,c0s(n,x)cos(m,x) + T,, cos(n,y)cos(m,x) + 
+ 7x C0s(n,z)cos(m,x) + Tx,cos(n,x)cos(m,y) + 
+ o,,c0s(n,y)cos(m,y) + <,,cos(n,z)cos(m,y) + 
+ T,zc0s(n,x)cos(m,z) + T,zcos(n, y)cos(m,z) + 


+ S,,cos(n,z)cos(m,z), (38) 


pri čemu su primijenjene jednakosti (33) i (34). Na isto orijen- 
tiranoj plohi, ako se uzme u obzir i simetričnost tenzora napre- 
zanja (37), za normalno naprezanje dobiva se izraz 


Om = 0xxC08*(1,x) + d,,c0s?(n,y) + a,,c0s?(n,z) + 
+ 21, c0s(n,x)cos(n,y) + 27,,cos(n,y)cos(n,z) + 
+ 27,xC0s(n,z)cos(n,»x). 


m 7 


SI. 5. Simetričnost tenzora naprezanja. Na slici su u 
parovima ucrtana pozitivna tangencijalna naprezanja 


U općem slučaju površinskih sila normalna naprezanja u 
točki mijenjaju se s orijentacijom plohe u toj točki, ali zbroj 
normalnih naprezanja na tri međusobno okomite plohe u jednoj 
točki ostaje invarijantan. Naime, ako se u pravokutnom koordi- 
natnom sustavu Oxyz postavi novi koordinatni sustav Ox'y'z', 
dobiven rotacijom osi originalnog sustava, tako da su kosinusi 
smjerova novih osi prema originalnim osima dani tablicom 1, 
sa svojstvima navedenim ispod tablice, i ako se izrazima sličnim 
izrazu (39) proračunaju normalna naprezanja gxx, Gyy i 022, 
njihov zbroj, kad se uvaže svojstva kosinusa smjerova iz ta- 
blice 1, postaje 


Oxx + Oyy + Ozz = Oxx + Oy + 022. (40) 


Prema tome, zbroj normalnih naprezanja je invarijanta ten- 
zora naprezanja. U općem slučaju površinskih sila invarijantom 
tenzora naprezanja (40) definira se srednji tlak u fluidu 


DMr=- Ki xx + Oyy +02] (41) 


Za nestlačivo strujanje i za strujanje s umjerenim gradijen- 
tima karakterističnih veličina tako definirani srednji tlak pri- 


Tablica 1 


KOSINUSI SMJERA PRI ROTACIJSKOJ TRANSFORMACIJI 
PRAVOKUTNOGA KARTEZIJSKOG KOORDINATNOG SUSTAVA 


šej Zarotirane osi 
Originalne 


si , 
osi < " E 


lil 2 la 
l22 l23 
lu l32 la3 


no a 
s 


Svojstva kosinusa smjerova: 
3 


3 3 
X lala = X lubu = dučiik = 1,23, 


Paka oi 
PR B s aKO je 1 = 
gdje je Kroneckerov simbol ču = 1 0 ako e i+k 
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bližno je jednak termodinamičkom tlaku p, koji zadovoljava 
jednadžbu stanja (npr. jednadžbu (8) za savršeni plin). 

Svojstvima (30) i (33) unutrašnjih naprezanja u fluidu i 
svojstvima (37) i (40) tenzora naprezanja (35), obuhvaćena su 
fizikalna svojstva i postavljene mogućnosti matematičkog opi- 
sivanja površinskih sila u fluidu. Te sile u prostoru u kojem 
struji fluid definiraju tenzorsko polje. 

U prostorno promjenljivom polju tenzora naprezanja na 
svaki element fluida (npr. za tetraedarski element fluida na 
sl. 3) djeluje rezultanta površinskih sila kao plošni integral 
naprezanja preko zatvorene granične površine elementa 

AF, = | 5,d(AS) = E nora 
A 0x oy Oz 
15 

Taj izraz se dobiva istim postupkom kojim je izvedena desna 
strana jednadžbe količine gibanja (32) (tj. razvojem naprezanja 
u Taylorov red, zadržavši linearne članove) i primjenom izraza 
(33) za zavisnost naprezanja od orijentacije plohe. Izraz (42) 
ne zavisi od izbora oblika elementa fluida, i do istog se rezultata 
dolazi ako se umjesto elementa fluida u obliku tetraedra iza- 
bere element, npr. u obliku pravokutnog paralelepipeda. Ako se 
(42) podijeli sa AV i istodobno se element steže u točku, do- 
biva se specifična površinska sila na jedinicu volumena 


(42) 


: AF, 06, 03 3 
= li =—+—+— 43 
4 pin SAVI ox Ta ovi oz 6) 


s dimenzijom [18,[] = ML 2T-2, dakle [19,llg = N/m?= 
= kg/(m*s*). Na temelju jednakosti (34) za x komponentu 0, 
dobiva se 


a analogno i za ostale dvije komponente. A 
Ako se uvede operator divergencije tenzorskog polja napre- 
zanja, definiran identitetom 


pi 


DivT, =VT, = lim —— | g,dS = 
iV=0 V < 
KO 
LL (- 06 Oo 09. 
= lim — |InTdS= —*+—+—=, 4 
iV>0 0x Oy Oz ( 3a) 


M 


koji iz tenzorskog polja generira vektor, za razliku od opera- 
tora divergencije vektorskog polja koji generira skalar, izraz (43) 
za specifičnu površinsku silu može se pisati u sažetijem obliku 


9 = DivT,. (43b) 


Za proračun površinske sile F,, koja djeluje na fluid ko- 
načnog volumena V unutar zatvorene površine S 


F, = [6,dS = ([5,00s(n,x) + 5,cos(n,y) + o,cos(n,z)] dS, (44) 
S s 


može poslužiti izraz (42) tako da se volumen V razdijeli na N 
malih volumena AV, a za svaki se od njih izrazom (42) pro- 
računa površinska sila AF,;. Vektorski zbroj tih sila i granični 
prijelaz daju 


(06, 06, 
ra 1) 0x oy ra 


jav (45) 


L 
= 
ne! 
o 


Izjednačenjem sa (44) slijedi 


Ž 08, 00, Od 
F.=lg,dSs = (E: E anu i 
.=1s,dS no zd 

s 


V 


(46) 


što je jedan od oblika integralnog poučka Gauss-Ostrograd- 
skoga, koji pretvara plošne integrale po zatvorenoj površini u 


volumenske i obratno. Fizikalno promatrajući, pri zbrajanju 
površinskih sila po plohama elemenata AV;, zbog osnovnog 
svojstva unutrašnjeg naprezanja definiranog izrazom (30), te su 
se sile na dodirnim plohama susjednih elemenata međusobno 
poništavale sve do granice S i njihov zbroj F, ostao je inte- 
gral (44) uzet po toj zatvorenoj graničnoj površini. Elementarna 
sila AF, definirana izrazom (42) predstavlja rezultantnu površin- 
sku silu koja djeluje na pojedini element AV, pa vektorski 
zbroj elementarnih sila AF, po čitavom volumenu V ponovo 
mora dati tu istu ukupnu površinsku silu F, koja djeluje na 
čitav fluid sadržan u V. To i jest sadržaj jednakosti (46). 


Zbog preglednosti i kasnijih potreba navode se razni oblici integralnog 
poučka Gauss-Ostrogradskoga do kojih se dolazi postupkom sličnim onome 
koji je doveo do jednakosti (46). Ako je T tenzorska, a vektorska i f skalarna 
prostorno promjenljiva neprekidna funkcija s neprekidnim prvim parcijalnim 
derivacijama u volumenu V omeđenom zatvorenom površinom S, koja se 
može sastojati od konačnog broja ploha s dobro definiranim neprekidnim 


vanjskim normalama i tada vrijede jednakosti: 


(ZTdS = [DivTdV (46) 
bI LA 

[#fdS = (grad fdV (46b) 
s V 

[1-adS = [divadV (466) 
bI v 

[nxadS = frotadV. (46d) 


S ' 


Od tih prva jednakost (46) je samo drugi oblik pisanja jednakosti (46). 


Ako se u jednadžbu količine gibanja (32) za elementarni 
individualni tetraedar fluida uvrsti jednakost (33), jednadžba (32) 
se reducira u 
NE ofAV + (e 158 

0x dy 


ET 


04, 
Jan (47) 
Kad se podijeli ovaj izraz sa AV i stegne istodobno element 
u točku graničnim prijelazom AV —> 0, pri čemu i približenja 
upotrijebljena za formiranje jednadžbe (32), a time i izraza (47), 
postaju točna, dobiva se 


do 2 06, . 04, 04, 
ZT m8? Ox x Oy Oz" (7) 
ili preko jednakosti (43), 
do 3 
oz =0f + DivT,. (48a) 


Ta vektorska jednadžba je osnovna diferencijalna jednadžba 
gibanja fluida izražena naprezanjima za neprekidna strujanja 
proizvoljnih fluida i za takva je strujanja potpuno ekvivalentna 
jednadžbi količine gibanja (27) za proizvoljan individualni vo- 
lumen V. Dimenzija svakog člana u (48) je sila koja djeluje 
na jedinicu volumena ili ML-*T-*. Očito da je izraz (48), 
kao i raniji izraz (42), izveden pod pretpostavkom neprekid- 
nosti i derivabilnosti komponenata tenzora naprezanja (35). Na 
temelju jednakosti (34) mogu se dobiti komponente vektorske 
jednadžbe gibanja (48), pa tako npr. z komponenta glasi: 


dv, a Ot,, nA Ot m 00., 
od o“ Oy az 


Jednadžba gibanja u obliku (48) ima neposrednu primjenu 
u analizama strujanja, kojemu su karakteristike, npr., istražene 
eksperimentalno. U tom obliku jednadžbu (48) nemoguće je in- 
tegrirati jer sadržava previše nepoznatih funkcija. Uz zadane 
vanjske masene sile to su: gustoća o, tri komponentne brzine 
i šest komponenata simetričnog tenzora naprezanja. Dalja raz- 
rada pojedinih članova jednadžbe (48), kao i dodatne jednadžbe, 
ostvarit će barem principijelnu mogućnost njene integracije. 


Posebni slučajevi površinskih sila u fluidu: fluid u mirovanju 


i idealni fluid. Prema definiciji fluida, u fluidu u stariju miro- 
vanja ne mogu postojati smična ili tangencijalna naprezanja i 
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tenzor naprezanja definiran izrazom (35) poprimit će tada po- 
seban oblik. Isto je tako i s idealnim fluidom, koji je umjetno 
konstruirani model sa sljedećom definicijom: idealni fluid ili 
idealna tekućina (kapljevine i plinovi) takav je mode! konti- 
nuuma u kojem je u mirovanju i u proizvoljnom strujanju 
vektor naprezanja 5, na elementu površine orijentiranom proiz- 
voljnom normalom ?i, okomit na taj element površine, tj. 8, je 
paralelan s normalom m. Premda u stvarnosti ovo svojstvo 
imaju svi fluidi samo pri vrlo visokim temperaturama i tlako- 
vima, idealni fluid je vrlo koristan model općenito u mehanici 
fluida. 

Nepostojanje tangencijalnih naprezanja unutar fluida defini- 
rano je izrazom 


(49) 


On = Oli. 


Uz ty, =... =, = 0, izrazi (34) uvršteni u (33) daju 


, = Ox cos(n,x)i + o,,cos(m,y)] + o,,cos(n,z)k. (50) 

Ako se sa i skalarno pomnoži najprije jednakost (49), do- 
biva se G,x = 0,pC0s(n,x), a zatim jednakost (50), što za istu 
komponentu daje g,, = 6,,c0s(n,x), iz jednakosti tih kompo- 
nenata slijedi 


OnE Ox: (51) 
Ako se u jednakostima (49) i (50) ponove ove operacije najprije 
sa j, a zatim sa k, dobiva se 

Om = Oyy, (52) 

Onu se Oz. (53) 


Iz jednakosti (51), (52) i (53) primjećuje se da jedina postojeća 
normalna komponenta naprezanja u fluidu bez tangencijalnih 
naprezanja ne zavisi od orijentacije površine i da je u točki 
unutar takva fluida 


(54) 


gdje je p tlak. Pozitivnom p odgovara tlačno naprezanje. Ten- 
zor naprezanja (35) degenerira se tada u skalar 


Om = Oxx 70), TO = —p, 


—p 0 0 
1 = 0 —p 0 (55) 
0 0 —p_ 


Prema tome, u fluidu u mirovanju i u idealnom fluidu u miro- 
vanju i u proizvoljnom strujanju raspored unutrašnjih površin- 
skih sila dan je jednom skalarnom funkcijom rasporeda tlaka p. 

Izraz (42) za površinsku silu koja djeluje na element fluida 
unutar AV u prostorno promjenljivom polju tlaka p = p(x,y,z) 
prelazi u 

* /(Bn- An An 

= pild(AS) = strke + PRAV = — gradpAV, 
X Oy 0z | 
AS (56) 


a specifična površinska sila na jedinicu volumena, prema izrazu 
(43) poprima oblik : 


: AF, (22; 0p+ . dp>\ 
- P= -(21+2]+7R), 
VEZ BEP dei toy to) 
ili 
, = — gradp, (57) 


s dimenzijom [19,1] = M L- 2 T - ?, dakle [|9,1]gr = N/m?. 
Sila tlaka F, na fluid konačnog volumena V unutar zatvo- 
rene površine S dana je izrazom 
F, = —(pndS = — (gradpdV, (58) 
S V 
što je sadržaj i integralnog poučka Gauss-Ostrogradskoga, jed- 
nakost (46b). 


Jednadžba gibanja izražena naprezanjima (48) za fluid u 
stanju mirovanja prelazi u jednadžbu ravnoteže 


O =o/f — gradp. (59) 
To je osnovna diferencijalna jednadžba statike fluida. 
Za idealni fluid jednadžba gibanja (48) prelazi u 
dy s 
24, 701 - gradp, (60) 


što je osnovna diferencijalna jednadžba gibanja dinamike idealnog 
fluida. Jednadžbe (60) i (48) izvedene su pod pretpostavkom 
neprekidnosti i derivabilnosti tenzora naprezanja u točkama 
unutar fluida, što se za idealni fluid svodi na neprekidnost i 
derivabilnost skalarne funkcije tlaka p. 

Viskoznost i Newtonov zakon viskoznosti. Svojstvo otporno- 
sti fluida prema smičnoj ili kutnoj deformaciji zove se viskoznost. 
Recipročno svojstvo je fluidnost ili svojstvo tečenja, povezano 
s nazivom fluid ili tekućina. Viskoznost se manifestira u jedno- 
stavno zamišljenom eksperimentu kojega je model prikazan na 
sl. 6. Između dviju paralelnih ravnih ploča, razmaknutih za uda- 
ljenost h i dovoljno velikih površina da se učinci rubova mogu 
zanemariti, nalazi se fluid. Donja ploča miruje, a gornja, po- 
vršine A, pod djelovanjem sile F giba se paralelno sa svojom 
ravninom brzinom U. Kao prvi rezultat eksperimenta pokazuje 
se da se čestice fluida lijepe ili prianjaju uz krutu stijenku tako 
da čestice fluida uz donju ploču na sl. 6 miruju, a one uz 
gornju ploču gibaju se istom brzinom U kao i ploča. Ako uda- 
ljenost h između ploča nije prevelika, ili ako brzina U nije pre- 
visoka, i ako nema uzdužnog gradijenta tlaka, tj. dp/dx = 0, 
eksperiment pokazuje da se u fluidu uspostavlja linearni profil 
brzine od 0 do U, prikazan na sl. 6, da je sila F proporcio- 
nalna mjernom broju površine A gornje ploče, brzini U i obrnuto 
proporcionalna udaljenosti ploča h. Ako se koeficijent propor- 
cionalnosti označi sa u, izloženi rezultat eksperimenta, valjan za 
veliku grupu fluida, izražava se u obliku Newtonova zakona 
viskoznosti 

F= ni 
h 
gdje koeficijent u nosi naziv dinamički koeficijent viskoznosti 
ili, jednostavno, dinamička, ili apsolutna, ili molekularna vis- 
koznost, s dimenzijom [u] = ML -!T-', dakle [u]sr=kg/ms= 
= Ns/m? = Pas. 


(61) 


SI. 6. Raspored eksperimenta za prikaz Newtonova zakona 
viskoznosti 


Brzina U i udaljenost h u opisanom pokusu moraju biti 
ograničeni da bi se osiguralo slojevito ili laminarno strujanje. 
Laminarnost strujanja nije stabilna pojava i pri višim brzinama 
U ili većim razmacima h između ploča strujanje postaje turbu- 
lentno s osjetnim fluktuacijama brzine strujanja i intenzivnim 
miješanjem makroskopskih gromada čestica fluida između uda- 
ljenih slojeva. Za turbulentni režim strujanja nije valjan Newto- 
nov zakon viskoznosti definiran izrazom (61). Za laminarno 
strujanje uvjet je da se izmjene čestica fluida između bliskih 
slojeva zbivaju u mikroskopskom, molekularnom mjerilu. 

Sila F, dana izrazom (61), prenosi se kroz slojeve fluida do 
donje ploče, jer je čitav fluid u prostoru između ploča u kon- 
tinuiranom deformiranju. Zbog linearnog profila brzine stru- 
janja (sl. 6), brzina deformiranja fluida je konstantna, pa je 
i tangencijalna (smična) sila F u svakom sloju ista (npr. ako 
se gornja ploča na sl. 6 giba brzinom U/2 na udaljenosti h/2 
od donje ploče, izraz (61) daje istu silu F), tako da je svaki 
sloj fluida u stanju smičnog naprezanja 

F U 


Te E 


vx A — K5,> (62) 
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koje ostaje konstantno u prostoru između dvije ploče. Izraz (62) 
drugi je oblik Newtonova zakona viskoznosti, tj. izraza (61). 

Fluidnost & je veličina recipročna dinamičkom koeficijentu 
viskoznosti 


(63) 


s dimenzijom [0] =M  'LT, dakle [$]g; = m?/Ns = 1/Pas. 
Kinematički koeficijent viskoznosti v definiran je izrazom 


SV 
ie, (64) 


s dimenzijom [v] =L?T !, dakle [v]g, = m?/s. 


U napuštenom sustavu CGS, jedinica za dinamički koeficijent viskoznosti 
u bila je poise = P == g/cms = dyns/em? = 0,1 Pas, a jedinica za kinematički 
koeficijent viskoznosti v bila je stokes = St = cm?/s = 10 -* m?/s. U tehničkoj 
praksi te zastarjele jedinice još uvijek imaju određenu primjenu, jer se preko 
njih povezuju jedinice sustava SI sa viskozimetrijskom skalom SAE za mo- 
torna ulja. 


Postojanje uzdužnog gradijenta tlaka u eksperimentu prika- 
zanom na sl. 6 narušilo bi linearni profil brzine i obezvrijedilo 
zakone definirane izrazima (61) i (62). Međutim, u paralelnom 
pravocrtnom laminarnom strujanju s proizvoljnim profilom 
brzine, koji se ne mijenja s vremenom (sl. 7), razmatranja koja 
su pratila opisani eksperiment, mogu se primijeniti na element 
fluida debljine Ay, preko kojeg brzina strujanja linearno raste 
za Av, = (dv,/dy)4y. Taj prirast brzine odgovara brzini U u 
izrazu (62), a debljina Ay udaljenosti h, i kada Ay > 0, za tan- 
gencijalno naprezanje uzduž sloja na udaljenosti y dobiva se 
izraz 


dv, 


Tyx TM 


(65) 


Stezanjem sloja na nultu debljinu, u jednadžbi ravnoteže ele- 
menta fluida iščezava — (dp/dx)AV, tj. uzdužna sila koja djeluje 
na element zbog uzdužnog gradijenta tlaka prema izrazu (56). 

Izraz (65) je općenitiji oblik Newtonova zakona viskoznosti 
za proizvoljan profil brzine paralelnoga pravocrtnoga lami- 


SI. 7. Nelinearni profil brzine paralelnog pravocrtnog lami- 
narnog strujanja 


dv, 
=—dyAt = AgAy 
vy) at dy : 


— 


dvo, 
v(y + 49) = 0(9) + dy ly 


V,(y + Ay) 


49 


(t) (r+4) 


SI. 8. Uz izvod brzine kutne deformacije pri paralelnom pravo- 
crtnom laminarnom strujanju 


narnog strujanja. Derivacija dv,/dy u izrazu (65) predstavlja 
brzinu kutne deformacije elementa fluida, kao što pokazuju 
sljedeća razmatranja. 

U laminarnom strujanju proizvoljnog profila brzine, prika- 
zanom na sl. 7, uzv, = v,(y)iv, = v, = 0, formira se u točki M; 
kao jednim od vrhova, pravokutni element fluida s bridovima 
Ay = MM, i Ax. Budući da točka M, brida Ay ima veću 
brzinu od točke M za približan iznos (dv,/dy)Ay (sl. 8), taj 
brid, prvobitno u vertikalnom položaju u trenutku r, zauzet će 
u trenutku (t + At) kosi položaj M;M, otklonjen od vertikale 
za kut 49 = (do,/dy)Ay4t/Ay. Ako je smanjenje prvobitnoga 
pravog kuta između bridova Ax i Ay pozitivna kutna (smična) 
deformacija, tada je brzina kutne deformacije elementa fluida, 
definirana u točki M i u trenutku tr, dana izrazom 


dv, \ 
BEZVEN JAVI 


oke lim Ka = lim do KE (66) 
dr Šnsh dt>0 s va 
ix>0 3x >0 
dy >0 3dy>0 . 
s dimenzijom e — [808]. T-1, dakl < jE 
[dr] i mr ii % (dr dyla 


= rad/s (= 1/s). 


Pomoću jednakosti (66), Newtonov zakon viskoznosti defi- 
niran jednadžbom (65) može se izraziti u obliku 


Nav Meso (67) 


što znači da je smično naprezanje u fluidu proporcionalno 
brzini kutne deformacije. Taj je zakon analogan Hookeovu za- 
konu za elastična tijela, prema kojem je smično naprezanje u 
elastičnom tijelu proporcionalno kutnoj deformaciji. 

Fluidi koji slijede linearni odnos naprezanja i brzine kutne 
deformacije prema Newtonovu zakonu viskoznosti, izraz (65) ili 
(67), zovu se newtonski fluidi. Voda, ulja, zrak i ostale kaplje- 
vine i plinovi, koji se najčešće susreću u tehnici, newtonski su 
fluidi. 


M 
2 
Ka 
o 
a [9 
bai O 
rz se 
S zva 
i Ka 


Smično naprezanje T 


Idealni fluid 
Brzina kutne deformacije = 
y 
SI. 9. Reološki dijagram nekih modela neprekidne 
sredine 


Grana mehanike koja se bavi modelima neprekidnih sredina 
različitih tipova odnosa naprezanja, deformacije i brzine defor- 
macije zove se reologija. Na sl. 9 prikazan je reološki dijagram 
različitih modela neprekidne sredine, u kojem je smično napre- 
zanje r naneseno na bazi brzine kutne deformacije dv/dy. 

Pravac iz ishodišta, u dijagramu na sl. 9, prikazuje reološku 
jednadžbu newtonskog fluida (65). Reološka jednadžba ne- 
newtonskog fluida ima oblik 


(68) 


Za plastične tvari tangencijalna naprezanja moraju prema- 
šiti određenu veličinu ro da bi se nakon toga ponašale kao 
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fluid, pa je reološka jednadžba plastike 


dv 


T=T ATI (69) 


Idealni fluid, koji je ranije definiran kao umjetni konti- 
nuum bez smičnih naprezanja, u reološkom dijagramu na sl. 9 
prikazan je apscisom dijagrama. Prema tome, idealnom fluidu 
je oduzeto svojstvo otpornosti protiv kutne deformacije, tj. 
idealni fluid nema viskoznosti i za njega je u = 0. 

Elastično tijelo prikazano je ordinatom u reološkom dija- 
gramu na sl. 9, jer je brzina njegove kutne deformacije dv/dy 
jednaka nuli. 


Hagen-Poiseuilleovo i Couetteovo strujanje. Newtonovim za- 
konom viskoznosti (65) mogu se riješiti jednostavniji problemi 
laminarnog strujanja kad je strujanje paralelno a profil brzine 
uzdužno i vremenski nepromjenljiv. 

Hagen-Poiseuilleovo strujanje je laminarno strujanje u hori- 
zontalnoj cijevi konstantnog kružnog presjeka (sl. 10). Profil 
brzine v,(r) ne mijenja se uzduž cijevi niti s vremenom, a pre- 
ostale komponente brzine strujanja v, i v, jednake su nuli. Bu- 
dući da viskoznost fluida pruža otpore strujanju, u obliku tan- 
gencijalne sile uzduž stijenke cijevi, takvo strujanje moguće je 
samo na račun uzdužne promjene (smanjenja) tlaka u cijevi. 


SI: 10. Laminarno strujanje u horizontalnoj cijevi kružnog presjeka (Hagen- 
-Poiseuilleovo strujanje) 


Na sl. 10b razmatra se fluid u cijevi između dva proizvoljna 
poprečna presjeka 1—1 i 2—2, razmaknuta za duljinu Z. Budući 
da nema akceleracije fluida, ravnoteža sila koje djeluju na cjelo- 
kupni fluid između presjeka 1——I i 2—2, prema izrazu (27) daje 


(pi — P)ršn = T,2raTL, (70) 
gdje su py, i px» tlakovi na presjecima 1—1 i 2—2, ra _polu- 
mjer je cijevi, a 1, = u(dv,/dr), - ,, je prema izrazu (65) tangen- 
cijalno naprezanje uz stijenku cijevi. Budući da se profil brzine 
vx(r) ne mijenja uzduž cijevi, ne mijenja se ni (dv,/dr), =+,, pa 
T,, Ostaje konstantno uzduž cijevi. Zbog toga, kako pokazuje 
jednakost (70), pad tlaka po jedinici duljine cijevi ostaje kon- 
stantan, (pi — p2)/L = 21,/ro = const., ili 

dp_pP2x—P Pi—P2 


mtr a. 


(71) 


gdje je b= —(pi — p2)/L konstantni pad tlaka u cijevi po 
jedinici duljine, s dimenzijom [b] = ML *T-“, dakle [b]sr = 
= N/m? = Pa/m. 

Da bi se potpuno riješio problem, tj. odredilo gibanje svih 
čestica fluida kao neprekidnog skupa materijalnih točaka, iza- 
bire se elementarni individualni volumen fluida unutar stijenke 
šupljeg cilindra (sl. 10c), između presjeka 1—1 i 2—2 unu- 
trašnjeg polumjera r(<ro) i debljine stijenke dr, dV = 2zdrL 
Budući da se površina elementa izložena uzdužnoj komponenti 
sile tlaka ne mijenja, može se prema (56) za uzdužnu kompo- 


nentu sile tlaka na element fluida pisati 


d 
AF = — ddV = — —bdV 


= 2rn(p, — pordr. (72) 


Izraz (42) za elementarnu površinsku silu izveden je za pra- 
vokutni Descartesov koordinatni sustav, +kojem elementi lukova, 
površina i volumena ne zavise od koordinata točaka, i zato 
se u tom obliku ne može primijeniti za proračun uzdužne 
komponente sile dF,, tangencijalnih naprezanja izabranog ele- 
mentarnog volumena (sl. 10c), kojemu se površina S = 2zrL 


mijenja s cilindarskom koordinatom r. Stoga se ta sila odre- 
đuje zbrojem tangencijalne sile na unutrašnjem plaštu šupljeg 


cilindra (—q,,5) i sile na vanjskom plaštu |1,,S + : dr T,x S)dr 


tako da je 


du, 
dF, = S GnS)r=2au2 S(r%)ar (73) 


gdje je primijenjen Newtonov zakon viskoznosti (65), T,, = 


do : 
= od i pretpostavljeno u = const. 
Osim sile tlaka (72) i sile tangencijalnog naprezanja (73), 


na element fluida, koji se giba 'konstantnom brzinom, tj. 


dv/dt = 0, ne djeluju druge uzdužne sile, pa iz jednadžbe ravno- 
teže O = dF,, +dF,,, na temelju (72) i (73) slijedi 
< pio lp, —p 
FirEteak (14) 


Dvostruka integracija ove diferencijalne jednadžbe daje 


1 mp2 
vi)=-s i 


> +Cilnr+cC., (75) 


gdje se konstante C, i C, određuju iz rubnih uvjeta. Iz uvjeta 
realnosti, da je za r=0 brzina v, konačna, proizlazi C, = 0, 


a iz uvjeta prianjanja viskoznog fluida uz krutu stijenku, da je 


moa lp 
zar=r brzina vx = 0, proizlazi C, = i L ma 


r3, tako da se 
za profil brzine (75) dobiva izraz 


lPi—P2, (r\ 

vlr) = MNIVa rali — =, 

Volumenski protok ili, jednostavno, protok volumenska je ko- 
ličina fluida koja u jedinici vremena proteče kroz presjek cijevi. 
Ako je dA element ravnog presjeka cijevi, na koji je vektor 
brzine # okomit, kroz njega proteče u sekundi dQ = vdA vo- 
lumenskih jedinica fluida, a kroz čitav presjek A proteče volu- 
menska količina 


(76) 


Q = (vdA, (77) 
A 

gdje je O protok s dimenzijom [0] = L*T !, dakle, [Q]g = 

= m*/s. Za profil brzine prema izrazu (76), koji predstavlja ro- 

tacioni paraboloid, provedena integracija izraza (77) preko kruž- 

nog presjeka cijevi daje izraz za protok 


pje asi Ga ROO DiE 


p2 4 
= D 
1284. L : 


(78) 


(79) 


a to je Hagen-Poiseuilleov zakon, koji kaže da je pri laminar- 
nom strujanju u cijevi kružnog presjeka pad tlaka proporcio- 
nalan s duljinom cijevi i protokom te obrnuto proporcionalan 
s četvrtom potencijom promjera cijevi. Taj su zakon nezavisno 
jedan od drugoga eksperimentalno otkrili G. H. L. Hagen 1839. 
i J. L. Poiseuille 1840. godine. Hagen je bio njemački hidrau- 
lički inženjer, koji je eksperimentirao s mjedenim cijevima ma- 
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lih promjera (2,5-:+6 mm), a Poiseuille je bio francuski liječnik, 
koji je istraživao snagu pumpanja srca, strujanje krvi u venama 
i u kapilarnim sudovima, i eksperimentirao s cijevima promjera 
0,029-.-0,142 mm. 

Tangencijalna naprezanja unutar fluida mogu se odrediti iz 
profila brzine (76) pomoću izraza (65), 


name Rei 
dr 2 L 


(80) 


Vidi se da su tangencijalna naprezanja T,, negativna i da tan- 
gencijalne sile djeluju u smjerovima suprotnim od onih pozi- 
tivno pretpostavljenih na sl. 10c, te da im apsolutna vrijednost 
linearno pada od vrijednosti |",,| = soi fo Uz stijenku 
cijevi na nulu na simetrali cijevi. Moglo bi se pomisliti da 
zbog pada apsolutne vrijednosti tangencijalnog naprezanja 
prema simetrali cijevi za održavanje strujanja nije potreban isti 
pad tlaka p, — p, u svim točkama presjeka /—1 i 2>2. Me- 
đutim, na plaštu kružnog cilindra, koaksijalnoga sa simetralom 
cijevi i čitavoga ispunjenog fluidom, proizvoljnog polumjera r 
(uključujući i r—> 0) i duljine L, tangencijalna sila iznosi F,, = 
=Ta2rnL = —(py — po)r? re, i jednaka je za bilo koji r razlici 
sila tlakova Fp, i Fp, na osnovkama takva zamišljenog cilindra. 
Ta razlika sila lakova savladava tangencijalnu silu. Prema tome, 
tlakovi p, i px ne zavise od r. 

Laminarno strujanje u cijevi kružnog presjeka održava se 
samo pri niskim brzinama strujanja ili u malim promjerima 
cijevi, ispravnije formulirano, do kritičnog Reynoldsova broja 
(v. Dimenzijska analiza, TE 3, str. 340), tj. do 


za < Rok = 2300, 


Re= (81) 


gdje je Re Reynoldsov broj s dimenzijom [Re] = 1, a v., sred- 
nja brzina strujanja. Srednja brzina strujanja je u ovom slučaju 
definirana izrazom (78) za protok 


Q 1 Pi—P2,2 
=—>=-——D*=—,, $ 
wi, E s Pas (82) 
iz čega slijedi da se kriterij (81) može pisati u obliku 
SEA piegaćon (83) 


u L 


Hagen-Poiseuilleova jednadžba (78) za protok može se upo- 
trijebiti pri eksperimentalnom određivanju dinamičkog koefici- 
jenta viskoznosti u. Metoda se sastoji u mjerenju protoka Q 
ispitivane tekućine i pada tlaka (p, — p») preko određene duljine 
L kapilarne cijevi poznatog promjera D. Raspolažući s ovim 
podacima, u se izračuna pomoću jednadžbe (78) 


= ——. 84 

18. L_ Q 67 
Za primjenu te jednadžbe u mjerenjima mora biti zadovoljen 
kriterij (81), odnosno (83). 


Couetteovo strujanje je laminarno strujanje između dviju pa- 
ralelnih ravnih ploča od kojih jedna miruje, a druga se u svojoj 
vlastitoj ravnini giba brzinom U. Za nulti uzdužni gradijent 
tlaka dp/dx = 0 takvo je strujanje prikazano na sl. 6. Uzdužni 
gradijent tlaka mijenja profil brzine strujanja v,(y) (sl. 11). 
Strujanje je ravninsko, pravocrtno i paralelno s osi x, tako da 
suvy,=v,=0 

Ako se stavi g, = —p, tada ukupna uzdužna komponenta 
površinske sile dF,, na elementarni paralelepiped fluida volu- 
mena dV = dxdydz, proračunana izrazima (42) i (65) iznosi 


/ dp dr ( dp. d?v,\ 

dFa=|>—+ —"ldxdydz=|— —+u—=>? ž 
ida EI xdydz =| di! dg Jdxdydz. (85) 

Element fluida ima konstantnu brzinu, a drugih uzdužnih ma- 

senih sila nema, pa stoga dF,, mora biti jednak nuli, što daje 


KL _dp 
dyž dx 
Lijeva strana jednadžbe (86) je funkcija samo od y i zato mora 


biti dp/dx = const. Dvostruka integracija diferencijalne jed- 
nadžbe (86), uz rubne uvjete 


(86) 


v;=0 za y=0 
(87) 
»=U za y=h, 
daje za profil brzine izraz 
yoh*/ dp\y( y \ 
“= -i= == 
net Pid 2u\ 4) h h | (88) 
gdje je U brzina gibanja gornje ploče u smjeru osi x. 
Pisan u bezdimenzijskom obliku, izraz (88) glasi 
2) POR y | y\ 
e lv 9 ed ije 
ŠUT že h | h ) (89) 
gdje je P bezdimenzijski gradijent tlaka 
h? 2 
“ ZaU\ dx) e 


Bezdimenzijski profil brzine (89) prikazan je na sl. 11 za 
vrijednosti P=0-..+4. Za P>1|, tj. pri smanjenju tlaka u 
smjeru gibanja ploče dp/dx < 0, brzina strujanja, kako poka- 
zuje izraz (89), pozitivna je preko čitave širine kanala. Za 
P < —1 brzina strujanja postaje negativna na dijelu kanala uz 
nepomičnu ploču, tj. strujanje je u smjeru suprotnom od smjera 
gibanja gornje ploče. Naime, sile smičnog naprezanja preno- 
šene od gornje ploče kroz slojeve fluida postaju na određenoj 
udaljenosti manje od sile pozitivnog uzdužnog gradijenta tlaka 
dp/dx > 0, koja na čestice fluida djeluje u smjeru suprotnom 
od smjera gradijenta, kao što pokazuje izraz (56). 


TS 
“23 


-05 0 0 rt ida % 
BH te 
Sirujanje u smjeru suprotnom od U 
smjera gibanja gornje ploče (za dp/dx > 0 
SI. 11. Couetteovo strujanje između dviju ravnih ploča. Ucrtane krivulje pri- 
kazuju bezdimenzijski profil brzine t\=y +Pyr(l-—y%) za vrijednosti 
ho d 
P=0-+4, gdje je pisa 4-2). za P>0 tak pada, a za P<O tlak 
2nU\ dx 


( raste u smjeru osi x 


Za P=1 smično naprezanje uz gornju ploču jest T, = 
= u(dv,/dy),-, = 0, pa za gibanje gornje ploče nije potrebna 
sila, a za P > 1 gornja ploča se mora zadržavati silom u smjeru 
suprotnom od smjera njena gibanja. Za P = —1 iščezava djelo- 
vanje sile na donju ploču. 

Kad je U = (0, između ploča se uspostavlja parabolični pro- 
fil brzine > 


h? | d TN, , 
te ns p\y. Mi, 
"zul dx/h E :) 


s protokom preko presjeka jedinične širine okomito na sliku 
strujanja, tj. Az = 


(91) 


(92) 


i srednjom brzinom strujanja 


MEHANIKA FLUIDA 79 


Q_" dp 


3 
k= TI nae ai 


U paraboloidnom profilu brzine (76) Hagen-Poiseuilleova 
strujanja srednja brzina strujanja je polovica maksimalne brzine 
dane izrazom (82). 

Viskoznost plinova i viskoznost kapljevina mijenja se s tem- 
peraturom. Viskoznost plinova raste s porastom temperature, 
a viskoznost kapljevina slabi. Tako za suhi zrak, s tlakom od 
1,01325 bar, dinamički koeficijent viskoznosti poraste od u = 
=1,72.107* Pas pri OC na u=2,18+10-* Pas pri 100“C, a 
za destiliranu vodu, pri istom tlaku padne od u = 1,792+107> 
Pas pri OC na u =0,282-10-> Pas pri 100*C. Takvo pona- 
šanje viskoznosti plinova i kapljevina tumači se različitim me- 
hanizmom podrijetla pojave viskoznosti (unutrašnjeg trenja) u 
tim dvjema vrstama fluida. 


Pojava viskoznosti u plinovima može se teoretski interpretirati na osnovi 
kinetičke teorije savršenog plina. Savršeni plin je definiran kao plin kojemu 
jednadžba stanja ima oblik (8). Ta jednadžba opisuje makroskopsku manife- 
staciju savršenog plina. U molekularno-kinetičkoj teoriji, koja ulazi u mikro- 
skopsku molekularnu strukturu tvari, savršeni plin je takav plin u kojem se 
mogu zanemariti sile privlačenja (tzv. van der Waalsove sile) između molekula, 
pa se molekule identificiraju s pojmom materijalne točke iz mehanike. U svojem 
običnom stanju takvima se mogu prihvatiti plemeniti plinovi, zrak, elementarni 
plinovi kao što su vodik, kisik, dušik i dr. Važno je napomenuti da se ranije 
uvedeni model idealnog fluida, tj. idealni plin ili idealna kapljevina, kojemu 
je oduzeto svojstvo viskoznosti, pojmovno razlikuje od savršenog plina i stoga 
ih se mora kroz ove nazive tako i razlikovati. (Kombinirani model idealnoga 
savršenog plina, koji ima određeni smisao u mehanici fluida, ali ne i u mole- 
kularno-kinetičkoj teoriji, jest plin koji slijedi jednadžbu stanja (8), a oduzeto 
mu je svojstvo viskoznosti.) 


Prema kinetičkoj teoriji savršenog plina molekule plina nalaze se u nepre- 
kidnom kaotičnom gibanju sa slučajnim veličinama i smjerovima brzine. Uda- 
ranje molekula o stijenku posude, u kojoj je zatvoren plin, proizvodi tlak 

dF 1 ah E 


dres mNc = : oc, (94) 


gdje je m masa molekule, N broj molekula u jedinici volumena (tako da je 
mN = 0),a e? je srednja vrijednost kvadrata brzina kaotičnog gibanja molekula. 


Jednadžba stanja savršenog plina (8) može se napisati i u obliku x 
p Ro. 
-=_1 95 
aa (95) 


Cc 
gdje je Ro univerzalna plinska konstanta 8,3143 JAK mol), a M je molna masa, 
[M]si = kg/mol. Jednadžba (95) kombinirana sa (94) daje 

Ro 


E) 
=ljze? 
c VI de (96) 


Ta jednakost pokazuje da srednja vrijednost kvadrata brzina kaotičnog 
gibanja molekula zavisi od temperature i od prirode plina. Pisana u drugom 
obliku, 


3 
zRoT, (97) 


pokazuje da molna kinetička energija kaotičnog gibanja molekula savršenog 
plina zavisi samo od temperature. 

Ako se uvede Avogadrov broj NA = M/m = 6,0225.. 102% 1/mol, konstan- 
tan za sve tvari, i Boltzmannova konstanta k = Ro/NA = 1,3805:10-25J/K, 
koja omogućuje direktno mjerenje temperature u energetskoj jedinici, jednadžba 
(97) može se pisati i u obliku 


: : 
no, 2 Bo —kT, (98) 


koji pokazuje da srednja kinetička energija pojedine molekule savršenog plina 
me?/2 zavisi samo od temperature. 


Viskoznost plinova, kao i vodljivost topline i difuzija, jedna 
je od pojava (molekularnog) prijenosa (količine gibanja, toplin- 
ske energije i mase), kojima se mehanizmi procesa mogu 
rastumačiti kinetičkom teorijom jednostavnog modela savr- 
šenog plina. Analiza otkriva kvalitativnu zavisnost viskoznosti 
plina od temperature i potvrđuje nezavisnost od manjih pro- 
mjena tlakova, ali ne daje kvantitativne vrijednosti koje bi se 
slagale s eksperimentima. 

D. M. Sutherland, uzimajući u obzir i intermolekularne 
sile, koje su u hipotezi savršenog plina zanemarene, dobiva za 
promjenu viskoznosti plina s temperaturom izraz 


u _ PE 1 + (S/To) (99) 

M OKT 1+/TY 
gdje je M vrijednost viskoznosti pri temperaturi T4, a S je 
konstantna temperatura. Za suhi je zrak S = 110,4K i uz 
Mo= 1716-10? Pas pri 7 =273,15K (99) postaje 


NEBA 


sinje (100) 
(T) + 110,4 


(u) = 14579. 10 5 


gdje je (u) u Pas, a (Tj; u K. 
U dinamici plinova za orijentacijske proračune upotrebljava 
se jednostavniji izraz oblika 


u = uo(T/Naj", (101) 


gdje & zavisi od T/T,, a približno se može uzeti konstantna 
vrijednost w = 0,76. 

Zavisnost viskoznosti realnih plinova od gustoće (tlaka), 
obično se izražava empiričkim izrazima oblika 


Kp.T = kr +410 + 020% + + +040", (102) 
gdje je ur = f(T) 

Intermolekularne sile, koje su se u kinetičkoj teoriji viskozno- 
sti savršenog plina mogle zanemariti, za viskoznost kapljevina 
veoma su važne, a prijenos količine gibanja između slojeva tek 
je neznatni dio viskoznog otpora u kapljevinama. Molekule 
kapljevina toliko su bliske jedna drugoj da se za svladavanje 
intermolekularnih sila privlačenja pri povlačenju jednoga mole- 
kularnog sloja preko njegova susjednog mora potrošiti znatna 
energija. U kapljevinama u stanju makroskopskog mirovanja 
molekule povremeno imaju dovoljno toplinske energije da svla- 
daju barijeru potencijalne energije polja sile privlačenja između 
molekula i da skoče iz svog položaja u susjedni ravnotežni 
položaj, pri čemu su svi smjerovi skoka jednako vjerojatni i ne 
postoji strujanje u bilo kojem smjeru. Ako se na sloj molekula 
u nekoj ravnini primijeni tangencijalna sila, mehaničkim radom 
na molekule toplinska energija potrebna za pomicanje molekula 
u smjeru tangencijalne sile je smanjena, a za pomicanje u su- 
protnom smjeru je povećana. Prema tom pojednostavnjenom 
modelu, a rigoroznija teorija ne postoji, viskoznost kapljevina 
potječe od intermolekularnih sila i mogućnosti toplinskih fluk- 
tuacija potpomognutih tangencijalnom silom koja proizvodi 
strujanja u tom smjeru. Stoga se viskoznost kapljevina smanjuje 
ako se temperatura povećava (upravo suprotno od plinova), i 
povećava s povećanjem tlaka, jer se molekule zbijaju bliže jedna 
drugoj, pa je za skokove molekula kroz energetsku barijeru inter- 
molekularnih sila potreban veći rad. Obje ove promjene vis- 
koznosti eksponencijalnog su karaktera, ona s temperaturom 
negativnog, a s tlakom pozitivnog eksponenta. 

Za kapljevine zavisnost viskoznosti od temperature ima opći 
oblik 

B B 
C+T C+T!' 
gdje je uo dinamički koeficijent viskoznosti pri T4, a tempera- 
turne konstante B i C zavise od vrste kapljevine. Za destiliranu 
i odzračenu vodu je pri tlaku 1,01325bar i 7% =273,15K: 


u= u exp| (103) 


Mo = 1,792:1073Pas, B= 5116K i € = —1494 K, pa je 


511,6 


— 1.792.107? mre - 41341), 
fu) = 1,792.10-3exp (TJ iga ) (104) 
gdje je (ul u Pas, a (TJ u K. 
Opća zavisnost viskoznosti od tlaka ima oblik 
u = mexpla(p—po)] uz T= T= const, (105) 


gdje koeficijent « (u 1/Pa) zavisi od vrste kapljevine. 


Površinska napetost. Slobodna površina kapljevina kao raz- 
djelna ili dodirna površina dviju različitih sredina, npr. granica 
vode i zraka, žive i zraka, itd., ponaša se u određenim prili- 
kama na poseban način, o čemu svjedoče mnogi jednostavni 
eksperimenti. Kad se u tankom sloju sapunice razapetom unu- 
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tar žičanog okvira, u kojem pliva zatvorena petlja niti (sl. 12), 
uništi sloj sapunice unutar petlje, petlja zauzme oblik savršene 
kružnice (sl. 12b), tj. oblik koji od svih geometrijskih likova 
ima najmanji opseg. Ta težnja prema minimumu razdjelne po- 
vršine dviju sredina pokazuje se nastojanjem kaplje u zraku 
(sl. 12c) ili mjehurića plina u kapljevini (npr. mjehurići CO, 
u soda vodi) da zauzmu oblik kugle, koja od svih geometrijskih 
tijela ima za zadani volumen najmanje oplošje. Male kapljice 
žive ujedinjuju se u veliku kaplju, kojoj je površina manja od 
zbroja površina manjih kapljica. U tim površinskim pojavama 
sudjeluju samo molekule koje se nalaze u razdjelnoj površini 
kapljevina. Budući da s povećanjem dimenzija prostora, koji 
zauzimlje kapljevina, broj površinskih molekula postaje vrlo 
malen u usporedbi s brojem molekula u osnovnom volumenu, 
to površinski učinci za veće mase postaju zanemarivi. Tako 
se u većim masama težnji kapljevine da zauzme sferni oblik 
kaplje suprotstavlja sila teže, dok je u malenim kapljicama to 
djelovanje slabo i njihov je oblik blizak sfernom. Isto tako, 
kad nema masenih učinaka proporcionalnih s volumenom, npr. 
u bestežinskom stanju, proizvoljna slobodna masa kapljevine 
zauzima u plinu sferni oblik. 


SI. 12. Uz pojavu površinske napetosti 


Molekule razdjelne (slobodne) površine okružene su samo s 
jedne strane istovrsnim molekulama, dok su s druge strane 
okružene molekulama onoga drugog fluida s kojim su u dodiru 
preko te površine. Zbog toga je energija molekula u polju inter- 
molekularnih sila u površinskom sloju različita od energije mo- 
lekula u unutrašnjoj osnovnoj masi fluida, u kojoj su molekule 
okružene sa svih strana istovrsnim molekulama. Razlika između 
energije svih molekula obiju sredina u blizini razdjelne površine 
i energije koju bi te molekule imale, kad bi se nalazile u unu- 
trašnjosti, naziva se površinskom energijom. Povezano s tom do- 
datnom energijom razdjelne površine u sustavu se javljaju takve 
unutrašnje sile koje nastoje dovesti sustav u stanje minimalne 
energije, tj. takve sile koje nastoje što više umanjiti razdjelnu 
površinu, što potvrđuju i eksperimenti prikazani na sl 12. Bu- 
dući da intermolekularne sile vrlo naglo slabe s udaljenostima 
između molekula, površinska energija je praktički koncentrirana 
u vrlo tankom jednomolekularnom sloju razdjelne površine. 

Očito je da je površinska energija Es proporcionalna broju 
molekula u površinskom sloju, prema tome i mjernom broju 
slobodne površine S, 


Es =59S, (106) 


gdje je Eg površinska energija s dimenzijom [Eg] = ML?T“?, 
dakle [Egls = kgm?/s* = Nm =], a koeficijent površinske 
napetosti s dimenzijom [04] = MT-*, dakle [d]sg = kg/s? = 
= N/m = J/m?, a S mjerni broj razdjelne (slobodne) površine. 

Koeficijent a zavisi od vrste dodirnih fluida i njihova stanja. 
To je pozitivna veličina, jer bi u protivnom slučaju razdjelna 
površina težila neograničenom povećanju, tj. dodirni fluidi bi 
se međusobno pomiješali. 

Ako se unutar okvira, prikazanog na sl. 13, kojemu je štap 
AB pomičan u smjeru x, razapne tanki sloj kapljevine (npr. 
sapunice), za održavanje tog sloja u okviru potrebno je prilo- 
žiti vanjsku silu F. Ta je sila u ravnoteži sa silama kojima rub 
sloja fluida djeluje u suprotnom smjeru na štap AB, u težnji 
da smanji razdjelnu površinu. Ako se djelovanjem sile F štap 
AB pomakne za dx u smjeru x, čime slobodna površina na 
obje strane sloja priraste za dS = 2ldx, izvršenim radom 
dW= Fdx poveća se prema (106) površinska energija za 
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dEg = odS = o2ldx. Izdjednačenjem izvršenog rada s prira- 
stom energije dobiva se 


F=092. (107) 


Faktor 2 prisutan je zbog dviju strana slobodne površine sloja 
razapetog u okviru. U izrazu za silu na rubnoj konturi jedno- 
strane slobodne površine, ispod koje je masa fluida, nestaje 
faktor 2, pa se za element sile dF na elementu ds rubne konture 
razdjelne površine dviju sredina može općenito pisati 


dF = ods. (108) 


S definicijom koeficijenta površinske napetosti s prema izrazu 
(106) kao površinske energije na jedinicu površine, izraz (108) 
dozvoljava definiciju a kao sile na jedinicu duljine rubne kon- 
ture razdjelne površine. 


Iz tih se razmatranja zaključuje da se površinski sloj 
razdjela dvaju različitih fluida ponaša kao napeta membrana, 
preko čijeg ruba djeluju unutrašnje sile tangencijalno na raz- 
djelnu površinu u smjeru unutrašnje normale na rubnu konturu. 
Površinska se napetost ipak bitno razlikuje od elastične nape- 
tosti, npr. gumene membrane, po tome što pri povećanju ili 
smanjenju slobodne površine zadržava istu vrijednost, dok se 
elastična napetost mijenja u istom smislu s promjenom površine. 
Intenzitet unutrašnjih sila izražen na jedinicu duljine konture 
jednak je koeficijentu površinske napetosti g. Zbog toga pri- 
sutnost razdjelnih slobodnih površina između fluida uvodi po- 
sebnu kategoriju pojava koje se nazivaju kapilarnim pojavama, 
u kojima je učinak površinske napetosti fundamentalan. Od tih 
pojava razmotrit će se kut dodira i skok tlaka preko za- 
krivljene slobodne površine. 


Sl. 13. Površinska nape- 

tost tankog sloja kaplje- 

vine razapete unutar ok- 
vira 


SI. 14. Rubni kut ili kut dodira 9 


Neka su uzduž neke konture u dodiru tri različite tvari: 
kruto tijelo, kapljevina i plin, označeni indeksima 1, 2 i 3 na 
slici 14, gdje je sa O označeno presjecište konture s ravninom 
slike. Uzduž dodirne konture ucrtane su tri unutrašnje sile povr- 
šinske napetosti, od kojih je svaka usmjerena tangencijalno na 
dodirnu površinu pripadnih dviju sredina u smjeru unutrašnje 
normale. Izražene po jedinici duljine, te su sile jednake pri- 
padnim koeficijentima površinske napetosti a,» (kruto tijelo— 
—kapljevina), o; (kapljevina—plin) i s,, (kruto tijelo—plin). 
Kut 9 između površine kapljevine i ravne stijenke krutog tijela 
zove se rubni kut ili kut dodira. Veličina tog kuta određuje se 
uvjetom mehaničke ravnoteže, koja ne dozvoljava da postoji 
komponenta rezultante tih triju sila uzduž stijenke krutog tijela 
(komponenti tih sila okomito na stijenku suprotstavlja se sti- 
jenka), tako da mora biti 

13 — 012 — 0230089 = 0, (109) 
iz čega slijedi 


(110) 
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Ako je površinska napetost između plina i stijenke krutog 
tijela veća nego između kapljevine i krutog tijela, tj. ako je 
613 > 612, tada je cos9 > 0 a kut dodira je oštar (sl. 14a i c). 
U tom slučaju kaže se da kapljevina kvasi krutu površinu, a 
površina da je hidrofilna. Ako je g,3 < g12, tada je kut dodira 
tup (sl. 14b 1 d), pa se kaže da kapljevina ne kvasi površinu, 
a površina da je hidrofobna. Primjer prve kombinacije je dodir 
vode i čistog stakla (9 = 0), a druge dodir žive i čistog stakla 
(3 = 150%) te vode i parafina (9 = 105%), sve u zraku kao tre- 
ćem mediju. 

Ako od tri različite tvari u dodiru ni jedna nije kruta, npr. 
kaplja jedne kapljevine (3) na površini druge kapljevine (1), obje 
u dodiru s plinom (2), sl. 15, tada se kutovi dodira 9, i 9, 
određuju iz uvjeta ravnoteže pisanog u vektorskom obliku 


Giza +Bi3 +024 =0. (111) 


Taj uvjet pokazuje da svaka pojedina od apsolutnih vrijed- 
nosti vektora 6,2, 613 1 023 ne smije biti veća od zbroja osta- 
lih dviju, niti manja od njihove razlike. Ako to nije zadovo- 
ljeno, ravnoteža se ne može uspostaviti. Tako je u kombinaciji 
ulje, voda i zrak površinska napetost vode protiv zraka g,» = 
= 0,0728 N/m mnogo veća od zbroja površinskih napetosti ulja 
protiv zraka 923 =0,0330N/m i ulja protiv vode g,; = 
= 0,0182 N/m. Kao posljedica takva odnosa, površinska nape- 
tost 5,2 voda—zrak razvlači uljnu kaplju na vodi, tako da se 
ulje na vodi raširi u vrlo tanki površinski sloj reda veličine 
10-* mm. Tanji se slojevi ne formiraju već se raspadaju, čime 
se pokazuje da je debljina sloja reda veličine promjera mole- 
kule, tzv. monomolekularni sloj. 


M2 C, 
!\ LN 


R,<0 Pu; 
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i Ze 
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Razdjelna slobodna po, i 
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da,/2 — da,/2 
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h Fluid (6) | Rodsids 
Op = Pay — Pon 


SI. 16. Skok tlaka preko zakrivljene razdjelne površine dvaju 
fluida 


Za zakrivljenu slobodnu površinu, koja dijeli dva fluida (a) 
i (b), površinska napetost uzrokuje diskontinuitet ili skok tlaka 
pri prolazu kroz površinu. Na sl. 16a i c izrezan je iz zakrivljene 
slobodne površine element plohe omeđen lukovima ds, i ds,. 


TE VIII, 6 


Pretpostavlja se da je u promatranoj točki ploha dvostruko 
zakrivljena, s glavnim polumjerima zakrivljenosti R, i R» koji su 
prema dogovoru pozitivni kad su središta zakrivljenosti C, i C, 
na strani fluida (a) u kojem vlada tlak p,,. U skladu s tim 
dogovorom, na sl. 16c koja pokazuje sedlastu plohu, polumjer 
je zakrivljenosti R, negativan jer se C, nalazi na strani fluida 
(b) u kojem vlada tlak pg. Pri proračunu skoka tlaka Ap = 
= Mo > Puy postavlja se jednadžba ravnoteže svih sila, koja uz 
ds =Rida,, dsz =Rode, i sin(da,/2) = da,/2, sin(da,/2) = 
a dx,/2, za smjer djelovanja tlakova prema sl. 16b poprima 
oblik 

29. (12) 


d 
— PeydSi ds + Pig dS1dsz + 20ds, Sh. + 29ds, SR 
1 2 


Odatle slijedi 


1 i1\ 
Ap= Ba — Po = ole da i (113) 
U izrazu (113) polumjeri su zakrivljenosti R pozitivni kad su 
pripadna središta zakrivljenosti na strani na kojoj vlada tlak piy. 

Na kuglinoj je površini R, = R» = R, pa je u fluidu unutar 
sferne kaplje ili sferne šupljine tlak za Ap = 24/R veći od tlaka 
u okolišnom fluidu. 

Za šuplju kuglu s istovrsnim vanjskim i unutrašnjim fluidom 
(npr. balon od sapunice) skok tlaka preko opne iz vanjskog u 
unutrašnji prostor iznosi Ap = 44/R. Taj izraz, kao i izraz (113), 
pokazuje da se skok tlaka povećava sa smanjenjem polumjera 
kugle. Stoga, ako se dva balona od sapunice međusobno spoje 
cjevčicom, tada će manji balon kroz tu cjevčicu napuhavati veći 
balon dok ga potpuno ne nestane. Ta je pojava potpuno su- 
protna ponašanju dvaju napuhanih i međusobno spojenih gu- 
menih balona. 

Ako je slobodna površina dio kružne cilindrične plohe, na 
kojoj je Ri=R, a R, = 0, skok tlaka jest Ap=g/R. 

Za ravnu je razdjelnu plohu R,; = R, = oo, pa preko takve 
plohe ne postoji skok tlaka, tj. Ap = 0. 


STATIKA FLUIDA 


Statika fluida proučava fluid u stanju mirovanja. U sta- 
tičkom fluidu nema tangencijalnih naprezanja ni gibanja čestica, 
što omogućuje i pojednostavnjuje matematičko opisivanje i ana- 
lizu pojava, pa je stoga statika fluida najegzaktniji dio meha- 
nike fluida. Osnovni je zadatak statike fluida da odredi raspored 
normalnih tlačnih naprezanja unutar fluida. U praktičnoj pri- 
mjeni to omogućuje proračun sila koje djeluju na elemente 
konstrukcija okruženih fluidom u stanju mirovanja. U statiku 
fluida uključeni su obično i problemi fluida u relativnom miro- 
vanju, kad nema relativnog pomaka čestica jednih prema dru- 
gima, već se čitav fluid giba poput krutog tijela. 

Jednadžba ravnoteže i Pascalov zakon. Jednadžba ravnoteže 
fluida u mirovanju, izraz (59), može se pisati u obliku 


gradp = of, (114) 
ili u komponentama pravokutnoga koordinatnog sustava: 
m0 
a. moj, (114a) 
S = of. 


Pomnoži li se jednadžba ravnoteže (114) skalarno s dr = 


o= dxi + dyj + dzk, dobiva se izraz za diferencijal tlaka pri tom 


pomaku u prostoru 
dp = o(f,dx + f,dy + f,dz). (114b) 
Ako ne postoje masene sile, = 0, npr. fluid u bestežinskom 
stanju, tada je grad p = 0, pa je tlak u svim točkama kapljevine 
ili plina isti. Ta činjenica, poznata kao Pascalov zakon, izražava 
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se riječima: u fluidu u mirovanju tlak se širi jednoliko u svim 
smjerovima. Isto vrijedi i za fluid u mirovanju u kojem već po- 
stoji određeni raspored tlaka p(x,y,z). Tada se konstantni tlak 
Po nametnut fluidu izvana raširi po fluidu na sve strane jednako, 
ne mijenjajući gradijent postojeće razdiobe p(x,y,z), jer je 


grad [p(x,y,Z) + po] = gradp(x,y,z). (115) 


Polje masenih sila f(x,y,z) mora zadovoljavati određeni uvjet 
da bi u tom polju fluid bio u statičkoj ravnoteži. Ako se, 
naime, jednadžba ravnoteže (114) piše u obliku 


1 
= zegradp (116) 
i primijeni operator rotora na lijevu i desnu stranu, 
1 l 
rotf = grad x gradp + rai gradp = 
l 1 
= grada x gradp = grada x of, (117) 


gdje je primijenjen identitet rotgrad = 0, skalarno množenje tog 


izraza sa f daje 
f.rotf=0. (118) 


To je potreban uvjet za polje masenih sila f(x,y,2) da bi u 
njemu bila moguća statička ravnoteža fluida i da bi se mogla 
odrediti dva skalarna polja tlaka p(x,y,z) i gustoće o(x,y,z) 
unutar fluida koja će zadovoljiti jednadžbu ravnoteže (114). 

U geometrijskoj interpretaciji uvjet (118) pokazuje da se u 
vektorsko polje masene sile /' može položiti sustav površina 
koje ortogonalino probadaju silnice tog vektorskog polja. Opće- 
nito, ako je u neko vektorsko polje d = d(x,y,z) moguće po- 
ložiti površine F(x,y,z,C) = 0 kroz koje ortogonalno prolaze 
vektorske krivulje polja a, tada se to polje može izraziti u obliku 

grad F 
d=|a| igrad?i| A(x,y,z)gradF, 
gdje se za |4]/|grad F | uvela skalarna funkcija A(x,y,z), sl. 17. 
Ako se nad tim izrazom provede operacija rotora 


rotd = gradA x gradF + ZrotgradF = 
= gradA x gradF, 


(119) 


(119a) 
i skalarno pomnoži taj izraz sa 4, koji je kolinearan s gradF, 
slijedi 

(119b) 


što je po obliku i sadržaju identično uvjetu (118). U vektorskom 
polju masene sile f vektorske su krivulje silnice. 


d-rota = 0, 


Vektorska 
krivulja 
polja a(x,y,z) 


SL. 17. Geometrijska interpretacija 


uvjeta 4 -rota = 0 


Ako je tekućina nestlačiva 1 homogena, tj. o = const., tada 
operacija rotora nad jednadžbom ravnoteže (114) daje uvjet: 
rotf = 0, (za o = const.), što pokazuje da masene sile moraju 
imati potencijal U = U(x,y,z), tako da je 


f= —gradU. (120) 
Prema tome, homogena nestlačiva tekućina može biti u statičkoj 


ravnoteži samo u potencijalnom (konzervativnom) polju vanj- 
skih masenih sila. 


Opći uvjet za masene sile (118) uvijek je zadovoljen poten- 
cijalnim poljem masenih sila oblika (120), tako da je za opći 
slučaj stlačivog fluida (0 :+k const.) u stanju mirovanja u takvu 
polju masenih sila ravnoteža moguća, i jednadžba ravnoteže 
glasi 
(121) 
Ako se pomnoži ta jednadžba skalarno s proizvoljno usmjere- 


nim prirastom radijvektora dr, dobiva se jednadžba ravnoteže 
u diferencijalnom obliku 


dp= —odU. (121a) 
Preko ekvipotencijalne plohe jest U = const. i dU =0, a (1214) 
pokazuje da je preko te plohe i dp = 0, iz čega slijedi da je i 
p = const., odnosno 


gradp = —ogradU, 


p = p(U). (122) 
Iz izraza (121a) slijedi da je dp/dU = —o, pa je i 
0 =o0(U). (122a) 


Površine konstantnog tlaka zovu se izobare, a površine kon- 
stantne gustoće izostere. Razmatranja kojima se došlo do izraza 
(122) i (122a) pokazuju da se pri statičkoj ravnoteži fluida 
(kapljevina i plinova) u potencijalnom polju masenih sila ekvi- 
potencijalne plohe poklapaju s izobarama i izosterama. 

Granica dvaju fluida koji se ne miješaju, npr. granica vode 
i zraka, predstavlja površinu prekida gustoće, na kojoj se gustoća 
skokomice mijenja od vrijednosti o, na vrijednost 02. Ako se 
zanemare učinci površinske napetosti, lako se dokaže da je 
preko takve granice tlak neprekidan. 


SI. 18. Neprekidnost tlaka preko granice dvaju 
fluida koji se ne miješaju 


Na sl. 18 može se razmotriti ravnoteža elementa dvaju 
fluida u obliku cilindra kojemu su izvodnice okomite na njihovu 
granicu S, a presjek S i visine Ah, i Ah, su malene. Ako su 
Pi i p» tlakovi u fluidima gustoće 9, i 02, jednadžba ravnoteže 
za smjer normale na S glasi: 


(0, Ah, A5 + 02 Ahz AS)fg = (Pi — p2) AS, 


gdje je f, normalna komponenta masene sile, za koju se pret- 
postavlja da je neprekidna. Ako se podijeli ta jednakost sa AS 
i istodobno steže element u točku na granici S, slijedi 


Bi=DP. (122b) 


Iz te neprekidnosti tlaka i neprekidnosti potencijala U do- 
biva se da izraz (121a) na površini prekida gustoća od 0, na 02 
može biti zadovoljen samo sa dU = dp = 0. Odatle se zaključuje 
da se u tekućini u stanju mirovanja površina prekida gustoće 
poklapa s ekvipotencijalnom plohom U = const. Očito je da 
prva derivacija tlaka pri prolazu kroz granicu ima skok od 
vrijednosti dp/dU = —g,, na strani okrenutoj prema fluidu ], 
na vrijednost dp/dU = —o,, na strani prema fluidu 2. 


Ravnoteža fluida u polju sile teže. Sila teže je masena kon- 
zervativna sila s potencijalom 


(123) 


gdje je koordinata z usmjerena vertikalno uvis. Komponente 
sile teže u horizontalnoj ravnini iščezavaju, pa je 


Jx= >0U/0x =0,  f,= —0U/0y = 0, 
a vertikalna je komponenta 


Ua =gz, 


(123a) 


MEHANIKA FLUIDA 83 


(123b) 


Uz potencijal dan izrazom (123) i na temelju razmatranja 
koja su dovela do (122) i (123) vrijedi i 


p=plz)  o=e(2), (124) 


gdje se pretpostavlja da je unutar raspona koordinate z zane- 
mariva promjena ubrzanja sile teže g. Iz jednadžbe stanja koja 
povezuje tlak, gustoću i temperaturu fluida, f(p,o, T) = 0, slijedi 
da je i temperatura 


f.= —0Uq0z = —g. 


T= T(2). (124a) 


Prema tome, za horizontalne ekvipotencijalne plohe sile teže 
U 4, = const. u statičkom fluidu su i izobare p = const. i izostere 
o=const. i izoterme T= const. također horizontalne plohe 
z = const. 

Iz diferencijalnog oblika jednadžbe ravnoteže (121) i poten- 
cijala (123) dobiva se 


dp 

dz 
što pokazuje da tlak pada s visinom. Integracija jednadžbe 
(125) daje 


= —053<0, (125) 


plz) = polz = zo) - | ogdz. (126) 


Integral na desnoj strani je težina stupca fluida visine 
(Z — Zo) s jediničnom površinom osnovice, i ta težina dovodi 
do razlike tlakova na visinama z i zg. 


Hidrostatika 


Ravnoteža nestlačivog fluida u polju sile teže. Za homogeni 
nestlačivi fluid gustoća je konstantna, pa uz konstantnu gravi- 
taciju g jednakost (126) daje, nakon što se riješi integral na 
desnoj strani, 


p(z) = po(Z = Z0) — Qg(Z — Zo). 
Ako se za proizvoljnu početnu visinu zg, na kojoj vlada tlak 
Po, Stavi Zo = 0, dobiva se zakon promjene hidrostatičkog tlaka 
u nestlačivom fluidu 


p(Z) = po — 092, (127) 
ili supstitucijom h = —z, gdje je h dubina mjerena od z=0, 


p(h) = po + ogh. (127a) 


Primjećuje se da tlak linearno pada s visinom (127), odnosno 
linearno raste s dubinom (127a). Iz praktičnih se razloga z= 0 
obično stavlja na horizontalnu slobodnu površinu, preko koje, 
kao razdjelne površine kapljevine i plina, vlada konstantni tlak 
Do. Za otvorene spremnike, bazene ili mora to je atmosferski 
tlak p, (sl. 19). Formule (127) ili (127a) osnova su svih hidro- 
statičkih proračuna u tehničkoj primjeni. 


> 
ug 
Pt 


> KI Slobodna površina ZA 
S P= pa = const. 


ka 


že Ter: [Er 


—zd+h 


SI. 19. Linearna promjena hidrostatičkog tlaka u 
homogenoj nestlačivoj tekućini 


Linearni zakon promjene hidrostatičkog tlaka (127) pri- 
kladno je prikazati u obliku 


E +z=cC, 

0g 
u kojemu svi članovi predstavljaju visine: p/(0g) je visina tlaka 
(s dimenzijom [p/(0g)] = L, dakle [p/og]g, = m stupca fluida 
gustoće 0), tj. visina stupca tekućine na čijem gornjem kraju 
vlada nulti tlak, a u njegovoj osnovici tlak p; z je geometrijska 
ili geodetska visina; € = py/(0g) je konstantna visina tlaka py 
na nultoj visini z = 0. 

Zbroj visine tlaka i geometrijske visine p/(9g) + z zove se 
piezometrička visina, pa se osnovna jednadžba hidrostatike (128) 
može izraziti riječima: u nestlačivom fluidu u mirovanju piezo- 
metrička visina p/(og) + z ostaje konstantna u svim točkama. 
Taj zakon zorno je prikazan na sl. 20, gdje je u zatvorenom 
spremniku djelovanjem sile F na stap nametnut tlak nestlačivom 
fluidu gustoće g. U točkama ], 2 i 3 tlakovi su mjereni visinom 
stupca istog fluida u piezometrima, tj. u staklenim cijevima ko- 
jima je donji kraj otvoren, a gornji zatvoren i pod potpunim 
vakuumom, tako da je iznad razine fluida u piezometru tlak 
p = 0. Razdjelna površina kapljevine i plina ili kapljevine i druge 
kapljevine u piezometru zove se meniskus (polumjesec), zbog 
specifičnog oblika te površine uzrokovanog površinskom nape- 
tošću. Zakon rasporeda hidrostatičkog tlaka (128) ilustriran je 
na sl. 20 konstantnim visinskim položajem meniskusa u piezo- 
metrima. 


(128) 


Seo 


Sl. 20. Hidrostatički tlak u nestlačivoj homogenoj 
tekućini 


Istom slikom može se ilustrirati i Pascalov zakon. Za tla- 
kove unutar spremnika zbog djelovanja sile F na stap vrijedi 


(129) 


Ako se sila F poveća za AF, tlak u pojedinim točkama 
fluida poraste. Neka u proizvoljnim točkama 1 i 2 te u točki 3 
taj prirast tlaka bude Ap,, Ap» i 4ps. Tada ponovno mora 
biti zadovoljena jednadžba hidrostatike (128), tj. 

PSR, jek a i dan i 
0g og 0g 


što uz (129) odmah daje 
Api = Ap» = Apa = Ap. 


= const, 


Budući da je izbor točaka bio proizvoljan, zaključuje se da 
se tlak nametnut izvana širi jednako u sve točke fluida, što 
je sadržaj Pascalova zakona. 

Instrumenti za mjerenje tlaka kojima je jedan kraj priključen 
na mjerno mjesto u fluidu, a drugi otvoren prema atmosferi, 
mjere razliku između apsolutnog tlaka p i atmosferskog tlaka 
okolice p,. Ta se razlika 


Pu=P—pP,=egh (130) 
zove manometarski tlak. Ako je ta razlika veća od nule, u fluidu 
vlada pretlak (py > 0), a ako je manja od nule, vlada podtlak 


(Pm < 0). Iz definicije manometarskog tlaka (130) očite su dvije 
činjenice: da je manometarski tlak atmosferskog tlaka jednak 
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nuli, Pya = 0, i da se iz manometarskog tlaka dobiva apsolutni 
tlak pribrajanjem atmosferskog tlaka 


D=PuM+DPe (130a) 


Piezometar na sl. 20, koji je jednim krajem priključen na lijevu 
stijenku spremnika na visini točke 1, a drugi mu je otvoren 
prema atmosferi, mjeri svojim otklonom  (stupcem) mano- 
metarski tlak u točki f£pPyi=Pi—>Pa Tada je to pretlak 
PmMi > 0, ili izraženo visinama h = p,/(0g) — p,/(09) > 0. 

U sustavima otvorenim prema atmosferi, atmosferski tlak 
se prenosi u sve točke fluida i taj tlak okružuje čitav sustav. 
Stoga je često prikladnije raditi s manometarskim tlakom da 
se izbjegne u računu nepotrebno pojavljivanje jedne konstantne 
veličine. 

Princip spojenih posuda, koji kaže da slobodne površine 
homogene kapljevine, otvorene prema istom tlaku, leže u istoj 
horizontalnoj ravnini u svim spojenim posudama (sl. 21a), 
tumači se horizontalnošću izobara u gravitacijskom polju Zem- 
lje. To očito nije slučaj kad se u jednom kraku na fluid gus- 
toće 0, nadolije drugi fluid gustoće o, (sl. 21b), pa dolazi do 
razlike u visinama razina. Na sl. 21b, na dubinama h, u 
desnom i h, u lijevom kraku, koje leže na istoj horizontali, 
vlada isti tlak py =01gh, =02gh,, odakle se za odnos tih dubina 
dobiva h, = h202/0,, pa je uz 02 < 0, očito h, < hz, i razina 
u lijevom kraku je niža od one u desnom kraku. 


Si. 21. Spojene posude. a homogena kapljevina u 
spojenim posudama, b dvije kapljevine različitih 
gustoća u spojenim posudama 


SI. 22. Princip rada hidrauličke preše 


Princip spojenih posuda primijenjen je u hidrauličkoj preši 
(sl. 22) koja služi za dizanje velikih tereta. Ispod stapova 1 i 2 
vladaju isti pretlakovi F,/A, = F2/A,, tako da se sila na veliki 
stap F,= F,A2/A, izborom odnosa površina stapova A2/A, 
može učiniti po volji velikom. Odnos pomaka stapova s, i s2 
upravo je obrnut, sy = s2A2/A,, što slijedi iz jednakosti radova, 
ako se zanemare sile inercije i trenja te promjena tlakova pri 
pomaku stapova. 

Hidrostatski manometri. Zakon promjene hidrostatičkog 
tlaka (127) ili (127a) osnova je principa rada hidrostatskih ili 
fluidnih (tekućinskih) manometara kojima se mjeri tlak. Najjedno- 
stavniji među njima je piezometar. To je vertikalna staklena 
cijev kojoj je jedan kraj spojen s fluidom u posudi, a drugi 
je otvoren prema atmosferskom tlaku (sl. 23a). Fluid se iz 
posude podiže u cijev dok se ne uspostavi ravnoteža, a mje- 
rilo za tlak je vertikalna udaljenost od meniskusa do točke u 
kojoj se mjeri tlak. Tako je za točku A (sl. 23a) ako se 
krene od meniskusa prema točki A 


Po rogh=Pp, 
a za manometarski tlak definiran sa (130) 
Pma = Pa— Pa = 09h. 


(131) 


(131a) 


Isti je rezultat ako se krene od točke A prema meniskusu 


Pa—egh=p, (131b) 


s jedinom razlikom od (131) da se oduzimao iznos ogh, jer se 
išlo u smjeru prema gore, tj. u smjeru smanjenja hidrostatič- 
kog tlaka. 


Takav tip manometra prikladan je za mjerenje manjih pre- 
tlakova, a za veće pretlakove postaje nepraktičan jer je potrebna 
vrlo dugačka cijev (pretlak od 5 - 10% Pa zahtijevao bi za vodu 
cijev dugačku više od 50m). Piezometar u tom obliku neće 
funkcionirati pri mjerenju podtlaka, jer bi u posudu ulazio zrak. 


SI. 23. Hidrostatski ili tekućinski manometri 


Za mjerenje manjih pretlakova i podtlakova, cijevi piezo- 
metra može se dati oblik slova U (sl. 23b), tako da meniskus u 
cijevi može doći i ispod i iznad točke A u kojoj se mjeri 
tlak. Za položaj meniskusa prikazan na sl. 23b, ako se krene 
od točke A, dobiva se 


Pa+ogh=p, (131c) 


ili 


Pma = —ogh, (131d) 


što pokazuje da u točki A vlada podtlak. 

Za mjerenje većeg pretlaka i podtlaka kao mjerni fluid upo- 
trebljava se fluid veće gustoće, npr. živa, kojoj će stupac biti 
približno 13,6 puta manji od stupca vode (sl. 23c). Pođe li se od 
točke A preko srednjeg meniskusa do meniskusa na drugom 
kraju manometra, gdje vlada atmosferski tlak, vrijedi 


Pa +ogh— 009ho = pa, (132) 


gdje je o gustoća radnog fluida, a o, gustoća mjernog fluida. 
Za manometarski tlak u točki A dobiva se 


PMA = 009 ho — ogh. (132a) 
Ako je u posudi plin, tada je o zanemariv prema 04, pa je 


PMA = 0ogho. (1326) 


Izbor konfiguracije hidrostatskih manometara vrlo je širok i 
umjesto da se pamte formule za pojedini tip, razumnije je regi- 
strirati postupak koji je zajednički za sve tipove. Primijenjen 
već kod tipova manometara na sl. 23a,b i c, taj se postupak 
sastoji u sljedećem: (a) polazi se s tlakom na jednom kraju 
manometra. Ako je tlak poznat, napiše se u pripadnoj jedinici, 
a ako je nepoznat, stavi se simbol. (b) Tom tlaku dodaje se 
svaka promjena tlaka idući od meniskusa do meniskusa, i to s 
pozitivnim predznakom ako se ide prema nižem meniskusu, a s 
negativnim ako se ide prema višem. (c) Zbrajanje i oduzimanje 
promjena u (b) nastavlja se do drugog kraja manometra i izraz 
se izjednačuje s nepoznatim ili poznatim tlakom na tom kraju. 
Izraz koji se dobiva tim postupkom zove se jednadžba hidro- 
statskog manometra, npr. izrazi (131) i (132). 

Diferencijalni manometar_ mjeri samo razliku tlakova u 
dvjema točkama istog fluida ili različitih fluida. Takav je mano- 
metar prikazan na sl. 24a, koji mjernim fluidom gustoće 0 
mjeri razliku tlakova u točki A fluida gustoće 0, i točki B 
fluida gustoće 02. Primjena jednadžbe manometra za tu razliku 
daje izraz 


Pa—PB= —Qghi + 009h9 + 02gh2. 


Na sl. 24b prikazan je diferencijalni manometar, priključen 
na vodomjernu dijafragmu za mjerenje protoka fluida, u obliku 
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obrnute U-cijevi s mjernim fluidom gustoće 0,, manjom od 
gustoće o radnog fluida. Razlika tlakova u točki / i 2 dana je 
izrazom 


Pi — Pz =(h3 — hallo — 01)g. 


SI. 24. Diferencijalni hidrostatski manometri 


Na uređaj, prikazan na sl. 24b, priključen je i manometar 
u obliku U-cijevi koji mjeri apsolutni tlak. Tako se primjenom 
jednadžbe manometra od meniskusa ispod vakuuma p =0 preko 
radnog fluida i gornjega diferencijalnog manometra do točke 
2 dobiva izraz za apsolutni tlak u točki 2 


[ D | 
0+00gh2—og(h, +D +h3) +01g(h3— ha) +0g\hs+=5-) = px. 


Posebnim rješenjima hidrostatskih manometara ostvaruju se ili 
praktičnija očitanja ili se povećava osjetljivost manometara. 

Tako se na manometru s čaškom (sl. 25), s malim odnosom 
površina Ag/A, < 1, mjerenje svodi na očitanje visine samo 
jednog kraja stupca, jer se spuštanje razine mjernog fluida u 
čaški može zanemariti ili se to spuštanje može uzeti u obzir 
jednostavnim korekcijskim članom. 


Sl. 25. Hidrostatski manometar s 
čaškom 


Što je manja vrijednost odnosa razlike tlakova prema 
očitanju skale manometra, Ap/hy, tj. što je dulji mjerni stupac 
To povećanje osjetljivosti ostvaruje se različitim rješenjima 
mikromanometara. Na sl. 26 prikazan je mikromanometar s pri- 
klonjenom mjernom cijevi pod kutom a prema horizontali. Bu- 
dući da se razlika tlakova mjeri samo vertikalnim otklonom 
stupca mjernog fluida u kosoj cijevi, tj. visinom h, na sl. 26, 


SI. 26. Mikromanometar s cijevi _priklonjenom 
prema horizontali 


to vrijedi da se za istu razliku tlakova, tj. h» = const., smanje- 
njem kuta a istodobno produžava kosi stupac mjernog fluida, 
označen sa [| na sl. 26, koji se pri mjerenju očitava. Dakle, 
što je pri istoj visini h2 duljina stupca ! veća, to će očitanje biti 
točnije. Ako se redom primijene jednadžba manometra, koja daje 
(Pi — P2)/(09) = h, + h2, trigonometrijski odnos h, = Isina i jed- 
nadžba kontinuiteta, koja izražava održanje mase fluida 


dm 
2 STP 2 
M4 SiLioa _1d m 
4 sina 4 
/d\2 
odakle je hy =1| S) , dobiva se 
E : di 
% = arcsm adi El: 


Tim izrazom određuje se kut « priklona cijevi prema hori- 
zontali za unaprijed zadanu ili traženu osjetljivost (p, — p»)/l. 
Npr. ako se razlika tlaka od 0,001 bar = 100 Pa želi mjeriti 
duljinom / = 250mm kosog stupca vode o = 1000 kg/m>, kut 
priklona je a = 1%45'52". 

Diferencijalni mikromanometar s dva fluida koji se ne mije- 
šaju a imaju podjednake gustoće, npr. vodom razrijeđeni al- 
kohol gustoće 830 kg/m, obojen anilinskom bojom, i kerozin 
gustoće 790 kg/m*, koji ne otapa anilinsku boju, prikazan je na 
sl. 27. Težim fluidom veće gustoće 93 ispuni se donji dio 
U-cijevi do razine 0-—0. Na oba se kraja nadolije lakši fluid 
gustoće o, tako da ispuni ostatak U-cijevi i obje čaške do 
razine /—/. Mjerna mjesta u kojima se mjeri razlika tlakova 
Pc 1 Pp priključe se u € i D, te plin ili kapljevina gustoće o, 
ispuni prostor iznad razine /—1. Ako je tlak p, u € nešto veći od 
tlaka p,» u D, meniskusi /—/ i 0—0 pomiču se kako je prika- 
zano na sl. 27. Ako je A, površina poprečnog presjeka čaške, 
a Ay površina presjeka U-cijevi, tada je zbog kontinuiteta mase 
fluida razlika visine između razine /—/ i meniskusa: Az = 


h A 
SS pa jednadžba manometra daje 
a 1 


Ao|\ Ao 
21 


( / 
D —Pop=hg0: 02\1 ZK 


Budući da su maleni i odnos površina _Ag/A, i razlika 
gustoća mjernih fluida (o; — 02), instrument je vrlo osjetljiv, 
pa za male razlike tlakova ima veliki otklon h. 


OTE Va 


CIZIKII 


SI. 28. Pokazivač količine tekućine u 
rezervoaru na principu hidrostatskog 
manometra 


SI. 27. Diferencijalni mikromanometar 
s dvije tekućine kojih se gustoće 
mnogo ne razlikuju 


Princip rada hidrostatskih manometara može se iskoristiti i 
za mjerenje količine ili razine fluida u rezervoaru. Jedan takav 
uređaj prikazan je na sl. 28. Sa t-—i označena je razina žive 
u U-cijevi kad je priključna cijev prazna. Kad je priključna 
cijev puna, odredi se jednadžbom manometra udaljenost l, od 
razine t—t do oznake nulte količine fluida u rezervoaru i uda- 
ljenost 1, do oznake određene volumenske količine V tekućine 
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h ' 
u rezervoaru. Tako je uz oznake na sl. 28 b=so—g l 
409 — 
H(V)+h Boa : s 
b BT gdje je dubina fluida u rezervoaru H(V) 
đ—e 


funkcija volumena K Oblik te funkcije zavisi od geometrije 
rezervoara; npr. za rezervoar u obliku pravokutnog paralele- 
pipeda H(V) = 12 gdje su L i B duljina i širina rezervoara. 

Barometar je hidrostatski manometar kojim se mjeri apso- 
lutni atmosferski tlak (sl. 29). Otvoreni donji kraj cijevi uronjen 
je u mjerni fluid kojemu je slobodna površina izložena atmos- 
ferskom tlaku. Iz drugoga zatvorenog kraja isisan je zrak, pa 
se fluid u cijevi podigne, a iznad meniskusa vlada tlak zasićenja 
para mjernog fluida p,. Jednadžba manometra za atmosferski 
tlak p,, prema sl. 29, daje 


Pa= 004h0 + Py, (1334) 
ili, izraženo visinom stupca mjernog fluida, 
hi=hy+h,, (133b) 


v 


gdje je h, = Po visina tlaka zasićenja para mjernog fluida. 
29 


Sl. 29. Princip rada baro- 
metra 


Sadržaj izraza (133a) i (133b) pokazuje da je za mjerenje atmo- 
sferskog tlaka barometrom potrebno poznavati i tlak zasićenja 
para (ili, što je isto, tlak isparivanja) mjernog fluida pri tem- 
peraturi okolice koja okružuje barometar. Za vodu i živu dani 
su u tabl. 2 tlakovi zasićenja para za temperature od 0 do 
40 "C. Kao što pokazuju podaci u tablici, voda bi zbog relativno 
visokih tlakova isparivanja i osjetnih promjena tlaka isparivanja 
u normalnom području temperatura okolice bila nezahvalan 
mjerni medij u barometru, jer bi uz očitanja visine vodenog 
stupca (koji bi i tako zbog male gustoće vode bio nepraktično 
visok, iznad 10 metara) bilo potrebno uvesti korekcijske faktore 
zavisne od temperature okolice. U tom smislu, prema podacima 
iz tabl. 2, živa je idealan mjerni fluid u barometru, jer je njen 
tlak isparivanja zanemarivo malen, p, = 0, pa se izraz (133) 
može pojednostavniti u 


Pa = 009ho, (133c) 


a zbog velike gustoće žive visina mjernog stupca iznosi samo 
oko 760 milimetara. 

Na sl. 30 prikazani su odnosi apsolutnih i manometarskih 
tlakova i veličina dogovorom prihvaćenoga standardnog atmos- 
ferskog tlaka, koji odgovara visini živina stupca od 760 mm, 
pri temperaturi 0 “C, gustoći žive 13 595,1 kg/m* i standardnoj 
gravitaciji 9,806 65 m/s?. 


Tablica 2 
TLAK ZASIĆENJA VODENIH I ŽIVINIH PARA 
Voda Živa 
t 
Py Pa 
h = h. == 
Py \ 09 Pu MW og 
Cel Pa m Pa mm 
0 6l1 0,062 0,021 1 0,000 16 
10 1227 0,125 0,0668 0,000'50 
20 2337 0,239 0,1678 0,001 26 
30 4241 0,434 0,3758 0,00282 
40 7375 0,758 0,8412 0,00631 


Tlak PMi = Pi — P,>0 
p (pretlak) 
E _ _ . Standardni atmosferski tlak 
Lokalni atmosferski tlak 
SRI PM=P;—P<O p=p-p>0 
tla (podtlak) (vakuum) 
Da stand m 1 2 
101325 Pa 
1,01325 bar Da 
1013,25 mbar Lokalno 
760 mm Hg(0*C) očitanje 
barometra : 
1 atm Apsolutni 
(1,03323 at) tlak 
D2 
Apsolutna nula 
(100% vakuum) 


Sl. 30. Odnos apsoluinih i manometarskih tlakova 


Živin hidrostatski manometar upotrebljava se za mjerenje 
tlakova do 3 bara. Za mjerenje viših tlakova upotrebljavaju se 
metalni manometri, i to membranski tip za tlakove do 25 bara, 
a cijevni tip do 10000 bara. Redovno se u metalnim mano- 
metrima membrana ili cijev deformiraju pod opterećenjem raz- 
like mjerenog tlaka i okolišnog atmosferskog tlaka, kojima su 
izložene njihove dvije strane, i ta se deformacija sustavom zup- 
čanika i poluga pretvara u pomak kazaljke, ispod koje je broj- 
čanik graduiran u pripadnim jedinicama. Tlak mjeren takvim 
fnanometrom jest pretlak ili podtlak koji vlada na visini osi 
kazaljke, i ako ta os nije na istoj visini kao točka u kojoj se 
želi izmjeriti tlak, jednadžbom manometra se ispravlja očitanje 
manometra za razliku u tim visinama, vodeći računa o gustoći 
fluida u priključnoj cijevi. Aneroidni (suhi) barometar radi na 
sličnom principu i pokazuje razliku tlaka između atmosfere i 
zrakoprazne (evakuirane) kutije ili cijevi, mjereći tako apsolutni 
atmosferski tlak. 

Kapilarna elevacija i depresija. U cijevima hidrostatskih 
manometara promjera većeg od 15 mm kapilarni učinci su zane- 
marivi. Međutim, u cijevima manjih promjera kapilarni učinci, 
već prema veličini kuta dodira 9, udube ili izboče meniskus 
na granici dvaju fluida, i preko tako zakrivljenog meniskusa 
površinska napetost dovodi do diskontinuiteta tlaka, što uzro- 
kuje kapilarnu elevaciju ili depresiju (sl. 31a i b). Kad je promjer 
cijevi malen, meniskus poprima oblik dijela kugline plohe, za 

d 
2cosH 
9<r/2,aR<0 za 9> =/2. Pri prijelazu od točke / do točke 
2, s jedne na drugu stranu sfernog meniskusa, nastaje zbog 
površinske napetosti, prema izrazu (113), skok tlaka 


koju je, prema sl. 31, polumjer R = , pa je R>0 za 


SI. 31. Kapilarna elevacija (a) i kapilarna depresija (b) 
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26 4agcosg 
Patesip2iz R = TER 
ili pisano u obliku prirasta 
4gcosg 
p=p-Pi=- . (134) 


d 

Ako se ide od točke 0, gdje vlada tlak p,, kroz fluid gustoće 
0, do točke / na gornjoj strani meniskusa, zatim kroz sfernu 
plohu meniskusa do točke 2, pa se kroz fluid gustoće o ponovno 
dođe do točke 0, jednadžba manometra, uz pozitivan Z prema 
gore i primjenom izraza (134), glasi 


4gcos9 
P,— 0192 — +097 =p., 
a odatle se dobiva 
4gcos9 
za 135 
gd(o — 01) u 


Za 9<n/2, bit će Z=2Z.>0, i tada dolazi do pojave 
kapilarne elevacije (sl. 31a), a kad je 9>m/2, onda je 
Z=2Z4<0, pa dolazi do kapilarne depresije (sl. 31b). Kombi- 
nacija voda—zrak (g = 0,0728 N/m) u čistoj staklenoj kapilari 
(3 = 0) promjera 1 um daje kapilarnu elevaciju oko 30m. 

Do kapilarne elevacije i depresije dolazi i između dviju 
bliskih ravnih ploha uronjenih u kapljevinu. Tada meniskus 
poprima oblik dijela kružne cilindrične plohe, preko koje nastaje 
prirast tlaka Ap =p2 — Pi = —o/R = —26c0s9/8, pa je kapi- 
larna elevacija i depresija dana izrazom 

_ 2acos3 
gč(o — o 
gdje je 8 mali razmak između ravnih ploha. 
Sila tlaka na površine. Zakon promjene hidrostatičkog tlaka 
prema izrazima (127) ili (127a) može se pisati 
P=Po—0gz=Po +0gh, > (136) 
gdje je po konstantan tlak na slobodnoj površini. Taj je zakon 
osnova za proračun sile tlaka koji djeluje na ravne i zakrivljene 
krute stijenke različitih konstrukcija uronjenih u nestlačivi fluid 


u mirovanju. Zadatak se svodi na određivanje rezultantne sile 
tlaka i njena momenta. 


= Do = const. 


DE pp 


SI. 32. Sila tlaka na površini uronjenoj u statički 
nestlačiv fluid 


Na element površine dS zakrivljene krute stijenke površine 
S (sl. 32), djeluje elementarna sila tlaka 
dF = —ipds, (137) 
gdje je ;# vanjska normala na površinu S, s momentom s obzirom 
na ishodište 
dM = —f x ipds, 
gdje je f radijvektor elementa dS. 


Budući da se u općem slučaju radi o prostornom sustavu 
elementarnih sila dF, njihovo vektorsko zbrajanje (integriranje) 


(137a) 
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po površini S ne mora dovesti do jedne rezultantne sile. Kako 
je poznato iz statike, da bi prostorni sustav sila dF imao 
jednu rezultantu 


F=- [fipdS, (138) 
5 
moment tog sustava sila 
M = — (7x ipdS (1384) 
Š 
mora biti okomit na F, što se izražava u obliku 
F.M=0. (138b) 


Kad uvjet (138b) nije zadovoljen, prostorni sustav sila 
dF svodi se u proizvoljnoj točki na silu F danu izrazom 
(138) i spreg sila momenta M danog izrazom (1384). 

Redovno se svi zadaci proračuna sile tlaka koja djeluje na 
krute stijenke mogu riješiti vektorskim integralima (138) i (138), 
no u tehničkoj praksi za pojedine slučajeve razvijeni su iz tih 
izraza rutinski postupci proračuna. 


Sila tlaka na ravne površine. Na ravnoj površini normala # 
jest konstantan vektor i po veličini i po smjeru, a elementarne 
sile tlaka, definirane izrazom (137), predstavljaju sustav para- 
lelnih sila kojemu se djelovanje uvijek može svesti na djelovanje 
jedne rezultante u određenoj točki, njenom hvatištu. Izraz (138), 
za rezultantu sile tlaka na ravnu krutu površinu A koja je 
orijentirana vanjskom normalom ii, daje 


F= -nfpdA (139) 
A 
s hvatištem u točki Cr određenoj radijvektorom rc,, koji 
definira vektorska jednadžba 
x F=—[rpdAxH (139) 
A 
temeljena na izrazu (138a). 
U praktičnoj realizaciji tin proračuna prikladno je razdvojiti 
roračune sile #, konstantnog tlaka py i sile F,, promjenljivog 
kratko: tlaka 


P= —0g7 =ogh (140) 
Ako se uvrsti konstantni tlak po u izraz (139), dobiva se 
Fo= —poAf, (141) 

a uvrštenjem u izraz (139a) dobiva se 


FCy, * Fo= —pofFdA xfi=—pkAxi=f>xF, (14la) 


gdje je. Zc radijvektor težišta C površine A. Budući da e. 
i Fe leže u istoj ravnini, izraz (141a) pokazuje da je 


ie, aa Tv (I41b) 

Prema tome, sila F4 koeicE tlaka na ravnu površinu 
jednaka je umnošku tlaka i mjernog broja površine i djeluje 
okomito na površinu u njenu težištu. 

Uz proračun sile F;, hidrostatičkog tlaka p;, nacrtana je na 
sl. 33 ravna površina A uronjena u statički fluid gustoće o, 
s pogledom u smjeru njene ravnine i priklonjena pod kutom 3 
prema horizontali. U toj je projekciji kroz ravninu položena os 
Oy, kojoj je ishodište O postavljeno u slobodnoj površini. Iz točke 
O prema očima promatrača gleda os O x. Na istoj je slici ravnina 
Oxy zarotirana za kut z/2 u ravninu slike, tako da se ravna 
površina A vidi u svojoj punoj veličini. Dubina uronjaja h 
točaka površine A i njene koordinate y, kao što se vidi iz 
slike, stoje u odnosu h = ysin9, pa se za element sile dF,, 
dobiva izraz 


dF, = — piidA = — fioghdA = —iiegysin9dA, (142) 
gdje je dA horizontalni element površine A na kojem vlada 
konstantan tlak. Integracija elemenata dF,, daje 


F, = -fogsin9 [ydA = — fiogsin9I ycA = — fioghcA, (143) 
A 


ili 
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Fi= —PečlA, (143a) 


gdje je Pc = ogsin9 yc = oghc hidrostatički tlak u težištu povr- 

šine A. U izrazu (143) integracija se statičkih momenata ele- 

menata dA s obzirom na os O x zamijenila statičkim momentom 

površine A, tj. [ ydA = ycA, a to i jest definicijski izraz za 
A 


udaljenost ye težišta C površine A od osi 0x. 
Ako se moment elementarnih sila dF, s obzirom na os 
O x piše u apsolutnoj vrijednosti, jer su sile dF,, paralelne, tada 
vrijedi izraz 
M = fydF, = ( yogsin9ydA = ogsin91,,, — (144a) 
A A 


gdje je 1, = f yždA moment tromosti površine A s »bzirom 
A 


na os Ox. 
Izražen rezultantnom silom F, taj moment glasi 


M =ycp, Fe=yc,, 09singycA, (144b) 


gdje je Cr udaljenost hvatišta C,, sile F, od osi 0x. 
Izjednačenje izraza (144a) i (144b) daje 
las 


, = , 14 
YCr, KA (145) 


Točka C E, još se naziva i težištem hidrostatičkog tlaka. 
Izraz (145) pokazuje da je udaljenost težišta hidrostatičkog tlaka 
od slobodne površine dana omjerom momenta tromosti i sta- 
tičkog momenta površine A s obzirom na os koja leži u slo- 
bodnoj površini. 

Primjenom Steinerova stavka 

la=včA +1, 


gdje je Izg moment tromosti površine A s obzirom na os Cć 
kroz težište površine A paralelnu s osi Ox (sl. 33), izraz (145) 
poprima alternativni oblik 


Lee 
= 145a 
IA (145a) 


koji pokazuje da se težište hidrostatičkog tlaka nalazi na uda- 


Cr, =Jat 


. . Ise 
ljenosti —>- 
YeA 


ispod težišta površine A. 


SI. 33. Sila hidrostatičkog tlaka i hvatište sile hidrostatičkog 
tlaka na ravnoj površini 


Iz momentne jednadžbe sila s obžirom na os Oy, tj. rezul- 
tante F,, i elementarnih sila dF, na elementima dA, (od kojih 
je jedan prikazan na sl. 33): 
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oja = *cp“ ogsnjycA = 


= [xogsin9 ydA = ogsin9(xcycA + I), 
A 


gdje je za centrifugalni moment tromosti 1,, primijenjen Stei- 
nerov stavak 1, = xcycA +1.,, dobiva se za udaljenost *C;, 
h 


težišta hidrostatičkog tlaka od osi Oy izraz 


la 
S (146) 

Moment tromosti I:; je uvijek pozitivna veličina, pa je prema 
izrazu (145a) težište hidrostatičkog tlaka C;, uvijek ispod težišta 
površine C, dok centrifugalni moment tromosti I:,, već prema 
obliku površine, može biti pozitivan ili negativan, pa izraz (146) 
pokazuje da težište hidrostatičkog tlaka Cg, može biti s jedne 
ili s druge strane osi Cy položene kroz težište površine C 
paralelno s osi Oy. 

Iz izraza (143) vidi se da je sila F, hidrostatičkog tlaka p,, 
na ravnu površinu uronjenu u statički fluid i priklonjenu pod 
proizvoljnim kutom prema horizontali po veličini jednaka težini 
cilindričnog stupca fluida kojemu je osnovica mjerni broj ravne 
površine, a visina uronjaj težišta površine ispod slobodne povr- 
šine fluida, ili, što je prema izrazu (143) isto, da je jednaka 
umnošku hidrostatičkog tlaka u težištu površine i mjernog broja 
površine. Ta sila djeluje okomito na ravnu površinu u težištu 
hidrostatičkog tlaka Cg, kojemu su koordinate dane izrazima 
(145) i (146). Pri djelovanju ukupnog tlaka p = py + ogh sili 
Feu Ce, dodaje se paralelna sila F4 u težištu ravne površine €. 

Na horizontalnu ravnu površinu, 9 —> 0, uronjenu u nestla- 
čivu tekućinu, djeluje konstantni hidrostatički tlak i sila se odre- 
đuje opisanim postupkom za proračun sile konstantnog tlaka. 
Time se dokazuje hidrostatski paradoks: sila daka na horizon- 
talno dno posude zavisi od dubine fluida u posudi i mjernog 
broja površine dna, a ne zavisi od oblika posude. Tako je u 
četirma posudama različitih oblika, prikazanim na sl. 34, i otvo- 
renim prema istom tlaku, dubina vode H iznad jednakih povr- 
šina A ista, pa je i sila hidrostatičkog tlaka na dno svih posuda 
ista, i iznosi 


*Cr, =x+ 


F,=0gHA. 


Na sličicama u prvom redu na sl. 34 ucrtanim silama F na 
stijenke posuda nadomješten je učinak fluida na stijenke i njihov 
vektorski zbroj daje po veličini i smjeru težinu fluida u posudi. 
Ako se zanemari težina posuda, tu silu težine fluida preuzimaju 
ležaji na kojima su posude ovješene. Sličice u drugom redu na 
sl. 34, s ucrtanim silama hidrostatičkih tlakova, pokazuju odnos 
sile F, tlaka na dno i pripadnih težina fluida u pojedinim 
posudama. Iz tog odnosa jasno se razabire porijeklo razlika 
između uvijek iste sile F, i različitih težina fluida u pojedinim 
posudama, što je sadržaj hidrostatskog paradoksa. 

Kad je sustav sa svih strana otvoren djelovanju istog tlaka, 
npr. kad atmosferski tlak djeluje na slobodnoj površini nestla- 
čivog fluida i kad taj isti tlak djeluje na drugoj strani ravne 
površine uronjene u fluid, pri proračunu ukupne vanjske sile 
tlaka na površinu nije potrebno računati sile konstantnog tlaka, 


Fo=G,+2F,= 
=0,gHA=G, =o0gHA=G, 


SI. 34. Hidrostatički paradoks 
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jer su te sile jednake na jednoj i na drugoj strani površine i, 
jer djeluju u suprotnim smjerovima u istoj točki površine, nji- 
hovo vanjsko djelovanje na površinu se potpuno poništava. 
(Takav proračun može biti potreban pri analizi unutrašnjih 
naprezanja u konstrukcijama.) To, međutim, nije slučaj kad je 
sustav na pojedinim dijelovima izložen djelovanju različitih kon- 
stantnih tlakova, jer tada je potreban proračun i sila tih kon- 
stantnih tlakova. 

Kad je to prikladno za proračun sile tlaka, može se 
transformacijom u izrazu zakona o promjeni hidrostatičkog 
tlaka (127) ili (127a), odnosno u izrazu (136), umjesto kon- 
stantnog tlaka po, koji vlada na stvarnoj slobodnoj površini i 
iznad nje, uvesti proizvoljan tlak py koji bi vladao na fiktivnoj 
slobodnoj površini i iznad nje kad bi se do nje prostirao 
promatrani nestlačivi fluid gustoće g. Umjesto izraza (136) može 
se, dakle, pisati 


P=Po0-egZ=p+egH, (147) 
gdje je 
Z=z2—-ž)iH=h+h, (148) 
uz 
za utaso, (149) 
09 


Očito je da tako transformirani izraz za tlak (147) daje 
ispravne vrijednosti tlaka samo u točkama ispod stvarne slo- 
bodne površine, tj. za 


ALI o (150) 


a ne i u točkama iznad stvarne slobodne površine, jer u njima 
vlada konstantni tlak py (sl. 35). Isto tako je očito da se 


izrazom (147) ispravno računa sila tlaka samo na površinama 
koje su ispod stvarne slobodne površine potpuno uronjene u 
nestlačivi fluid. 


Fiktivna slobodna površina 


P=Po— 092 = Po + 0gh == 
=P—o0dZ=po+ogH - 


SI. 35. Svođenje stvarne slobodne površine konstantnog tlaka po na fiktivnu 
slobodnu površinu konstantnog tlaka j% 


Svođenje stvarne slobodne površine konstantnog ttaka po 
na fiktivnu slobodnu površinu nultog SONANK tlaka. daje 
izraze 


p=—ogZ=ogH, (151) 
gdje je 
Z=z-%iH=h+h, (151a) 
uz 
Zo=ho=22, (151b) 
eg 
valjane za Saso 
Z< —zili H >de "(15ic) 


Prikazani izvod određivanja sile tlaka na ravnu površinu. 


uronjenu u nestlačivi statički fluid daje potrebne. elemente za 
snalaženje pri rješavanju i složenijih zadataka. Tako se za silu 


hidrostatičkog tlaka na jednu stranu ravne ploče (sl. 36), 

uronjene u nestlačivi fluid gustoće o iznad kojeg se nalazi sloj 

dubine ha nestlačivog fluida gustoće 0, na temelju iznesenih 
razmatranja lako dobiva izraz 

h \ 

Fe=DicA =eghcA 11 — sli zi , 


a za udaljenost hvatišta sile F, od Kahne površine 


SI. 36. Proračun sile hidrostatičkog tlaka na ravnu 
površinu 


Kao što se vidi, za razvijeni proračunski postupak treba 
poznavati geometrijske karakteristike površina, tj. položaj te- 
žišta i momenata tromosti površina, o kojima se podaci nalaze 
u matematičkim i tehničkim priručnicima. Osim tog rutinskog 
postupka, za rješavanje takvih zadataka služi i direktna inte- 
gracija izraza (139) i (139). 


Hidrostatski ili Arhimedov uzgon. Djelovanje tlaka na zatvo- 
renu površinu tijela koje je uronjeno u statički homogeni 
fluid također se uvijek svodi na samo jednu rezultantnu silu, 
koja se može jednostavno proračunati izrazom (138). Budući da 
je površina S zatvorena i da je na temelju izraza (127) 


grad [p(z)] = grad(po — 092) = —ogk, (152) 
što inače slijedi i izravno iz jednadžbe ravnoteže (59) u polju 
sile teže 

of = —ogk = gradp, (152a) 
primjenom poučka Gauss-Ostrogradskoga (46b) na izraz (138) 
dobiva se 


Fu= —[fipdS= — [gradpdV=ogk[dV=ogVk, (153) 
S V K 


gdje je o gustoća fluida, a V volumen tijela. Dobiveni rezultat 
F,=o0gVk (153a) 


pokazuje da je sila tlaka na tijelo uronjeno u fluid jednaka 
težini fluida istisnutog tim tijelom i usmjerena vertikalno uvis 
(sl. 37). Sila Fi, naziva se hidrostatskim ili Arhimedovim uzgonom. 

Pri određivanju hvatišta hidrostatskog uzgona primjenjuje 
se poučak statike o jednakosti momenta rezuitante i zbroja 
momenata komponenata, tj. 


Fr X Fv = — |F x Fipds. (154) 
5 


. Desna strana te jednakosti može se poučkom Gauss-Ostro- 
gradskoga (46d) transformirati na sljeđeći način; 


— [rxHpdS= (1x pFdS = [rot(pr)dV= 
S Ss V 


= ((gradp x 7+ protr)dV= — [f x gradpdV = 
# p 
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= —[7x(-ogk)dV=o0g|FdVxk=ogVre, xk= 
v KV 


(154a) 


gdje su redom primijenjeni: a) svojstvo vektorskog umnoška 

dxb=—-bxd, b) razvoj iz vektorske analize rot(f4) = 

= gradf x d + frota, c) činjenica da je rot = 0, d) izraz (152), 

e) poučak statike [rdV= Fc, V, gdje je Fc, radijvektor težišta 
V 


SP xogVk=đt x Ki 


Cy volumena Vi f) izraz (1534). 
Uvrštenjem (154a) u (154) slijedi da je 


To f=",x Fe (155) 

Jednakost (155) pokazuje da pravac djelovanja hidrostatskog 
uzgona prolazi kroz težište volumena fluida istisnutog tijelom, 
odnosno kroz težište volumena tijela (sl. 37). 


Sl. 37. Hidrostatski uzgon. a Arhimedov uzgon, 
b uzgon na granici dvaju fluida 


Izvod i sadržaj izraza za hidrostatski uzgon (153a) i nje- 
govo hvatište (155) pokazuju sljedeće: 

a) Konstantni tlak po ne proizvodi rezultirajuću silu na 
zatvorenu površinu. Taj je tlak ispao iz razmatranja već u 
izrazu (152), kad se našao ispod operatora gradijenta, koji 
iščezava operirajući nad konstantom. Do tog rezultata dolazi 
se i izravnom integracijom elementarnih sila tlaka po po zatvo- 
renoj površini S 


— [FipodS = — po |idS = 0, 
š Š 


jer se primjenom poučka Gauss-Ostrogradskoga (46b) pokazuje 
da vrijedi 


/7dS=(1.1dS = fgradldV=0. (156) 
S Ss V 

b) Horizontalne se komponente sile tlaka na tijelo među- 
sobno poništavaju. 

c) Uzgon na tijelo uronjeno u statički fluid nastaje i u 
kapljevinama i u plinovima, koji se pri manjim prirastima vi- 
sina mogu smatrati fluidima konstantne gustoće s hidrostatskim 
zakonom promjene tlaka. Dalja sudbina takva tijela zavisi od 
njegove težine G i položaja težišta njegove mase C,,, Pri G > Fi 
tijelo tone, pri G < Fi, diže se prema gore, a pri G=F, lebdi. 
Ako se težište mase C,, i težište uzgona C, ne nalaze na istoj 
vertikali, uz spomenuta ponašanja tijela javit će se i spreg 
sila na tijelo, koji će tijelo zakretati do položaja u kojem će se 
oba težišta nalaziti na istoj vertikali.. 

Tijelom istisnuti fluid zove se istisnina, pa se govori o te- 
žini istisnine, koja je isto što i hidrostatski uzgon, i o volumenu 
istisnine. 


Do svih ovih spoznaja o hidrostatskom uzgonu, izvedenih 
i izraženih bitno drugačijim matematičkim aparatom, došao je 
već Arhimed prije više od 2200 godina. 

Kao mnoge druge pojave hidrostatike, npr. princip spoje- 
nih posuda i hidrostatski paradoks, i pojava hidrostatskog uz- 
gona može se jednostavno rastumačiti principom solidifikacije ili 
otvrdnuća, koji je postavio nizozemski matematičar S. Stevin 
(1548—1620), i koji glasi: fluid u stanju ravnoteže ostat će 
u ravnoteži ako je bilo koji njegov dio otvrdnuo zadržavši 
istu gustoću (ili Stevinovim riječima: Bilo koji dio vode zadržat 
će u vodi proizvoljan položaj). Tako je težina otvrdnute mase 
fluida podržavana silama tlaka okolišnog fluida, koje su na 
donjoj strani veće od onih na gornjoj, pa je njihova rezultanta 
jednaka težini otvrdnute mase fluida i djeluje prema gore, 
prolazeći kroz težište mase kroz koje prolazi i sila težine. 
Ako se otvrdnuta masa fluida zamijeni nekim drugim tijelom 
istog oblika, rezultanta sila tlakova na površinu tijela ostat 
će ista kao i prije zamjene, tj. na tijelo će djelovati uzgon 
koji je jednak težini fluida istisnutog tijelom i koji prolazi kroz 
težište mase istisnutog fluida. 

Pojava hidrostatskog uzgona izražava se i identičnom činje- 
nicom da tijelo uronjeno u fluid prividno toliko gubi na težini 
koliko teži tim tijelom istisnuti fluid. 

Lako se pokazuje da je hidrostatski uzgon tijela koje se 
nalazi na granici dvaju fluida različite gustoće o, i 0> (sl. 37b) 
jednak zbroju 0,9 V, + 029 Vo, gdje su V, i V, dijelovi volumena 
tijela uronjeni u ta dva fluida. Obično se težišta volumena 
V, i V, ne nalaze na istoj vertikali, pa zato ni rezultirajuća 
sila uzgona ne prolazi kroz težište cijelog volumena tijela 
V=V,+V, 

Areometar je instrument za mjerenje gustoće kapljevina, a djeluje na načelu 
hidrostatskog uzgona (sl. 38). Ako je V, dio volumena areometra uronjen u 
kapljevinu gustoće 09, Va dio volumena u zraku gustoće 9,, a m masa čitavog 


areometra, tada jednadžbe ravnoteže za plutanje areometra u kapljevinama 
gustoće 0, (sl. 38a) i gustoće o > 04 (sl. 38b) glase 


G=mg=TF,=09V +049Va 
G=mg=F, =0g(Vo — 41h) + 0,g(Vy + A5), 


gdje je A površina presjeka vrata areometra. Iz tih se jednadžbi za izronjaj 
Ah areometra u kapljevini veće gustoće o dobiva 


Si. 38. Areometar uronjen u dvije kapljevine razli 
čitih gustoća 


Sila dlaka na zakrivljenu površinu. Djelovanje tlaka na dije- 
love zakrivljenih (nezatvorenih) krutih površina uronjenih u 
fluid (sl. 32) određuje se izrazima (138) i (1384), a uvjetom 
prema izrazu (138b) provjerava se da li se to djelovanje svodi 
samo na jednu rezultantu ili na sustav sile i momenta. U 
praktičnom postupku proračuna određuju se dvije horizontalne 
komponente sile tlaka F, i F, i vertikalna komponenta F,. 
Ako se pravci djelovanja svih triju komponenata sijeku u jed- 
noj točki, sustav se može svesti na samo jednu rezultantu, 
Može biti i da se djelovanje tlaka na površinu svodi samo na 
spreg sila, pa će tada sve tri komponente biti jednake nuli. 

Radi jednostavnijeg proračuna pojedinih komponenata 1 nji- 
hovih hvatišta, u kategoriju zakrivljenih krutih površina često 
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se mogu svrstati i površine složene od dijelova ravnih površina 
različitih orijentacija, premda se sile tlaka na takve dijelove 
mogu proračunati i već opisanim postupkom. 

Na sl. 39a prikazana je zakrivljena površina S uronjena 
u nestlačivi fluid gustoće o, npr. kao ispupčenje u uglu nekog 
bazena. Ako se izraz (138) za vektor sile tlaka na zakrivljenu 
površinu redom skalarno pomnoži sa i, j i k, dobivaju se izrazi 
za komponente sile tlaka na površinu 5: 


F,=i-F=— [pcos(n,x)dS = — | pdS, (157a) 

S “ AE 
F,=j-F = — (pcos(n,y)dS = — ( pdS, (157b) 

S S, 
F,=k.F = — fpoos(n,z)dS = — [ pds., (157c) 

$ S 

gdje su: 

dS, = dScos(n, x) (157d) 
dS, = dScos(n, y) (157e) 
dS, = dScos(n,z), (1570) 


a S $, i S, jesu projekcije površine S na koordinatne rav- 
nine Oyz, Ozx i Oxy (sl. 39). 


(-h) b 


Slobodna 
površina po 


Sl. 39. Sila daka na zakrivljenu površinu 


Element dS površine S, koji je pozitivna veličina, orijentiran 
je u prostoru normalom ii, i prema njenom smjeru elementi 
dF,, dF, i dF, komponenata sile tlaka dobivaju predznake 
prema sljedećoj shemi: 


*(n,x) cos(n,x) dS, dF,\ 
x(n.y) 5 = o cos(n, y) 30, dS, 3 0, dF, 20. (158) 
x (n.z) | cos(n,z) dS, dF, 


U praktičnom proračunu komponenata F,, F, i F, sile 
tlaka na zakrivljenu površinu prikladno je razdvojiti proračun 
komponenata Fy,, Foy i Fo, sile konstantnog tlaka po od pro- 
računa komponenata F4, Fy, i F,, sile hidrostatičkog tlaka 
D, =0gh. Ako se u izraze (157a), (157b) i (157c) uvrsti kon- 
stantni tlak po, dobivaju se komponente 


Fox = —PoSx (159a) 
Foy = —PoSy, . (159b) 
Fo: = —PoS:. (159c) 


Hvatišta tih komponenata nalaze se u težištima €, (sl. 396), 
C, i C, ravnih projekcija S, (sl. 39b), S, i S,, što se lako 
dokaže izvodom sličnim onome kojim je dobiven izraz (141b). 
Predznaci komponenata sile konstantnog tlaka zavise od ori- 


9] 


jentacije površine S, odnosno od predznaka njenih projekcija 
prema shemi danoj izrazima (158). Iz sheme predznaka (158) 
vidi se da pri projiciranju površine S na koordinatne ravnine 
dijelovi pojedinih projekcija mogu se djelomično poništiti, a ako 
je površina zatvorena, mogu se projekcije i potpuno poništiti. 

Komponente sile F, hidrostatičkog tlaka p, = ggh na za- 
krivljenu površinu odrede se pomoću izraza (157a), (157b) i 
(157c). Ti su izrazi za sve tri komponente sličnog oblika, ali 
zbog vertikalnog smjera djelovanja gravitacije g njihova prak- 
tična primjena razlikuje se pri određivanju horizontalnih kom- 
ponenata F4, i F,, od one pri određivanju vertikalne kom- 
ponente F,,. 

Budući da su projekcije S, i S, ravne vertikalne površine, 
izrazi (157a) i (157b) pokazuju da se proračun horizontalnih 
komponenata sile hidrostatičkog tlaka na zakrivljenu površinu 
sveo na već opisani postupak određivanja tih komponenata na 
ravnu uronjenu površinu pomoću formula (143), (143a), (145a) 
i (146), a ilustrira ga slika 33 uz S = n"/2. Te formule primi- 
jenjene na proračun komponenata x i y sile F hidrostatičkog 
dlaka p, na zakrivljenu površinu S daju sljedeće: 


Fix = —Pie Sx = —eghic S, (160) 
Fhy = —Phe S, = —oghce,S,, (161) 


s hvatištima u težištima hidrostatičkog tlaka Cr (sl. 39b) 
i Cr s koordinatama | 


h =he + lm (162 
Zao ami : 
Kio, lx 
Vod =y + ke 18] (162b) 
le 
h =hr, ne. 
S Kal KOS] . (1620) 
= E. 162 
*c, hi “e ši he, e | S, | ( U) 


Kao što pokazuju izrazi (160) i (161), smjerovi djelovanja 
komponenata F,, i F,, određeni su predznacima projekcija S, 
i S, koji se dobivaju iz sheme izraza (158). I dalje je valjano 
već spomenuto da se dijelovi projekcija površine S mogu me- 
đusobno poništavati. 

Za vertikalnu komponentu sile hidrostatičkog tlaka F,. 
izraz (157c) daje 


Fi: = — | mdS, = —oeg(hds,, (163) 
S. S, 
ili 
Fa: = FogV, (163a) 


gdje je V= ( h|dS,| volumen fluida između zakrivljene površine 
SE 


S i slobodne površine fluida. 

Izraz (163a) pokazuje da je vertikalna komponenta sile F,, 
hidrostatičkog tlaka p, jednaka težini fluida iznad površine S. 
Očito je da F,, prolazi kroz težište mase fluida, što se pri 
homogenom nestlačivom fluidu poklapa s težištem volumena, 
jer kroz tu točku prolazi i sila težine. Za nehomogeni fluid 
gustoća o mora se ostaviti ispod znaka integrala u izrazu 
(163). Predznak vertikalne komponente F,, u izrazu (163a) 
zavisi od orijentacije površine S. Ako površina gleda prema 
gore (sl. 40a), komponenta je negativna, tj. ima smjer prema 
dolje, a ako površina gleda prema dolje (sl. 406), komponenta 
je pozitivna, tj. usmjerena je prema gore. U primjeru prikaza- 
nom na sl. 40b, premda se iznad površine S može nalaziti dio 
neke konstrukcije a ne fluid, očito je da za proračun vertikalne 
komponente sile hidrostatičkog tlaka treba odrediti težinu flu- 
ida koji bi ispunio vertikalni prostor između S i slobodne 
površine. 

Na dijelu zakrivljene površine S na kojoj se poništava 
njena horizontalna projekcija, poništava se i pripadna hori- 
zontalna komponenta sile hidrostatičkog tlaka. Razlog je u 
tome što je hidrostatički tlak konstantan na horizontali na 
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kojoj se poništavaju elementi horizontalnih projekcija površine. 
Isto je tako i pri proračunu vertikalne komponente sile zbog 
konstantnog tlaka py. 

Na dijelu površine S na kojem se vertikalna projekcija S, 
površine poništava različite su dubine točaka i u tim točkama 
vladaju različiti hidrostatski tlakovi. Na takvu dijelu površine 
dolazi samo do djelomičnog, a ne potpunoga poništavanja 
vertikalne komponente F,, sile hidrostatičkog tlaka p,. To je 
ilustrirano na sl. 40c i d, gdje je prikazano određivanje ver- 
tikalne komponente sile hidrostatičkog tlaka na zakrivljenu 
površinu S cilindričnog ispupčenja AN B, i to izbačenog izvan 
spremnika (sl. 40c) i uvučenog unutar spremnika (sl. 40d), 
ispunjenog nestlačivim fluidom gustoće 9. U oba primjera, prema 
izrazu (163a), od dviju vertikalnih komponenata 


Fai= (29 V, = (mog(OAB BNNM MO)L 


Fu2= hegh= + og(OA ANNM MO)L 


ostaje — —— 
Fa= mog -V)= i Vg(AB BNA)L, 


gdje se gornji predznaci odnose na sl. 40c, a donji na sl. 40d. 


SI. 40. Određivanje predznaka vertikalne kom ponente sile hidro- 
statičkog tlaka i djelomično poništavanje te komponente 


Pustupak kojim se određuju komponente sile tlaka na 
zakrivljene površine može se primijeniti i za proračun sile 
tlaka na površine složene od ravnih dijelova. Na sl. 4la 
prikazana je brana u obliku drvene grede kvadratičnog presjeka, 
kojaje slijeva izložena hidrostatičkom tlaku. Na sl. 41 b prikazana 
je konstrukcija kvadratična oblika, iznutra izložena djelovanju 
tlaka kapljevine gustoće o. U oba primjera umjesto da se 
određuje postupkom proračuna za ravne površine na svakoj 
ravnoj površini sila hidrostatičkog tlaka koja na nju djeluje 


Sl. 41. Određivanje komponenata sile hidrostatičkog tlaka na površine sas- 
tavljene od ravnih dijelova : 


okomito, jednostavnije je na cijelu površinu izloženu hidro- 
statičkom tlaku primijeniti postupak određivanja sile hidro- 
statičkog tlaka na zakrivljene površine. Tako se pri proračunu 
horizontalnih komponenata može raditi s projekcijama cijelih 
površina, a pri proračunu vertikalne komponente s težinama 
fluida iznad pojedinih dijelova površine. Tako je učinjeno pri 
rješavanju zadataka prikazanih na sl. 4la i b, gdje su upisani 
iznosi pojedinih komponenata sile hidrostatičkog tlaka dobiveni 
pomoću izraza 


(164) 
Fay" Pie = > oghe,5, (165) 


gdje su hc i he visine težišta C, i C,, a S, i S, projekcije 
površine S na ravnine Oyz i Oxz. 


Fa = — Pie Sx = — 2/dhc S, 


U tehničkoj praksi prikazani postupci služe za određivanje sila koje pre- 
uzimaju unutrašnja naprezanja u elementima konstrukcija ili stijenkama posuda 
ili cijevi. Pri tom se uz hidrostatička razmatranja primjenjuju i načela statike i 
čvrstoće. Tako naprezanja u stijenci donjega proširenog dijela posude, prikazane 
na sl. 34b, preuzimlju silu F,, kad je posuda ovješena kao na slici, a silu 
2F, < Fh kad je posuda svojim dnom položena na podlogu. 


F=dši! 


F=ošLj 
SI. 42. Naprezanje u stijenci cijevi izloženoj unu- 
trašnjem tlaku. 


Na sl. 42 prikazan je dio cijevi duljine Z, koji je isječen iz podužeg 
cjevovoda. U unutrašnjosti cijevi vlada konstantan pretlak py. Sile vlačnog 
naprezanja F = g8L u stijenkama cijevi u ravnoteži su sa silom pretlaka 
flurda Fo = Pug 2R L, koja djeluje na polovicu uzdužno rasječenog prstena. 
Sila Fa odredi se bilo kojim od izraza (159). Iz jednakosti 2F = F4 dobiva 
se za vlačno naprezanje a u stijenci cijevi 


BS Pro R 
8 


(166) 


Za veće cijevi, kroz koje struji nestlačivi fluid, može biti potrebno da 
se sila hidrostatičkog tlaka proračuna izrazima (160) i (161). 

Lako se dokaže da je u stijenci sferne kugline ljuske, u kojoj vlada 
pretlak Py, vlačno naprezanje 


Pao Rča Puo R 


ZESA? Blot 


Statička stabilnost tijela. Neki je sustav stabilan ako pri 
pomaku iz ravnotežnog položaja u njemu nastaju takve sile 


G=mg=f, 
SI. 43. Stabilnost tijela potpuno uronjenih u statički fluid 
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da ga vraćaju u prvobitni ravnotežni položaj. Ta definicija 
služi za postavljanje kriterija stabilnosti tijela potpuno uronjenih 
u statički fluid i tijela koja plivaju na slobodnoj površini 
kapljevine. 

Na sl. 43a prikazan je poprečni presjek podmornice potpuno 
uronjene u vodi. Da bi podmornica bila u uspravnom ravno- 
težnom položaju, potrebno je da su sila težine podmornice 
G=mg i sila hidrostatskog uzgona F,=0gV međusobno 
jednake i da su hvatišta tih sila (C,, hvatište težine u težištu 
mase podmornice i C, hvatište uzgona u težištu volumena 
podmornice) na istoj vertikali. Ako se podmornica pomakne 
iz ravnotežnog položaja, dobivši bočni nagib za kut o (sl. 
43b), i ako pri tom ne dođe do pomaka masa na podmornici 
tako da težište sustava C,, ostane na istom mjestu, na pod- 
mornicu djeluje spreg sila 


M =F,C,C,sino = F,a = Ga (167) 


koji podmornicu vraća natrag u prvobitni uspravni ravnotežni 
položaj. Prema tome, podmornica je stabilna. 

Kad bi se težište sustava C,, nalazilo iznad težišta istisnine 
C;, na podmornicu u nagnutom položaju djelovao bi spreg 
sila, koji bi dalje povećavao njen nagib i prevrnuo je, pa, 
prema tome, podmornica ne bi bila stabilna. 

Drugi je primjer tijela potpuno uronjena u statički fluid 
zračni balon (sl. 43c i d). I za Zračni balon se lako dokaže 
da je stabilan kad je težište istisnine C, iznad težišta sustava C,,. 

Izneseni primjeri pokazuju da je za statičku stabilnost tijela 
potpuno uronjena u fluid prijeko potrebno da se težište 
istisnine nalazi iznad težišta sustava. 


K=ogV 


k=og 


Sl. 44. Stabilnost broda 


Taj uvjet stabilnosti nije potreban za tijela koja plivaju 
slobodnom površinom kapljevine. Na sl. 44a prikazan je poprečni 
presjek površinskog broda u uspravnom ravnotežnom položaju, 
a na sl. 44b u nagnutom položaju, kad je brod izveden iz 
ravnoteže. Kao što se vidi, težište mase broda C,, u uspravnom 
položaju nalazi se iznad težišta istisnine C,,, koje je u težištu 
volumena podvodnog dijela brodskog trupa. U nagnutom po- 
ložaju broda (sl. 44b) promijenio se oblik podvodnog volumena 
broda, koji stvara hidrostatski uzgon, i zbog te se promjene 
oblika težište istisnine premjestilo iz točke Cy, u točku C,y,. 
Veličina podvodnog volumena nije se promijenila, jer je masa 
broda s kojom je uzgon u ravnoteži ostala ista. Uzgon F, 
nagnutog broda, djelujući kroz točku C,.,, siječe simetralu 
broda u točki M, koja se zove metacentrom. Ako je meta- 
centar M iznad težišta sustava C,,, kao što je prikazano na 
sl. 44b, u sustavu nastaje spreg sila 


M = F,MC,,sinp = 04 VMC,,sino, (168) 


koji vraća brod u prvobitni uspravni ravnotežni položaj, pa 
je sustav stabilan. 

Da se metacentar našao ispod težišta sustava, na brod bi 
u nagnutom položaju djelovao spreg sila koji bi povećavao 
njegov nagib, pa brod ne bi bio stabilan. 

Iz tog primjera može se zaključiti i općenito: da bi tijelo 
koje pliva slobodnom površinom bilo stabilno, njegovo težište 
mase može biti i iznad težišta istisnine, ali metacentar_ mora 
biti iznad težišta mase (tj. težišta sustava). 


Udaljenost metacentra od težišta sustava MC,, naziva se 
metacentarskom visinom, pa će plovilo biti stabilno ako je 
njegova metacentarska visina pozitivna, tj. ako je 
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MC-= MC +E O 0 (169) 


Za male se nagibe plovila metacentarska visina može jed- 
nostavno proračunati. Naime, pri nagibu broda na jednom 
boku broda iz vode izroni volumen AV u obliku uzdužnog 
klina, a istodobno na drugom boku takav volumen uroni u 
vodu (sl. 45a). Za male nagibe broda o ti su klinovi simetrični 
s obzirom na uzdužnu simetralu O x vodne linije VL, (sl. 45b). 
Smatrajući izronjeni klin kao negativan (izgubljen) uzgon, a 
uronjeni kao pozitivan (dobiven) uzgon, djelovanje uzgona 
F, = eg V nagnutog broda u težištu istisnine C,, identički je 
jednako zbroju djelovanja uzgona F, = og Vu težištu istisnine 
Cy, i uzgona klinova +0gAV u njihovim težištima_C, i €, 
(sl. 45a). Zbog toga i momenti tih dvaju identičkih sustava 
sila s obzirom na proizvoljnu točku moraju biti međusobno 
jednaki. Tako moment s obzirom na točku C,, daje 

VgVc = 0gAVb, (170) 
gdje je 
(1704) 
a b je horizontalna udaljenost između težišta klinova €, i Ci. 


c= MC,,sino, 


F=00V 


2 Ms i. > 
HZ sovienaa [9-0 


ycosp+Ž sing Ba 


—egdlaV) [e 


SI. 45. Metacentarska visina broda 


Budući da je desna strana u izrazu (170) čisti spreg sila, 
veličina kojeg ostaje ista za bilo koju točku, momenti elemenata 
uzgona klinova ogd(AV) mogu se umjesto s obzirom na uz- 
dužnu os kroz točku C,, uzeti s obzirom na os kroz O (sl. 
45c) pa vrijedi 


k h . 
0oglAVb = og | hdA(yeoso + 5 sino) 


AvLI 


što uz h = ytano daje 


1 
ogAWb = oasino(1 + 5 tanžo)la, (170 6) 


gdje je lx = 
AvLI 

Ayi S obzirom na uzdužnu simetralnu os Ox. Kad se (170 b) 

uvrsti u izraz (170) i primijeni (170a), dobiva se 


y?dA moment tromosti površine vodne linije 


— . APb 1 Tae 
c= MC,y,sino =D = sino|1 + ztanžo) že, 
ili 


= I I 
MC,, = (1+ 5 tančo) e. (171) 


V 
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Taj je izraz valjan samo za male nagibe broda, pri kojima 
je približno tano = o? = 0, pa se može pisati 
(171a) 


E 


== o_1 
MC = 


Prema tome, kriterij stabilnosti plovila (169) poprima oblik 


I 


MC, = 7 SEE 0. (172) 


Taj se kriterij odnosi na početnu stabilnost, tj. u blizini 
uspravnog položaja broda, i negativna vrijednost MC,, ne 
znači da se plovilo mora prevrnuti, jer se stabilnost može 
pojaviti pri nekom većem kutu nagiba. Za te veće nagibe izraz 
(172) više nije valjan. Za plovilo oblika prizme, kojem je 
vodna linija pravokutnik, izraz (171) je valjan i za veće kutove 
nagiba g. \ 

U razmatranjima stabilnosti plovila koja su .dovela do 
izraza (172) pretpostavljeno je da su mase na plovilu nepomične, 
tj. da se položaj težišta sustava C,, pri nagibu ne mijenja. 
Ako se s nagibom broda pomaknu i neke mase na brodu, 
pomaknut će se i težište sustava C,, Za taj pomak težišta 
sustava C,, trebao bi se ispraviti izraz (172). Tako se s nagibom 
plovila koje prevozi kapljevine sa slobodnom površinom pomiče 
i težište te kapljevite mase, jer se njena slobodna površina 
nastoji održati u svom horizontalnom ravnotežnom položaju. 
Dakle, uz pomicanje težišta istisnine C,, i težište se sustava 
C, pri nagibu plovila također pomiče, i to u istom smjeru 
kao i Cy,, pa se stabilnost smanjuje. Zbog toga se kapljevine 
koje se prevoze, npr. nafta, smještaju na brodu u posebne 
spremnike, odijeljene međusobno uzdužnim pregradama, da bi 
se slobodna površina kapljevitog tereta razdijelila na više manjih 
dijelova i time pomicanje kapljevina bilo što manje (v. Brod, 
stabilnost, TE 2, str. 178). Može se pokazati da se pri malim 
nagibima metacentarska visina smanjuje za iznos 0,ige/(0 V) za 
svaki spremnik, gdje je 0, gustoća kapljevine koja se prevozi, 
iz. moment tromosti slobodne površine oko uzdužne osi kroz 
njeno težište, o gustoća vode u.kojoj pliva brod, a V volumen 
istisnine broda. 


Kao jednostavan primjer proračuna stabilnosti tijela koje pliva slobodnom 
površinom odredit će se stabilnost plivanja homogene kocke gustoće 0, koja 
pliva na kapljevini gustoće o (sl. 46). Ako se zanemari uzgon u zraku, iz 
jednakosti 


FLo=0dV=oga'H = G = 00ga* 


dobiva se da je gaz kocke H = a04/0. Izrazom (172) određuje se metacentarska 
visina 
a*a a | ao a | do | 


MC,, 


Pad \ž 2! 1200. 24! 
Ako se taj izraz izjednači s nulom, dobiva se kvadratna jednadžba za 
odnos gustoća 00/0: 
2 
i 
( 2) Zoe 
2 0 6 
l 
% 205+——, 
V12 


s dva rješenja tj. (2) = 0,7887 i Ki = 0,2113. 
\e/i 0/2 


SI. 46. Stabilnost homogene kocke 


Lako se dokaže da je metacentarska visina MC,, pozitivna, tj. homogena 
kocka je stabilna za odnose gustoća 


0<*<02113i 07887 < <&1 
0 0 


" « še 
U području odnosa gustoća 0,2113 bike 0,7887 kocka je nestabilna, a 
tek će pri većim nagibima steći stabilnost i plivat će stabilno u nagnutom 
položaju. Budući da se radi o plovilu s kvadratnom vodnom linijom i s 
vertikalnim bokovima, za proračun MCy, pri većim nagibima može se pri- 


mijeniti izraz (171). Ako se tako proračunat MCy, uvrsti u izraz (172) pa 
se čitav izraz izjednači s nulom, dobiva se da je kut 'nagiba homogene kocke 
u nestabilnom području odnosa gustoća 94/9: 


Qo\Go 
/ 


o= Koni + Vaz e _21. 
ka o 3 


Tako je za 00/0 = 0,5 kut nagiba p = + 45", tj. kocka stabilno pliva na 
vodnoj liniji kojoj je širina dijagonala stranice kocke. 


Ravnoteža atmosfere 


Kad se u dosadašnjim razmatranjima statike fluida pored 
hidrostatičkog tlaka p, pojavljivao i konstantan tlak py, taj se 
pripisivao djelovanju prisutnog plina. Zbog relativno male gustoće 
plinova prema gustoći kapljevina, promjena hidrostatičkog tlaka 
u plinovima s manjim visinama mogla se zanemariti. Tako pri 
temperaturi od 15“C i tlaku od 1,01325bar odnos gustoće 
vode 01,0 = 999,0 kg/m? i gustoće zraka o, = 1,225 kg/m? iznosi 
816, pa bi se isti prirast hidrostatičkog tlaka s dubinom vode 
od Im u zraku ostvario s visinom od 816m stupca zraka 
konstantne gustoće o,. U usporedbi sa živom taj se odnos 
penje na 11100. 

Međutim, pri promatranju pojava u atmosferi odnosi se 
potpuno mijenjaju. Zračni balon ispunjen plinom, lakšim od 
zraka, lebdi u zraku podržavan istim hidrostatskim ili Arhimedo- 
vim uzgonom 0,9 V koji se javlja i u kapljevinama. (U vodi 
bi za isti taj volumen uzgon bio 816 puta veći.) Isti takav 
uzgon diže u dimnjaku tople plinove izgaranja koji su lakši 
od okolišne atmosfere. 

Statika fluida posebno je važna za razmatranje ravnoteže 
velikih masa plinova, kao što je plinoviti sferni omotač Zem- 
lje nazvan atmosferom. 

Ravnoteža stlačivog fluida u gravitacijskom polju Zemlje 
opisana je diferencijalnom jednadžbom (125). U toj se jednadžbi 
s visinom z sve mijenja: p, o i g. Za integraciju jednadžbe 
(125) potrebno je poznavati promjenu gustoće zraka o = o[p(z)], 
koju opisuju termodinamički odnosi uz neminovno uvođenje 
i termodinamičke ili apsolutne temperature T kao bitne vari- 
jable. 


Geopotencijalna visina. Gravitacija g se do visine od pri- 
bližno 32 km smanji za 1% od vrijednosti na Zemljinoj površini 
i obično se njena promjena s visinom zanemaruje. Za točnije 
proračune uvodi se u meteorologiji i aeronautici geopotenci- 
jalna visina Z definirana izrazom 
glz) 

— dz, 
J 9o 
o 


Z= (173) 


gdje je z geometrijska visina, go = 9,80665 m/s? standardna 
vrijednost gravitacije na Zemljinoj površini na 45% geografske 
širine, a g(z) vrijednost gravitacije na visini z. 

Dobro približenje za geopotencijalnu visinu jest izraz 


— 3,44 :10-?zcosžo \, 


žaE u 


(173) 
1+ Ra 

gdje je o geografska širina u stupnjevima ili radijanima, 
Ro =6370,1 : 10*m polumjer Zemlje na širini p=45%,aziZ 
jesu visine u metrima. 

Budući da je g(z) < go, očito da je Z < z. Geopotencijalna 
visina je vrsta normalizirane visine, a njena dinamička definicija 
glasi: rad potreban za podizanje jedinične mase od razine mora 
do fiktivne geopotencijalne visine Z u fiktivnom konstantnom 
gravitacijskom polju go jednak je radu potrebnom za podizanje 
te iste mase do stvarne geometrijske visine z u stvarnom 
promjenljivom gravitacijskom polju g(z). U prva dva stupca 
tabl. 3 uspoređene su visine z i Z na geografskoj širini 45*N, 
prema američkoj standardnoj atmosferi iz 1966. godine. 
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Tablica 3 


VRIJEDNOSTI TLAKA I GUSTOĆE UNUTAR SEGMENATA LINEARNIH TEMPERATURNIH PROMJENA ATMOSFERE 
DO GEOPOTENCIJALNE VISINE Z = 88743m NA GEOGRAFSKOJ ŠIRINI 45% N ZA PROLJEĆE I JESEN 


Geopo- Geome- Temperatura Temperaturni Eksponent Tlak, izraz Gustoća, izraz Američka standardna 
tenci- trijska gradijent politrope (178a) (180a) atmosfera (1966) 
jalna visina 1 (t) dT ili ili 
visina a Sa 220 (179) (180b) p fo 

Z z dZ Jo — aR p o 

m m K SG K/m mbar kg/m? mbar kg/m? 

0 0 288,15 (+ 15,0) 1013,25 1,225 1013,250 1.225 
5000 5004 255,65 (—17,5) — 0,0065 1,235 540,18 0,7361 540,2 0,7361 

10000 10016 2319 (— 50,0) 264,35 0,4129 264,4 0,4127 
11000 11019 216,65 (— 56,5) 226,31 0,3639 226,3 0,3639 
15000 15035 216,65 (— 56,5) 0 1,0 120,43 0,1937 120,4 0,1937 
20000 20063 216,65 (— 56,5) 54,742 0,088 02 54,75 0,088 04 
30 000 30 142 226,65 (— 46,5) +0,001 0,972 11,716 0,01801 11,72 0,01801 
32 000 32 162 228,65 (—44,5) 8,6783 0,01322 
40 000 40253 251,05 (-22,1) + 0,0028 0,924 2,77145 0,003 850 2,775 0,003 851 
47000 47350 270,65 (—2,5) 1,1087 0,001427 
50 000 50 396 270,65 (-2,5) 0 1,0 0,759 20 0,0009772 0,7594 0,000 9775 
52 000 52429 270,65 (—2,5) 0,58981 0,000 7592 
60000 60572 254,65 (— 18,5) — 0,002 1,062 0,208 28 0,000 2849 0,2084 0,000 2850 
61000 61591 252,65 (— 20,5) 0,18203 0,0002510 
70.000 70779 221,65 (> 51,5) — 0,03444 La1l2 0,049 687 0,000078 09 0,049 01 0,000 078 44 
79 000 79995 190,65 (— 82,5) 0,011149 0,000 020 37 
80 000 81020 190,65 (—82,5) 0,009 320 0,000 01703 0,009 066 0,000016 57 
88 743 90 000 190,65 (—82,5) 0 1.0 0,001 945 0,000 003 56 


Ravnoteža politropske i izotermičke atmosfere. Izraz (173) 
može se pisati u diferencijalnom obliku 


g(z)dz = g,dZ, (173b) 
tako da diferencijalna jednadžba ravnoteže (125) prelazi u 
dp 


dZ 

Suhi i čisti zrak uz razinu mora smjesa je od nekoliko 
plinova, od kojih dušik (78,084%), kisik (20,946%) i argon 
(0,934%) zauzimaju 99,964% ukupnog volumena. Budući da 
je i vodena para uvijek prisutna u zraku, ali u nepostojanom 
postotnom iznosu koji se vremenski stalno mijenja, standardna 
svojstva zraka obično se odnose na suhi i čisti zrak uz razinu 
mora, za standardni atmosferski tlak od 1,01325 bar i tempe- 
raturu t=15“C (T= 288,15K). Relativna molekularna masa 
suhog zraka jest M = 28,966. Eksperimenti pokazuju da su 
sastojci zračne smjese, uključujući i vodenu paru, savršeni pli- 
novi, za koje je valjana jednadžba stanja oblika (8), pa je i zrak 
savršen plin plinske konstante R = 287,04 J/(kg K). 

Jednadžba stanja savršenog plina (8) omogućuje da se 
gustoća o izrazi tlakom p i temperaturom T 


KE 

RT 
gdje se T mijenja s geopotencijalnom visinom T= T(Z). Kad 
se izraz (175) uvrsti u diferencijalnu jednadžbu (174), dobiva 
se izraz 


— 090. (174) 


0 (175) 


dp_ _ god2 (175a) 
p RT(Z) 
kojemu je integral 
Z, 
de .* 90 i dz 
p(Z2) = p(Zi)exp R ) TG) . (176) 
Zi 


Izraz (176) još uvijek zavisi od promjene temperature s 
visinom T(Z). Da bi se proračun pojednostavnio, temperaturne 
promjene u atmosferi određene su približno segmentima line- 
arnih promjena oblika 


TZ)=TZ)-4Z-Z)) (177) 


dT g 
za segment: Zy, <Z<Z,, gdje je — « =2z temperaturni gra- 
dijent. 


Za područje geopotencijalnih visina od 0 do Z =88743m 
(z =90000m) dana su u tabl. 3 područja geopotencijalnih 
visina Z kao segmenata linearnih promjena temperature s pri- 
padnim temperaturama i temperaturnim gradijentima za po- 
jedini segment. 

Za linearne temperaturne segmente u kojima je temperatura 
opisana izrazom (177), integral u (176) poprima vrijednost 


2 
S ngiu dZ BI A T(Z2) _ 
RJTZ)-AZ—-Z) 2% TZ) 
Zi 
Jo 
BE T(Z,) aR 
T(Z,) 
što uvršteno u (176), uz identitet explnA = A, daje 
ELI 
T(Z,)|xR 
Z,)=plZ 178 
p(Z») = p(Z1) TZ) (178) 


Za geopotencijalnu visinu Z unutar intervala Zi <Z<2Z, 
taj se izraz može napisati u općenitijem obliku 
da 
aR 


TZ)-4(Z— 2) 
T(Z,) 


U tabl. 3 primjećuju se visine atmosfere na kojima je 
temperaturni gradijent —a = 0, tj. postoje segmenti atmosfere 
konstantne temperature. Ako se ta konstantna temperatura 
označi sa 7, integracija izraza (176) u intervalu Z,<Z<2Z, 
daje 


p(2) = p(Z,) (178a) 


Jo 
iz 
RT, ( 1) 
Promjena gustoće koja odgovara promjenama tlakova i tem- 
peratura dobiva se pomoću jednadžbe stanja savršenog plina 
(175): 


p(Z) = plZi)exp (179) 


p(Z) T(Z,) 


Z) = ,(Z 
0(Z) = o( ZI Ti)! 


(180) 


što za linearne temperaturne segmente, uvrstivši (1784), daje 
Jo 
TZ) - eZ - Zoja 
TZ) 


a za izotermičke segmente, uvrstivši (179), daje 


0(Z) = 0(Z,) , 180) 
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(2) =oZvep— 22-20) (1800) 

Za standardne temperaturne profile prikazane u tabl. 3, 
proračunane su i prikazane u nastavku iste tablice vrijednosti 
tlakova i gustoća za navedene geopotencijalne visine. Te se 
vrijednosti vrlo dobro slažu s podacima američke standardne 
atmosfere. 

Odnosi apsolutnog tlaka p i gustoće o plinova karakteriziraju 
određene politropske procese prikazane općim oblikom 


sE = const., (181) 
gdje je n eksponent politrope. Za izotermički proces očito je 
n=1,a za adijabatski proces savršenog plina n=x=c,/c,, 
gdje su cp i €, specifične topline pri konstantnom tlaku i 
konstantnom volumenu (dimenzija [cp] =[c] = L?T-?9-!, 
dakle jedinice u SI su [c,]sr = [c,lg =m?/s?K = J/kgK). Za ai 
zrak je cp = 1015J/kgK i c, = 724J/kgK, pa je x = 1,402. 

I odnos tlakova i gustoća atmosfere izražen sa (178a) i 
(180a) može se prikazati politropskim procesom (181). Ako se 
odnos temperatura u (180a) izrazi odnosom gustoća i taj se 
odnos uvrsti u (178a), dobiva se 


p(Z) _ | &2)| 
piZ,) |Z.) 
gdje je eksponent politrope 


= 9o 
| n SSR (1824) 


9o 
40 — a R 


(182) 


Podaci o eksponentu politrope za pojedine linearne tempe- 
raturne segmente atmosfere dani su u tabl. 3. Primjećuje se 
da su svi ti eksponenti manji od eksponenta adijabate x = 1,402. 
Stoga se pomoću izraza (182a) može potražiti temperaturni gra- 
dijent koji bi odgovarao adijabatskom odnosu tlaka i gustoće 


dđ 7) 90x—1 
( dZ |, ad PJEV 0,0098 K/m. 

Taj temperaturni gradijent javlja se kao važan kriterij u 
razmatranjima vertikalne statičke stabilnosti atmosfere. 

Za ilustraciju predodžbe o veličini atmosfere interesantno 
je razmotriti njene različite fiktivne visine. 

Kad bi atmosfera bila homogena, nestlačiva i gustoće 
Qo = 1,2250 kg/m*, koju zrak ima uz površinu Zemlje, njena bi 


= 101325 
bilatz, = kaka SER E BAS. 
me dogo 1225 980665 sis 


Ta se visina naziva visinom homogene atmosfere. Na toj 
bi visini vladao tlak p = 0 i temperatura T= 0, tako da bi tempe- 
raturni gradijent za takvu atmosferu iznosio: d T/dZ = — % = 
= — 00342 K/m, dakle više od pet puta brži pad temperature 
s visinom od stvarnog pada. 

Kad bi atmosfera i nakon jedanaestog kilometra zadržala 
isti pad temperature — «= — 0,0065K/m, njena bi ukupna 
visina, prema izrazu (178a) ili (180), iznosila 


Z= Pa 44331 m. 


Da je atmosfera izotermička, njena bi visina prema izrazu 
(179) težila u beskonačnost. 


Ravnoteža fluida u relativnom mirovanju 


Jednadžba ravnoteže statičkog fluida u obliku (59) ili (114) 
valjana je za mirovanje fluida u inercijalnom koordinatnom 
sustavu. U normalnoj tehničkoj i laboratorijskoj primjeni sustav 
čvrsto vezan uz površinu Zemlje može se s dovoljnom točnošću 
prihvatiti kao inercijalni sustav. Ipak, utjecaji neinercijalnosti 
tog istog sustava ponekad se ne mogu zanemariti, npr. djelo- 
vanje Coriolisove inercijalne sile na velike mase geofluida, 
atmosfere i oceana. 

Svaki sustav koji se giba pravocrtno, translatorno i kon- 
stantnom brzinom relativno prema jednom inercijalnom sustavu, 


također je inercijalni sustav. Stoga su jednadžba ravnoteže (114) 
i njeni integrali valjani i za fluid zatvoren u spremnik, prema 
kojem fluid relativno miruje kad se spremnik giba pravocrtno, 
translatorno i konstantnom brzinom, relativno prema Zemlji 
kao inercijalnom sustavu. 

Sustav koji se prema inercijalnom sustavu giba vremenski 
i po smjeru promjenljivom brzinom neinercijalan je sustav. 
Prema d'Alembertovu principu mehanike, za fluid koji relativno 
miruje u neinercijalnom sustavu, jednadžba ravnoteže fluiđa 
može i dalje zadržati oblik (59) ili (114), tako da se u vanjske 
masene sile uključe i inercijalne sile. Tako se u sustavu koji 
se giba translatorno jednoliko ubrzano akceleracijom Z u masene 
sile uključuje inercijalna sila konstantne gustoće dana izrazom 
(19), a u sustavu koji rotira konstantnom kutnom brzinom o 
pojavljuje se nehomogena masena centrifugalna sila dana izrazom 
(20). Da bi se mogao primijeniti taj princip i jednadžba ravno- 
teže (114), potrebno je da fluid relativno miruje, tj. da nema 
relativnog pomicanja čestica fluida jednih prema drugima, već 
da se čitav fluid giba poput krutog tijela. Naime, samo će 
tada od površinskih sila unutar i na granici fluida ostati samo 
tlak, prikazan degeneriranim tenzorom naprezanja (55), pa nije 
potrebno postavljati jednadžbu gibanja individualnih čestica, 
npr. jednadžbu (483) ili (60), i integrirati je, jer se ta jednadžba 
gibanja degenerira u jednadžbu ravnoteže (114) koju je vrlo 
jednostavno integrirati. 


Translatorno pravocrtno gibanje fluida. Prema izloženom 
principu, jednadžba ravnoteže fluida u spremniku koji se transla- 
torno giba konstantnom akceleracijom đ u gravitacijskom polju 
Zemlje i dalje zadržava opći oblik 

gradp = oj, (114) 
gdje je sada f zbroj masene sile gravitacije (18) i inercijalne 
sile (19), 

I=fatla= -sk-a (183) 

U neinercijalnom koordinatnom sustavu Oy xyz, čvrsto ve- 
zanom za spremnik, os O,z usmjerena je vertikalno uvis, a 
koordinatna ravnina On xy je horizontalna. 


Uvrštenje izraza (183) u (114) daje jednadžbu ravnoteže 
relativnog mirovanja 


gradp=0(-gk— 2, (184) 
koja skalarno pomnožena s = diferencijalom  radijvektora 
d? = dxi + dyj + dzk daje prirast tlaka u tom smjeru 

dp = — 0a,dx — 0d,dy — o(g + a,)dz. (184) 


Za nestlačivi fluid o = const., i jer je # konstantan vektor, 
diferencijal (184a) vrlo se jednostavno integrira u 


p(x,y,z) =IPot=: oa,(x < X9) ja 0d,(y = Yo) GE og SH a,\(z gi Zo), 
(185) 
gdje je po konstanta integracije 
Po = P(X0,Y0,20), (185a) 


tj. tlak u točki (X9,y0,Z9). 

U polju tlaka koje je opisano izrazom (185) jednostavno je 
odrediti oblik površina konstantnih tlakova, izobara, pridavajući 
lijevoj strani izraza (185) konstantne vrijednosti tih tlakova. 
Izobare su, očito, paralelne ravnine. Do istog se rezultata 
dolazi i izravno iz diferencijalne jednadžbe izobare. Budući da 
je uzduž izobare dp = 0, iz izraza (184a) dobiva se diferencijalna 
jednadžba izobare 


axdx +a,dy + (g + a,)dz =0, (186) 
a njen integral daje jednadžbu izobare 
ax+4y+(g+4)z=C (186a) 
gdje je za nestlačivi fluid 
1 
“a ri [p(x =0,y =0,2 = 0) — Pons] (186b) 


konstanta koja u izrazu (186a) definira izobaru p = Pons. 
Izrazom (185) ili (186a) određen je oblik slobodne površine 
kapljevine ili razdjelne površine dviju kapljevina koje se ne 
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miješaju. Ova zadnja mogućnost proizlazi iz razmatranja koja 
su slijedila izraze (1214), (122) i (1224), jer i kompozitna masena 
sila (183) ima potencijal 


U =U,,+Ug=g2+đ- (187) 


pa se površina prekida gustoće poklapa s ekvipotencijalnom 
površinom U =const., a ta se, kako pokazuje i usporedba 
izraza (186a) i (187), poklapa s izobarom p = const. 

Pri određivanju položaja slobodne površine ili površine 
prekida gustoće mora se primijeniti i jednadžba kontinuiteta, 
koja osigurava jednakost mase kapljevina u originalnom stanju 
apsolutnog mirovanja i u stanju relativnog mirovanja. 

Izraz (185) pokazuje da se u fluidu uspostavlja linearni 
raspored tlaka. Zato se sile tlaka na ravne i zakrivljene po- 
vršine uronjene u fluid, koji se čitav giba jednoliko ubrzano, 
određuju u načelu istim postupcima kao sile hidrostatičkog 
tlaka. 

Iznesena razmatranja primijenjena su na proračun rasporeda 
taka u kapljevini gustoće o koja se zajedno sa spremnikom 
čitava giba uz (ili niz) kosinu priklonjenu pod kutom « prema 
horizontali (sl. 47). Akceleracija (ili deceleracija) 4 spremnika 
j€ konstantna i paralelna s ravninom kosine. Za vrijeme početne 
periode ubrzavanja može se pojaviti i oscilatorno gibanje 
fluida u spremniku, ali nakon toga slobodna površina zauzme 
položaj prikazan na sl. 47 i fluid miruje relativno prema 
spremniku. Uz spremnik i fluid čvrsto je vezan neinercijalni 
koordinatni sustav O\xyz, a gibanje je paralelno s ravninom 


Sl. 47. Jednoliko ubrzano gibanje fluida kao cjeline (relativno mirovanje 
fluida) 


KES NI? 


O,xz. Ishodište O, proizvoljno je postavljeno na sredini slobodne 
površine, tj. u točku oko koje se zakreće slobodna površina 
jer je spremnik pravokutnog oblika. U ishodištu 0, (x =0, 
z = (0) vlada atmosferski tlak p,. 


Vektor akceleracije € ima komponenie 
(188) 


pa, uz xo=0 i 2%=0 i p(X9.20) = P,» izraz (185) određuje 
raspored tlaka u fluidu 


đd=ai+a,k=acosai + asinak, 


(188b) 


iz kojeg se za slobodnu površinu p = p, = const. dobiva jed- 
nadžba pravca (ravnine) 


p(x,z) = py — oacosax — o(g + asine)z, 


ami acosx (1880) 
fed g +asina 
Taj pravac (ravnina) ima kut nagiba 
P=actlanjž E? (188d) 
g +asina! 


prema osi O,x (sl. 47a i b). Za gibanje spremnika po horizon- 
talnoj ravnini a = 0 taj bi kut nagiba slobodne površine iznosio 


(188e) 


Masa fluida u spremniku iznosi m =eLH,B. gdje je L 
duljina, B širina spremnika, a Hy dubina fluida u spremniku 
u stanju mirovanja na horizontalnoj ravnini. Sila potrebna za 
jednoliko ubrzano gibanje te mase fluida uz kosinu iznosi 


F,= Gsina + ma =o0LH4Bi(gsinx + a), (189) 


J = arctan(—a/g). 


gdje je os ONč paralelna s kosinom. 
S obzirom na fluid, sila F; može se ostvariti samo djelo- 
vanjem sila tlakova na fluid (— Fy,g) i (— Fh2e) preko stijenki 
1—1 i 22 (sl. 47a) koje su okomite na vektor akceleracije. 
Naime, iz jednadžbe kontinuiteta slijedi da je H,— Ha= 

=H,-H,,a iz sl. 47b vidi se da je 
H, ra Hy Ha == H, 


tan(x+rm— 9) = iL = L? = 


a + gsina 
gcosa 


tako da su sile tlakova 


H 
ES +Pe,HyB =0gcosa->'H,B 


H,. 
— Fax = >Pe,H2B = — 0gcosa-—>-H,B, 


a njihova je rezultanta 

Fe=(—Fqs) +(—Fie) =0gcosaHaLtan(x + nz — 9)B = 

=o0gH,BL(a + gsino). (1894) 

Dakle, izraz (189a) je jednak izrazu (189) koji je dobiven 
razmatranjem dinamike gibanja mase fluida. 

Sila tlaka na koso dno spremnika jest 

Fa = — peLB = —ogcosaHaLB, 

i jednaka je komponenti sile težine fluida u smjeru osi £ 


G = —Gcosa= — ogLH4Bcos«. 

Kad se spremnik giba jednoliko ubrzano u smjeru negativne 
osi z s akceleracijom jednakom gravitaciji g, tj. kad je đ = — gk, 
na fluid u spremniku ne djeluje nikakva masena sila 

JEM +Jia = gk —d=0, 


pa u fluidu vlada konstantan tlak (bestežinsko stanje). 


Ako je akceleracija Z=d,i—gk (sl. 48), izobare su 
vertikalne, pa i slobodna površina zauzme takav položaj. Zato 
kad se na brzim vozilima, npr. avionima, određuje smještaj 
usisnog voda iz rezervoara s gorivom, treba računati s pomi- 
canjem fluida u spremniku. Usisni vod mora biti tako priklju- 
čen da i kod djelomično ispunjenog spremnika, pri najvećim 
ubrzanjima ili usporenjima vozila, ne ostane bez goriva. 

Na tijelo potpuno uronjeno u fluid koji se čitav giba 
konstantnom akceleracijom d također djeluje sila uzgona. Istom 
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tehnikom proračuna kojom je dobiven izraz (153), budući da 
je u ovom slučaju vektor masene sile / konstantan, dobiva se 


Fu= — [pidS = — (gradpdV= — ofV=0(4+gk)V. (:90) 
s V 


Lako se dokaže da sila uzgona F, prolazi težištem volumena 
tijela KV 


Slobodna površina —oa 
Izobare p = const. / —ogk 2 
of = gradp 
qa, 
a 
I 
sia, ' 
Za s 


(E=ogVk: a=0) 


F,=—0fV=o(d+gk)V 


SI. 48. Raspored tlaka i sile uzgona u fluidu koji 
se jednoliko ubrzano giba kao cjelina 


Na sl. 48b prikazana je homogena kugla gustoće 0, uronjena 

u fluid gustoće o > 69. Fluid se zajedno sa spremnikom jedno- 

liko ubrzano giba u horizontalnom smjeru akceleracijom u. 

Sila uzgona dana je izrazom (190), a na masu kugle djeluje 

inercijalna sila —mdđ = — ogđdVi sila težine —mgk = — oggkV, 
tj. 

F,= — 00(2+gk)V, (191) 


koja djeluje u suprotnom smjeru od sile uzgona, tako da je 
sila u niti na koju je pričvršćena kugla 


F=RH+F,=(0—0)đ+gkV (191a) 


Kao što je prikazano na sl. 480, sile F,, F,, i F stoje okomito 
na izobare. 


Na sl. 49 prikazan je akcelerometar na principu rasporeda tlaka u 
fluidu u jednoliko ubrzanom gibanju. Pomoću izraza (185) dobiva se izraz 
za akceleraciju 


— PM 
%L 
gdje je pM = p — pa očitanje manometra. 


Ako je mjerni fluid živa, a dulji..a uređaja L = 1 m, osjetljivost akcele- 
rometra jest pm/a = 00 L = 13600Pa/(m/s?). 


a 


(192) 


Sl. 49. Akcelerometar na principu rasporeda 
tiaka u fluidu koji se giba jednoliko ubrzano 
kao cjelina 


Rotacija fluida oko vertikalne osi. Drugi slučaj relativnog 
mirovanja fluida jest okretanje čitavog fluida oko vertikalne 
osi konstantnom kutnom brzinom w. Pri takvu gibanju fluida 
kao krutog ti'ela na svaku česticu fluida djeluje masena sila 


Zemljine gravitacije i inercijalna centrifugalna sila definirana 
izrazom (20), pa je rezultantno polje vanjske masene sile dano 
izrazom 


I=fat+tla= -sk+o?rez,, (193) 
gdje je, u neinercijalnom koordinatnom sustavu Oyx yz (sl. 50) 
koji zajedno s fluidom rotira oko osi Oyz konstantnom brzi- 
nom or = |/x* + y* cilindarska koordinata (to nije apsolutna 
vrijednost radijvektora, koja je označena sa |F|), 2, = cos9i + 


+ sin9j jedinični vektor u smjeru porasta koordinate r, a 9 
cilindarska koordinata. 


£ LI 
---p=p, =c0nst_,( V/ 
SA LA 


Pro — 2) =Po+!| 


1 
+5 00, —eg(z-z) —egk 


—ogk.= gradp 


(r)h 


SI. 50. Raspored tlaka u nestlačivu fluidu koji kao cjelina rotira konstantnom 
kutnom brzinom oko vertikalne osi 


U pravokutnim koordinatama izraz (193) ima oblik 
I=-gk+0xi +oyj. (1934) 
Izraz (193) ili (193a) uvršten u jednadžbu ravnoteže (114) 


daje jednadžbu ravnoteže fluida koji u Zemljinu gravitacijskom 
polju jednoliko rotira oko vertikalne osi 


gradp = 00?r8, — ogk = 002xi +00yj —ogk. (194) 


Jednadžba (194) skalarno pomnožena s proizvoljnim pri- 
rastom radijvektora dr = dr&, + dzk = dxi + dyj + dzk daje 
diferencijal tlaka 


(195) 


Za nestlačivi fluid o = const. integracijom tog diferencijala 
dobiva se izraz za raspored tlaka unutar fluida 


dp = 00?rdr — ogdz = 002xdx + 002ydy — ogdz. 


1 
p(r,2) = Po + 5 00(r7 — r3) - og(z — 2), (196) 
ili 


1 
p(x.),2) = po + 5 00*(x? —x3+y"—y6) — og(z — 20), (196a) 
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gdje je po konstanta integracije, tj. zadani tlak u točki (r9,Z4) 
Po=Pplr=roZ=Z)=pix=x,y = VoZ = Zo). (196b) 


Ako je tlak zadan u. nekoj točki na osi rotacije (ro = 0,2), 
izrazi (196) i (196a) prelaze u 


1 
p(r,2) = Po +—5-00r* — og(z — Zo) (197) 


2 


1 
P(%),2) = Po + 7:00%(* + y?) — og(z — 20). (1974) 

Izrazi (197) i (197a) pokazuju da tlak u nestlačivom fluidu 
.koji čitav rotira konstantnom kutnom brzinom oko vertikalne 
osi raste s kvadratom udaljenosti od osi rotacije 1 linearno 
raste s dubinom h = — z (sl. 50). 

Ako se uvrste na lijevu stranu izraza (197) ili (197a) 
konstantne vrijednosti tlakova pigpg» dobivaju se izrazi za 
izobare 

2 2 
[0] 2 0W 
e C=—(xž + y? 
Z m Ig +9) +c€, 


(198) 


gdje je za nestlačivi fluid konstanta C, koja odgovara izobari 
D = Peonsv definirana sa 


l 
€C=—I[ (r=0z=0 — Peons.H = 
m ) — Peons.] 


1 
= Suk 5 0,y =0z= 0) za Peons)- (1984) 
Iz izraza (198) i (198a) za izobaru koja odgovara tlaku 
D'="Doj= pir =0,z= Zo) = Peonst» UZ 


l 
C za =0,2=0)—p(r=0,z =] = —ogzo, 


dobiva se izraz za rotacijski paraboloid 
2 2 
2 S 2 
Z—Zo=—I!“ = — (x + 
(0 29 Zg y) 
koji je prikazan na sl. 51. 

Jednadžba izobare (198) pokazuje da su izobare u fluidu 
što rotira konstantnom kutnom brzinom oko vertikalne osi, 
površine kongruentnih rotacijskih paraboloida kojih se os 
poklapa s osi rotacije. 


(198b) 


w = const. , 


wW = const. 
+"_Ro 


V = =Jri83 — R?)H 
a b 


SI. 51. Geometrijska svojstva slobodne površine 
u obliku rotacijskog paraboloida pri rotaciji fluida 
konstantnom kutnom brzinom w 


Izrazom (198) određen je i oblik slobodne površine kapljevine 
koja otira kao kruto tijelo i oblik razdjelne površine dviju 
kapljevina koje se ne miješaju. I te površine imaju oblik ro- 
tacijskog paraboloida, a da bi se odredile, mora se primijeniti 
i jednadžba kontinuiteta. Iz geometrijskih svojstava rotacijskog 
paraboloida prikazanog na sl. 51a proizlazi da je volumen 
njegove šupljine V, jednak vanjskom volumenu ispod njegove 
površine V,: 


l 
V=V = STRA. (1993) 


Ako rotacijski paraboloid slobodne površine presijeca dno 
posude, volumeni V, i V, (sl. 51b) također su međusobno 
jednaki i iznose 
h=Vh= SRdrH - VK, => "(3 — Rž)H.  (199b) 
Zbog kvadratičnog zakona promjene tlaka (197), pri prora- 
čunu sile tlaka na površine uronjene u fluid koji čitav jed- 
noliko rotira ne mogu se primijeniti jednostavni postupci raz- 
vijeni za proračun sile linearnoga hidrostatičkog tlaka. Zato 
je tada potrebno složiti prikladan izraz za diferencijal sile tlaka 
i zatim ga u komponentama integrirati po zadanoj površini. 


SI. 52. Rotacija Nuida kao krutog tijela 


Na sl. 52 prikazano je nekoliko primjera primjene razvijenih izraza za opis 
ponašanja nestlačivog fluida u jednolikoj rotaciji oko vertikalne osi. 

Dubina kapljevine u kružnoj cilindričnoj posudi (sl 52a) u stanju miro- 
vanja iznosi Hy. Kad posuda zajedno s kapljevinom rotira konstantnom 
kutnom brzinom «w oko vertikalne osi, slobodna površina kao površina 
konstantnog tlaka poprima prema izrazu (198) oblik rotacijskog paraboloida 


0? 


z= Hmin+ =, (200) 
2g 


gdje se z mjeri od dna posude. 
Na rubu posude taj izraz daje 


uš, 
Hmax = Hmin +5—R*. 


2g 


(200a) 


Prema jednadžbi kontinuiteta, masa fluida u stanju mirovanja oR?=H, 
jednaka je masi fluida ispod rotacijske paraboloidne šupljine slobodne površine 


U 
oR*TH pin + 0>R*r(Hmax — Hmin) pa primijenivši odnos (200), slijedi 


«2 R2 

Himin = Ho — 4g Mi 
w?R? 

Hamas E Ho+ vile 


Kad započne izlijevanje fluida preko ruba posude ili nakon što je slobodna 
površina taknula dno posude, ti izrazi prestaju biti valjani (sl. 51). 

Ako se cijev (sl. 52b) prije okretanja napuni fluidom do koljena između 
njezina horizontalnog i vanjskoga vertikalnog dijela, okretanjem cijevi fluid 
se može podići do proizvoljne visine H. Kutna brzina, koja odgovara visini H, 
prema izrazu (198b) iznosi 


IB 


2gH 
R 
Na sl. 52c prikazan je oblik slobodne površine goriva u rezervoaru vozila 
(npr. aviona, automobila ili motornog čamca) koje se giba brzinom » po 
horizontalnoj kružnoj putanji polumjera R. Kut nagiba + slobodne površine 
prema horizontali određen je kutom tangente na rotacijski paraboloid (198b) 


(201) 


uw= 


[fa \ WR ja 
9 = arctan a) | = aretan[ 7) = aretan ii 
Hđr/, g) g 


202 
JR (202) 


gdje je primijenjen odnos o = v/R. 
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Zbog malih dimenzija rezervoara prema polumjeru putanje R, taj se problem 
može svrstati u gibanje čitavog fluida konstantnom centripetalnom akcele- 
racijom 

; u? 
4q=—-oR=——, 
R 


4, =0. 


(202a) 


Pri takvu gibanju, prema izrazu (188e), nagib slobodne površine prema 
horizontali iznosi 
a, oo u\ 
sla i bo (202b) 


9 = arctan| — 


što je jednako izrazu (202). 

Na horizontalni poklopac A—A cilindrične posude (sl. 52d) djeluje tlak 
rotirajućeg fluida. Prema izrazima (197) i (130) na poklopac s unutrašnje 
strane djeluje pretlak 


l 
p(r)— p, =ogh + —e0?r?, (203) 
pa je sila pretlaka na poklopac 
»2R2\ 
F, = [Ipt)- pažnrdr = ogRčnjn+ 2A ). (203a) 
ft 


o 


gdje je zanemaren odbitak sile pretlaka preko male površine cjevčice u središtu 
poklopca. 


Vidi se da je sila F, jednaka težini fiktivnog fluida u kružnom cilindričnom 
prostoru polumjera R, koji je s donje strane omeđen ravninom poklopca, 
a s gornje rotacijskim paraboloidom p = p, = const. Vrh tog paraboloida je 
u točki ON na slobodnoj površini u cjevčici, a njegova visina na rubu prostora 
(29) (sl. 52d). 


jest oW2R 


0 


SI. 53. Tahometar na principu ras- 

poreda tlaka u fluidu koji rotira kon- 

stantnom kutnom brzinom oko verti- 
kalne osi 


Na sl. 53 prikazan je tahometar za mjerenje broja okretaja u jedinici 
vremena. Tahometar radi na principu rasporeda tlaka u fluidu koji čitav 
rotira konstantnom kutnom brzinom oko vertikalne osi. Ako kazaljka taho- 
metra pokazuje nulu kad uređaj miruje, lako se dokaže da između kutne 
brzine okretanja w i spuštanja kazaljke h postoji odnos 


o=CVh, (204) 
gdje je C karakteristika uređaja dana izrazom 
i (Dj 
duala 
E A i | 
€ = 1 (204a) 
Rž— —D? 


1 1 
s dimenzijom [C] = L *T“!, dakle [Clgr=m ?*s“!, tako da je uz [h]gy =m, 
Wu rad/s. 
Broj okretaja u minuti N iznosi pri tome 


30 30 


N=—o=—cyh 


(2046) 


Ako spremnik koji rotira zajedno s nestlačivim fluidom 
istodobno i slobodno pada (ili se nalazi u bestežinskom stanju), 
djelovanja gravitacijske masene sile —gk i inercijalne masene 
sile —a,k = + gk međusobno se poništavaju, pa je raspored 
tlaka u fluidu, prema izrazu (197), dan sa 


1 
pir)=po+—o00*r*, (205) 


2, 
gdje je po konstantan tlak uzduž osi rotacije. 
U polju tlaka definiranog izrazom (205) izobare su površine 
kružnih cilindara koaksijalnih s osi vrtnje. Pri tom je orijen- 
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tacija osi rotacije potpuno proizvoljna i nije potrebno da je 
vertikalna. Ako je spremnik djelomično ispunjen kapljevinom, 
slobodna površina će također primiti oblik koaksijalnog cilindra 
(sl. 54a). 


SL 54. Rotacija nestlačivog fluida oko kose osi. a izobare u nestlačivu 
fluidu koji rotira kao kruto tijelo u bestežinskom stanju, b izobare u nestla- 
čivu fluidu koji rotira u gravitacijskom polju 


Situacija se, međutim, bitno mijenja pri rotaciji nestlačivog 
fluida oko kose osi u gravitacijskom polju (sl. 54b). Lako je 
dokazati da bi se primjenom razvijenih matematičkih izraza 
definirala kontura slobodne površine u ravnini Onćć jednadžbom 


0? 


2 
29 a (206) 


Ćć = (tana)č + 
gdje je « kut između vertikalne osi Oyz i kose osi rotacije 
ON. Ali se također pokazuje da bi se pri takvoj slobodnoj 
površini čestica koja se u određenom trenutku nalazi u točki 
A, nakon zakreta od pola okretaja našla u točki B, i da bi 
se čestica prvobitno u B našla u A. I sve ostale čestice fluida 
doživjele bi pomake, i to relativno prema spremniku i relativno 
jedne prema drugima. Prema tome, to više nije stanje relativnog 
mirovanja, već je to strujanje fluida, na koje se ne može 
primijeniti razvijena teorija relativnog mirovanja. Stoga ni izraz 
(206) ni ucrtane izobare na sl. 54b nemaju nikakav realni 
smisao. 


1140 = const 


| Slobodna p = const. 
površina ZA 
/ 
/ 
Ž p dF,=-HpdS, 
Pe dB 
[0 P4 
ne <“ Strana ( 
LS čestica 
a ak: 
e = const. 
p = const. 
Fu + G,k / 
/ 
i / a a 
L ka ZIKA +K 


š more, 
A 


gradp 


SI. 55. Sila uzgona u fluidu koji rotira kao cjelina 


Na tijelo uronjeno u fluid koji čitav rotira, uz silu Arhime- 
dova uzgona, pojavit će se i dodatna uzgonska sila zbog kom- 
ponente gradijenta tlaka uzrokovane centrifugalnom inercijalnom 
silom. Na sl. 55a prikazana je strana homogena čestica gustoće 
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0, koja se potpuno uključila u rotacijsko gibanje fluida gustoće 
0. Djelovanje fluida na stranu česticu manifestira se elemen- 
tarnim silama tlakova (sl. 55b) 


dFa= — fipdS, (207) 


preko površine čestice S;. Rezultanta elementarnih sila tlaka 
jest 


Ka 


Fa= — (ripdS, = — (gradpdV= — [ onfdV, = 
SA i 
= — ((—0ngk + ono*r&)aK,, (207a) 
VK 
ili 
(2076) 


gdje je za nestlačivi fluid: G, = 0,gV; apsolutna vrijednost 
težine fluida istisnutog česticom, + Ggk hidrostatski ili Arhi- 
medov uzgon, mg = 0 K masa fluida istisnutog česticom, re uda- 
ljenost težišta volumena čestice V; od osi rotacije, a — mqO*rcč, 
dodatna sila uzgona zbog centrifugalne komponente gradijenta 
tlaka, koja djeluje prema osi rotacije i općenito ne prolazi 
kroz težište volumena C (sl. 55c). Izraz (207a) je razvijen 
pomoću integralnog poučka Gauss-Ostrogradskoga (46b) i 
izraza (193) za rezultantnu masenu silu. 

Dalja sudbina čestice zavisi od njene mase. Naime, u gra- 
vitacijskom Zemljinu polju i u polju centrifugalne sile na 
masu čestice djeluje rezultantna sila 


Fa= + Gok — more, 


Fe= > Gk + more, (207c) 


gdje je za homogenu česticu: Gz = g V; apsolutna vrijednost 
težine čestice, a m; = ox V; masa čestice. Rezultantno djelovanje 
na česticu jednako je zbroju sila (207b) i (207c), sl. 55c, 


F=F+F.=(G,— G)k — (my— mjoree, (208) 

Iz toga je očito da će se čestica lakša od fluida, 9, > 0,, 
gibati prema gore i prema osi vrtnje te će isplivati na slo- 
bodnu površinu (sl. 55c). Obratno, ako je og < 0, čestica će 
padati prema dolje i udaljavat će se od osi vrtnje. 

Na tom načelu djeluju centrifugalni separatori. Tako u 
centrifugama za proizvodnju maslaca, zrnca formiranog maslaca 
specifički su lakša od okolišne vodenaste sirutke, pa isplivavaju 
na slobodnu površinu i skupljaju se u blizini osi centrifuge. 

Pri rotaciji manjih masa stlačivog fluida može se zane- 
mariti utjecaj gravitacije, pa diferencijal tlaka (195) poprima 
oblik 


dp=00rdr. (2084) 


Za integraciju tog izraza potrebno je poznavati odnos tlaka 
i gustoće, koji zavisi od termodinamičkog procesa. 

Za savršeni plin, koji slijedi zakon jednadžbe stanja (8), i 
za izotermički proces odnos gustoće i tlaka dan je izrazom 
-- Weisd 

RIT 
gdje je T konstantna temperatura plina. Ako se uvrsti taj 
odnos u diferencijal tlaka (208), dobiva se nakon integracije 


| 0? 2\ 
pl) = PAPIRI, ). (209) 


o (209) 


gdje je po tlak na osi rotacije fluida. Toj promjeni tlaka 
odgovara promjena gustoće 
kai 


SRI (209b) 


0(7) = 0,exp| 


Slično se dokaže da je za općeniti politropski proces 
p/o" = po/o& plina u jednolikoj rotaciji 


n 


1 ln—l M IBll-=- 
pet) = —pPo+ 5 Ze Oonre (209) 
pisi z 


gdje su po i 0, tak i gustoća uzduž osi rotacije. 
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KINEMATIKA FLUIDA 


Kinematika fluida opisuje gibanje fluida u vremenu i prostoru. 
Ako se pođe od hipoteze o fluidu kao kontinuumu ili nep- 
rekidnoj sredini, omogućen je i takav opis koji vremenski i 
prostorno promjenljivim skalarnim, vektorskim i tenzorskim 
poljima odjednom zahvaća i cjelovito ponašanje fluida i pona- 
šanje pojedinih njegovih čestica. Kinematika fluida ne ulazi u 
uzroke gibanja, zato u razmatranjima i opisima ne uzima u 
obzir sile. Ona klasificira strujanja prema njihovim osobitostima 
i razvija fizikalno-matematički aparat za njihovo opisivanje. 
Premda je tim aparatom i sama u stanju generirati različite 
modele strujanja, potpuna iskoristivost kinematike fluida reali- 
zira se njenom ulogom i primjenom u dinamici fluida. 


Prostor i vrijeme u Newtonovoj mehanici. Prostor je skup 
točaka kojih je položaj određen koordinatama. U Euklidovu se 
prostoru sve točke mogu zadati koordinatama samo jednog 
kartezijskog koordinatnog sustava. U takvu prostoru je udalje- 
nost između dviju točaka P(x,,y,,Z1) i Q(x2,y2,Z2) dana for- ' 
mulom 


r=Vixx— x +02 — 90% +(22 — 2,0%. (2104) 
a kvadrat udaljenosti dviju bliskih točaka 
dr? = dx? + dy? + dz“. (210b) 


Prostor vezan uz ravninu dvodimenzijski je Euklidov prostor. 
Prostor vezan uz sfernu površinu nije Euklidov prostor, ali se 
u neposrednom okolišu točke na sfernoj površini može podići 
kartezijski koordinatni sustav, pa se i takav prostor može 
smatrati Euklidovim. 

Newtonovi zakoni gibanja formulirani su u Euklidovu 
prostoru. Ti zakoni imaju najjednostavniji oblik u inercijalnim 
sustavima. Takvih sustava je beskonačno mnogo i u svima su 
svojstva prostora i vremena jednaka i jednaki su svi zakoni 
mehanike. Ta eksperimentalno provjerena činjenica sadržaj je 
Galilejevih načela relativnosti. 

Newtonova mehanika također je temeljena na apsolutnosti 
vremena. Naime, ako se jedan koordinatni sustav O u kojemu 
neka točka ima radijvektor # giba translatorno i pravocrtno 
konstantnom brzinom #4 relativno prema drugom koordinatnom 
sustavu u kojemu ta ista točka ima radijvektor #,, tada je 
tok vremena u tim dvama sustavima jednak, tj. 


Nav (211a) 
a radijvektori F, i # povezani su Galilejevom transformacijom 
Fi = 7+ tigt *F Flo, (21 ib) 


gdje je Fio radijvektor ishodišta O u sustavu O, u početnom 
vremenskom trenutku t = 0. 

Jednakost (211a) je pretpostavka apsolutnosti vremena i 
valjana je za brzine gibanja koje su mnogo manje od brzine 
svjetlosti. Kao što je poznato, u teoriji relativnosti ta pret- 
postavka nije valjana. U sustavima povezanim Galilejevom 
transformacijom (211b) zakoni Newtonove mehanike su identič- 
nog oblika. 

Strujanje fluida određuje se s obzirom na određeni koordi- 
natni sustav. Premda u mehanici fluida važnu primjenu imaju 
različiti krivocrtni koordinatni sustavi, u ovom su članku 
teoretski izvodi formulirani ili u općem vektorskom obliku, 
nezavisnom od određenoga koordinatnog sustava, ili u pravo- 
kutnomu kartezijskom (Descartesovu) sustavu Oxyz. Ovom se 
sustavu, osim jednostavnosti, ne pridaju nikakve druge prednosti, 
pa će se dati i formule kojima se pojedine formulacije mogu 
prikazati i u općim ortogonalnim krivocrtnim koordinatama 
Q1,42,43 

Mehanika fluida se mnogo oslanja na diferencijalni i inte- 
gralni račun. Stoga se pretpostavlja da su funkcije koje opisuju 
gibanje fluida konačne i neprekidne i da imaju konačne parcijalne 
derivacije po svojim argumentima. Gibanja fluida podvrgnuta 
tim ograničenjima nazivaju se neprekidnim gibanjima. U takvu 
gibanju fluida relativna brzina dviju susjednih čestica bit će 
uvijek beskonačno malena, pa će i duljina njihove spojnice 
ostati uvijek istog reda veličine. 
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Ortogonalne krivocrtne koordinate. Položaj točke M u prostoru određen 
je radijvektorom r položenim iz ishodišta O. U kartezijskim koordinatama 


(212) 


i položaj točke M u prostoru potpuno je određen sjecištem triju ravnina 
X = const., y = const. i z = const. 

Za određivanje položaja točke u prostoru mogu poslužiti i različite druge 
grupe od po tri površine, zakrivljene ili ravne, kojih sjecište određuje taj 
položaj. Svakoj takvoj površini dodjeljuje se broj po kojem se ona prepoznaje, 
pa trojka brojeva (g,,q2,q3) određuje položaj točke M(q,,q2,43) sjecištem 
površina (sl. 56a): 


F=xi+y/+zk 


(213) 


Ako se trojkama brojeva (q,,42,43) i (x,y,z) opisuje položaj istih točaka 
u prostoru, tada one moraju biti u određenim funkcionalnim odnosima 


di = const, dx, = const, dy = const. 


di = ddxy,2), 


d2 = 42lX.y,2), (214a) 
d3 = d1(x.y,2), 
I imnverzno 
x = x(1,02,03), 
y = »(q1,02,03), (214b) 


z = z(41,42,03). 


Kroz svaku točku prostora prolazi samo po jedna koordinatna površina 
od svake u trojki površina (213). Presjecište dviju koordinatnih površina 
određuje koordinatnu krivulju, tako da je, npr., krivulja g, presjecište površine 
42 i površine gy. Uzduž svake koordinatne krivulje mijenja se samo ona 
koordinata koja daje naziv toj koordinatnoj krivulji. 


q3-koordinatna 
krivulja 


qp-koordinatna 
krivulja 


qu-koordinatna“ 
krivulja 


qa-koordinatna 
krivulja 


SI. 56. Ortogonalne krivocrtne koordinate 


Jedinični vektori 7,,8,,%, tangencijalni su na koordinatne krivulje u točki 
koju koordinate definiraju 1 gledaju u smjeru porasta pripadne koordinate. 
Pri ortogonalnim krivocrtnim koordinatata koje se razmatraju jedinični su 
vektori #,,2,,6, međusobno okomiti. Za razliku od jediničnih vektora i,j,k, 
koji su u kartezijskom pravokutnom sustavu konstantni vektori, jedinični 
vektori ortogonalnih krivocrtnih koordinata se mijenjaju od točke do točke. 

Sustavom funkcija (214b) radijvektor # može se izraziti krivocrtnim 
koordinatama 


P="(4,,02,09). (214c) 


Pri graničnom prijelazu, kojim se definiraju parcijalne derivacije radijvektora 
F po koordinatama q1,q2.43, vrh radijvektora šeće po odgovarajućoj koordi- 
natnoj krivulji i stoga se može pisati 
or fala fala 
==Hiči, z=HN,6,  =—=H;8, 


(215) 
da, a, &qa 
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gdje se, primjenom (212) i funkcija (214b), za Lamćove (G. Lamć) koeficijente 
Hi, H,, H, dobivaju izrazi: 


oF V (ž PRAVI E OZ 
Hi = E eia E Si ni =- Ii 
; da, ou (ča! ia 
| or | [2 . PK Gzave 
== +1) + =). (215a) 
? 7 (og, tz, se Ee 
ar | PENA NJE ZEV 
me (2) +2) +). 
qa 0qa' Bq, 2q3/ 
Ortogonalnost krivocrtnih koordinata izražava se sa 
đO=đ = č=0, (216) 
što se, uz parcijalnu derivaciju " po i-toj koordinati 
Zana, (216 
qa 4 ča. a,“ . 
može izraziti u obliku triju jednakosti tipa 
8x 0x dva 02 0 i+j, 
usao a 1=123 (216b) 
0404; 04:04; 0q0q; j=1,2,3. 


Diferencijal radijvektora (214c), primjenom izraza (215), poprima u krivo- 
crtnim koordinatama oblik 


(217) 


Za razliku od kartezijskih koordinata, diferencijali krivocrtnih koordinata 
dq,,dq2,dg, sami po sebi ne moraju u nekoj točki predstavljati lukove uzduž 
koordinatnih krivulja, već ti diferencijali postaju lukovi tek kad se pomnože s 
Lamćovim koeficijentima, tj. 


ds, = Hidq,, 


dr= Hidq, e; + Hodqo82 + H3dq363. 


dsx=H,dq, ds, =H;dq3 (217a) 


sa 


ds = |[dF] = VHTdgf + Hždgž + H3dq5. (217b) 


Elementarni krivocrtni paralelepiped što ga zatvaraju koordinatne površine 
(sl. 56b) 


dy = const. di + dq, = const. 
2 = const. 42 + dq» = const. (218) 
da = const. dy + dq = const. 
ima za bridove lukove (217a), tako da mu je mjerni broj volumena 
dV=ds,ds,ds; = H,H,H,dq,dqzdqa. (218a) 
Taj je volumen omeđen elementima koordinatnih površina 
dS, = ds,dsy = H,H;,dq,dq,, 
dS, = dsgds, = H;Hidqaydqgi, (2186) 


dSy=ds,ds,= H,H,dq,dq». 


Za izražavanje pojedinih diferencijalnih operatora u krivocrtnim koordina- 
tama poslužit će izrazi koje je lako dokazati: 


LO Inda m. iPPaLe 


PZA HA o slu 
če, _ a l ČH, adi čH, 
GTi = H, dax Ha da3 (220a) 
če, . 1 LEB BE, l čH,, 
64, H, 04 ći qa H, &q, jo 
(#8, I eH, 
8qu H, EPA i: 
Be, - 16H, 16H,, 
Ča, a Ha Ba, zi Hi a . sen) 
i_1dH, 
a3 Ho daa > 
08, 1 &H, 08, 1 0H,_ 
= € —> €. 
Od H,0q, 4, H, 043 orah 
0č, I ćH, 1 (H, 


daa Hi a, : 


Analitičko opisivanje strujanja fluida 


Eulerov opis strujanja fluida polazi od geometrijskih točaka 
prostora i prati mehanička i termodinamička zbivanja i učinke 
u pojedinoj točki dok kroz nju prolaze različite čestice fluida. 
Takav je pristup kinematici fluida prikladniji za većinu prak- 
tičnih primjena nego Lagrangeov pristup, koji postavlja pravila 
individualizacije pojedinih točaka fluida kao neprekidne sredine. 
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Od čitave historije pojedinih čestica fluida interesantan je samo 
onaj njen dio kad čestice prolaze određenim točkama prostora, 
npr. točkama brodske oplate, točkama površine krila, točkama 
površine i prostora sapnice i sl. Eulerove su varijable koordinate 
točaka prostora r(x,y,z) i vrijeme £, pa je gibanje fluida opisano 
skalarnim, vektorskim i tenzorskim poljima, npr.: 


Di p(x,y,z,0) = B(x,y,2,0) 
0 =0(x.y,2,1) d=d(x,y,z,t) (221) 
T= T(x,y,z,t) T= T(,y,2,1). 


Te funkcije daju sljedeće podatke: 

(a) Ako su u funkcijama (221) koordinate točke x,y,z 
fiksne, one daju vremensku promjenu tlaka, gustoće, temperature, 
brzine, akceleracije i tenzora naprezanja u toj točki za vrijeme 
dok u tu točku ulaze i iz nje izlaze različite čestice fluida. 

(b) Pri fiksnom vremenu t funkcije (221) daju prostorni 
raspored mehaničkih i termodinamičkih veličina povezanih s 
gibanjem fluida u tom vremenskom trenutku. 

(c) Pri promjenljivim koordinatama x, y, z i promjenljivom 
vremenu t funkcije (221) daju prostorno vremenski zakon pro- 
mjene karakterističnih fizikalnih veličina pri strujanju fluida. 


Individualna vremenska derivacija D/Dr. Ako je F neka fi- 
zikalna skalarna, vektorska ili tenzorska veličina, npr. gustoća 
ili.brzina, koja je svojstvo čestice fluida u gibanju i koja se 
općenito mijenja s gibanjem čestice, onda se ta veličina može 
prikazati Eulerovim opisom 


F=F(€Ft0)=F(x,y,z.t). (222) 


Brzina promjene veličine F u čestici fluida naziva se indi- 
vidualnom vremenskom derivacijom, koja prema G. G. Stokesu 
ima i posebnu oznaku DF/Dr. 

Kad je veličina F opisana Eulerovim varijablama u obliku 
(222), pri proračunu individualne vremenske derivacije treba 
brzini vremenske promjene veličine F u nekoj čvrstoj točki 
prostora dodati i brzinu njene promjene s pomakom čestice u 
prostoru, tj. prema definiciji je 

DF F€+54,,t+4) — F(P,0) 


= lim — 
Dr 4-0 At 


OF 
FF) +(FAt.V)F +3 — F(F,0) 
= lim 
At>0 M 


ili 
DF _ 6F 
—=—+(8-V)F. 
Dr REVE 
U pravokutnim kartezijskim koordinatama ta derivacija 
ima oblik 


(223) 


BRE E E 
pp o a ežox > okla rozi 


Ako je F skalarna veličina, izraz (223) može se pisati u 
obliku 


(224) 


DF _6F 

——=— +65. grad 

Do +5-.gradF, 
Individualna vremenska derivacija (223) zove se i supstan- 

cijalna, materijalna ili puna derivacija veličine F po vremenu, 

ili derivacija koja slijedi fluid. 


(za F skalar). (225) 


Operator 
2-4, +(5:V) 226 
Bom ća ou 


naziva se operatorom individualne vremenske derivacije. Upo- 
trebljavaju se i druge oznake za taj operator, kao što su: 


2/4, D/dt i d/dt. 


Djeluje li operator D/Dt na radijvektor #=xi +yf +zk, 
dobiva se 
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a (2) + (B-V)F=0+ no + ne a 
gdje indeks r(x,y,z) označuje čvrstu točku u prostoru, što uz 
fi ca MOL Ortiz 
Rau jE" mE 
prelazi u 
Brooi+ vj +vk =, (227) 


što je očito, jer individualna vremenska derivacija (ili derivacija 
kojaslijedi fluid) radijvektora F daje brzinu promjene radijvektora 
čestice fluida, što je po definiciji brzina čestice. 

U izrazu za individualnu vremensku derivaciju (223) prvi 
član na desnoj strani 6F/0t predstavlja brzinu promjene veli- 
čine F u zadanoj čvrstoj točki prostora M(x,y,z), pa se zato 
naziva lokalnom ili mjesnom tremenskom derivacijom. U izrazu 
(223) drugi član desne strane (5- V)F daje brzinu promjene 
veličine F s promjenom položaja čestice u prostoru, i naziva 
se konvektivnom ili prijenosnom vremenskom derivacijom. 

Operator. D/Dt u ortogonalnim krivocrtnim koordinatama. 
Primjenom izraza (219) za operator V u ortogonalnim krivo- 
crtnim koordinatama operator D/Dt (226) dobiva oblik 


D fa] / Vi fa] v2 0 V3 0 
aj es i 228 
Dt_ Kern nice me Hiča | ža 
gdje je 
č=ve, +Vv262 + 0364) (229) 


brzina strujanja izražena komponentama u smjerovima ortogo- 
nalnih krivocrtnih koordinata. 

Kad operator (228) djeluje na vektorsku veličinu izraženu 
komponentama, mora se voditi računa da su jedinični vektori 
€, 62, 6, u prostoru promjenljivi, pa pri parcijalnim deriva- 
cijama po g,, 42, q3 treba primijeniti izraze (220a), (220b) i 
(220c). 


Stacionarno i nestacionarno strujanje fluida i akceleracija 
čestice. Ako u svakoj čvrstoj točki prostora kojim struji fluid 
sve fizikalne veličine ne zavise od vremena, strujanje se naziva 
stacionarnim. 

Ako je F neka fizikalna skalarna, vektorska ili tenzorska 
veličina, tada se u Eulerovim varijablama stacionarnost strujanja 
izražava funkcijom oblika 


F=F(x,y,z). (230) 


To dalje znači da je lokalna derivacija veličine F jednaka 
nuli, tj. 


OF 
—= 231 
3 (231) 
pa je individualna vremenska derivacija 
DF 
—=(5>-VJF. 232 
a (232) 


U stacionarnom strujanju fluida vektorsko polje brzine dano 
je funkcijom 


i=u5(r), (233) 
odnosno komponentama brzine 
Vx =v,(x,y,7), 
vy, =v4x,y,z), (234) 


vu, = v,(x,y,7\ 


Pri nestacionarnom strujanju fluida sve fizikalne veličine 
opisane Eulerovim varijablama eksplicitno zavise i od vremena, tj. 


F=F(x,y,2,t), (235) 
pa je 
oF 
ED 236 
S +0 (236) 
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U strujanju opisanom Eulerovim varijablama pri proračunu 
akceleracije čestice d treba na polje brzine ncstacionarnog 
strujanja primijeniti operator individualne vremenske derivacije 
(226), pa se dobiva 


Dr ći 
= = + (1 )i 237 
Dooa" 20 
ili komponente akceleracije 
Du sicve 
dx, = Eg 
Dr Ć 
De, _ć, 
a=— 238 
2 pre si Lo) 
Dr, ć, 
a4 = Em 
Dr Ct 


U izrazu (237) prvi član desne strane 05/0t jest lokalna 
ili mjesna akceleracija, a drugi je član (i-V)t konvektivna 
ili prijenosna akceleracija. Pripadne komponente tih akceleracija 
lako se prepoznaju na desnim stranama izraza (238). 

Pri stacionarnom strujanju ne postoji lokalna akceleracija, 
pa ostaje 


B.VJE. (239) 


Ako se na konvektivnu akceleraciju (5-'V)5 primijene 
pravila vektorske analize za operacije s operatorom “7 i pravila 
vektorske algebre za razvoj trostrukog vektorskog produkta, 
dobiva se vrlo prikladan izraz 


: s (ls 
(U. V)8= V| SU 


—Bx(VxB)= 


EN ' 
= grad| >-v*] — 8 x roti. (240) 
Time i izraz (237) za akceleraciju čestice prelazi u 
a ba rad 2) ox roti (241 
ZNEO g al U X roti. ) 


Prema izboru koordinatnog sustava u kojem se proučava 
strujanje, isto strujanje može se u jednom sustavu pojaviti 
kao nestacionarno, a u nekom drugom kao stacionarno. Tako 
je, npr., strujanje vode oko motornog čamca koji se giba konstan- 
tnom brzinom i nestacionarno s obzirom na inercijalni koor- 
dinatni sustav O, x1 y1Z1, koji je čvrsto vezan uz kopno (sl. 574), s 
nestacionarnim poljem brzine 


bi = 6,(F,,0). (242) 
To isto strujanje za promatrača u inercijalnom koordinatnom 
sustavu Oxyz, čvrsto vezanom uz čamac, stacionarno je sa 


stacionarnim poljem brzine 


d = U(). (243) 
U sustavu s 0/) U sustavu Oxyz: 
+ o 
Bio 20 l/s = -ilg = const. 
4 
i 
/ 


571,1) 


(dh = —iodt 


SI. 57. Nestacionarno strujanje fluida u sustavu O,x,y,ž2, postaje stacionarno 
u sustavu Oxyz koji se zajedno s čamcem giba konstantnom brzinom ug 
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Inercijalni sustavi Ojx,\ViZ, i Oxyz vezani su međusobno 
Galilejevom transformacijom (211b). 

Za promatrača u sustavu O,x,v,Z, voda u beskonačnosti 
miruje tj. 6,, = 0, a prema promatraču u sustavu Oxyz voda 
iz beskonačnosti nailazi paralelnim strujanjem konstantne brzine 
VE == Uo. 

Budući da se lokalna akceleracija (',/ćt u sustavu O,x,9y1Z; 
određuje pri konstantnom #,, diferencijal izraza (211b) u vre- 
menskom intervalu dt glasi 


(dr), = —tiodi, (244) 
što je prikazano i grafički na sl. 57b, pa vrijedi jednakost 


Oči : : 
—=—(Uo>V)E, 
E (io >“) 


gdje su operator Vi brzina strujanja # u sustavu Oxyz. 
Akceleracija čestice u ortogonalnim krivocrtnim koordinatama. Djeluje li 
operator D/Dt na vektor brzine definiran izrazom (229), dobiva se izraz za 
akceleraciju čestice 
0/0, 0 bt), Grka 
= LU 


a= + hu + 
a \H,oq,_ H,0q2. H,Ca, 


Pri toj operaciji treba voditi računa da su jedinični vektori #,, &,, &, 
prostorno promjenljivi u krivocrtnim koordinatama: primjenom izraza (220a), 
(220b) i (220c) dobivaju se za komponente a,, a», a, akceleracije u smjeru 
tih koordinata sljeđeći izrazi: 


(245) 


le: Ćy + Voč2. + D363). (246) 


_0, Lude vz, va 66, 
= a Hila H,az. Hy0q, 
viz ĆH, WŽ 06H, tvz AH, u; dH, 
H,H, 0q, H,H, čar HH, Čua HH, EDE 
CU, bet ta DE pri; 
"Ta Bila Hoda: Hila (24 
Bše oli, vz0, 0H2, 020, 61 vw 6H, 
OHH2đax. HiHiča O HiHidg, HH Ba 
ZA Ova Lu Ova 00, va du, 
a Hićqa_ H,da, H,0q3 
_ 02H, v3v, OH, "2 82H, vo, ČH, 
H,Ha 843 ' HaH, 64, . HH, 0q3 H,H, 02 


Trajektorije, strujnice i krivulje obilježenih čestica. Trajekto- 
rija ili putanja neke čestice fluida jest krivulja koju čestica 
fluida svojim gibanjem opisuje u prostoru. Prema toj definiciji 
element luka dr trajektorije jednak je 


dr =di. (248) 


Ako je strujanje fluida opisano Eulerovim varijablama, tada 
se raspolaže prostorno-vremenski promjenljivim poljem brzine 
strujanja. Neka je # radijvektor točke na putanji, tada je 


prema (248) 
dr 
E 
diferencijalna jednadžba trajektorije čestice u polju brzine. 
Strujnica ili krivulja toka jest krivulja na koju se tangenta 


u svakoj njenoj točki u zadanom trenutku ty poklapa sa smjerom 
B u toj točki. Strujnice su vektorske krivulje 


B(F,t) (249) 


vektora brzine # 
vektorskog polja brzine, slično kao što su silnice vektorske 
krivulje vektorskog polja sile. Prema toj definiciji element luka 
strujnice df u svakoj je njenoj točki u danom trenutku koli- 
nearan s vektorom brzine i 


dr = 0(F,10)dA, (250) 
gdje je dA slakarni pomoćni parametar koji se na svakoj struj- 
nici 4 može smatrati diferencijalom neke funkcije 

A=45,9) (251) 


Taj parametar zavisi od pomoćne dužinske koordinate s 
uzduž strujnice i od same strujnice $. 
Izraz (250) vodi do diferencijalne jednadžbe strujnice 
mE 
Re V(r,to) 


dA 


koja se razbija na sustav običnih diferencijalnih jednadžbi 


(252) 
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dx dy dz 
i == DAX, y,2,f0), 2 z vx, y,2,t0), g+7 VX, ).2,t0). 
dž dž dž 


(253) 


U Eulerovim varijablama x, y, zi t poznato je polje brzine 
kao funkcija od # i t, pa se određivanje strujnice koja pro- 
lazi kroz točku % svodi na rješenje Cauchyjeva problema za 
sustav diferencijalnih jednadžbi (253) s početnim vrijednostima 


(254) 


X ls=:0.2) = X Ylis=5,,5) = Ve ls=s,,5) = 


U općem slučaju nestacionarnog strujanja, strujnice i trajek- 
torije su bitno različite krivulje. Obitelj strujnica pri takvu stru- 
janju daje trenutnu kompletnu sliku strujanja i ta se slika s 
vremenom mijenja. Trajektorija je geometrijski zapis historije 
gibanja čestice, pa se ta krivulja oblikuje u toku vremena. 

Prikazom približne konstrukcije strujnice i trajektorije nesta- 
cionarnog strujanja fluida, kroz koji se giba kružni valjak kon- 
stantnom brzinom iig, ilustrirana je na sl. 58 razlika između 
tih dviju krivulja. Za strujnicu i trajektoriju 7 konstruk- 
cija započinje u zajedničkoj točki M;y = M,;s i u zajedničko 
vrijeme t = 0 kad je središte valjka € ispod te točke. Približnost 
konstrukcije je u tome da se umjesto s diferencijalom luka 
trajektorije (248) i strujnice (250) radi s malim, ali konačnim 
prirastima. Pri konstrukciji trajektorije ti su prirasti 


AF; =U(M;,t)At, (255) 
a pri konstrukciji strujnice 
AF; =8(M.,t0) 44, (256) 


gdje je za prostornu zavisnost polja brzine umjesto r uvedena 
oznaka točke M. 


#=) 


Brzina gibanja valjka i 


SI. 58. Pribiižna konstrukcija trajektorije i strujnice nestacionarnog strujanja 
u sustavu 0,x, 


Mali pomaci (255) i (256) šeću po približnim točkama tra- 
jektorije, odnosno strujnice. Što su pomaci manji, to su pribli- 
ženja bolja. Ako se zbog jednostavnosti izjednače prirasti vre- 
mena At i pomoćnog parametra AA, tada će se i prva prib- 
ližna točka trajektorije M2 poklopiti s prvom približnom 
točkom strujnice M,y, tj. 


Af7=MizMoz=Bdt=Af,=MjyyMoyg =BirAf, (257) 


jer su i brzine v,; i Viyx u početnoj točki u početno vrijeme 
međusobno jednake: 


is =(M7t=0)=84=B(M,5t=0). (258) 


Dalje od točke Mo; = M,y počinju se razlikovati točke 
trajektorije od točaka strujnice. Naime, premda su približne 
točke M»; i M,y identične, vrijeme za trajektoriju je tekuća 
varijabla, pa u točki M, ima vrijednost t = At, a za strujnicu 
je vrijeme konstantan parametar i u M,y ostaje nepromijenjeno 
t =0. Zbog toga se brzina kojom se konstruira sljedeća prib- 
ližna točka trajektorije razlikuje po veličini i smjeru od brzine 
za konstrukciju sljedeće približne točke strujnice: 


Bor = (M,z,t = A) +8, = 8(M,9,t = 0). 


(259) 
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Zato su i približne točke M;; i M;y različite 
M,7M37 = 027 M #M2sM3e = BM (260) 


To udaljavanje točaka trajektorije i strujnice dalje se pove- 
ćava, jer se zbog različitih točaka i vremena povećavaju razlike 
u brzinama 


Uz = F(M:, st= ŽAT), 
B3 = (M:y,t = 0). 


Tako se postupak približne konstrukcije nastavlja, a trajek- 
torija 7 1 strujnica / dobivaju se upisivanjem krivulje u pri- 
padni poligon (sl. 58). 

Očito je da svakom prirastu vremena it pri konstrukciji 
trajektorije odgovara i određeni pomak ii At središta valjka. 
Tako se čestica, za koju je na slici približno konstruirana 
trajektorija, nalazila u točki A kad se valjak nalazio besko- 
načno daleko ulijevo, i kroz vrijeme od t+>—ow do t=0 


(261) 


čestica je prešla put ADM, > (crtkano označen na slici). U tom 
istom vremenu valjak je prešao put od lijeve beskonačnosti 
do položaja prikazanog na slici. Za vrijeme od t =0 do t>o 
ta je ista čestica prevalila put M, DB i završila svoje putovanje 
u točki B, dok je valjak za to isto vrijeme otišao od položaja 
prikazanog na slici u desnu beskonačnost. Primjećuje se da je 


čestica pri tom doživjela i jedan konačan pomak AB udesno. 
Taj se pomak može teoretski proračunati i fizikalno rastumačiti. 

Isto je tako očito da se strujnica , ucrtana na slici, 
odnosi samo na prikazani položaj valjka. Ta se strujnica, a i 
čitava slika strujnica, premješta zajedno s valjkom, tako da se 
u sustavu O,x, koji miruje slika strujanja svaki trenutak mi- 
jenja, tj. ta se slika pomiče udesno brzinom iig. 

Kolinearnost elementa strujnice dF i vektora brzine i u 
svakoj njenoj točki može se izraziti i diferencijalnom jed- 
nadžbom 


drxB=0 (262) 
Napisana u obliku determinante 
ze, Ic 
dx dy dz|=0 (263) 
DADE Do 


i razvijena po prvom retku daje sustav diferencijalnih jednadžbi 
strujnice 
dy »,(x.),2,t9 


) 
p= zi x, 2, , 
dx Vx(X,),2,t9) u ć š 
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dz vx, y,2, to) 
ŠT ERE ER =f2lx, ),Z,to). 

dx v(x, y,2,t0) 


Njihovo rješavanje ponovno vodi do rješenja Cauchyjeva 
problema, kao i pri rješavanju sustava jednadžbi (253). Kad su 
funkcije f, i fx vrlo složene, rješavanje sustava jednadžbi (264) 
provodi se numeričkim metodama, npr. Runge-Kuttinom me- 
todom. 

Strujnice se ne mogu presijecati osim u osobitim točkama, 
npr. u točki zastoja gdje je brzina jednaka nuli. Naime, u točki 
presijecanja strujnice trebala bi čestica fluida imati dvije brzine, 
tangencijalno na dvije grane koje izlaze iz presjecišta, što je 
fizikalno bez smisla. 

Trajektorije se mogu presijecati, što znači da je ista čestica 
fluida dva puta u dva različita vremenska trenutka prošla kroz 
istu točku. 

Krivulja obilježenih čestica je krivulja koja u dani vremen- 
ski trenutak spaja sve čestice što su tokom vremena prošle 
kroz istu točku prostora. Ta je krivulja usko povezana s 
eksperimentalnom tehnikom vizualizacije strujanja. 

Krivulje obilježenih čestica razlikuju se u općem nestacio- 
narnom strujanju i od trajektorija i od strujnica. 

U stacionarnom strujanju, kad je polje brzine # = B(F), sve 
su te krivulje iste. 

I pri posebnom nestacionarnom strujanju, u kojem se u po- 
jedinoj točki mijenja samo apsolutna vrijednost brzine, ali ne 
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i njen smjer, također su trajektorije, strujnice i krivulje obilje- 
ženih čestica iste krivulje. Takvo je polje brzine dano izrazom 


č=f(F07,(F), (265) 


gdje je f skalarna funkcija prostora i vremena, a 5, vektor- 
ska funkcija samo prostora. 

Kao što stacionarnost i nestacionarnost strujanja zavisi 
od izbora koordinatnog sustava, tako i izgled, tok i analitički 
opis trajektorija, strujnica i krivulja obilježenih čestica zavisi 
od koordinatnog sustava u kojem se istražuje strujanje. 


Vizualizacija strujanja fluida. Trajektorije, strujnice i krivulje 
obilježenih čestica osnovne su krivulje koje pružaju opću sliku 
strujanja fluida pri teorijskom i eksperimentalnom proučavanju. 
U mehanici fluida teško se može precijeniti važnost proma- 
tranja stvarnog strujanja fluida i informacija dobivenih iz takve 
slike. Mogućnosti takva promatranja postoje i zovu se zajed- 
ničkim imenom tehnika vizualizacije strujanja. Eksperimentom 
se nastoji ili provjeriti teorijski pretkazani model strujanja ili 
otkriti stvarni model strujanja u situacijama koje se uopće ne 
mogu zahvatiti teorijskim razmatranjima. 

Premda se vizualizacijom strujanja rijetko može dobiti i 
dovoljno točna kvantitativna informacija, ta je tehnika u ekspe- 
rimentalnoj mehanici fluida vrlo popularna. Njome se u ekspe- 
rimentu određuju slike trajektorija, strujnica i krivulja obilje- 
ženih čestica u polju strujanja. Kao temelj interpretacije tak- 
vih slika služe definicije tih krivulja i način na koji se mogu 
analitički odrediti. 

Strujanje kapljevina može se vizualizirati ubacivanjem boje, 
mjehurića ili stranih čvrstih čestica na izabrana mjesta toka. 
Tako se, npr., pri vrlo niskim brzinama strujanja vode u 
eksperimentalnom tunelu strujanje može vizualizirati vodikovim 
mjehurićima što ih generira vrlo tanka razapeta žica koja kao 
negativna elektroda u istosmjernom strujnom krugu provodi 
elektrolizu vode. Struja vode odnosi sa sobom mjehuriće sa 
žice te različitim kombinacijama mjestimične izolacije žice i 
sporadičnog ili periodičkog uključivanja struje u strujni krug 
mogu se ostvariti i snimiti različite slike strujanja (sl. 59). Za 
brzine strujanja vode do 0,3 m/s tom se tehnikom mogu dobiti 
dovoljno točni podaci ne samo o konfiguraciji strujnica, trajek- 
torija i krivulja obilježenih čestica nego i o brzini stacionar- 
nog i nestacionarnog strujanja. 

Radi vizualizacije u strujanje zraka uvodi se dim, neki 
strani plin ili se na izabranim mjestima postavlja izvor topline. 
Tako neke kemikalije, npr. titan(IV)-klorid i kositar(IV)- 
klorid, proizvode dim kad su u dodiru s vlažnim zrakom. 
U istu svrhu mogu poslužiti dimne bombice ili čisti dim tru- 
log drveta što tinja. 


be! ho 


SI. 59. Strujanje u turbulentnom graničnom sloju vizualizirano mjehurićima 
vodika 
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Za vizualizaciju strujnica u strujanju kapljevina i plinova 
služe kratke rese vune, konca ili najlona, koje se u struji 
fluida usmjere uzduž strujnica. Pri nestacionarnim periodičkim 
pojavama mogu se stroboskopom identificirati njihove pojedine 
faze. 

U sredstva vizualizacije strujanja fluida ide i fotografski 
aparat i filmska kamera. Ubacivanjem aluminijske prašine u 
vodu i prikladnim osvjetljenjem vizualizirana je početna faza 
optjecanja vode oko krilnog profila i snimljena fotografskim 
aparatom koji miruje relativno prema profilu (sl. 60a). U tom 
koordinatnom sustavu strujanje je stacionarno, osim pri izlaz- 
nom bridu profila, gdje je upravo u formiranju početni vrtlog. 
Ista pojava, u nešto kasnijoj fazi, vizualizirana je istom teh- 
nikom i snimljena fotografskim aparatom koji miruje relativno 
prema vodi podalje od profila (sl. 60b). Prema tome, na toj 
se snimci profil giba ulijevo relativno prema fotografskom 
aparatu. U tom koordinatnom sustavu strujanje je načelno 
nestacionarno i prikazana fotografija je trenutna slika strujnica. 


SI. 60. Snimka strujanja u početnoj fazi optjecanja vode oko krilnog profila, 

vizualiziranog aluminijskim česticama. a fotografski aparat miruje relativno 

prema profilu, b fotografski aparat miruje relativno prema vodi udaljenoj 
od profila 


Pri snimanju je fotografski aparat imao određeno eksponiranje 
i očito je da je brzina strujanja veća na mjestima gdje su 
dijelovi snimljenih strujnica duži, i obratno. S kratkom ekspo- 
zicijom otvoreni fotografski aparat snimio je zapravo elemente 
trajektorija vizualiziranih čestica, a početni elementi luka struj- 
nice i trajektorije međusobno su jednaki, kao što je pokazala 
približna konstrukcija strujnice i trajektorije (sl. 58 i izraz 
(257), dok su im duljine proporcionalne brzini strujanja. Tako 
se na sl. 60 otkrivaju veće brzine strujanja u neposrednoj 
blizini profila, a podalje od profila, npr. u lijevom donjem i 
desnom gornjem uglu slike, voda struji vrlo malom brzinom. 

Vršni i slobodni vrtlozi pri strujanju zraka oko skošenog 
krila konačne širine vizualizirani su mrežom končića i snim- 
ljeni u uzvodnom smjeru (sl. 61). 

U nestacionarnom vrtložnom tragu pri optjecanju kružnog 
cilindra vizualizirane su i filmski snimljene krivulje obilježenih 
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Općenito vrijedi pravilo da se pri vizualizaciji strujnica 
čitavo polje strujanja posipa s mnogo stranih čestica, a pri 
vizualizaciji trajektorija mora ih biti malo. 

SI. 62b i c dokazuju da se strujnice ne mogu presijecati, 
jer preko njih fluid ne protječe, a trajektorije se mogu pre- 
sijecati i nekoliko puta. 

Osobitosti polja brzine strujanja. Ako su na desnim stra- 
nama sustava diferencijalnih jednadžbi strujnice (264) funkcije 
fi df i njihove prve parcijalne derivacije po x,y,z jedno- 
značne i neprekidne, tada postoji jedinstveno rješenje Cauchy- 
jeva problema u točkama prostora strujanja fluida u kojima 
je taj uvjet zadovoljen. Zato se svakom točkom tog prostora 
može povući samo jedna strujnica, pa se strujnice ne mogu 
presijecati. 

Međutim, uvjeti što osiguravaju jedinstvenost rješenja Cau- 
chyjeva problema mogu biti narušeni u pojedinim osobitim 
točkama polja strujanja, pa se u takvim točkama strujnice 
SI. 61. Snimka strujnica oko skošenog krila konačne širine (gledajući uzvodno), mogu presijecati ili granati, npr. u točki zastoja ili stagnacije, 

vizualiziranih mrežom končića Kaaa ži arao : 
u kojoj je brzina strujanja jednaka nuli. 

Singularne točke jednostavno je analizirati u ravninskom 
strujanju. Sustav diferencijalnih jednadžbi strujnice prelazi u 
jednu običnu diferencijalnu jednadžbu prvog reda oblika 


čestica (sl. 62a), a iz snimaka otvorenim fotografskim apara- 
tom s kratkim eksponiranjem rekonstruirane su strujnice (sl. 


62b), a s dužim eksponiranjem trajektorije (sl. 62c). 
dy_ 0009) 


dx vx, y) 


— X 


(266) 


SI. 62. Eksperimentalno određivanje krivulja obilježenih čestica, strujnica i trajektorija u nestacionarnom vrtiožnom tragu pri optjecanju kružnog valjka. 
a uzastopne filmske snimke krivulja obilježenih čestica vizualiziranih ispuštanjem mlijeka kroz rupice na bokovima valjka (perioda pojave proteže se kroz 
13.14 sličica), b rekonstruirane strujnice iz filmske snimke osamdeset perioda pojave, vizualizirane uvođenjem velikog broja uljnih kapljica u struju vode 
(pet rekonstruiranih snimaka prekriva polovicu periode pojave s intervalima od 1/10 periode), c rekonstruirane trajektorije čestica iz filmske snimke; pojedine 
trajektorije vizualizirane su kapljicama ulja uvedenim u struju vode i jakim osvjetljenjem polja strujanja ispred otvorene filmske kamere 
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gdje je konstantni parametar ra ispušten kao nebitan za ana- 
lizu. 

Budući da se integracija diferencijalne jednadžbe prvog reda 
svodi na geometrijsko spajanje elemenata lukova u integralne 
krivulje kojima se smjer tangenata u svakoj točki poklapa sa 
smjerom polja, strujnice su integralne krivulje diferencijalne 
jednadžbe (266). 

U teoriji diferencijalnih jednadžbi prvog reda singularne 
“točke analiziraju se na tipu jednadžbe 

dy. Ax+By 
===>, uz A:D—-B-C +0. 
dx Cx+Dy SE 

Ishodište 0(0,0) je izolirana singularna točka za tu jednadžbu. 
Osobitost ponašanja strujnica, kao integralnih krivulja, u bli- 
zini te singularne točke zavisi od korijena karakteristične jed- 
nadžbe 


(267) 


2?-(B+0C)/+B.C-A:D=0 (268) 


i primjereno toj osobitosti singularna točka dobiva svoj naziv. 

S obzirom na korijene karakteristične jednadžbe (268) razli- 
kuju se sljedeća četiri slučaja: 

a) Ako su korijeni realni i istog predznaka, sve integralne 
krivulje u okolišu singularne točke prolaze kroz singularnu 
točku, i to tako da u svakom smjeru kroz nju prolazi jedna 
strujnica (sl. 63) ili da sve strujnice imaju zajedničku tangentu 
(sl 63b). Takva singularna točka zove se čvorna točka. 

Strujanje prikazano na sl. 63a definirano je poljem brzine 


Žao PR 
Inxt + 


(269) 


i naziva se ravninskim izvorom ako je Q > 0, odnosno rav- 
ninskim ponorom ako je Q <0. 


) y 


< 


d e 


Sl. 63. Tipovi singularnih točaka u polju ravninskog strujanja. a izvor (ponor) 
i b dipol jesu čvorne točke, c točke zastoja A i B jesu sedlaste točke, d 
vrtlog je središte, e ponor (izvor) i vrtlog u istoj točki tvore žarište ili fokus 
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Kad se komponente brzine (269) uvrste u jednadžbu (266), 
korijeni karakteristične jednadžbe (268) jesu 2, = A, = 1, a struj- 
nice su dane izrazom y = C x, gdje je C konstanta. 

Veličina Q je kapacitet izvora (ponora), s dimerzijom 


34 
Pika ro 


Strujnice prikazane na sl. 63b pripadaju strujanju dipola, 
tj. kombinaciji ponora na osi x s lijeve strane ishodišta i izvora 
s desne strane, dovedenih u samo ishodište graničnim prijelazom 


lim Q-h = const, (270) 
\01== 


h— 0 
gdje je h udaljenost ponora i izvora od ishodišta. 

Singularnost ishodišta pri strujanju izvora (ponora) i dipola 
sastoji se i u tome što u njemu brzina postaje beskonačna. 

b) Ako su korijeni realni i suprotnog predznaka, kroz sin- 
gularnu točku prolaze dvije strujnice. Takva se singularna točka 
zove sedlasta točka. Neposredan okoliš točaka A i B (sl. 63c) 
posjeduje singularnost sedlastih točaka. Pri strujanju fluida 
takve točke su točke zastoja, u kojima je brzina strujanja 
jednaka nuli. 

c) Ako su korijeni čisto imaginarni, onda je singularna 
točka okružema zatvorenim strujnicama (sl. 63d). Takva se sin- 
gularna točka zove središte. 

Strujnice prikazane na sl. 63d definirane su poljem brzine 

x 
x+ € £y2 (271) 
gdje je C konstanta s dimenzijom [C] = L?T |, dakle [C]gy = 
= m“/s. Takvo se strujanje naziva vrtlogom u ravnini. 

Diferencijalna jednadžba strujnice (266) ima oblik 


vx ba= 


SJ JEE (272) 


a njezina je karakteristična jednadžba (268) 


/2+1=0, 
s korijenima: A, =i, A = —i. 
Rješenje diferencijalne jednadžbe (272) daje jednadžbu 
strujnica 
(273) 


što predstavlja jednadžbu kružnica koncentričnih s ishodištem 
(sl. 63d). U ishodištu je brzina strujanja beskonačna. 

d) Ako su korijeni konjugirano kompleksni, strujnice su 
krivulje što bezbroj puta spiralno okružuju singularnu točku 
(sl. 63e). Takva singularna točka ima naziv žarište ili fokus. 

Strujnice prikazane na slici pripadaju kombinaciji strujanja 
definiranih poljima brzine (269) i (271), tj. kombinaciji strujanja 
ravninskog izvora (ponora) i vrtloga. Za takvu kombinaciju 
strujanja u kojem je polje brzine dano zbrojem komponenata 
(269) i (271) diferencijalna jednadžba strujnice (267) ima oblik 


dy_ 2nCx+0Qy 


x? +)? =const., 


= ————. 214 
dx Qx—2rCy 2) 
U polarnim koordinatama rješenje je te jednadžbe 
( \ 
r= C,esp| 5229), (275) 


pa su strujnice logaritamske zavojnice. Na sl. 63e prikazan je 
vrtlog u kombinaciji s ponorom (Q < 0). 

U prostornom strujanju postoje također singularne točke, 
u načelu sličnih tipova kao u ravninskom strujanju. 


Strujna površina i strujna cijev. Ako se u određeni vre- 
menski trenutak ta poljem strujanja položi proizvoljna krivulja 
C i kroz svaku njenu točku povuče strujnica, dobiva se povr- 
šina kojoj u svakoj točki vektor brzine leži u tangencijalnoj 
ravnini (sl. 64a). Tako dobivena površina naziva se strujnom 
površinom ili površinom toka. Ona se može odrediti samo ako 
krivulja € nije strujnica. Strujna površina je vektorska površina 
vektorskog polja brzine strujanja. Prema njenoj definiciji očito 
je da kroz strujnu površinu nema protjecanja fluida. 

Ako je u trenutku t = ta jednadžba strujne površine 
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F(x,y,2.t0) = 0, (276) 
tada je preko te površine 
B.H=0, (277) 
gdje je 
Na. (278) 
| grad 7 | 


normala na površinu 7. 
Uvjet (277) u pravokutnom koordinatnom sustavu ima oblik 


i Ed OF th. OF 0 
—— +v v,— =0. 
room kovao 02 

Rješenje te linearne parcijalne diferencijalne jednadžbe jest 
funkcija koja opisuje strujnu površinu. To rješenje je obitelj 
karakteristika jednadžbe (279), tj. obitelj strujnica dobivenih iz 
sustava običnih diferencijalnih jednadžbi (264) koje se mogu 
pisati u obliku dvostruke jednakosti 


Pe Skode 
E grao 


(279) 


(280) 


Cauchyjev problem za jednadžbu (279) ima smisla ako kri- 
vulja € nije karakteristika, tj. ako krivulja C nije strujnica. 


SI. 64. Definicija strujne površine i strujne cijevi. a strujna površina položena 
krivuljom C, b strujna cijev položena zatvorenom krivuljom C, c elementarna 
strujna cijev 


Prema tome određivanje strujne površine # pokazuje me- 
todu kojom se rješavanje parcijalne diferencijalne jednadžbe ob- 
lika (279) svodi na integriranje sustava običnih diferencijalnih 
jednadžbi (v. Diferencijalne jednadžbe, parcijalne, TE 3, str. 273). 

Strujna površina položena zatvorenom krivuljom C jest 
strujna cijev ili cijev toka (sl. 64b). Za izvode osnovnih pou- 
čaka dinamike fluida važno je svojstvo strujne cijevi da preko 
njena strujnog plašta ne protječe fluid, nego čitava masa fluida 
koja uđe na ulazu strujne cijevi mora izići na njenu izlazu. 
Za primjenu tog svojstva strujne cijevi poželjno je znati kada 
se u vektorsko polje brzine mogu položiti i takve površine koje 
strujnice normalno probadaju. Izvod ilustriran sl. 17 daje uvjet 
(119b) za postojanje takvih površina u proizvoljnom prostorno 
promjenljivom vektorskom polju zi, pa taj uvjet primijenjen na 
vektorsko polje brzine 8 glasi 


U-roti = 0. (281) 


Iz tog uvjeta se zaključuje da vektor brzine 7 mora biti 
okomit na vektor rot# da bi se u vektorsko polje brzine 
strujanja fluida mogle položiti površine ortogonalno probadane 
strujnicama. Kad je rot =0, očito je uvjet (281) također 
zadovoljen. Takvo se strujanje naziva bezvrtložnim ili potenci- 
jalnim strujanjem. 

Uvjet (281) uvijek je zadovoljen pri ravninskom strujanju, 
jer je rotor brzine okomit na ravninu strujanja. Naime, ako je, 
npr., strujanje u ravnini Oxy, tada je v, =0, pa je 


(282) 

Proti=(i+oj) [Z- S k=0 (283) 
Ox Oy 

Pri tzv. zavojnom strujanju vektori brzine # i rotora brzine 


jesu kolinearni: 8 x rot? =0, pa je B-rotš = |7||r0t7] +0, i 
uvjet (281) nije zadovoljen, te se u takvo polje ne mogu položiti 
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površine ortogonalne na strujnice. Primjer takva polja 

aK X 
bx = Vol = sk c0tssh 
[6 Zia 
fo Pole za AE (284) 
V PNE EN e 
ss Ava 


Lako se dokaže da je u tom polju rot? = zi 


Ako je zatvorena krivulja C infinitezimalna, AC, na njoj 
konstruirana strujna površina zove se elementarna strujna cijev 
(sl. 64c). Kroz elementarnu strujnu cijev uvijek se može posta- 
viti normalni ravni presjek AA, tj. okomit na vektor brzine. 
Osim te prednosti, u izvodima poučaka dinamike fluida elemen- 
tarna strujna cijev ima i sljedeća svojstva: preko njena plašta 
nema istjecanja fluida, a zbog male veličine normalnog presjeka 
AA fizikalne veličine kao što su tlak p, gustoća o, temperatura T 
i brzina v mogu se smatrati konstantnima. 


Analiza gibanja čestice fluida 


Komponente gibanja čestice fluida i tenzor brzine deformacije. 
Deformabilnost fluida daje polju brzine strujanja fluida osobi- 
tosti kojih nema u polju brzine gibanja krutog tijela. Te će 
se razlike bolje istaknuti ako se paralelno razmotri gibanje 
čestice fluida i gibanje čestice krutog tijela. 


-1 


7 
k 


SI. 65. Čestica apsolutno krutog tijela ili Nuida 


Neka se u prostoru, opisanom koordinatnim sustavom Oxyz, 
giba čestica krutog tijela, odnosno čestica fluida. Unutar čestice 
izabrana je u vremenskom trenutku t točka Ma(Xo,Yo,Zo) kao 
pol (sl. 65). Također je unutar čestice u istom vremenskom 
trenutku t izabrana proizvoljna točka M(x, y,z), bliska polu My. 


Relativni radijvektor My M, označen sa 6, iznosi 


6č=MM="-f=či+nj+k, (285a) 
tako da je radijvektor točke M 
F=F+6=(x0 +) +(90 + mi + (20 + 0)k. (2856) 


Relativne koordinate č,y,č paralelne su s koordinatama 
X,Y,Z, pa vrijede identiteti 


du. sah prate ez. 


a 
doe dne uo ooo 
Ako je brzina pola My u trenutku t 
o = 0(F9,1) = b(X9, V0,202t), (286a) 
tada je brzina bliske točke M 
=4M,) = (ro + 6.1) = Blxo + čiVo + 1,20 + 6,0). (286b) 


Pripada li čestica prikazana na sl. 65 apsolutno krutom 
tijelu, tada se polje brzine njena gibanja sastoji od brzine 
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translacije % pola M, i obodne brzine (5 x 3 zbog rotacije 
čestice kutnom brzinom & oko trenutne osi rotacije položene 
polom (sl. 66a). Zato je brzina točke M 


E (M,1) = (Foy + 8,0) = 5 +8 x 8, (287a) 
ili izraženo komponentama brzine 
VX = Vox + VC — 0,1, 
D, = Vo, HOČE — O, (287b) 


V,= Vo; +0ON— O,Č. 


b 


x 


SI. 66. Gibanje čestice. a čestica apsolutno krutog tijela, b čestica fluida 


Primjenom identiteta (285c) za parcijalne derivacije kompo- 
nenata tog polja brzine dobivaju se izrazi: 


0v, 0 OV, 3 OV, 

-___—— U, —=.=0,; => = 

Ox Oy e 0z ; 

0, 0, Ov 

==, *=0 =_=-0 288 
E ska oy 5 0z m gi) 
0v, lj) 0v, 

DE = (Dy» pi =, mm = 0. 


Od tih parcijalnih derivacija one koje su različite od nule 
javljaju se u komponentama rotora brzine, pa iz (288) slijede 
odnosi 


0 0 
rot,B = s Pe 20, 
Oy Oz 
Vo 0 
Poi==*-=—=20, (289) 
Oz 0x 
rot, = Ba —=20,, 
[18.4 C 
odnosno 
roti =26 (289b) 


ili 
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(289c) 


Prema tome se izraz (287a) za brzinu proizvoljne točke M 
unutar čestice krutog tijela može pisati u obliku 


1 
(M.O) = e + roto x 6 (290a) 
ili u komponentama 
> 1/6v, 0, 1/00 0, 
DAME Vox + Va: as sok 
1 (du 0v,\ 1 ke 0v, \ 
,AM,t) = iki misa mi 
Meo aje a BVDIE Je: (290) 
0v,  0v,\ 1/0, 0 
jeza = ei = Seite 
VAM.) = vog + aka ž] 2\0z eo 
odnosno 
I l 
VAM,t) = vox + z (rot, vIč — zlrotd)n, 
1 l 
V4(M,t) = voy, + zvotL Be — z(roteP)E, (2900) 


1 l 
VAM,t) = voz; + M —_ 7 (rot, B)č. 


Ako je čestica na sl. 65 izdvojena iz mase fluida u stru- 
janju, mikrostruktura gibanja čestice može se analizirati nepre- 
kidnim vektorskim poljem brzine u Eulerovim varijablama: 


="). (290d) 
Raspolažući tako zadanim poljem brzine, brzina gibanja 
točke M bliske polu M4 može se odrediti razvojem u Taylorov 


red polja (290d) u okolišu pola My, zadržavši samo linearne 
članove. Time se dobiva 


(M,t) = BG) + 8,0) = + (8+ V)B (2914) 
ili u komponentama 

0(M,1) = vox + Se + a1 + = 

2,(M,t) = vo, + SE ta SI e SL, (291b) 

MM) = vo, + Zee an + 


gdje se parcijalne derivacije računaju u točki My. 

U izrazu (291b) parcijalne derivacije komponenata brzine 
tvore tenzor derivacije vektora brzine # po radijvektoru 4 ili 
tenzor gradijenta vektora brzine 


00, 0v, 0, 
0x Oy Oz 


di za 0v, OV, 0v 
— = Vi = Gradi = ž š=2|, 291 
O 0x Oy 0z (G 
[0x By Oz 


gdje su primijenjeni identiteti (285c). 
To je općenito nesimetričan tenzor i kao svaki takav tenzor 
može se prikazati zbrojem simetričnog i antisimetričnog dijela: 


0v,_ 1 di: Vb, sad Ov, e | 

Oy 210, Bx] 2\Ax_ dy) 
0,_1[0, 0) 1/0, 0.) 

naro Ox 0y 2 Es 0y ) CE) 
Gi A BA v, _ đ, 

Oz 2\0z S) 2\0y_ a) 


MEHANIKA FLUIDA 


Ov, _ du e) 1 Ee =) 


Oy 2 Das 2\0, 02, 
mol) 5(- 291d 
Ox ZWeGe oz 2\ 0z mi ( ) 
vx _ 1/00, 0%\, 1/00, 00) 
bif.) 1(8:_ 01) 
Oz 2\0z_ 0x] 2\86_ x] 


Unutar drugih zagrada desnih strana tih identiteta pre- 
poznaju se pripadne komponente rotora brzine (289a). Ako se 
uz to parcijalne derivacije 6v,/0x, 0v,/0y, 0v,/0z i prvi članovi 
desnih strana identiteta (291d) označe sa 


0v, : 0, _ o, 
Šš. = ii £, = dy! e. = aa) (291e) 
1/00, 0, 
h=m=7l2 S) 
l ee 0v, 4 
=%=—=+=E 291f 
Ba Oy T 0z ]' 
nm [02 
Yex ZYaz = 3 Oz 0x J 


izrazi (291b) za komponente brzine točke M bliske izabranom 
polu My unutar čestice fluida dobivaju oblik 


l 
vAM,t) = Vox + 7 (rot,P) S (rot,B)n Se sE + YxyH] Fi Vel 


l z : 
V(M,t) = Voy + zr(rot,B)ć — (rot, B)E + Hy č + Eyy!] + Ye Če 


l 
VAM,t) = vo, + —(rot,5)n — 


3 (rot,B)ć + YexŠ GE Vzy] + La bi 


(292) 


Prva tri člana desnih strana u tim izrazima nalaze se i u 
izrazima (290c) za komponente brzine gibanja točke M čestice 
krutog tijela, pa se u gibanju čestice fluida taj dio vektora 
brzine naziva brzinom kvazikrutog gibanja &%x 


l 
Pkk = Bo +105 x d=+8x6. (293) 


Taj je izraz identičnog oblika kao i izrazi (290a) i (287a). 


Odnos komponenata kutne brzine 6 i rotora brzine dan je 
izrazima (289c) i (2894), tj. 


1 l1(0v, 0, 
2 EE meti 
l 1(0v, 0 
= tQš=—=>-— 
Gaga ie: >) a) 
iri _ 1/00 0) 
W, = 3 rot,# = 3 | Za Emi 


U izrazu (290c) za komponente brzine točke unutar čestice 
krutog tijela nema preostalih članova komponenata brzine točke 
unutar čestice fluida u izrazu (292), jer su ti članovi svojstveni 
isključivo deformabilnom gibanju čestice fluida. Stoga se taj dio 
brzine gibanja čestice fluida i naziva brzinom deformacijskog 
gibanja px čestice fluida: 


Pper e (&xxČ sH Yxy?] SE Pedi + 
+ (0x6 + &yy?] + ye + 


+ (exč + Py + Ez OK. (295) 


Prema tome, na temelju izraza (292), (293) i (295) brzina 
gibanja čestice fluida može se izraziti zbrojem 
V(M, 1) = UK + Čper: (296) 


To je sadržaj prvog Helmholtzova (H. L. F. Helmholtz 
1821—1894) poučka, koji glasi: Gibanje elementarne čestice 
fluida može se u svakom trenutku vremena sastaviti od kva- 
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zikrutog gibanja brzinom Zg, prema izrazu (293) i deforma- 
ćijskog gibanja brzinom "py prema izrazu (295). Taj je poučak 
ilustriran sl. 66b. 

Iz izraza (288) ili iz transformacije izraza (291c) primjenom 
identiteta (291d) primjećuje se da se rotacijska komponenta 
gibanja elementarne čestice fluida može prikazati antisimet- 
ričnim tenzorom, tj. tenzorom rotacijskog gibanja fluida 


0 —0 0 
T=| o 0 —w (297a) 
—0 0 0 
ili 
ME CE RECE 
2\0x Ay 2VOz Ox 
1/0v Ov 1(0v Ov 
De dii =. Kebu. 
2\ 0x 3) 2\y a) o) 
_1(20:_ 80.) Hea 0 
iZ a A €) 


Devet skalarnih veličina definiranih izrazima (291e) i (291f) 
tvore tenzor drugog ranga T,, koji se naziva tenzorom brzine 


deformacije 
X Šxx Yxy Vxz 
T, = | 7Vxx Eyy_ Yyz (297c) 
Yzx Yzy &.z 
ili 
dv, 1 (dv, 2) X du, 00) 
Ox 2'6x_ 0y] 2\8x_ Az) 
1/0, 0v, Ov 1 (0v, 0v,\ 
sre e ei x = ži 
: 2\0y_ x Oy Davea 02 P01 
1/0 = 1/00, f A 0v, 
K2AO BJ 2102" Gi Oz 


Očito je tenzor brzine deformacije simetričan. 
Primjenom izraza (297a, b) i (297c, d) izraz (291c) za 
Grad# može se pisati u obliku 
Gradš=T,+T (297e) 
Označi li se skalarni produkt vektora đ i tenzora T sa 
dT, a skalarni produkt tenzora Ti vektora d sa Ta, rezul- 


, 


tat takvih množenja daje vektore sa p-komponentama 


3 
qT),=+ ae P=123, (2984) 
q“1 


3 


(Ta), = ža Tpada 


q-1 


p=1,23, (298b) 


s time da su za simetrični tenzor te dvije jednakosti među- 


sobno ekvivalentne. T a ' 
Primjenom tih izraza može se brzini deformacije (295) dati 


sljedeći oblik 
(299) 
pa je sadržaj prvog Helmholtzova poučka (296) definiran sa 


pe zi 1,0, 


l 
M) =io+rotš x d+ TO = +0x8+T8. (300) 
Uvede li se kvadratična forma 
U M 
P= ZlExE* +61? +607 + 29 ČI +292 1č + 29220 8), (301) 


izraz (295) za brzinu deformacije može se pisati u obliku 


Spa = grad P. (302) 
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Prema tome brzina deformacije p,, je potencijalni vektor 
koji uvršten u (300) daje 
1 
UM,t) = + zroto x 0 + grad 0. (303) 
U određenom je vremenskom trenutku translatorna brzina 
pola & u izrazima (291a), (293) i (300) konstantan prenosivi 
vektor koji se izravno prenosi u sve točke čestice fluida, pa 
se može izraziti potencijalom 


č, = grad(B84 : 6). (304a) 
Napiše li se 

(304b) 
polje brzine unutar čestice fluida može se prikazati dijelovima 
rotacijskog gibanja i potencijalnog strujanja 


p=đ:5+7, 


B(M,t) = rot x 6+ grado, (305) 
što je još jedan od oblika analitičkog zapisa Helmholtzova 
poučka. 

Kao svaki simetrični tenzor, tako i tenzor brzine deforma- 
cije T; ima glavne osi. Označe li se te osi sa či,1i,Č,, tada 
tenzor brzine deformacije u tim koordinatama ima oblik 


BS 0. Ut 
1=|0 £& 0 (306) 
us 10m7 


gdje su £,,& 
macije. 

Kvadratična forma (301) u glavnim koordinatama č,,Hy,Či 
dobiva jednostavan oblik 


€, glavne komponente tenzora brzine defor- 


P= 566i +8, +00) (307) 

Tenzorska površina = const. predstavlja elipsoid ako su 
svi članovi dijagonale tenzora (306) istog predznaka, ili hiper- 
boloid ako ti članovi imaju različite predznake. Inače je zbroj 
tih dijagonalnih članova linearna fnvarijanta tenzora brzine de- 
formacije T;. To znači da je zbroj dijagonalnih članova ten- 
zora (306) u glavnim koordinatama jednak zbroju dijagonalnih 
članova tog istog tenzora izraženog u proizvoljnom koordi- 
natnom sustavu, npr. u sustavu Oxyz, u kojem taj tenzor ima 
oblik (297c): 


Ova OV OV 
+e +e, = bu sa 
Ša Ši *a 0x, Oyi 0z, 
fo) fo) 6 
=tat&,te.= s < S a E — diva. (307a) 


Očito je da i tenzorska površina & = const. ne zavisi od 
izbora koordinata. 

Ako je skalarni produkt Ta, definiran sa (298b), jednak 
vektoru kojemu se smjer poklapa sa smjerom vektora fd i kojemu 
je veličina uvećana e puta, tj. ako je 
(308) 
smjer vektora 4 naziva se glavnim smjerom tenzora T,;, a veli- 
čina € glavnom vrijednosti tenzora T,. Na temelju definicije (298b) 


i oblika (297c) tenzora brzine deformacije T; jednadžba (308) 
može se pisati u obliku 
Exxdx + Vxy dy + Yx2 2 = £a,, 
Vyx x Se £yyđy a "zd: =€£4,, (309) 
Yex dx + 129,0) + £.24, = £4,. 
To je sustav od tri linearne homogene jednadžbe u a,/4,,4., 
koji ima rješenje različito od nultog trivijalnog samo ako je 
determinanta sustava jednaka nuli 


(310) 
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To je kubna jednadžba u e 


-&+leg-le+ls=0, (310a) 
koja za simetrični tenzor T; ima tri realna korijena 
EE DEM, (310b) 


tj. tri glavne komponente tenzora brzine deformacije T. 
Vrate li se redom ta tri korijena (310b) natrag u sustav 
jednadžbi (309), moguće je odrediti odnose 


(310c) 


primjerene svakom od korijena (310b). Ti odnosi određuju 
smjerove triju glavnih koordinata ć,,i,Č,. 

U kubnoj jednadžbi (310a) I, je linearna invarijanta (307a) 
tenzora T;, I, je kvadratična invarijanta: 


Ogsayna), 


ja Šyy_ Yyz Exx  Vzx Ex Vyxl _ 
Yzy &2z Yxz &2z Yxy &y 
= 8.8, +68,,8, + 6.5. (310d) 
a I, je kubna invarijanta: 
Exx Yxy Vxz 
= |Y &» V2|=6,56,6:, (310e) 


Vzx Yzy &z 


Premda je polazno polje brzine (291b) unutar čestice flu- 
ida, izraženo tenzorom derivacije vektora brzine 2 po radij- 
vektoru 6, formalno jednostavnije od tog istog polja transfor- 
miranog identitetima (291d) u oblik (292), ta transformacija ima 
u dinamici fluida osnovnu važnost i određen fizikalni sadržaj. 
Naime, u strujanjima fluida s viskoznim tangencijalnim napre- 
zanjima uvijek je prisutna rotacijska komponenta gibanja čes- 
tice fluida, tj. rotš = 20 + 0. Strujanja sa samo deformacijskom 
komponentom gibanja čestice, tj. kad je rot# =0, mogu se 
generirati samo s poljem normalnih tlačnih naprezanja. 

U prirodi su sva strujanja u načelu viskozna, dakle s poljem 
tangencijalnih naprezanja i sa rot 2 #0, i takva se strujanja 
nazivaju vrtložnim ili rotacijskim strujanjima fluida. Međutim, 
podalje od krutih granica (npr. podalje bočno od tijela što se 
giba u fluidu), tj. izvan relativno tankog viskoznog graničnog 
sloja, može se utjecaj viskoznosti fluida potpuno zanemariti, 
pa se strujanje može smatrati samo — deformacijskim gibanjem 
čestica. Takva se strujanja nazivaju bezvrtložnim ili irotacijskim 
strujanjima fluida. Zapravo je baš to deformacijsko gibanje čes- 
tice fluida uzrok induciranim tangencijalnim naprezanjima u 
realnom viskoznom fluidu. Naime, ako fluid započinje strujanje 
iz stanja mirovanja, u početnom trenutku strujanje je bezvrt- 
ložno i zato čisto deformacijsko, ali istodobno u fluidu nastaju 
i viskozna tangencijalna naprezanja koja su proporcionalna 
brzini deformacije, pa strujanje prelazi u vrtložno. Zadatak je 
dinamike fluida da ustanovi analitički oblik fizikalne zavisnosti 
tenzora naprezanja T, (izraz (35)) od tenzora brzine deforma- 
cije T; (izrazi (297c) i (297d)). Ako se uvrste takve zavisnosti 
u desnu stranu diferencijalne jednadžbe gibanja fluida (izrazi 
(48) i (48a)), ta jednadžba, barem u načelu, postaje integra- 
bilna, što nije bila u obliku (48). 


Fizikalna interpretacija komponenata gibanja čestice fluida. 
Pri rezultantnom gibanju čestice fluida u malom vremenskom 


intervalu D+ relativni radijvektor g= M,oM promijeni zbog 
prostorno promjenljivog polja brzine i smjer i veličinu, pa je 
č=M,)M (sl. 65 i 66). Budući da se i u izrazu za brzinu 
točke M čestice javlja translatorna brzina & pola M,, to je 
promjena relativnog radijvektora g uzrokovana samo rota- 
cijskom i deformacijskom komponentom gibanja čestice, tj. ta 
se promjena zbiva pod utjecajem drugog i trećeg člana desne 
strane izraza (303), pa vrijedi 


BE+D9)=0=8+(8 x B)Dr + grad oD, 
gdje je primijenjen odnos (289c). 
U izrazu (311) za diferencijal vremena t pisano je simbo- 


lički Dr, jer se radi o promjeni vektora g povezanoj sa sli- 
jedom čestice u njenu gibanju. Taj izraz predstavlja besko- 


(311) 
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načno malu afinu transformaciju koju je čestica fluida doživ- 
jela u beskonačno kratkom vremenskom intervalu Dr. 

Brzina promjene relativnog radijvektora 6 na temelju izraza 
(311) i definicije brzine iznosi 


DiE 
Dr lo a O x 6+ grad 0. (312) 
Taj je izraz osnova za fizikalnu interpretaciju kompone- 
nata gibanja čestica fluida. 
Brzina relativnog istezanja i brzina relativnog volumenskog 
širenja čestice fluida. Označi li se sa &,, brzina relativnog 
istezanja čestice fluida u proizvoljnom smjeru relativnog radij- 


vektora 0, ta je brzina definirana graničnim prijelazom 


l&1-181_ 1 Digi 
s018] i8| Dr 


tig = lim (313) 


gdje je I8|=V6* +1? + £. 
Budući da je 0-(8 x 6) =0, i ako se primijeni izraz (312), 

može se izraz (313) dalje razviti u 

1 (a Dg 


la 2 
4a= |= pla grado) 
Izraz (314) pokazuje da rotacijska komponenta gibanja 
čestice, koja je dio kvazikrute komponente tog gibanja, ništa 
ne pridonosi brzini relativnog istezanja čestice fluida. 
U pravokutnom Descartesovu sustavu izraz (314) ima oblik 


(09, op ob _\ 2D 


Ša = KTA ZU dy ta)" Igi! (315) 
ili primjenom izraza (301): 
£2 2 2 
iq 1 č +2 ć 1 
m — ap € bEESI TE OTISITE ae 
i kos iT TANKI TENA FTAMSGATTAFI 
no dić 
+2 H Zeki ren“ (316) 
b=Tgl 181 Tal 181 


U tom su izrazu 


< 


Ze = 005(0,x) — > = cos(8,y), —— = 00s(8,2) (317) 
161 81 91 
kosinusi smjera relativnog radijvektora d. 
Ako se & usmjeri u smjeru osi Ox, tada je 


6 = AL, 
pa definicija (313), izraz B:(0 x 8) =01i prvi od izraza (291e) 
daju 

m EG =:6> KIUKOG OV, 

= lim — z = 
PZ NT tx SEAS dr si 

Slično bi se dobilo i za smjerove Oy i Oz 
Ov Ov, 

sem aloe ta (319) 


Izrazi (318) i (319) pokazuju da parcijalne derivacije kom- 
ponenata brzine strujanja fluida u smjerovima tih kompone- 
nata 0v,/ox, 0v,/0y i 0v,/oz fizikalno predstavljaju brzine re- 
lativnog istezanja čestice u tim smjerovima. 

U izrazu za brzinu relativnog istezanja čestice u proiz- 
voljnom smjeru, kako pokazuje izraz (316), sudjeluju i sve 
preostale parcijalne derivacije komponenata brzine. 

Ako se unutar čestice fluida u trenutku t formira mali 
pravokutni paralelepiped s bridovima ć, y_i ć, njegov je volumen 


V, = čnt. (320) 

U vremenskom intervalu Dt bridovi se paralelepipeda pro- 
mijene u 

č=č+8,čDI, 


pa mu se promijeni i volumen u 


n=n+e,nDt, €=i+e.ČčDr, (321) 


TE VIII, 8 
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Vt+D)=V=(č+e,čD0n+e€,n DN + €. 6 Dr). (322) 


Definira li se brzina relativnog širenja volumena čestice 
fluida €, graničnim prijelazom 


IV —V 
= lim — ; 323 
AG Men VWoAt 2 
W>0 
primjenom izraza (320) i (322) dobiva se 
Ov, 0,  %, : 
& =Eax +6), tEx = m Za 8 = divi. (324) 
CX cy CZ 


Taj izraz pokazuje da divergencija brzine strujanja fluida 
fizikalno predstavlja brzinu relativnog volumenskog širenja čes- 
tice fluida. 

Iz općih svojstava afinih transformacija poznato je da do- 
biveni rezultat, izražen sa (324), ne zavisi od posebnog oblika 
malog volumena Vy. Tako, ako se unutar čestice fluida postavi 
glavni koordinatni sustav tenzora brzine deformacije Ox,y1Z, 
i u trenutku t se od točaka čestice formira mala kugla 


xi+yi+zi=R', (325) 
a njen je volumen u tom trenutku 
zm. Bisko 
k=>rR*= 3 Tšiliču>» (326) 


gdje je če=n=ć, =R polumjer kugle, 
U vremenskom intervalu Dt polumjeri kugle u smjerovima 
glavnih osi promijene se u 


či = ĆI H &Č1 Dr, um =N sli €, Dt, ĆI = či STE &,či Dr, 


(327a) 
i kugla prijeđe u elipsoid 
Ž 2 2 
X*1 Yi I 2 
: s = R“, 27b 
(1+eD) (1 +£,, DD“ ta rs .Di)? eje 


kojemu je volumen 
4 

Vt+D)=V'=—=R*(1+€ D(1 +e, D)(1 + €, Dr). 

3 (327e) 


Provede li se s volumenima (326) i (327c) granični prijelaz 

(323), dobiva se 

OV, 00, 0, : 
+=— +== =div?. 

OY CZ 


&= &, BE &, “E Ša E x, (328a) 
Taj je rezultat identičan rezultatu (324), izvedenom s čes- 
ticom fluida u obliku malog pravokutnog paralelepipeda, jer 


je zbroj 


Ex ty +62 =6, +6, +8, =divč (328b) 
invarijanta simetričnog tenzora brzine deformacije. 

Rotacijsko gibanje i kutna brzina deformacije čestice fluida. 
Beskonačno mala afina transformacija definirana izrazom (311) 
može se razbiti na dvije uzastopne transformacije, i to na 


transformaciju izraženu tenzorom brzine deformacije 


6, =6+ grad? Dr (329) 
i transformaciju izraženu kutnom brzinom & 
0=8+(8xGd)Dr. (3296) 


Pri tom je redoslijed primjene transformacije nebitan, ali je 
očito da se pri strujanju fluida te dvije transformacije zbi- 
vaju istodobno. 

Diferencijal vektora g, pri transformaciji kutnom brzinom 
6, tj. izrazom (329b), iznosi 


Dč, =0 81 =(8 x F)Dr. (330) 
Pomnožen skalarno sa 8, taj izraz daje 
61: DG, =0, (3304) 


što pokazuje da je diferencijal Dg, okomit na vektor d,. Prema 
tome, nakon što je relativni radijvektor g unutar čestice fluida, 
sastavljen od točaka fluida, doživio deformaciju uzrokovanu 
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tenzorom brzine deformacije, za proizvoljan smjer unutar čestice 
vrijedi &4,, = 0, pa se čestica ponaša kao kruto tijelo. I stvarno, 
kad bi čestica fluida trenutno otvrdnula, npr. kad bi se čestica 
vode trenutno smrznula, ona bi se dalje okretala kutnom br- 
zinom 6. 


Sl. 67. Fizikalna interpretacija komponentnih gibanja čestice fluida 


Umjesto interpretacije dvjema uzastopnim transformacijama 
(329a) i (329b), do istih se predodžbi dolazi i analizom rezul- 
tantnog položaja i oblika čestice u t + Dr, što ga je čestica, 
prvobitno u vremenu t oblika pravokutnog paralelepipeda, po- 
primila postojanjem i djelovanjem ukrižanih parcijalnih deri- 
vacija 0v,/0y, 0v,/0x, 0v,/0z, itd. Na sl. 67 prikazano je djelo- 
vanje parcijalnih derivacija 0v,/6x i 6v,/Oy u ravnini Oxy na 
krakove dx = M,M,idy=MyM., sastavljene od točaka fluida, 
u vremenskom intervalu između t i t£+ Dr. U rezultantnoj 
deformaciji u t + Dr zakret simetrale za kut 


1 
Do = 3 (De — Df) 
posljedica je postojanja rotacije čestice, a smanjenje pravog kuta 
što su ga materijalni bridovi dx i dy zauzimali u trenutku t 
za iznos 


(331) 


— D[ x(dx,dy)] = Da + DB (331b) 
pozitivna je kutna deformacija čestice u ravnini Oxy. 
iz sl. 67 proizlaze očite jednakosti 
0 Ov, 
Dr=5=/Du. prženi (3316) 
Ox Oy 


Za z-komponentu kutne brzine čestice, na temelju izraza 
(331a) 1 jednakosti (331c), dobiva se 
_Ds_1(, ISL 
EDTA kina 2 
Za brzinu kutne deformacije u ravnini Oxy izrazi (331b) i 
(331c) daju 


(331d) 


= D[x(dx,dy)] _ e, X 0v, 

Dt Ox dy" 

Iz čisto formalnih razloga, brzina kutne deformacije defi- 
nirana izrazima (291e) dobiva faktor 1/2, tj. 

I D[x(dx,dy)] 1 OV, x OV, 

2 Dr i ž 

Sličnim razmatranjima došlo bi se i do ostalih kompone- 

nata kutne brzine rotacije i brzine kutne deformacije. 


Kad bi čestica odjednom otvrdnula, komponente tenzora 
brzine deformacije bi se odjednom izjednačile s nulom, jer bi 
nestalo deformacijske komponente u gibanju čestice fluida. Tada 
bi se iz izraza (291f) dobili odnosi 


(331e) 


Yxy TZ Vyx = > 2 VBx (331f) 
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= . oy" kad LB) 


koji bi uvršteni u komponente kutne brzine rotacijskog gi- 
banja čestice dali 


0v, 0v, OV, 0v, 
OQ=—=-— === — — 
dai; Oz * Pre Ox 
0v,, Ov, 
WW. = = — dy Pp (3324) 


To su upravo komponente kutne brzine rotacije krutog 
tijela (izrazi (288)). Prema tome bi odjednom otvrdnula čestica 
fluida nastavila rotirati kao kruto tijelo. 


Jednadžba kontinuiteta nestlačivog fluida. Izrazi (323) i (324) 
pokazali su da divergencija brzine strujanja fluida predstavlja 
brzinu relativnog volumenskog širenja čestice fluida. Ako je 
fluid nestlačiv, individualna čestica fluida mijenjat će tokom 
vremena samo svoj oblik, tako da će volumen koji ta čestica 
zauzima uvijek imati sti mjerni broj. To slijedi iz definicije 
gustoće (2), prema kojoj za o = const., što definira nestlačivi 
fluid, proizlazi dm = const. x dV, odnosno za dm = const. (što 
vrijedi za individualnu česticu) proizlazi dV = const. Prema tome 
su za nestlačivi fluid volumeni V, i V' u izrazu (323) jednaki, pa 
je brzina relativnog volumenskog širenja &, = &, + &), + €, = 0, 
odnosno prema izrazu (324) mora biti 


div? = 0. (333a) 


To je jednadžba kontinuiteta nestlačivog fluida koja odr- 
žavanjem konstantnog volumena svake individualne čestice 
takva fluida osigurava i održavanje konstantne mase u toj 
čestici. Izraz (333a) je matematički oblik zakona o održanju 
mase u strujanju nestlačivog fluida. 

U pravokutnom kartezijskom sustavu jednadžba kontinui- 
teta nestlačivog fluida (333a) ima oblik 

0v, + 0v, mE do, = 
Ox  0y 0z 

Prema tome sve tri parcijalne derivacije na lijevoj strani 
tog izraza ne mogu imati isti predznak: ako su, npr., prve 
dvije pozitivne, treća mora biti negativna. Naime, samo tada 
čestica u obliku pravokutnog paralelepipeda pri svojoj defor- 
maciji može zadržati konstantan volumen, a time i svoju kon- 
stantnu nestlačivu masu, tj. ako se širi u smjerovima x i y, 
paralelepiped se mora sužavati u smjeru z. 

Vektorsko polje kojemu je divergencija jednaka nuli naziva 
se solenoidalnim. Prema tome je vektorsko polje brzine strujanja 
nestlačivog fluida solenoidalno. 


0. (333b) 


Kinematika bezvrtložnog (potencijalnog) i vrtložnog 
(rotacijskog) strujanja fluida 


Cirkulacija brzine i tok ili fluks vektora, protok. Ako se u 
prostorno promjenljivom vektorskom polju 4(r) položi bilo 
kakva prostorna krivulja .7', što spaja dvije točke A(F,) i B(#g), 
krivulini integral 


Ig=Ig=(d.dr=([|4cos(a,dr)|dri (334) 
naziva se cirkulacijom vektora d po krivulji 4 (sl. 68). 
U pravokutnom kartezijskom sustavu izraz (334) ima oblik 


I,= j (a,dx + a,dy + a, dz). (334a) 


Općenito cirkulacija I", zavisi i od krajnjih točaka A i B 
i od krivulje 4. 

Očito da promjena smjera integriranja po krivulji £ mijenja 
predznak cirkulacije, tj. 


(334b) 


Ako se, npr., za vektor d uzme vektor sile F koja dje- 
luje na materijalnu točku, a za / putanja te točke, cirkula- 
cija sile F po krivulji 


Boi= in 
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r,= MP dHt= WW 
+ 
predstavlja rad sile F pri premještanju materijalne točke iz 
AuB. 
Ako je vektor đ vektor brzine strujanja fluida #, tada je 
krivuljni integral 
Feg=Ig=1|8:df =((0,dx+v,dy+v,dz) (335) 
AB AB 


AB 


(334c) 


cirkulacija brzine po krivulji . 
Ako vektor d ima potencijal f, tako da je 
d = gradf, (336a) 
tada je 
_T=(4.dr=(gradf:dr=([df=f()—/f(.), 
AB AB AB 


(336b) 


tj. Cirkulacija vektora gradf, gdje je f jednoznačna funkcija, 
jednaka je po proizvoljnoj krivulji 4 razlici vrijednosti fun- 
kcije u točkama B i A, dakle ne zavisi od oblika krivulje .7, 
već samo od njenih krajnjih točaka. 

Posebno, cirkulacija vektora gradf po zatvorenoj krivulji C 
jednaka je nuli, jer se točke B i A na takvoj krivulji pokla- 
paju, pa je 

Ic = (gradf.dF =0. (336c) 
(5 

Vrijedi i obratno: ako je cirkulacija vektora d preko svake 
zatvorene krivulje C jednaka nuli, vektor d je gradijent neke 
skalarne funkcije f. Naime, zatvorena krivulja C može se ras- 
taviti na dva proizvoljna dijela 4, i 4, (sl. 69), pa uz 


O=([Z.df= (đ4:dF+ (Z.dF (336d) 
E] 2, 2, 
vrijedi 
Im=fddr=-[4.df= (4.dr=f(7) (3366) 
2 


2 


tj. cirkulacija od A do B ne zavisi od krivulje integracije, već 
samo od radijvektora točke B(F) držeći čvrsto točku A(F). 
Diferencijal jednakosti (336e) daje 


of df 


-4, 


drg=ddr=df= Z dx + Zadv+ de = grad dn (336f) 
ili 
df=a.df = gradf+df, (336g) 
odakle 
(4 — gradf) dr =0. (336h) 


B() 


A(F4) 


SI. 68. Definicija cirkula- 
cije vektora đ po kri- 
vulji 


SI. 69. Uz svojstva cirkulacije poten- 
cijalnog vektora đ = gradf 


Ta jednakost pokazuje da je vektor (4 — gradf) okomit na 

proizvoljan smjer, što je moguće samo ako je 
d = gradj. (336i) 

Budući da je i svaki konstantni vektor da potencijalni 
vektor, 
(336j) 
to je i cirkulacija konstantnog vektora po zatvorenoj krivulji 
jednaka nuli, tj. 


do = grad(4, s Ta) 


10) 
Ie= (4 :dr= [grad(d, 7) -dr=0. (336k) 
Č fa 
To slijedi i izravno iz 
(3361) 


Ic=(4%:d=4:[df=6 (F2 —F)=0 
fel (6: 


Cirkulacija brzine ima veliku praktičnu i teoretsku važnost 
u mehanici fluida. % 

Ako se u prostorno promjenljivom vektorskom polju (7) 
položi zatvorena ili otvorena površina S, površinski integral 


Fsa) = (a-nds (337) 


naziva se tokom ili fluksom vektora d kroz plohu S (sl. 70). 


SI. 70. Definicija toka ili fluksa vek- 
tora 4 kroz površinu S 


U pravokutnom kartezijskom sustavu izraz (337) ima oblik 
Fd) = ( [a,cos(n,x) + a,cos(n,y) + a,cos(n,z)]dS.  (337a) 
Ss 


Ako je vektor 4 vektor brzine strujanja fluida 5, njegov 
tok kroz površinu S naziva se volumenskim protokom ili, jed- 
nostavno, protokom Q fluida kroz površinu S: 


Q=Fgd7)=([8-:1ds. (337b) 
Ss 

Očito je da tok vektora kroz površinu, dakle i protok 
fluida, mijenja predznak s promjenom orijentacije plohe, koja je 
određena jednim od dva moguća smjera normale # na plohu, 
npr. ako se na sl. 70 orijentacija normalom ži promijeni u 
orijentaciju normalom n' = —fi. Slično, ako je zatvorena povr- 
šina S orijentirana vanjskom normalom s obzirom na volumen 
fluida koji zatvara, pozitivna vrijednost protoka kroz S ozna- 
čuje da postoji višak istjecanja fluida iz tog volumena. 

Ako je ploha S zatvorena, tok vektora može se primjenom 
poučka Gauss-Ostrogradskoga (46c) izraziti volumenskim in- 
tegralom 


Fsd) = (a.AdS = (divadV (337c) 
S v 


Budući da je 


0x 


mjerni broj volumena V zatvorenog unutar površine S može se 
pomoću (337c) izraziti tokom radijvektora # kroz površinu S, 
tj. 


a fa O. fa) + 2 + < 
ada: i +5k)0i+ oj +28) =3, (337d) 


1 
V= Ye F.ndS, (337e) 


< 
U 


gdje je # vanjska normala. 


Bezvrtložno (potencijalno) strujanje fluida. Analitički zapis 
Helmholtzova poučka u obliku (305) pokazuje mogućnost po- 
djele strujanja fluida na bezvrtložna strujanja, u kojima je 
rotč = 20 =0, i na vrtložna, kad je rotš +0. 


Uvjet bezvrtložnosti strujanja 
rot = 0, (338) 


što u komponentama vodi do identiteta 
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Bu, _ 6v, 6v, 0, 0v,_ đv, 
"= z = f >= ž 338a 
Op 16z Qg. ZaOxe 0x 6y ( ) 
pokazuje takvu srodnost prostornih funkcija v,, v, i v, da je 
linearna diferencijalna forma v,dx + v,dy + v, dz totalni dife- 
rencijal neke skalarne funkcije o, tj. da je 
vxdx + v,dy + v,dz = do. (339) 
Funkcija 
o=0(0) (339a) 
naziva se potencijalom brzine, a bezvrložno strujanje naziva 
se potencijalnim strujanjem. 
Iz (339) slijedi 


pa OKA _ 0 ._ 6 
"= e = Gy = Emi (339b) 
odnosno 
U = grado. (339c) 


Isti rezultat odmah daju i razmatranja koja su dovela do 
izraza (305), uvrsti li se u njega identitet (338). 

Na temelju izraza (336b) pri potencijalnom strujanju je cir- 
kulacija brzine po .Y 


Ip=[0.dr=e(F9)- 07), (339d) 
AB 
dok je po zatvorenoj krivulji C 
Te=|5:dr=0. (3396) 
zu 


Budući da je 
rotgrado = 0, 


slijedi ako je strujanje potencijalno da je ono i bezvrtložno. 
Uvrsti li se brzina izražena sa (339c) u jednadžbu konti- 
nuiteta nestlačivog fluida (333a), dobiva se 


divgrado = Ao =0, (340) 


gdje je A Laplaceov operator ili laplasijan. 
U pravokutnom kartezijskom koordinatnom sustavu izraz 
(340) ima oblik 
o 00 0 
drž t oyi kb 0. (340) 
Linearna parcijalna jednadžba drugog reda (340), odnosno 
(340a), jest Laplaceova jednadžba i ona je osnovna diferenci- 
jalna jednadžba potencijalnog (bezvrtložnog) strujanja nestlači- 
vog fluida. 
U ortogonalnim krivocrtnim koordinatama, na temelju iz- 
raza (219), komponente brzine strujanja (339b) imaju oblik 


il 6 1 će il 0 
N===—-—, v.= : ——. 341a 
: H, 0q, : H, 6aq, H, 6q3 
a Laplaceova diferencijalna jednadžba (340a): 
2jaH: 60 ) Pelija 0 (HiH200\_4 
qu H, 0q/ 0a2\ H, 0q2 0qa\ Ha 0qa 
(341b) 


Kinematički elementi vrtložnog strujanja. Pri vrtložnom je 
strujanju fluida rotč £0, pa u istom prostoru kojim struji 
fluid, uz vektorsko polje brzine 

i=(", (342) 


postoji i polje rotora brzine ili, što je isto, polje vektora 
dvostruke kutne brzine rotacije čestica 


rot = 26 = (F1). (342b) 


To polje i polje vektora brzine (342a) može biti nestacio- 
narno ili stacionarno, već prema tome da li zavisi ili ne zavisi 
od vremena. : 

Vektorske krivulje polja (2 jesu vrtložne krivulje ili vrtlož- 
nice. Tangenta u svakoj točki vrtložne krivulje poklapa se sa 
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smjerom vektora (2. Ako je dy element vrtložne krivulje, tada 
je po definiciji te krivulje 


di x 2=0, (343) 
što vodi do sustava diferencijalnih jednadžbi vrtložne krivulje 
ao. (343a) 

2, 2 A 


U tom sustavu jednadžbi vrijeme 1 je parametar, tj. pred- 
stavlja vremenski trenutak ta u kojem se određuje sustav 
vrtložnih krivulja. 

Ako se u određenom vremenskom trenutku poljem 2 položi 
proizvoljna krivulja C koja nije vrtložna, pa se kroz svaku 
njenu točku povuče vrtložna krivulja, dobiva se vrtložna povr- 
šina. Postupkom sličnim onome koji je doveo do diferencijalne 
jednadžbe strujne površine, prema izrazu (279), dobiva se dife- 
rencijalna jednadžba vrtložne površine u obliku 


OF OF oF 


RG str 10 
radij I: ZA 0 (344) 
a rješenje te jednadžbe 

F(Qx,y,2,t0)=0 (344a) 


predstavlja vrtložnu površinu. 

Ako je krivulja C zatvorena, vrtložna površina položena 
njome je vrtložna cijev. 

Budući da je divergencija rotora identički jednaka nuli, 
vrijedi 

div(rot#) = 0, 
ili 
div = 0, 

što pokazuje da je polje Q (342b) solenoidalno. 

Primjenom izraza (337c) na solenoidalno polje Q za tok 


vektora 2 kroz zatvorenu površinu S položenu u to polje 
dobiva se 


(345) 


F4) = (fi. QdS = (divGdv = 0, (346) 
tj. taj je tok jednak nuli. 

Drugi Helmholtzov poučak. Ako se u polju Q zatvorena po- 
vršina formira od plašta vrtložne cijevi S. i dva proizvoljna 
presjeka te cijevi S, i S, (sl. 71), primjena jednakosti (346) 
na tu zatvorenu površinu daje 

/f:Q2dS + (1. dds =0, 
Si Š 


(347) 


gdje je primijenjena činjenica da je preko plašta vrtložne cijevi 
fi: =0, pa je tok vektora Q2 kroz S, jednak nuli. 


SL 71. Uz definiciju drugog Helmholtzova 
teorema 


Promijeni li se orijentacija površine S, od normale # na 


normalu #' = — ii, izraz (347) može se pisati u obliku 
[m.QdS = [1.Qds. (347a) 
Š% S 
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Budući da su presjeci S, i S, proizvoljni, vrijedi 


[#.QdS = const, (347b) 


gdje je S proizvoljan presjek vrtložne cijevi. 

Izraz (3476) sadržaj je drugog Helmholtzova poučka, koji 
glasi: Tok rotora brzine, a također i vektora kutne brzine 69, 
kroz proizvoljan presjek vrtložne cijevi konstantan je u dani 
trenutak vremena uzduž čitave vrtložne cijevi. 

Veličina konstante u (347b) 


i=/[A-rot5dS (347c) 
i 
služi kao mjera intenziteta vrtložne cijevi. 
U elementarnu vrtložnu cijev moguće je položiti normalne 
ravne presjeke A, pa je za takvu cijev drugi Helmholtzov 
poučak 


QA = const., (347d) 


gdje je 2 apsolutna vrijednost rotora brzine, odnosno dvos- 
truka vrijednost kutne brzine rotacije čestica fluida. 

Oblik (347d) Helmholtzova poučka pokazuje da se kutna 
brzina rotacije čestica fluida smanjuje kad se površina presjeka 
vrtložne cijevi povećava i, obratno, ta se brzina povećava pri 
smanjenju presjeka. Iz održanja intenziteta vrtložne cijevi i iz 
neprekidnosti polja £2 slijedi zaključak da vrtložne cijevi ne 
mogu započeti niti završiti unutar fluida. Naime, kad bi vrt- 
ložna cijev završila nultim presjekom u točki unutar fluida, 
kutna brzina rotacije čestica postala bi beskonačna, što je fizi- 
kalno nemoguće, a kad bi unutar fluida završila nekim ko- 
načnim presjekom, bila bi narušena neprekidnost polja 22. 
Prema tome, vrtložne cijevi mogu biti ili zatvorene, ili mogu 
započeti i završiti na granici fluida (sl. 72), ili mogu otići u 
beskonačnost ako je fluid neograničen. 


Slobodna površina 


SI. 72. Moguće konfiguracije vrtložnih cijevi u fluidu 


Stokesov poučak. Neka je u fluid u vrtložnom strujanju 
položena jednostavno zatvorena krivulja C i nad njome raza- 
peta jednostruko suvisla (otvorena) površina 5, preko koje je 
polje brzine neprekidno i derivabilno (sl. 73a). Gledano s vrha 
normale ii, na površini S pozitivno je obilaženje krivulje € pri 
krivuljnoj integraciji u smjeru suprotnom od smjera hoda 
kazaljke sata, tj. s desne na lijevu stranu. Površina S razbi- 
jena je poprečnim i obodnim krivuljama na N malih elemen- 
tarnih površina AS;, koje su obrubljene zatvorenim elemen- 
tarnim krivuljama AC, (sl. 73b). Cirkulacija brzine po rubnoj 
krivulji C može se prikazati zbrojem cirkulacija brzine AI; po 
N elementarnih krivulja AC, 


* N No 
Io=|8.d—f= X AN =y 
v 1=:t imal! 


“ 


c AC; 


(348) 


jer se u tom zbroju svaka stranica krivulja AC;, osim onih 
stranica koje pripadaju rubu C, obilaze po dva puta u dva 
suprotna smjera, pa se doprinosi tih stranica u tom zbroju po- 
ništavaju, a ostaje cirkulacija brzine po rubu C. 

Pri proračunu 


(349) 
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izabire se unutar AS, pol O, (sl. 730), a brzina strujanja 

fluida & se na temelju prvog Helmholtzova poučka i izraza 

(303) u neposrednom okolišu pola O; razbija na dijelove 
1 

= +—>-roti x 6+ grad 0. (303) 

U tom je izrazu i konstantan vektor u okolišu pola 0; 
pa je na temelju (336k) i (336c) 


[ (Zo +gradP). dg = 0. 


AC, 


(350) 


Budući da je i rotš, koji zavisi samo od izbora pola 0., 
u neposrednom okolišu tog pola konstantan vektor do male 
veličine višeg reda, uvrštenje (303) u (349) daje 


| ira ' 
AT, = | 5 rot5 x 6) dd = rotu «| ETETIE 

MC, \C 
=rot# 15, (351) 


gdje je prema sl. 73c i prema definiciji vektorskog produkta 
primijenjen odnos 


1 
SNJ x dd = i;d(AS;) 
i poznati odnos vektorske algebre: d- (bxč)=b(čxd)= 
=2.(đxb) 

Uvrsti li se (351) u (348) i pusti li se da N > oo, pri čemu se 
elementi mreže preko površine S- stežu u točke, vrijedi 


(3514) 


* N P 

Fe= |i-df= lim X rot8- AS, = | f-rotčdS 
N>&i=1 u 

L S 


(352) 


ili 


Te = Fi(rot?). (352a) 


To je sadržaj Stokesova poučka: Cirkulacija brzine po za- 
tvorenoj krivulji C jednaka je toku rotora brzine kroz (otvo- 
renu) površinu razapetu nad krivuljom C kao rubom te povr- 
šine. 


= 


U=B +1rot5'x F+ grado 
Sl. 73. Uz izvod Stokesova teorema 


U pravokutnom kartezijskom sustavu Stokesov poučak (352) 
ima oblik 


[(o,dx + v,dy + v,dz) = 


fa 


"I(6v,  0v,\ Ćv,  60,\ 
= [= — = |60s(n,x) + | =" == |cos(n, y) + 
IR OV. “ABaV Oz 0x) 
S 
(0 OV, \ 
|- 5 J00s(m2)|ds. (352b) 
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Stokesov poučak je primjenljiv i na bilo koje drugo ne- 
prekidno i derivabilno vektorsko polje d, tj. 


ja.dr= [f-rotđds. (352c) 
Cc s 

Iz Stokesova poučka (352) primjećuje se važna činjenica da 
površinski integral 


[7i-rot5dS (352d) 
S 

ne zavisi od oblika i veličine površine, već samo od njena 
ruba C. 

Uvjet jednostruke suvislosti što ga mora zadovoljavati 
područje primjenljivosti Stokesova poučka sastoji se u tome da 
se svaka zatvorena krivulja C na površini S može stegnuti u 
točku ne napuštajući S. Takva je, očito, površina prikazana 
na sl. 73a, ali takva nije, npr., površina S probodena besko- 
načno dugačkim valjkom (sl. 74), jer se C koji ostaje u pod- 
ručju definicije može najdalje stegnuti do C,, ali ne i do 
točke. 


VL 


COD 


SI. 75. Izvod drugog Helmholtzova 
teorema primjenom  Stokesova 
teorema 


Sl. 74. Primjer područja S na 
koje nije primjenljiv Stokesov 
teorem 


Jedna od važnih posljedica Stokesova poučka jest da je 
cirkulacija brzine po zatvorenoj krivulji koja sva leži na povr- 
Šini vrtložne cijevi, ali je ne opasuje, jednaka nuli. Na takvoj 
je površini ži - rot5 = 0, pa površinski integral u (352) iščezava. 
Time se može još jednom dokazati drugi Helmholtzov poučak. 
Naime, ako se površinom vrtložne cijevi položi zatvorena kri- 
vulja oblika prikazanog na sl. 75, cirkulacija brzine po toj 
krivulji jednaka je nuli, tj. 


r=Iat+tlse+le+tisn=0 (353) 
Približi li se točka B točki A i točka C točki D tako da 


se i lukovi DA i BČ poklope, zbog suprotnih smjerova obila- 
ženja tih lukova vrijedi 


Im+lm=0 (353a) 
pa uvrštenje u (353) daje 
I&=-Tm% (353b) 


Promijeni li se smjer obilaženja luka AB od A prema B na 
smjer od B prema A okolo vrtložne cijevi, dobiva se 


(353c) 


Prema toj jednakosti i Stokesovu poučku tokovi rotora 
brzine kroz proizvoljne presjeke vrtložne cijevi razapete nad 


Fre=Ta 


zatvorenim krivuljama ĆD i BA također su jednaki, o čemu 


govori i drugi Helmholtzov poučak. 

Jednakosti (339e) za potencijalno (bezvrtložno) strujanje i 
(336c) za bilo koje polje potencijalnog vektora također se iz- 
ravno dobivaju primjenom Stokesova poučka. 

Stokesov poučak ima važnu primjenu i pri eksperimental- 
nim istraživanjima vrtložnih strujanja, jer se rotor brzine ne 
može izravno mjeriti nekim instrumentom, pa bi se iz snimke 
polja brzine strujanja morala ustanoviti prostorna zavisnost 
komponenata tog polja da bi se mogle odrediti parcijalne deri- 
vacije koje ulaze u ki 

Kelvinov kinematički teorem o vrtlozima glasi (W. Thomson, 
Kelvin of Largs, 1824—1907): Individualna vremenska deriva- 


MEHANIKA FLUIDA 


cija cirkulacije brzine po zatvorenoj krivulji, koja se sastoji 
uvijek od istih čestica, jednaka je cirkulaciji akceleracije po toj 
krivulji, tj. 
DI 
<o.dr= 
= : 


Cin cin 


(354) 


U tom izrazu zatvorena krivulja C(t) mijenja s vremenom 
i svoj položaj u prostoru i svoj oblik i veličinu, ali se na njoj 
nalaze uvijek iste čestice. : 

U izrazu (354) i dalje u dokazu poučka simbo! d odnosi 
se na prostorni diferencijal neke veličine, a simbol D na dife- 
rencijal neke veličine povezan s pomakom čestice. Tako su na 


sl. 76 u trenutku t na luku AB izabrane dvije bliske točke 
M(F) i M,(F+ dr), u kojima su brzine strujanja fluida 7 i 
i + dš. U vremenskom intervalu Dr čestice iz M i M, prijeđu 
u točke M' i M| s radijvektorima 


(355a) 
(355b) 
SI. 76. Izvod Kelvinova kinemaličkog teo- 
“O rema o vrilozima 

Tu je primijenjen očiti odnos 

Dr=0iD:. (355c) 
Na isti je način i 

D(#+ dr) = (5 + d&)Dr, (355d) 


što uvršteno u (355b) daje 

m ZF+dF+DF+ D(dr)=F+dF+6Dt + d5Dr. (355e) 

S obzirom na prostorni prirast radijvektora točke M' rela- 
tivno prema točki M", može se pisati 

FM, = Pm + AF) =F+DF+ dr + d(DF). (355f) 

Usporedba (355b) i (355f) pokazuje važnu činjenicu da je 
dopušteno zamijeniti redoslijed individualnog i prostornog di- 
ferenciranja, tj. 


D(d?) = d(Dr). (355g) 
Uvrsti li se (355c) u (3556), vidi se da je 
D(dr) = d#Dr. (355h) 


Derivira li se individualno po vremenu cirkulacija brzine 
po luku AB, 


ra= J B.dr, (356) 
4B 
slijedi 
DI IB "Di D(dr) 
>= |[—-.dr u 
Dr j + J Dr (356a) 
48 AB 
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Uvrsti li se u drugi član desne strane tog izraza jednakost 
(355h), vrijedi 


(356b) 


Ako je krivulja AB zatvorena krivulja C, tada se točke A 


a i Ho Žao a 
i B poklapaju, pa otpada član > (v8 — v2) i izraz (356b) prelazi 
u (354), što je sadržaj Kelvinova kinematičkog poučka o vrt- 
lozima. 


Reynoldsov transportni teorem 


Za matematički prikaz zakona održanja u dinamici fluida 
često je potrebno vremenski derivirati volumenske integrale s 
vremenski promjenljivim granicama različitih fizikalnih veličina 
izraženih u Eulerovim varijablama # i 1. Tehnika određivanja 
takve derivacije poznata je kao Reynoldsov transportni teorem. 
Poseban je slučaj Reynoldsova transportnog teorema indivi- 
dualna (ili materijalna) vremenska derivacija volumenskog in- 
tegrala kojemu se unutar granica nalazi uvijek ista identificirana 
masa fluida. 

Preko čestice fluida u nestacionarnom strujanju može se 
točkama područja strujanja pridružiti skalarno ili vektorsko 
polje neke dinamičke veličine, izražene po volumenu, u Eule- 
rovim .varijablama, sl. 77a, 


P= P(r,t). (357) 


Primjeri takve veličine jesu volumenska gustoća mase fluida 
e = o(r,1), volumenska gustoća količine gibanja $ = o(F,1)5(r,0) 


i volumenska gustoća kinetičke energije & = —ov“. 


Sl. 77. Izvod Reynoldsova transportnog teorema 


U području strujanja fluida odabrana je neka zatvorena i po 
dijelovima glatka vremenski promjenljiva površina S(1) koja 
ograničuje vremenski promjenljiv volumen V(t). Vremenski 
zakon promjene volumena V(t) zadan je zakonom razdiobe 
brzine i točaka njegove granice S(t), u obliku 


(358) 


i u općem je slučaju potpuno nezavisan od zakona gibanja 
materijalnih čestica fluida danog poljem brzina 


i =ui(f), 


(358b) 


U posebnom su slučaju brzine i na granici S(1) upravo jednake 
brzinama čestica 5. 


i=6(r). 


Maj 


Sadržaj J fizikalne veličine, zadane volumenskom gustoćom 

Đ, u volumenu V(t) dan je volumenskim integralom 
J() = [[[P(x,y,2,0)dxdydz. 
Vin 

Budući da volumen V(t) tokom vremena mijenja oblik, ve- 
ličinu i položaj u prostoru, a polje gustoće & također je funkcija 
točaka prostora i vremena, taj volumen prekriva različite dije- 
love polja Đ, pa je očito i sadržaj J, kao što je označeno u 
izrazu (359), funkcija vremena. U formulacijama zakona odr- 
žanja javlja se vremenska derivacija takvih sadržaja. Ta se 
derivacija određuje sljedećim postupkom: 

Površina S(t) rastavi se na konačan broj Mih dijelova 
da je za točke svakog dijela jedna prostorna koordinata funk- 
cija preostalih dviju koordinata i vremena. Na sl. 77b prikazan 
je jedan dio V,(t) ukupnog volumena V(t). Taj je dio ograničen 
cilindričnom površinom Sc koja ima izvodnice paralelne s osi 
Oz i s površinama z=0iz=o(x,y,t), gdje je 


z=e(x,),t) (360) 


jednadžba upravo jednog takva dijela S,(1) površine S(t). U 
ravnini Oxy, tj. z=0, volumen _Vi(t) ograničen je ravnom 
plohom A,. Cilindrična površina Sec i ploha A, nepomične su 
u prostoru. 

Izraz (359) za sadržaj J, u V,(t) ima oblik 


(359) 


"irz=elx va) 
Jo) = | | | P(x,y,z0dzidxdy. (361) 


". 


TI 
Za vremensku derivaciju dJ,/dt može se napisati sljedeći izraz: 
dJ, hh REMI 


— = lim = 
dt At>0 At 


IE 


Ce 
a gr dxdydz + 


Vir) 


(362) 


+ | OD obx9,0laxdy =€,+Y2 
Ai 
Iz sl. 77b vidi se da postoji jednakost 
dxdy = dA, = (fi: k)dS, = cos(n,z)dS,, 
gdje je # vanjska normala na S,, pa se za dio %, u (362) 
može pisati 


0 


D,= zob y,z,t)cos(n,z)dS,.,  (362a) 
So 
[z = p(x,y.0] 
U tom je izrazu 
o 0 iz 1 
Ze == gh (3626) 


0z 
brzina gibanja površine S,(1), definirane sa z = o(x,y,f), u 
smjeru osi Oz, tj. brzina gibanja po pravcu x = const., y = const. 
točke presjecišta površine S, i tog pravca. 
Izrazu (362b) može se dati i drugi oblik ako se jednadžba 
obitelji površina S,(1) 
(x,yt)=0 
riješi po t u eksplicitnu funkciju F 
ri=FE(x3V:2). (362c) 
Tim je zapisom promjena obitelji površina S,(1) u vremenu dana 
površinama f = const. Budući da gradt ima isti smjer kao i 
vanjska normala na S,(t), vrijedi 


220 


(362d) 


Ela =—= 
ZEO E AG UT 
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gdje je u, = ii - fi = On/ot brzina gibanja površine S,(1) u smjeru 
vanjske normale. , 
Pomnoži li se skalarno izraz (362d) sa k, dobiva se 


Ot cos(n,z) 
Oz i.h 
što uvršteno u (362b) daje 
ĆE sq ara E 
Oto" cosnz)\ 


tako da se dio 2, vremenske derivacije, izraz (362a), može 
pisati 
D,= | $(x,y,z,0)0- 1dS,. 
Si(0) 
Zbroje li se dijelovi 2, i 2,, dobiva se izraz za vremensku 
derivaciju: 
dJi d 


(362e) 


mE: = — dV, + | di.HdS,. (3629) 
Vi) Vo So) 

Ako se ista tehnika primijeni i na ostale dijelove površine 
S(1), preko kojih se jedna prostorna koordinata prikazuje 
funkcijom preostalih dviju i vremena, i ako se zbroje sve te 
vremenske derivacije koje su sastavljene svaka od dva dijela, 
S, 1 2,, dobiva se 


dl d [ u 
=— | P(rddV= Pava | om nas 


do odr 
V(t) V(t) S(t) 


(363) 


To je Reynoldsov transportni teorem, prema kojemu je 
vremenska derivacija, tj. brzina promjene sadržaja fizikalne 
veličine zadane Eulerovim poljem volumenske gustoće &(r,t), 
sastavljena od dva dijela. Prvi je dio vremenska (lokalna) 
zavisnost gustoće # unutar volumena V(t). Taj dio doprinosi 
brzini promjene sadržaja J veličinu (20/0t)dV u svakom ele- 
mentu volumena dK Drugi dio, pomična površina S(t) zauzima 
tokom vremena neka nova područja polja $, a napušta neka 
koja je ranije prekrivala, pri čemu svaki element površine dS 
doprinosi brzini promjene sadržaja J iznos Pi -1ds. 

Ako je volumen integracije V(t) nepomičan i vremenski 
nepromjenljiv, tj. ako je V(t)= VW tako da je d=0, izraz 
(363) daje 


(364) 


Vrlo je važna primjena Reynoldsova transportnog teorema 
kad je V(t) materijalni volumen V,(t), koji se sastoji uvijek od 
istih čestica fluida. Takav je volumen ograničen zatvorenom 
materijalnom površinom S,,(t) na kojoj su brzine točaka površine 
jednake brzinama čestica na površini Sm(t), pa je 

i=0. (365) 

Tada vremenska derivacija sadržaja J fizikalne veličine 
izražene Eulerovim poljem (Ft) u materijalnom volumenu 
V,(t) postaje individualna ili materijalna vremenska derivacija, 
pa Reynoldsov transportni teorem poprima oblik 

DJ D [0 i 

Do Dr, Jo a na 


Vl!) Vl!) Sm(t) 


e(r)dV= OU.1dS. = (366) 


Taj je izraz vrlo prikladan za prevođenje dinamičkih zakona 
sustava materijalnih čestica u dinamičke zakone fluida kao ne- 
prekidne sredine. 

Jednostavan primjer primjene izraza (366) jest interpretacija 
fizikalnog značenja divergencije polja brzine strujanja fluida kao 
brzine relativnog volumenskog širenja čestice fluida. Stavi li se 
P = 1, što je bez dimenzije jer se radi o »volumenskoj gus- 
toći volumena«, izraz (366) daje 


D ura g 
Dijk = 


Vl!) Sm(!) Vm(t) 


B.HdS = divdV, 
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gdje je primijenjen teorem Gauss-Ostrogradskoga (46c). Pusti li 
se da KV, —>0, dobiva se 


1 DW, I 
ime g 
En V, Dt “E (369) 


što ima isti sadržaj kao i izrazi (323) i (324). 

Ako je P(F,t) skalarna funkcija, mogu se izrazi (363) i (366) 
transformirati pomoću teorema Gauss-Ostrogradskoga u ob- 
like: 


“ . 


d 0 
— |12(F, = - i 
dr (F,t)dV Er + divtonjak (368) 
V(t) V(t) 
: "190 
— D(F,t)dV = — iv(Pu 
Dr (F,t) a + div(os)ldvy (369) 


Van!) Vl!) 


Ako je & vektorska veličina, tada se Reynoldsov transportni 
poučak u tom obliku može primijeniti na njene pojedine 
skalarne komponente. 

U analitičkim prikazima potreban je i izraz koji povezuje 
materijalnu vremensku derivaciju sadržaja fizikalne veličine za- 
dane gustoćom (7,1) u materijalnom volumenu V,(t), izraz 
(366), i vremenske derivacije sadržaja te iste veličine u nema- 
terijalnom volumenu V(t) koji se mijenja nezavisno od gibanja 
čestica fluida, izraz (363). Pri tom se pretpostavlja da je 
gustoća & u oba slučaja zadana u istom prostorno-vremen- 
skom koordinatnom sustavu r,t. Ako se u određeni vremenski 
trenutak t = to volumeni Vy(to) i V(to) i njihove granice S,(to) 
i S(to) podudaraju, tj. ako je 

Vu(to) = V(lh), 

Sml(fo) = S(to), 
tada su i prvi članovi desnih strana izraza (366) i (363) 
međusobno jednaki 


(370) 


" ća "0 
saski 


Vito) 


dV 


Vn(to) 


što vodi do jednakosti 


d 
Bi IK dr, t jan - E | oav. + 
mio Vin 
+ | PL(B— u): A1dS. (371) 


Sm(to) = S(to) 


Lema vezana uz proizvoljnost volumena integracije. Zakoni 
održanja su formulirani u diferencijalnom obliku i u integralno- 
-diferencijalnom obliku. Pri pretvaranju drugog oblika u prvi 
primjenjuje se sljedeća važna lema više matematičke analize. 
Ako je f neprekidna funkcija zadana u trodimenzijskom Euk- 
lidovu prostoru, te je 


[fiM)dyv=0 (3724) 
V 
za proizvoljan velumen integracije, tada mora biti 
fM)=0 (372b) 


u tom prostoru. 

Kada bi, naime, u nekoj proizvoljnoj točki M, funkcija 
f(M,) bila različita od nule, npr. f(M;) > 0, tada zbog nepre- 
kidnosti funkcije f i u nekom malom volumenu AV oko točke 
M, vrijedi f(M) > 0. Primijeni li se teorem srednje vrijednosti 
integralnog računa na integral (372a) po volumenu AV, slijedi 


[fM)dV=f(u)AV> 0, (372c) 
gdje je u neka točka u AV. Rezultat (372c) proturječi pretpo- 
stavci da je integral (372a) jednak nuli za proizvoljan volumen 
integracije, što znači da funkcija f(M) mora biti identički jednaka 
nuli u svakoj točki prostora definicije. 
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DINAMIKA FLUIDA 


U kinematici fluida razvijene su osnovne metode matema- 
tičkog opisivanja strujanja fluida kao neprekidne sredine. Po- 
moću tih metoda u dinamici fluida razrađuju se zakoni odr- 
žanja za fluid u strujanju, tj. osnovni zakoni dinamike fluida: 
zakon održanja mase (jednadžba kontinuiteta), zakon održanja 
količine gibanja (jednadžba količine gibanja) i zakon održanja 
energije (energetska jednadžba kao poseban izraz prvog zakona 
termodinamike). Tim zakonima održanja pridružuje se i drugi 
zakon termodinamike kao uvjet stvaranja entropije. Ako su 
važni i elektromagnetski učinci, npr. pri strujanju vodljivih 
fluida u električnim i magnetskim poljima, tada ta polja moraju 
zadovoljavati grupu fizikalnih zakona izraženih Maxwellovim 
jednadžbama. Takva strujanja proučava posebna grana dina- 
mike fluida, magnetohidrodinamika (MHD). 

U klasičnoj mehanici i termodinamici zakoni su održanja 
empirički i aksiomatski, a održavaju se zato što ih još nijedan 
eksperiment nije opovrgao. U dinamici fluida ti su zakoni 
fundamentalni ili univerzalni, tj. oni moraju biti uvijek za- 
dovoljeni, bez obzira na vrstu fluida i na specifična dinamička 
i termička svojstva fluida. 

Pomoću Reynoldsova transportnog teorema zakoni odr- 
žanja, primijenjeni na materijalni volumen fluida u strujanju, 
prikazuju se u integralno-diferencijalnom obliku u Eulerovim 
varijablama. U tom obliku ti zakoni pružaju informacije o 
načinu i uvjetima pod kojima konačne mase fluida u strujanju 
zadovoljavaju zakone održanja. To su globalne i integralne 
informacije o relevantnim dinamičkim veličinama, što se često 
jedino i traži. Međutim, u integralno-diferencijalnom obliku ti 
zakoni ne daju podatke o mikrostrukturnoj razdiobi dinamičkih 
veličina. Primjenom leme vezane uz proizvoljnost volumena in- 
tegracije integralno-diferencijalni oblici se jednostavno transfor- 
miraju u diferencijalne jednadžbe u Eulerovim varijablama. 
Integracija tih diferencijalnih jednadžbi daje i razdiobu gustoće 
dinamičkih veličina u obliku skalarnih, vektorskih i tenzorskih 
polja. Tako se npr. i polje brzine strujanja fluida Z(r,t) može 
u dinamičkom smislu shvatiti kao masena gustoća količine 
gibanja. 

S obzirom na broj nepoznatih funkcija zakoni održanja 
ipak ne pružaju dovoljno jednadžbi, pa zato nije moguća ni 
integracija sustava tih jednadžbi. Zato se fundamentalnim zako- 
nima održanja moraju pridružiti i dodatne ili konstitutivne jed- 
nadžbe koje opisuju specifična dinamička i termodinamička 
ponašanja pojedinih vrsta fluida. Takve su jednadžbe npr. New- 
tonov zakon viskoznosti i njegova generalizacija, te Fourierov 
zakon toplinske vodljivosti. Pri tom se specifična ponašanja 
fluida prikazuju različitim teoretskim modelima koji s dovoljnom 
točnošću predočuju stvarna ponašanja određene vrste fluida, 
npr. newtonski fluidi. 


Zakoni održanja 


Sustavi i kontrolni volumen. U dinamici sustava materijalnih 
čestica u kojem unutrašnje sile slijede treći Newtonov zakon 
o jednakosti veličine unutrašnjih sila međusobnog djelovanja 
čestica i suprotnosti smjera njihova djelovanja formuliran je npr. 
zakon održanja količine gibanja (drugi Newtonov zakon) u 
obliku 

d N N 

drž mg= x PP, (373) 
gdje je Fi" vanjska sila na i-tu česticu. Pri tom se podrazu- 
mijeva: a) da je zakon održanja mase (jednadžba kontinuiteta) 
automatski zadovoljen pretpostavkom da su mase materijalnih 
čestica m; konstantne; b) da granični prijelaz diferencijalnog 
kvocijenta A/At > d/dt prati svaku pojedinu česticu sustava po 
njezinu diferencijalnom pomaku As tokom gibanja prostorom. 
Zbog toga uz jednadžbu (373) nije potrebna još dodatna jed- 
nadžba kontinuiteta, niti je za operator d/dt potreban poseban 
simbol. 

U dinamici fluida kao neprekidne sredine formulira se zakon 
održanja količine gibanja (373) za materijalni volumen V,(t) 
koji se uvijek sastoji od istih čestica. U dinamičkom smislu 
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taj je materijalni volumen sustav beskonačnog broja beskonačno 
malih materijalnih čestica, pa suma u izrazu (373) prelazi u 
integral po materijalnom volumenu 


* 


oBdk 


N 
Bl) = lim X mi = (374) 
U eru 


Vi) 

a zakon održanja količine gibanja (373), uz vanjske masene 
sile definirane izrazom (23) i površinske sile definirane izrazom 
(24), koje kao unutrašnje sile prema izrazu (30) zadovoljavaju 
treći Newtonov zakon, poprima oblik 


> » 


e (375) 


D: 


U 


oBdV= G,dS. 


ofdV+ 


Vnl0) Smit) 


ml!) 


Tako formuliranom zakonu održanja količine gibanja pridružuje 
se i zakon održanja mase koji i definira _ materijalni volumen 


m(t)= [| odV= const. (376) 
Val) 


Zakoni održanja količine gibanja i mase u oblicima (375) 
i (376) formulirani su koncepcijom sustava. Sustav je identifi- 
cirana masa tvari u materijalnom volumenu i općenito je u 
dinamici fluida jedno od mogućih sredstava formulacije zakona 
održanja. Takav je pristup analogan Lagrangeovu opisu stru- 
janja fluida pomoću individualizacije čestica fluida. 

Ponekad je potrebno odrediti dinamičke i termodinamičke 
učinke fluida u određenom ograničenom dijelu prostora, tzv. 
kontrolnom volumenu (KV), kroz koji tokom vremena prolaze 
različiti materijalni volumeni. Kontrolni je volumen dio pro- 
stora, a nepromjenljivog je položaja, veličine, oblika i orijen- 
tacije relativno prema nekom promatraču. Površina koja ogra- 
čuje kontrolni volumen zove se kontrolna površina (KP). Taj 
je pristup analogan Eulerovu opisu strujanja fluida individua- 
lizacijom točaka prostora, a ne točaka (čestica) fluida. Tako 
se npr. pri određivanju sile kojom fluid djeluje na koljeno 
cijevi zbog skretanja strujanja u cjevovodnom sustavu (sl. 78) 
unutrašnji prostor koljena uzima kao kontrolni volumen, ogra- 
đen kontrolnom površinom (KP), i tokom vremena se različiti 
materijalni volumeni poklapaju s kontrolnim volumenom, kao 
što je to prikazano na sl. 78 za vremena t=t,it=t. 

Zakon održanja primjenjuje se na kontrolni volumen po- 
moću Reynoldsova transportnog teorema (366). Naime, u odre- 
đenom su vremenskom trenutku t = ta volumen V;(to) i povr- 


Sl. 78. Koncepcija kontrolnog volumena KV i kontrolne površine KP 
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šina Sp(fo) na desnoj strani izraza (366) nepromjenljivi u Eu- 
lerovim varijablama (F1). Ako se taj volumen V,(to) poklopi 
ut=t s izabranim kontrolnim volumenom (KV), Reynold- 
sov transportni teorem može se napisati u obliku 


» 3 


2 (09 \ 
P PAdV = s iv ZR E 
Dt R F | Ot ) she + A (F, 0) fdS 
LU) Vn(to) Sto 
"(60)| E , 
ori dV+ | P(r,to)?- nds. (377) 
KV iZ KP 


Pri dinamičkoj analizi strujanja tokom vremena će se različiti 

materijalni volumeni poklapati s kontrolnim volumenom, pa za 
proizvoljni vremenski trenutak t izraz (377) prelazi u 

D 0P g 

PdV= | —dV 

D: , jd 0 m 2 


Vml!) KV KP 


a 


Đ(r,t)B nds. (378) 


Ako se u Reynoldsov transportni teorem stavi & = 05, može 
se zakon održanja količine gibanja (375), primijenjen na kon- 
trolni volumen, izraziti u obliku 


ofdV+ |6,dS — [2eDay_ [emr.mas-o (379) 


KV KP KV KP 


To je jednadžba količine gibanja za kontroini volumen 
koja je univerzalno valjana kad je kontrolni volumen nepro- 
mjenljiv s obzirom na promatrača čvrsto vezanog za inercijalni 
koordinatni sustav. Naime, ako je kontrolni volumen čvrsto 
vezan uz neinercijalni sustav, moraju se u masenu silu f uklju- 
čiti različite inercijalne sile, ovisno o uzrocima neinercijalnosti 
sustava. 

Zakon održanja mase ili jednadžba kontinuiteta. Izraz (376) 
jedan je od matematičkih opisa zakona održanja mase u klasičnoj 
nerelativističkoj mehanici fluida. Individualna (materijalna) vre- 
menska derivacija tog izraza daje 


Dm_D ( 
DD, 


Vn() 


oedV=0. (3804) 


Primjenom Reynoldsova transportnog teorema, uz P = o(r'1), 
dobiva se 
f 20 


move 


oB-HdS =0, (380b) 


Volt) Sm(t) 


što je integralno-diferencijalni oblik zakona održanja mase. 
U mehanici fluida izraz (380b) naziva se jednadžbom kontinuiteta. 
Očito je da oba člana lijeve strane izraza (380b) ne mogu biti 
istog predznaka. Npr. količina sekundnog masenog istjecanja 
iz kontrolnog volumena V,(t) preko kontrolne površine S,(t), 
u određenom trenutku vremena (ako je drugi član lijeve strane 
(380b) >0), jednaka je brzini smanjenja količine mase unutar 
kontrolnog volumena (tj. prvi član mora biti manji od nule). 
Primjenom teorema Gav«s-Ostrogradskoga (46c) na drugi 
član lijeve strane izraza (380b) dobiva se alternativni inte- 
gralno-diferencijalni oblik jednadžbe kontinuiteta 
Done 
PA + div(o7) 


dV= 0. (380c) 


Val) 
Budući da je u (380c) volumen integracije proizvoljan, lema 
definirana izrazima (372a) i (372b) pokazuje da u svakoj točki 
područja strujanja fluida mora biti 


de 
Ot 
To je diferencijalni oblik jednadžbe kontinuiteta. Ako se u 


izrazu (380d) razvije divergencija produkta skalarne i vektorske 
funkcije 


+ div(oB) = 0. (380d) 


div(o8) = 5 - grado + odive, 
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gdje je prvi član desne strane konvektivni član individualne 
vremenske derivacije skalarne funkcije (225), tada se zajedno 
s lokalnim članom u (380d) dobiva alternativni diferencijalni 
oblik jednadžbe kontinuiteta 


(380e) 


Zakon održanja količine gibanja (drugi Newtonov zakon) ili 
jednadžba količine gibanja. Stavi li se u Reynoldsov transportni 
teorem & = pi i primijeni na lijevu stranu izraza (375), dobiva 
se 


| SAar+ 
Ot A 


ofdV+ 


Vn(t) Smlt) 


o B(B + F)AS = 8,d5.  (381a) 


Vn(t) Smit) 


To je integralno-diferencijalni oblik zakona održanja koli- 
čine gibanja koji se u mehanici fluida naziva jednadžbom koli- 
čine gibanja. Za kontrolni volumen piše se i u obliku (379). 

Površinski integral na desnoj strani izraza (375) može se 
pomoću teorema Gauss-Ostrogradskoga (46a) transformirati u 
volumenski integral 

[ 8dS= ( ZTAS= [ DivT,dk, 


Smit! Sl) O) 


(381b) 


gdje je Div T; definiran izrazom (43a). Ako se na lijevoj strani 
(375) operator D/Dt stavi ispod znaka volumenskog integrala, 
vodeći računa da je za element mase materijalnog volumena 
zbog kontinuiteta D(odV)/Dr = 0, može se izraz (375) napisati 


. u obliku 
"( Ds 
(e—-of- DivT,)dV= 0. (381c) 
| Dt / 
Vm(1) 
Zbog proizvoljnosti volumena integracije 
D? 
05 =0f+DivT,, (381d) 


Dt 


i ako se razvije prema Euleru individualna vremenska deriva- 
cija D/Dt pomoću izraza (226) ili (237), dobiva se 
OB = po . 
00 VPR + DivT,. 
To je diferencijalni oblik zakona održanja količine gibanja 
u Eulerovim varijablama # i £. U mehanici fluida ta se jed- 
nadžba zove jednadžba gibanja fluida izražena naprezanjima. 
Zakon održanja kinetičke energije izravno proizlazi iz zakona 
održanja količine gibanja. Pri diferencijalnoj promjeni konfigu- 
racije sustava materijalnih čestica, definiranoj pomacima čestica 


0 (381e) 


d& = dr, (3824) 
rad vanjske sile F(" i unutrašnje FU iznosi 
N ; N dr; 
dW= x [F9+F0].5dr= x mao dide = 
i=1 i=1 
zani 
=dX >muž=dE, (382b) 
i=1 2 


\ 
= 


gdje je E, kinetička energija sustava. 
Kao zakon održanja kinetičke energije, izraz (382b) piše se 

u obliku 
dA 10 ee rad: 
Tad 


i=1 


Pi (382c) 


gdje je Pl" = F(9.5, snaga vanjskih sila, a P= F0. 5, snaga 
unutrašnjih sila. Preveden u integralno-diferencijalni oblik, izraz 
(382c) glasi 


D (1 
- zevtdV= | of- dV + | &,:BdS + pvav, 
Va(t) Sm(t) Volt) (383a) 


Dr | 
Vnlt) 

gdje je p“ volumenska gustoća snage unutrašnjih sila u fluidu, 

s dimenzijom [p"] = ML-!'T-3, dakle [pg = W/m. 
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Primjenom teorema Gauss-Ostrogradskoga (46c) drugi član 

desne strane izraza (383a) može se pisati 
/ &BdSs= ( 1T8dS= ( H-(T,B)AS = 

Sml!) Sm() . Sm() 

= ( divinos)ay 

Vm(:) 
gdje je skalarni produkt tenzora i vektora, što daje vektor, 
definiran izrazima (2983) i (298b). Uvrsti li se (383b) u izraz 
(383a), uz D(edV)/Dt =0, dobiva se izraz u kojem su svi 
članovi volumenski integrali, pa je zbog proizvoljnosti volumena 
integracije 


(383b) 


Dido : ž 
25, (502) = 07 +8 + div(T,3) + pi (383c) 
ili primjenom izraza (226) za operator D/Dt: 
o (1 (1 : 
SISE A Go = ž ; (u 
zli EZIU MET ET 5 + div(T;5) + pi (383d) 


To je diferencijalni oblik zakona održanja kinetičke energije 
izražen u Eulerovim varijablama. 

Pomoću jednadžbe gibanja (381d) može se dobiti izraz za 
volumensku gustoću snage unutrašnjih sila p" u fluidu koji 
struji. Pomnoži li se skalarno sa 2 čitav izraz (381d), što daje 


D 
ES \=ef: +7: DivT,, (384a) 
i usporedi li se sa (383c), slijedi 
pV = 3. Div T, — div(T,7). (384b) 
Transformacijom 
div(T,8) = (Div T,) - 5 + T,- Gradč (384c) 
pretvara se izraz (384b) u 
pi= — Tj. Grade. (384d) 


Tenzor gradijenta brzine Grad? definiran je u kinematici 
fluida izrazom (291c). Skalarni produkt dvaju tenzora P i Q, 
što daje skalar, definiran je S 


P-Q= a s: PaDpa 
p=lq=1 
Ako se rastavi tenzor Grad# na antisimetrični dio T,, i si- 
metrični dio T,, izraz (297e), a budući da je tenzor naprezanja T, 
simetričan, tako da je T,-T,=0, izraz (384d) za gustoću 
snage unutrašnjih sila u fluidu dobiva jednostavan oblik 
m==ePu (384f) 
Primjenom izraza (384f) diferencijalni oblik zakona održanja 
kinetičke energije (383c) prelazi u alternativni oblik 


(384e) 


eP(re | o0f-+8+div(T.o)— TT (384g) 
Dt\2 Z a 
a izraz (383d) prelazi u 
fa] [ 1 
E x 
e3\2 Mag 20 we ile 
=0f.8+div(T)— TT (384h) 


Zakon održanja energije ili energetska jednadžba. U dinamici 
fluida zakon održanja energije predstavlja primjenu prvog za- 
kona termodinamike na elemente fluida u strujanju. Prvi se 
zakon termodinamike primjenjuje na takav termodinamički 
sustav koji je prvobitno u stanju mirovanja i, nakon što prođe 
neki proces, ponovno dolazi u stanje mirovanja. Materijalni vo- 
lumen s identificiranom masom fluida može se smatrati terme- 
dinamičkim sustavom iako nikad nije u stanju mirovanja. 
Naime, fluid koji struji može se smatrati da je u termodina- 
mičkom smislu u stanju ravnoteže, pa je prema prvom zakonu 
termodinamike energija fluida jednaka zbroju unutrašnje ener- 
gije po jedinici mase u i kinetičke energije po jedinici mase 


au 


2 
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Tako modificiran prvi zakon termodinamike postaje u di- 
namici fluida zakon održanja energije i glasi: brzina promjene 
zbroja unutrašnje i kinetičke energije fluida unutar materijalnog 
volumena jednaka je snazi vanjskih masenih i površinskih sila 
i brzini dovođenja topline fluidu. U integralno-diferencijalnom 
obliku taj je zakon prikazan izrazom 


of-5dV+ 


Vl) 


» 


Dr, 


Vl) 


Kai! IM 
olu+5v|Jdv= 


» 


+ | &-8dS— | q-nds, (385a) 


Sm() 
gdje je u specifična unutrašnja energija po jedinici mase, s 
dimenzijom [u] = LZT -*, dakle [u]g = J/kg, a 4 vektor povr- 
šinske gustoće toplinske snage (ili toplinskog toka) definiran sa 


_, toplinska snaga (dO/dt) 
dl = mE 
površina (A) 


s dimenzijom [Ig] = MT *, dakle [|4llg = JAm?s) = W/m?. 

Zadnji član desne strane izraza (385a) ima negativan pred- 
znak, jer q-/i > 0 znači brzinu odvođenja topline od sustava, 
pa (—4-fi) predstavlja brzinu dovođenja topline sustavu. 

Ako se dva površinska integrala desne strane izraza (385a) 
transformiraju u volumenske integrale, i ako se primijeni kon- 
tinuitet D(odV)Dt = 0, zbog proizvoljnosti volumena integracije 
V,(t) slijedi 


Sm(!) 


oplu + 5") = 0f-5 + div(T,B) — divi. 
To je diferencijalni oblik zakona održanja energije koji se 
u dinamici fluida zove energetska jednadžba. 

Ako se od jednadžbe (385b) oduzme jednadžba kinetičke 
energije (383c) ili (384g), dobiva se prvi alternativni oblik 
energetske jednadžbe 


(385b) 


D 
oD, Pr -diva= TT — diva, 
iz kojeg se jednostavno dobiva uobičajena formulacija prvog 
zakona termodinamike. Naime, ako se (385c) pomnoži sa Dtd VK, 
dobiva se 


(385c) 


dU = 3W'" + 30, (385d) 


gdje je U unutrašnja energija sustava, s dimenzijom [U] = 
= ML?T"?, dakle [U]g =J, 8W'" elementarni rad vanjskih 
sila, s dimenzijom [W] =ML?T"*, dakle [Wlg =J, a 30 
toplina dovedena izvana elementu fluida, s dimenzijom [0] = 
= ML?T"*, dakle [Q]g =. 

Unutrašnja energija sustava U jest termodinamičko svojstvo 
sustava, koje se doduše ne može direktno mjeriti, ali se po- 
srednim mjerenjima drugih veličina može proračunati. Zato je 
dU u izrazu (385d) egzaktni diferencijal tog svojstva, tj. skalarne 
funkcije U. 

U izrazu (385d) pretpostavljen je polagani ravnotežni, tzv. 
kvazistatički termodinamički proces pri kojem je elementarni 
rad vanjskih sila 

SW = —3WW= — pvdVDr = T,- TZdVDr. 


To je rad kojim površinske sile ae na element fluida u 
strujanju, a sastoji se od rada tlačnih sila koje mijenjaju 
volumen elementa i rađa tangencijalnih sila koje kutno defor- 
miraju element. Elementarni rad vanjskih površinskih sila šW(? 
i pritjecanje topline elementu fluida izvana, koje je dano sa 


BQ = —divadVD:, 


nisu u općem slučaju egzaktni diferencijali nekih funkcija, već 
su beskonačno mali iznosi tih veličina. 

Drugi alternativni diferencijalni oblik energetske jednadžbe 
dobiva se tako da se u normalnim naprezanjima tenzora na- 
prezanja 7, odijeli učinak termodinamičkog tlaka p od učinka 
viskoznih normalnih naprezanja. To se postiže rastavljanjem T, 
na dva dijela: 
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xx txy laz [—p+Tx Txy Txz 
N=|Ty O T= Nyx —P+Ty Tyz = 
Gu to Be Tzx Ny = DEM 
—p 0 0 Max May Txz 
=| 0 —p 0 | Nyx Ry Mzi=-pP6 +1 (385) 
0 0 = Rzx Nžy  Tzz 


gdje je p termodinamički tlak, npr. tlak koji za savršeni plin 
zadovoljava jednadžbu stanja (8) ili tlak u statičkom fluidu, 
ć je tenzorska jedinica, analogna tzv. Kroneckerovu simbolu 


Šu, definirana sa 
NacO s o? 
ć=10 1 01, 


0 0 1) 


a T, tenzor viskoznih (normalnih i tangencijalnih) naprezanja 
definiran sa 


(385f) 


Txx Nxy Txz 
Nn=|Mmx My Tz |, (385g) 
Tzx Tzy TIzz 


gdje vrijede i identiteti: 7, = T4y, Tyz E Ty Max E Te 
Pomoću rastavljenog tenzora naprezanja (385e) pri razvoju 
drugog člana desne strane jednadžbe (385b) dobiva se 
div(T,2) = div((—pć + T,)8] = 
= —pdivš — 8+ gradp + div(T,8) = 
p Do 2 : 
=>—— 5. gradp + div(T,8), 
oD gradp + div(7,7) 
gdje je primijenjena i jednadžba kontinuiteta (380e). Zbog 
jednakosti 


(385h) 


Di 


dp 
Ča) sdp 


izraz (385h) postaje 


: D p\ 0 

div(TB)= -e— 2) u 

iv(T,7) 25, š e 
što uvršteno u (385b) daje drugi alternativni diferencijalni 
oblik energetske jednadžbe 


D p i _ dp : SE 
oslu+ > + ." Ear U + div(T,7) — divi. 


+ div(T,7), 


(385i) 


U mnogim problemima strujanja pojavljuju se veličine u 
i p/o kao zbroj nazvan entalpijom 
h=u+ 3 (3864) 
gdje je h entalpija s dimenzijom [h] = L2T -?, dakle [h]g = 
= ]/kg. 
Ako masene sile imaju potencijal U koji zavisi samo od 
prostornih koordinata a ne i od vremena, tako da je 


DU 
of:5=—oB gradU = -0—, (386b) 
Dt 
može se izraz (385i) pisati i u obliku 
D l 0 X; 
oplh+ ze + U) = 5? + div(T,o) - divd, (386c) 


gdje je uvedena i entalpija h definirana sa (386a). 

Povezano s rastavljanjem tenzora naprezanja T, prema iz- 
razu. (385e), izraz (384f) za volumensku gustoću snage unu- 
trašnjih sila poprima alternativni oblik 


p'=pdiv8— TT (386d) 
Energetska jednadžba za stacionarno strujanje. Unutrašnjost 


nekog toplinsko-strujnog uređaja (npr. ventilatora, sl. 79) iza- 
brana je kao kontrolni volumen (KV), ograđen kontrolnom 


MEHANIKA FLUIDA 


površinom (KP), koja uključuje ulazni i izlazni presjek A, i 
A,, unutrašnju stijenku uređaja i presjek pogonske osovine 
stroja. Pretpostavlja se da je strujanje stacionarno, tj. 6/6t = 0, 
i da masene sile imaju potencijal U. 

Primjenom Reynoldsova transportnog teorema (378), uvrs- 


pse MEMA 4 
tivši 0 = ol u+ Su |, lijeva strana energetske jednadžbe (385) 


postaje 


DORH ka sat E SALE JE 

Dr) elu+ zejdv= |olu+5v )8-mdS. — (387a) 
Vnlt) KP 

Prvi član desne strane jednadžbe (385a) postaje 


| of+BdV= — fogradU .BdV= — [ div(Uoi)dV= 
KV . KV KV 


= — | oU?B-. Ads, (387b) 
KP 

gdje je primijenjena jednadžba kontinuiteta za stacionarno stru- 

janje prema izrazu (380d), tj. div(o2) = 0. Drugi član desne 

strane jednadžbe (385a) postaje 


el) SOA rasni 
o / 


d, PdS= P,— [pi vdS=P,— 


KP KP 
(Ay A») 


ALA, 


gdje je P, = W, osovinska snaga predana sustavu preko rotira- 
juće osovine motora toplinskog stroja. Budući da je zbog viskoz- 
nosti brzina fluida uz unutrašnju stijenku uređaja jednaka nuli 
(č = 0), ostaju samo integrali tlakova preko presjeka A, i A2. 
Treći član desne strane jednadžbe (385a) postaje 


O= — [4:fds, 
KP 


što predstavlja toplinsku snagu ili toplinski tok predan fluidu. 


(387d) 


Sl. 79. Izvod energetske jednadžbe za stacionarno strujanje 


Ako se uvrsti (387a, b, c i d) u (385a) i uvede specifična 
entalpija (386a), pa kad se sredi, dobiva se energetska jednadžba 
za stacionarno strujanje: 

hlo i ' 
[4+ 5:02 + U JoB- dA = P, + 0. (3884) 


An Aa 


Osim te jednadžbe mora biti zadovoljena i jednadžba 
kontinuiteta za stacionarno strujanje, koja prema (380b) ima 
oblik: 


[oč-AdS =0, (388b) 
KP 
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a iz toga slijedi 
m=— [o8:HdA = [oč-fdA. 
4: 


(388c) 


Uz dalje pretpostavke jednadžba (388a) poprima i druga- 
čije oblike. Ako se pretpostavi da su pojedine veličine preko 
presjeka A, i A, konstantne, integral u (388a) jednostavno se 
izračuna, pa energetska jednadžba za stacionarno strujanje 
dobiva oblik 


TE do \ db: 
ši (h+ 503 +02) - (h+ 568 + U.) =P,+0Q. (388d) 


Budući da su presjeci A, i A, okomiti na smjer vektora brzine 
U, i 8, maseni je protok m dan jednostavnim izrazom 


(388e) 


. Ako u sustavu nema stroja (P, = 0) i nema dovođenja topline 
(Q = 0), što je značajka adijabatskog procesa, za strujnu cijev 
s krutom stijenkom uzduž koje je #=0 i preko čijih ravnih 
presjeka A vrijedi pretpostavka da su relevantne veličine kon- 
stantne, jednadžba (388d) poprima oblik 


m=0vAr=0vA,. 


I 
h +=-v* + U = const, (3881) 


To je adijabatska energetska jednadžba za stacionarno strujanje. 


Drugi zakon termodinamike. Postoji više verbalnih formu- 
lacija sadržaja drugog zakona termodinamike, ali u termodina- 
mičkoj analizi strujanja fluida praktično se primjenjuju samo 
posljedice tog sadržaja, a to su ljestvica termodinamičke ili 
apsolutne temperature Ti termodinamičko svojstvo tvari naz- 
vano entropijom. 

Definicija se entropije povezuje s idealiziranim, u termo- 
dinamičkom smislu povrativim ili reverzibilnim procesom 

s (80) 
Š T rev 
gdje je S entropija s dimenzijom [S] = ML?T-20-!, dakle 
[Slsr = I/K. 
Za povrativi kružni proces vrijedi 


#7) o foo 


(389) 


(389b) 


a to je ujedno i definicija entropije kao svojstva. Svojstvo se, 
naime, identificira s činjenicom da je promjena njegove vrijed- 
nosti zavisna samo od početnog i završnog stanja procesa, a 
ne i od prirode procesa. Zato je jednakost (389b) valjana za 
bilo koji kružni povrativi proces 

U prirodi ne postoji idealni povrativi proces, i takvu se 
procesu može tek približiti posebnim tehnikama, trikovima i 
uvjetima provođenja procesa. Stoga za realne kružne procese 
vrijedi Clausiusova nejednakost 


(389) 


Kombinirana s jednadžbom (389b) ta se nejednakost piše u 
obliku 


30 
20 
breo (389d) 


gdje je znak jednakosti valjan samo za povrativi proces. Iz- 
ražena entropijom ta nejednakost prelazi u 
> 32 
dS > TI (389e) 
Izrazi (389d) i (389) matematički su zapisi drugog zakona 
termodinamike. U izrazu (389) 8Q je prijenos topline preko 
granice sustava, i ima pozitivni predznak za dovođenje topline 
sustavu, a negativni za odvođenje topline od sustava. Termo- 
dinamička temperatura T je uvijek pozitivna, a odnosi se na 
točku granice sustava u kojoj se obavlja prijenos topline 8Q. 
Prema tome, u (389) prirast entropije dS može biti pozitivan 
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ili negativan, a ako je negativan, tada izraz (389) pokazuje 
da li je dS manje (ili jednako) negativan od više (ili jednako) 
negativne veličine 80/T. 


Za adijabatski sustav šQ = 0, pa (389e) daje 
dSaaijab 2 0 (389f) 


To je poseban slučaj drugog zakona termodinamike i naziva 
se princip povećanja entropije. Za povrativi proces izraz (389f) 
prelazi u jednakost 


dB aijab =0 


rev 


(389g) 


ili 
Sadijab = CONSL., 
rev 
što je zakon održanja entropije u povrativim procesima. Prema 
(389h) adijabatski povrativi proces jest proces konstantne en- 
tropije, i zato se naziva izentropskim. 

Drugi zakon termodinamike jest empirički i univerzalan 
zakon, uvijek ponovo potvrđivan eksperimentima. Taj zakon 
pokazuje da je nemoguće postojanje perpetuum mobile i pri- 
kladan je za analizu realnosti različitih pronalazačkih ideja. 
Pisan u obliku (389d) ili (389) to nije zakon održanja, već 
zakon degradacije energije. Premda zakon održanja energije 
(također empirički i univerzalan) kaže da ukupni iznos energije 
svaki put kad energija mijenja oblik ili se prenosi od jednog 
sustava na drugi ostaje konstantan, drugi zakon termodinamike 
kaže da se pri tim promjenama oblika energije ili pri prijenosu 
energije njen potencijal za proizvodnju korisnog rada nepov- 
rativo i zauvijek smanjuje. 

Izrazi (389d) i (389) pokazuju da drugi zakon termodina- 
mike govori o jednosmjernosti mogućeg odvijanja realnih ter- 
modinamičkih procesa i zato postaje važan uvjet ili kriterij 
za ocjenu valjanosti dobivenog rješenja nekog termodinamičkog 
problema strujanja fluida. Naime, matematičko rješenje nekog 
termodinamičkog problema strujanja fluida samo po sebi je 
formalno, jer npr. za višestruko matematički moguće rješenje 
neki korijeni rješenja mogu biti fizikalno besmisleni. Tada 
drugi zakon termodinamike pokazuje mogući smjer odvijanja 
termodinamičkog procesa. 

Ako se nejednakost (389) napiše u obliku 


(389h) 


dS -2 >0 (3904) 


i primijeni na materijalni volumen Va(t) fluida, ograđen ma- 
terijalnom površinom Sp(t), drugi zakon termodinamike pisan 
u obliku brzine promjene sadržaja entropije postaje 


I .mdS 20, (390b) 


D 
= dV 
Dr - OsdV + 


Vml!! 


Smi!! 
gdje je s specifična entropija izražena po jedinici mase, s 
dimenzijom [s] = LŽT20-!, dakle [slg = J/(kgK), a 4 vektor 
površinske gustoće toplinske snage definiran omjerom toplinske 
snage i površine tako da mali iznos topline doveden fluidu 
preko elementa granice dS iznosi 


8Q = —q .NdSDI. (390c) 


Ako se površinski integral u (390b) transformira u volu- 
menski integral, zbog proizvoljnosti volumena integracije i pri- 
mjenom jednadžbe kontinuiteta slijedi 


Ds 2 d 
— —|e 
05, divi 7) >0, (390d) 
ili 
05 +0(8:V)s + div 2) >0. (390e) 


To je diferencijalni oblik drugog zakona termodinamike, pri- 
lagođen primjeni u dinamici fluida. 


Univerzalne jednadžbe dinamike fluida kao nepotpun skup 
diferencijalnih jednadžbi. Diferencijalni oblici zakona održanja 
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jesu univerzalne jednadžbe koje moraju zadovoljiti svi fluidi u 
strujanju. To su: skalarna jednadžba kontinuiteta 


Ž + div(oš) = 0, (3913) 
vektorska jednadžba gibanja 
e +0(8: V)B=0f—gradp+DivT,, (391b) 
i skalarna energetska jednadžba 
ozlu + 2 + 5") +0(8: V)lu + = + 7") = 
i +0f:8+div(T,3) — diva. (391c) 


Ot 


U jednadžbi gibanja (391b) uveden je tenzor naprezanja ras- 
tavljen prema shemi (385e), a u energetskoj jednadžbi (391c) 
razvijen je operator D/Dt. 

Uz te univerzalne jednadžbe dolazi i univerzalna nejed- 
nadžba drugog zakona termodinamike, kao uvjet jednosmjer- 
nosti odvijanja termodinamičkog procesa: 


fi) že + 0(8- V)s + div (7) ž>0. (391d) 


0 

Ako se pretpostavi da se specifična entropija s može izra- 
ziti veličinama koje se nalaze u diferencijalnim jednadžbama 
(3914, b i c), te da je zadano polje masene sile / u kojem 
se odvija strujanje fluida, ostaje problem kako da se odredi 
15 skalarnih funkcija prostora i vremena. Te su skalarne 
funkcije: gustoća o, specifična unutrašnja energija u, termodi- 
namički tlak p, tri komponente vektora brzine 5, tri kom- 
ponente vektora gustoće toplinske snage q i šest komponenata 
simetričnog tenzora naprezanja T,. Očito je da za rješenje tog 
problema nije dovoljno pet raspoloživih diferencijalnih jed- 
nadžbi, tj. (391a), stri skalarne komponentne jednadžbe (391b) 
i jednadžba (391c). 

Da bi se dobio potpuni skup jednadžbi koje omogućuju 
rješenje, univerzalnim jednadžbama treba dodati dopunske ili 
konstitutivne jednadžbe, koje nemaju univerzalno značenje nego 
opisuju specifična dinamička i termodinamička ponašanja po- 
jedinih vrsta fluida. 


Zakoni posebnih ponašanja fluida (konstitutivne jednadžbe). 
Pokazalo se da za analitičko rješenje nepotpunog skupa uni- 
verzalnih jednadžbi, koje izražavaju zakone održanja, treba tom 
skupu dodati dopunske informacije o ponašanju i stanju fluida. 
Te dopunske informacije odražavaju specifična reološka i ter- 
modinamička svojstva fluida, a po sadržaju se svrstavaju u dvije 
grupe. U prvoj su grupi zakonitosti odnosa naprezanja u flu- 
idu i polja brzine strujanja fluida, a u drugoj su toplinske 
i kaloričke jednadžbe koje opisuju termodinamičko stanje fluida. 


Generalizirani Newtonov zakon viskoznosti jest generalizacija 
Newtonova zakona viskoznosti definiranog izrazima (65) ili (67) 
za opći slučaj trodimenzijskog strujanja fluida. Tom se genera- 
lizacijom uspostavlja opći linearni odnos između tenzora na- 
prezanja i prostorno promjenljivog polja brzine strujanja fluida. 
Prostorna promjenljivost polja brzine potpuno je definirana 
tenzorom gradijenta vektora brzine Grad#, izraz (291c), koji je 
dalje rastavljen na antisimetrični dio bez dijagonalnih članova, 
tj. tenzor rotacijskog gibanja fluida T.,, i na simetrični dio, tj. 
tenzor brzine deformacije T;, izraz (297e). Pri razvoju izraza za 
gustoću snage unutrašnjih sila p“ prijelazom od izraza (384e) u 
izraz (384f) ispao je iz jednadžbe kinetičke energije fluida u 
strujanju antisimetrični dio T,, Budući da u kvazikrutoj rotaciji 
fluida ne postoje unutrašnja smična naprezanja u fluidu, to ne 
postoji ni traženi linearni odnos tenzora rotacijskog gibanja T,, s 
tenzorom naprezanja T,, već se u tom odnosu pojavljuje samo 
tenzor brzine deformacije T,. 

Prema tome, generalizacija Newtonova zakona viskoznosti 
svodi se na određivanje opće linearne ovisnosti svake od devet 
komponenata tenzora naprezanja T, o devet komponenata ten- 
zora brzine deformacije T;. Takva bi ovisnost, uključujući i 
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slobodne članove u linearnim funkcijama, sadržavala ukupno 
90 koeficijenata koje bi kao svojstva fluida, trebalo odrediti 
eksperimentom. Simetričnost tenzora T; i T; smanjuje taj broj 
na 42 kogficijenta, što je još uvijek previše za bilo kakav 
praktičan rad s dopunskim zakonom o ponašanju fluida. Zato 
se postavljaju prihvatljive pretpostavke koje još više smanjuju 
broj potrebnih koeficijenata. Te su pretpostavke: 

1) U stanju mirovanja u fluidu vlada skalarno tlačno na- 
prezanje prema izrazu (55), koje je jednako termodinamičkom 
tlaku p. 

2) Simetrični tenzor naprezanja T, linearno je zavisan od 
simetričnog tenzora brzine deformacije T;. Isto vrijedi i za 
simetrični tenzor viskoznih naprezanja T,, izraz (385g). 

3) Fluid je izotropan, tj. svojstva fluida zavise samo od točke 
u prostoru, a ne i od smjera u pojedinim točkama. 

4) Za paralelno pravocrtno ravninsko strujanje linearna 
zavisnost prelazi u Newtonov zakon viskoznosti dan izrazom 
(65). 

Pretpostavka 1 zahtijeva da tenzor naprezanja T, ima oblik 
prema izrazu (385e), tj. 


Tn=-p#+T., (392) 


gdje je T; tenzor viskoznih naprezanja (385g), a # tenzorska 
jedinica (385). 

Pri razmatranju pretpostavke 2 polazi se od linearne zavis- 
nosti 7, u glavnim osima x,,y,,Z1 tenzora brzine deformacije 
T,, u kojima taj tenzor ima jednostavan oblik (306). U tim je 
osima 


Max, = d16x, + 426), + 3€,,, (393a) 
a zbog pretpostavke 3 vrijedi i 
Tv 7016), +0£,, +43€,, (3936) 
N22, 7 d16,, +06, +436), 
Transformiraju li se glavne osi prema shemi 
Xi= X, Yi=Z, Z=i=—y, (3930) 


očito je da su i osi X,,y1,Z1 glavne (desne) osi tenzora brzine 
deformacije T;. U tim je osima: 


0x,  0,, : 
L U. zr snašli 
2, a : Ox, 0x, : 
dv;, 0v., 
v; V. ZA rare I 
s : Oy 02, (393d) 
0v;, 0v,, 
Ve = Py Cd kan Sa €, 
' 3 ĆZ, Oy, 
ura Tax 
tako da je 
Tzz, 7416, +06, +036; = 
=, +26, +436), = Nyx (393e) 
Usporedba sa (393a) pokazuje da je 
a2 = a3 = A, (3942) 


gdje je A neki koeficijent, pa se i preostali koeficijent a, 
može označiti sa 
daa=B. (394b) 
Ako se uvedu koeficijenti A i B definirani sa (3943) i 
(394b), tada izrazi (393a) i (393b) za normalna naprezanja ten- 
zora 1, poprimaju oblik 


Nai 7 Be, + Ae,, + Ae, = Adivć +(B— A)e,, 


Ty = B&, + 4£,,+ Ae, = Adiv8+(B— A)E,,, (395) 
72,2, = Be€,, + 4€,, + 4€,, = Adiv8 +(B — A)e,,, 
a iščezavaju tangencijalna naprezanja 
Tai E Dii S Ty 7 Tai S To E Mx = 0. (395b) 


Uvrsti li se (395a) u izraz (392), odnos tenzora T, i T; u glav- 
nim osima X,,y1,Z1 može se pisati u matričnom obliku: 
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g T 


Xia živi Xiži 
Tyixa Spin Tia 
Taxa Tim Oza 
Bou ro 0) 
=(-p+Adiv?)-|[0 1 01+(B—A)-| 0 €, 0 | (396) 
KOR ONEI pih 
ili 
T,=(-p+Adivš) 6 +(B-A)-T, (396b) 


Ako su primjerene komponente dvaju tenzora jednake u 
jednom koordinatnom sustavu, tada su te komponente među- 
sobno jednake i u bilo kojem drugom koordinatnom sustavu. 
Prema tome je u koordinatnom sustavu Oxyz 


[ O xx Txy Txz 
Tyx Byy_ Tyz 
Tzx Tzy O2z | 
je Deni) fee Ty Var] 
=(—p+Adiv8):|0 1 01+(B—A):| 9x Eyy_ Pyz 
0 0 1] KOE EI 
dok oblik (396b) odnosa T, i T, ostaje nepromijenjen za bilo 
koje osi. 
Prema pretpostavci 4, za strujanje fluida s poljem brzine 
vy,=v,;=0iv,=v,(y) mora odnos (3960) biti 


(396c) 


Ta) Ke (396d) 
U takvu je strujanju 
o=m=zl5 2 <a (396e) 
što uvršteno u (396d) daje 
Tyx E ŽU Y xy» (396f) 
a usporedba sa (396c) pokazuje da je 
B-A=2h, (396g) 


gdje je u dinamički koeficijent viskoznosti ili koeficijent smične 
viskoznosti. 

Razlika između termodinamičkog tlaka p i srednjeg meha- 
ničkog tlaka p:r, definiranog invarijantom tenzora naprezanja 
T,, izraz (41), izražava se koeficijentom volumenske viskoznosti u: 


P— Da = Modiv5, (397a) 
gdje koeficijent volumenske viskoznosti ima dimenziju [1,] = 
= ML-'T-!, dakle [u,]gr = Pas. 

Ako se psr izrazi pomoću normalnih naprezanja iz odnosa 
(396c) i primijeni izraz (396g), dobiva se 


l 
p-pa=p-|- Zlo +094 04) 


/ 


Pi \ 
_- \A + s u divo, (397b) 


\ 


2 
=p- p — Adiv? — zudiv? 


a usporedba sa (397a) pokazuje da je koeficijent A jednak 


/ 


A= -(3u - u). 


Uvrsti li se (396g) i (397c) u (396b), dobiva se opći linearni 
odnos tenzora naprezanja T, i tenzora brzine deformacije T, 


(397c) 


2 
L=|-p- Em == nivo & +247, (398a) 
ili u matričnom obliku: 
xx Txy Txz ( 2 \ 1 0 0 
Tyx Oy tz |= 0 (u naiva 01 0|+ 


Ba To Ot 001 
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Exx  Yxy  Yxz 
Se 2u *| 9x &yy  Vyz 
L Tzx Yzy &zz 


(398b) 


To je generalizirani Newtonov zakon viskoznosti, i fluidi koji 
slijede taj zakon, tj. linearni odnos T, i T;, zovu se newtonski 
fluidi. 

Izraz (398a) piše se i u obliku 


l 
T= —pć +2u(n-3diva4) + Mdivi6, (398c) 


u kojemu je učinak smične viskoznosti u razdvojen od učinka 
volumenske viskoznosti u. 

. Koeficijenti viskoznosti u i u, jesu svojstva fluida, i zavise 
samo od lokalnoga termodinamičkog stanja. U tabl. 4 dani su 
podaci o koeficijentima viskoznosti u i u, nekih plinovitih 
i kapljevitih fluida. 


Tablica 4 


TRANSPORTNA SVOJSTVA NEKIH FLUIDA PRI 300 K I 
1,013 bar (= 1 atm) 


1 i) 
. o # Hy/lu 10 72 A Pr 
Fluid kg/m? 1075 Pas I/msk 10-5m?/s . 

He 0,162 1,98 0 15,0 12,2 0,67 
Ar 1,62 221 0 177, 1,40 0,67 
H, 0,0821 | 0,887 32 17,3 10,8 0,71 
N, 1,14 1,66 0,8 228 1,46 0,71 
O, 1,30 2,07 0,4 2,58 1,59 0,72 
CO, 1,79 1,50 1000 1,66 0,837 BI 0,75 DI 
Zrak 1,18 1,85 0,6 2,58 Lo 0,71 
Voda 997 85,7 3,1 61 0,0860 6,0 
Etilni alkohol 786 110 4,5 18,3 0,14 15 
Glicerin 1230 | 134000 0,4 29 109 11000 


Za kombinaciju koeficijenata u i u, koja je u izrazu 

(397c) označena kao koeficijent A, uvedena je i posebna oznaka 
9 

"=- ET — M), (398d) 

koja se naziva drugi koeficijent viskoznosti. 

Fizikalna interpretacija smične viskoznosti u provedena je na 
temelju kinetičke teorije plinova. I volumenska viskoznost uy 
može se interpretirati kinetičkom teorijom poliatomnih plinova. 
Naime, tlak p:,, nazvan mehaničkim, mjera je samo translacijske 
energije molekula, dok je termodinamički tlak mjera ukupne 
energije molekula, koja uz translacijski oblik uključuje i vibra- 
cijske, rotacijske i sve ostale oblike energije. Ti različiti oblici 
energije imaju različita vremena relaksacije, tj. vremena potreb- 
na da se nakon poremećaja ponovo uspostavi ravnotežno 
stanje neke veličine. Za dušik N, pri 300 K_ vrijeme relaksacije 
za molekularnu translaciju iznosi 1,6 + 10-!%s, za molekularnu 
rotaciju 1,2+107?s, a pri 3000K za molekularne vibracije 
3+ 107* s. Zbog takvih razlika energija se može pretvarati i pre- 
nositi iz jednog oblika u drugi. Tako se volumenska viskoz- 
nost u, u izrazu (397a) može interpretirati kao mjera prijenosa 
energije od translacijskog oblika u druge oblike. Npr. pri prolazu 
kroz udarni val translacijski oblik energije pretvara se u vibra- 
cijski, pa će u takvoj pojavi volumenska viskoznost biti veoma 
važna. Budući da monoatomni plinovi imaju samo translacijski 
oblik energije, nemoguć je prijenos energije u druge oblike, pa 
je za monoatomne plinove u, = 0, što pokazuju i eksperiment" 
(v. tabl. 4). To znači da je pri strujanju monoatomnih plinova 
termodinamički tlak jednak mehaničkom tlaku. 

Volumenska viskoznost plinova bitno utječe u procesima 
koji se razvijaju vrlo brzo i u kojima su gradijenti pojedinih 
veličina veliki, kao što je npr. eksplozija i udarni val. U mnogim 
je strujanjima plinova divergencija brzine div& dovoljno malena 


* da se utjecaj volumenske viskoznosti može zanemariti. Kad je 


M = 0, izraz (398a) prelazi u 
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/ 2 : 
T,= —(p+5udivr)+2uT, (399) 
ili izraženo u komponentama tenzora naprezanja 
Dddke OV. 
Ox = —pP— 3 4div? + use 
Pada ov 
ds e udivi + 243 
2 Ov 
= —p-—udivš+2u=—, 399b 
O,z P— HOWE ones (399b) 
Ovo 
a Al > iL u 
cy 0x / 
(60v,  6v,) 
um a) 
OV, 4 ČE, 
a a PES Ez. 


Za nestlačivi fluid, tj. o = const., jednadžba kontinuiteta 
(333a) ili (380e) daje divš = 0, pa je generalizirani Newtonov 
zakon viskoznosti: 


T,= —pć +241, (400a) 
ili izraženo u komponentama: 
fa 
Ox = —P+ 2u I) 
Ox 
Ov 
Oy = >P+ 2u=>, 
0) 
Ov 
=— 2 Ka 
Ozz p + u Bz DI (400b) 
f OV, 0v, \ 
Txy Zla 7 H\ 0y Ox ih 
PERE a 
sa > "x k Oz Oy 
(vz 0v,\ 
Tax = Ta = vd i jake 
- \Ox Oz 


Primjenom generaliziranog Newtonova zakona viskoznosti 
u oblicima (398), (3994) i (400a), za gustoću snage unutrašnjih 
sila p" definiranu izrazom (384f), uz jednakost 6 + T; = divo, 
dobivaju se sljedeći izrazi: 

ad) u, +0, divš +0: 


pi = pdivč + Em 2 m) (div8)* — 2uT;-T; = (401) 
b) 4, =0, div? +0: 
pi=pdiv8 + S nidivp) —2uT,: T, (402) 
€) divč = 0, nestlačivi fluid: 
pĐ=-2T TL (403) 


Fourierov zakon toplinske vodljivosti. Vektor površinske gus- 
toće toplinske snage ili toplinskog toka dq, uveden u izrazu 
(385a) pri formulaciji zakona održanja energije, odražava bit 
same definicije topline. Toplina nije svojstvo sustava ili nešto 
što sustav sadržava. Govori se samo o prenesenoj toplini 
kao međudjelovanju između sustava i okoliša, ili o prenesenoj 
energiji koja se ne može identificirati s radom. Taj prijenos 
topline rezultat je razlike u temperaturama. 

Fourierov zakon toplinske vodljivosti linearni je odnos iz- 
među gustoće toplinske snage 4 i gradijenta skalarnog tempe- 
raturnog polia 


(404) 


s dimenzijom 


d= —/gradT 


gdje je A koeficijent toplinske vodljivosti 
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[A] = MLT *06-!, dakle [A]lg = J/(msK). U tabl. 4 dani su 
podaci o koeficijentu A za neke plinovite i kapljevite fluide. 
Za A > 0 Fourierov zakon (404) pokazuje da toplina struji od 
područja viših temperatura prema području nižih temperatura. 
Taj je Fourierov linearni odnos gustoće toplinske snage i tem- 
peraturnog gradijenta potvrđen mnogim eksperimentima i 
striktno je primjenljiv samo za izotropne fluide. Za kapljevine 
je koeficijent toplinske vodljivosti 4 relativno nezavisan od tem- 
perature, a za plinove je, poput koeficijenta viskoznosti u, 
rastuća funkcija temperature. 

Koeficijenti smične viskoznosti u, volumenske viskoznosti u, 
i toplinske vodljivosti A spadaju u grupu transportnih koeficije- 
nata. To su svojstva tvari koja zavise od lokalnog termodina- 
mičkog stanja, pa ako je to stanje definirano tlakom p i tem- 
peraturom 7, zavisnost se izražava u obliku: 


u=upT);  m=upI);  2=aApT. (405) 


Koeficijenti u, A i specifična toplina pri konstantnom tlaku c, 
tvore bezdimenzijsku kombinaciju 

Pr = 2, (406) 
nazvanu Prandtlovim brojem. 

Prandtlov je broj određena kombinacija svojstava fluida, 
pa se i sam može smatrati svojstvom koje zavisi od lokalnog 
termodinamičkog stanja. Iznos Prandtlova broja daje odnos 
relativnih utjecaja viskoznih naprezanja i prijenosa topline vod- 
ljivošću, pa pokazuje npr. da li se u nekom strujanju brže 
razvija profil brzine ili profil temperature. Podaci o Prandtlovu 
broju nekih fluida dani su u tabl. 4. 

Termodinamičke jednadžbe stanja. Stanje sustava, npr. ma- 


. terijalnog volumena, zadano je tzv. parametrima stanja, kojima 


se mogu potpuno odrediti sve značajke sustava potrebne za 
dinamičko-termodinamičku analizu. Prema principu stanja za 
čistu tvar, tj. za takav sustav kojeg je kemijski sastav za 
vrijeme procesa homogen i nepromjenljiv, lokalno termodina- 
mičko stanje određeno je s bilo koja dva nezavisna termo- 
dinamička parametra stanja. Ako su ta dva nezavisna para- 
metra tlak p i gustoća o, tada toplinska jednadžba stanja ima 
oblik 
p=pl0,T), (407) 
npr. kao jednadžba stanja savršenog plina (8). 
Kalorička jednadžba stanja za specifičnu unutrašnju energiju 
glasi: 
u = u(p,o) = u[p(e,T),o]. (408) 


Jednadžbe stanja (407) i (408) međusobno su zavisne, a pomoću 
njih se može odrediti bilo koje termodinamičko svojstvo fluida 
kao čiste tvari. 


Navier-Stokesove jednadžbe. Jednadžba gibanja fluida (381) 
ili (391b) i konstitutivna jednadžba za newtonski fluid (398a), 
koja uspostavlja opći linearni odnos između tenzora naprezanja 
T, i tenzora brzine deformacije T,, daju Navier-Stokesove jed- 
nadžbe. Tri skalarne komponente tih jednadžbi sadržane su u 
kompaktnom vektorskom obliku 


08 
—+0(8: V)i= 
ore ) 


= of — gradp — grad +2Div(uT), (409) 


/2 \ : 
(su — uyjdivo 


gdje, prema definiciji (43a) za DivT,, operator Div(uT;) u 
pravokutnom kartezijskom sustavu ima komponente: 


= O(uexx) £ 0(uYyx) + (Ya) 


DT o + got og, 
[Div(u T)), = O(uyxy) X O(ue,,) NE OY) (409b) 
0x 0y Oz 
: h 0(MYx2) 0(uYy2) O(ue,.) 
[Div(uT)I: = 0x a Oy < oz 


U ortogonalnim krivocrtnim koordinatama taj operator ima 
vrlo složen oblik, pa da se pojednostavni jednadžba (4092), 
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daje joj se invarijantni vektorski oblik, koji doduše sadržava 
veći broj članova ali su ti članovi standardni operatori za 
koje su već razvijeni izrazi u ortogonalnim krivocrtnim koordi- 
natama. Pri tom se za konvektivnu akceleraciju na lijevoj 
strani izraza (4094) primjenjuje izraz (240), a zadnji član desne 
strane (409) transformira se pomoću poznatog izraza vektorske 
analize: 


Ađ = —rotrotd + graddiva, 1409c) 
gdje je A="V-V = V? Laplaceov operator. 
Transformacija jednadžbe (409a) daje 
o 2 —Bxrotš + grad| u“) - 
=0/— gradp — rotrot(uB) + grad [Su + u, Jdivš + 


+ grad(? + gradu) — 2 Au — divšgradu + gradu x rot8. (409d) 


To je vrlo složena diferencijalna jednadžba, pa su za njenu 
primjenu potrebne neke pretpostavke i približenja. Ako su tem- 
peraturne promjene malene, tada se i promjene koeficijenta 
viskoznosti u i u, mogu zanemariti, pa jednadžba (409d) ima 
jednostavniji oblik: 

a B x roti + grad | : ) 

ora = 

S Ot B% \2 


(4 \ : 
=0f— gradp — urotrot? + (54 + Mu |graddiv# = 


(1 
=0f-gradp+uA5+ \54 + u, |graddiv7. (409e) 
Za nestlačivi je fluid divš = 0, pa iz jednadžbe (409d) nestaju 
članovi koji sadržavaju divd. Ako se uz to pretpostavi da je 
u = const, tri komponente Navier-Stokesovih jednadžbi za 
nestlačivi fluid sažete su u vektorskoj jednadžbi 

05 1 
ae 8x rot =f— grad (> + 2") — vrotrot? = 


Zi 
=1- grad | +5v)+vAB (410) 


Energetska jednadžba za newtonske fiuide. Ako se u prvi 
alternativni oblik energetske jednadžbe (385c) uvedu konstitu- 
tivne jednadžbe (398a) i (404), broj će se nepoznatih funkcija 
smanjiti, pa se može formirati potpuni skup jednadžbi dinamike 
fluida koje su u principu integrabilne. 

Jedan od članova jednadžbe (385c) jest gustoća snage unu- 
trašnjih sila s negativnim predznakom, koja je prema izrazu 
(386d) jednaka: 


—p'= —pdivć+ 1 -T, (41) 
gdje za T,, usporedbom (392) i (398a), vrijedi 
(7 \ 
T= —|5ru— mjdivoć + 2uT, (412a) 


Prvi izraz desne strane (411) jest snaga po jedinici volumena 
sile tlaka na element fluida, što je reverzibilan prijenos ener- 
gije. Taj dio (—p") može biti >0 pri divg<0, i <0 pri 
divč > 0. Drugi član desne strane (411) jest volumenska gustoća 
disipativne snage unutrašnjih sila, tj. nepovrativi (ireverzibilni) 
dio gustoće snage unutrašnjih sila s negativnim predznakom. 
Ta se snaga naziva disipativnom funkcijom & i definirana je 
izrazom 


(p" — pdivš) = T, > T.. (412b) 


Primijeni li se izraz (412a) za T, i izraz (2970) za T,, za 
disipativnu se funkciju nakon jednostavnih operacija dobiva: 


P= 4u(y2y +732 +92) + 


— pi 
P= Pirev Z 


Eau. tose. ste. 
IH 3 H [(&xx £y») di (xy £,2) zi (€: &xx) ] ske 


TE VIH. 9 
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SE Mulčxx sk &y st £..)* ž 0, se 
tj: ta funkcija ne može imati negativnu vrijednost. 


Primjenom izraza (411). (412c) i Fourierova zakona toplinske 
vodljivosti (404) energetska jednadžba (385c) dobiva oblik 


(412c) 


0 3; +(7- Vu|= —pdivč + $ + div(AgradT). > (4134) 
Lako je dokazati da je 
. (AgadT\ A4... 
div(Agrad T) = Taiv| 28227) + Zl8rad7)?, (4136) 


gdje zadnji član desne strane, slično funkciji &, ne može biti 
negativan, pa se energetska jednadžba može pisati i u obliku: 


+ pdivB— Tdiv < Z S 


Gu 
o 5, +(0: Vu 


Zna Zlgrad T):. (4136) 

Drugi zakon termodinamike. Kombinirani matematički zapis 
prvog i drugog zakona termodinamike dan je Gibbsovom jed-. 
nadžbom 


TDs = Du + ppl=). (414a) 


Primjenom jednadžbe kontinuiteta u obliku (380e), za rever- 
zibilni dio gustoće snage unutrašnjih sila može se pisati 


1 De D(1/e) 
div = — 414b 
P= as Vego (4146) 
pa kombinacija (413c), (414a) i (414b) daje 
(KRIM: . (ZgradT) ž 3 
oT zna UA _ Tdiv| s )= P+rigrad 7) >0, 


(414c) 


gdje je disipativna funkcija & dana izrazom (412c). 

Tako je primjenom konstitutivnih jednadžbi i Gibbsove jed- 
nadžbe diferencijalni oblik drugog zakona termodinamike (390e) 
dobio konkretniji sadržaj u obliku (414c), primjeren svojstvima 
newtonskih fluida. 

Osnovne jednadžbe dinamike newtonskih fluida i rubni uvjeti. 
Osnovne dinamičke i termodinamičke jednadžbe koje opisuju 
strujanje newtonskog fluida jesu: jednadžba kontinuiteta (380d), 
Navier-Stokesove jednadžbe u sažetom vektorskom obliku 
(409d), energetska jednadžba (413c) i jednadžbe stanja (407) i 
(408). Tih pet osnovnih jednadžbi čini potpuni skup i.u principu 
postoji njihovo rješenje kojim se odredi sedam nepoznatih 
funkcija prostora i vremena: p, o, te tri skalarne komponente 
brzine 5, ui T 

Pretpostavlja se da su svojstva fluida u, u, i A poznate 
funkcije tlaka i temperature prema izrazu (405). Nadalje, uz skup 
osnovnih jednadžbi dinamike dolazi i drugi zakon termodina- 
mike prilagođen termodinamičkoj analizi strujanja newtonskih 
fluida (414c). 

Tri skalarne_ komponente "Navier-Stokesovih jednadžbi 
(409d) jesu tri eliptičke parcijalne jednadžbe drugog reda. Sva 
moguća strujanja newtonskih fluida zadovoljavaju Navier- 
-Stokesove jednadžbe, ali za rješenje svakog pojedinog problema 
treba u sustav jednadžbi uvesti posebne rubne (granične) uvjete 
koji zavise od karakterističnih geometrijskih granica tog prob- 
lema. Eksperimentima je utvrđeno da na krutoj graničnoj 
površini oko koje ili preko koje struji realni viskozni fluid 
nema sklizanja fluida po toj površini, tj. čestice fluida se pri- 
lijepe uz krutu stijenku pa je brzina čestice na stijenki jednaka 
brzini pripadne točke stijenke. Ako je u raspored brzina točaka 
krute stijenke, a # raspored brzina čestica fluida, tada je rubni 
uvjet za viskozni fluid na krutoj površini 


= (415) 
Drugi rubni uvjet za neograničeni fluid koji u beskonač- 
nosti miruje jest 


lim 5 = 0. (416) 
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Za rješenje potpunog skupa jednadžbi strujanja newtonskih 
fluida, kad su uključeni i toplinski učinci, potrebni su i tem- 
peraturni rubni uvjeti koji se sastoje od zadane temperature ili 
gustoće toplinske snage preko granica. 


Posebni oblici i integrali osnovnih jednadžbi dinamike fluida 


Osnovne jednadžbe dinamike newionskih fluida (380d), 
(409d) i (413c) matematički su vrlo složen skup diferencijalnih 
jednadžbi s ograničenim brojem egzaktnih rješenja. Takva rje- 
šenja postoje za jednostavnije tipove strujanja, kad se mogu 
zanemariti mnogi članovi, pa jednadžbe postaju znatno jedno- 
stavnije. Numeričkim metodama mogu se riješiti i složeniji 
slučajevi, ali tada su to rješenja samo određenih problema, pa 
nemaju karakter općih zakonitosti s univerzalnom primjenom. 
Do bitnih pojednostavnjenja dolazi i ako se zanemare neki 
učinci, npr. djelovanje viskoznosti fluida ili prijenosa topline, ili 
kad se uzmu jednostavniji modeli fluida, npr. model savršenog 
plina s njegovom jednostavnom jednadžbom stanja (8). Takva su 
rješenja ograničena na idealizirane uvjete, pa ih za probleme 
strujanja realnih fluida treba nadopuniti empiričkim koeficijen- 
tima. 

Svako pojednostavnjenje ili poseban oblik osnovnih jed- 
nadžbi i njihova posebna rješenja moraju biti točno označeni, 
upravo zato da' bi se mogla ocijeniti njihova valjanost i pri- 
kladnost za rješavanje realnih problema dinamike fluida. 


Posebni oblici jednadžbe kontinuiteta. Jednadžba kontinuiteta, 
kao izraz zakona održanja mase, mora biti zadovoljena za 
sve vrste fluida i sve tipove strujanja. Opći diferencijalni ob- 
lici jednadžbe kontinuiteta pripadaju skupu osnovnih diferen- 
cijalnih jednadžbi, a definirani su izrazima (380d) i (380e) dok 
je opći integralno-diferencijalni oblik dan izrazom (380b). 

Za stacionarno strujanje, u kojemu je gustoća o = o(F) i 
00/0t = 0, izraz (380b) dobiva poseban oblik: 

| oP-7HdS = 0. (417a) 
KP 

Za nestlačivi fluid, o = const., u proizvoljnom strujanju 

vrijedi: 
/7.nds=0. 
KP 
Kad kontrolni volumen KV obuhvaća unutrašnjost strujne 
cijevi presječene sa dva proizvoljna poprečna presjeka S, i S2 
(sl. 80a), preko plašta strujne cijevi bit će #-ii/=0, pa jed- 
nadžba kontinuiteta (380b) prelazi u oblik 


(417b) 


SI. 80. Izvod posebnih oblika jednadžbe kontinuiteta 
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: * čao 
Oči *FydS + |08- ds = — ELA 
C 


Ši S, KV 


(4182) 


što za stacionarno strujanje dobiva oblik 

m= (05, :11dS = (070, -7,dS = (08 -AdS = const, (418b) 

Si S, 5 

gdje je m maseni protok s dimenzijom [m] = MT-!, dakle 
[Ml]s = kg/s, a fi normala na proizvoljan presjek S strujne 
cijevi, na nizvodnoj strani površine S (na S,, sl. 80a, takva je 
normala označena sa ni = —ii,). 

Za strujnu cijev nestlačivog fluida kontinuitet se mase ne 
izražava masenim protokom, nego protokom 


Q=|["-ridS = const. 
5 


(418c) 


Pri strujanju fluida kroz cjevovode redovito postoje ravni 
dijelovi cijevi konstantnoga poprečnog presjeka. Unutar tih 
dijelova cijevi strujanje se odvija po pravocrtnim paralelnim 
putanjama, tako da se mogu položiti ravni normalni presjeci 
kroz koje strujnice prolaze ortogonalno (sl. 80b). Ako se u 
takvim normalnim presjecima može pretpostaviti konstantna 
gustoća fluida, tada za stacionarno strujanje jednadžba konti- 


nuiteta (418b) dobiva oblik 
m = ovaA = const, (418d) 


gdje je va, srednja brzina strujanja preko normalnoga ravnog 
presjeka cijevi, koji ima površinu A, definirana izrazom 


l Q 
s=—|vdA=—. 
ž zlo A 


A 
Za nestlačivi je fluid 
(418e) 


Za strujanje kroz dio cjevovoda prikazanog na sl. 80b vrijedi 


Q = uv, A = const. 


M = QibisrAl = OVgrA2 = Qi Aa, 
a ako je o = const., tada je 
4 
0 = "O a vu = 2 5] < bog ' RI 
D3 A1 Di A, Di 


U elementarnoj strujnoj cijevi (sl. 80c) uvijek se mogu po- 
ložiti elementarni normalni presjeci dA, pa je za stacionarno 
strujanje stlačivog fluida 


V3sr A 
3 


dm = ovdA = const., (418f) 


a za nestlačivi fluid 
dQ = vdA = const. (418g) 


Pri stlačivom strujanju bitno je da se gustoća o nalazi u 
jednadžbi kontinuiteta za cjevovode promjenljivih presjeka. Na 
primjer, pri nadzvučnom strujanju plina, zbog proširenja pre- 
sjeka cijevi, plin ekspandira, pa gustoća tako naglo pada da 
brzina strujanja poraste premda se presjek proširuje, što je 
upravo suprotno od ponašanja kapljevina. 

Funkcija toka ravninskog strujanja nestlačivog fluida. Pri 
ravninskom strujanju sve se čestice fluida gibaju paralelno 
s nekom ravninom. Ako je to ravnina Oxy, slika strujanja 
je identična u svim ravninama paralelnim s ravninom Oxy, 
pa jev,=0 i 0/0z=0. Ako se drugačije ne specificira, pod 
ravninskim se strujanjem smatra strujanje sloja fluida: između 
ravnine Oxy i na jediničnoj udaljenosti njoj paralelne ravnine. 
Optjecanje kružnog cilindra, tj. strujanje okomito na uzdužnu 
simetralu cilindra, prikazuje se u ravnini Oxy kao optjecanje 
kruga. 

Polje brzine ravninskog strujanja zadano je skalarnim kom- 
ponentama 

ve=vAx,)y,t), bh, =v,(x,y,t), (419) 
Jednadžba kontinuiteta za ravninsko strujanje nestlačivog fluida 
(333a) ima oblik 


v, = 0. 


Ovx A, 
— + ša 


= 419b 
6x dy ( 


=0. 
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Ta jednadžba, pisana u obliku 
do, _ (—v,) 
ox dy * 
pokazuje određeno matematičko srodstvo funkcija v, i v,, i to 


takvo da je linearna diferencijalna forma v,dy +(—v,)dy eg- 
zaktni diferencijal neke funkcije w: 


(419c) 


(419d) 


gdje je p=w(x,y,0) funkcija toka ravninskog strujanja ne- 
stlačivog fluida s dimenzijom [p] = L2T “!, dakle fp]gy = m/s. 
Budući da je izvedena iz jednadžbe kontinuiteta, funkcija toka 
W postoji za sva moguća ravninska strujanja nestlačivih viskoz- 
nih i idealnih fluida. 

Za poznate funkcije v, i v,, funkcija toka se predočava 
poznatim izrazom više analize: 


vxdy — v,dx = dop, 


pix,v) = i V,(X9,9)dy — f v,(x,y)dx + C. 


Va Xo 


(419e) 


Za poznatu funkciju toka w polje brzine (4192), prema (419d), 

dano je izrazima: 

i. Msn dmi: 

Zo . 
Iz diferencijalne jednadžbe strujnice ravninskog strujanja 

(264) ili (280) vidi se da je uzduž strujnice 


(419f) 


Vs 


vxdy — b,dx = 0, (420a) 
ili je, usporedi li se taj izraz sa (419d), uzduž strujnice 
dp =0. (420b) 
Prema tome je jednadžba strujnice (uzduž strujnice) 
w = const. (420c) 


Sustavnim mijenjanjem konstantne vrijednosti funkcije toka 
w definirana je slika strujnica ravninskog strujanja. Pomoću 
funkcije toka p može se proračunati protok Q, nestlačivog 
fluida preko proizvoljne površine, koja u ravnini Oxy ima za 
konturu neku krivulju AB (sl. 81), a njena je visina u smjeru 
osi Oz jednaka Az = 1. Razvije li se izraz za protok preko takve 
površine, dobiva se 


Q= | 5.1ds-1= [ [vxcos(nx) + v,cos(n, y)]ds = 
AB AB 
= ( (»dy—v,dx)= | dp=p(B)— p(A).  (420d) 
AB AB 
Budući da y(B) i w(A) definiraju dvije strujnice, razlika vrijed- 
nosti funkcije toka u dvjema točkama ravnine strujanja odre- 
đuje protok kroz proizvoljnu spojnicu dviju strujnica koje pro- 


w(B) = const. 


SI. 81. Izvod svojstva funkcije toka tp ravninskog strujanja 
Q=v(B)—vlA) 
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laze kroz te dvije točke, pa je zato izraz (420d) valjan i za 
protok preko npr. krivulje CD na sl. 81. 


Osnovne jednadžbe dinamike idealnog toplinski nevodljivog 
fluida i granični uvjeti. U idealnom, tj. neviskoznom fluidu 
tenzorsko polje naprezanja T, degenerira u skalarno polje tlaka 
(55), a jednadžba gibanja dobiva jednostavan oblik (60). Izraze 
li se sve veličine u Eulerovim varijablama F i t, lijeva strana 
izraza (60) prelazi u individualnu vremensku derivaciju D/Dt 
danu izrazom (237), tako da je jednadžba gibanja idealnog 
fluida 

Ste VJ =/- grad (421a) 
To je sažeti vektorski oblik Eulerovih jednadžbi gibanja idealnog 
fluida, koje u kartezijskom sustavu imaju oblik 


Ov, mI Ov, : 0v, sE: Ov, Kod A ćp 
Ot SOK oPOp Oz ANI 
0v, X, 0v, 0v, 1 op 
) + u ), Be 
A +1 "7 "oy +0, = I E (421b) 
0v, 0v, 0v, 0, 1 op 
pauk ora dr os 


Te se jednadžbe jednostavno izražavaju i u ortogonalnim kri- 
vocrtnim koordinatama pomoću izraza za pojedine operatore u 
tim koordinatama. 

Eulerova vektorska jednadžba (421a) izravno slijedi i iz 
Navier-Stokesovih jednadžbi (409) kad se zanemari viskoznost, 
tj. kad se stavi u= u, =0. 

Jednadžba kontinuiteta za idealni fluid zadržava oblik (380d) 
ili (380e), tj. 


6. 
5 + div(o5) = 0, (422) 
ili ge , 
m o : 
dvi=ce 20: 
ivo DAS "+ grado. (422b) 


Ako se osim viskoznosti istodobno zanemari i prijenos topline, 
dq = 0, energetska jednadžba (4134) za strujanje toplinski nevod- 
ljivog fluida glasi 


=: + (5+ Vu = — S diva (423a) 

uz toplinske jednadžbe stanja 
p=p(0,T), (423b) 
u =u(p,0). (423c) 


Budući da nema toplinske vodljivosti ni viskozne disipacije 
energije, drugi zakon termodinamike (414c) ima oblik 


0. 
S +65: grads = 0. (424) 


fa 

Sedam jednadžbi (421b), (4224), (423a), (423b) i (423c) pred- 
stavljaju potpuni skup jednadžbi koji je potreban za rješenje 
nepoznatih funkcija: # sa tri skalarne komponente, te p, 0, u 
iT 

Sustav jednadžbi (421a) do (423c) zadovoljava sva moguća 
strujanja idealnih toplinski nevodljivih fluida. Svaki pojedini 
konkretni problem dodaje tom sustavu jednadžbi svoje indivi- 
dualne granične i početne uvjete koji specificiraju ponašanje 
pojedinih veličina u određenim točkama prostora, npr. na gra- 
nicama i u određenom početnom trenutku vremena. 

Granični uvjet na krutoj nepromočivoj površini, npr. na povr- 
šini krutog tijela koje se giba kroz fluid. Budući da nema 
viskoznosti, idealni fluid se ne lijepi uz krutu stijenku, pa se 
može gibati tangencijalnom brzinom relativno prema stijenki. 
Zbog nepromočivosti površine ne postoji normalna komponenta 
brzine čestica fluida relativno prema krutoj površini. Ako za 
krutu graničnu površinu F, pomičnu u prostoru, vrijedi jed- 
nadžba 


F0) = 0, (425a) 


132- 


tada je kinematički uvjet nepromočivosti dan izrazom 
(425b) 


gdje je v, normalna komponenta brzine čestice fluida na povr- 
šini F, a u, normalna komponenta brzine točaka površine F. 
Lako se dokaže da je 


Vule =0 = Um 


(4250) 


= ———— \ 


(425d) 
pa je 
(425e) 


gdje su ii(r,t) brzine točaka površine F u trenutku t. U tre- 
nutku t + dt, prema (4254), vrijedi: 

O=F(F+udt,t+dt) = F(r,t) + idr + grad F + 
OF OF _ 
+58 =dt ri +u- gradF ), 


gdje je primijenjena jednadžba (425a). Iz (425e) i (425f) proizlazi 
izraz (425c). 
Granični uvjet (425b) može se pomoću (425d) pisati 


(425f) 


U-gradF =: gradF, (425g) 


što uvršteno u (425f) daje alternativni oblik graničnog uvjeta 
(425b): 
DF 


Dt 


Analitički izraz za površinu krute kugle polumjera ro koja se brzinom 
U,() giba u smjeru osi Oz (sl. 82) i kojoj se u trenutku t = 0 središte € 
nalazilo u O glasi: 


=0. (425h) 


t 2 
Fix,y,zat)=x+y+ (2 -| U, -r=0. (426a) 
o 


Izraz (425c) daje 


f t 1 
U,(z— ( v,a) z— (U,dt 
ke——— > UZ 2 U,005v, 


Nau rr siezedi ro 
\= +y+ (2 -( U.) 
o 


gdje je kut ip druga koordinata sfernog koordinatnog sustava. Prema tome je 
granični kinematički uvjet na granici kugle (426a) izražen sa 


(426b) 


Va = U,c0swp. (426c) 


Do istog se rezultata dolazi i primjenom izraza (425h). 


wp = const. 


SI. 82. Izvod kinematičkoga graničnog uvjeta na krutoj površini 
pomične kugle 


Granični uvjeti na razdjelnoj površini dvaju idealnih fluida. 
Ako je u normalna komponenta brzine točaka razdjelne po- 
vršine S, a 1 i 2 oznake njezinih dviju strana, granični su 
uvjeti dani izrazima 


Us = ls = Pis= pls (427) 
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gdje je prvi uvjet analogan uvjetu (425b), a drugi se uvjet 
dokazuje istim izvodom kao i uvjet (122b) u statici fluida, ako 
se pri strujanju idealnog fluida zanemari utjecaj površinske na- 
petosti. 

Uvjeti u beskonačnosti odnose se na ponašanje brzine, tlaka 
i temperature u beskonačnosti: 


(Po = 20 (Plo =DPoD (Theo = TAD. (428) 

Početni uvjeti. Budući da strujanje fluida zavisi od stanja 

iz kojeg je počelo u neki početni trenutak £ = to, potrebno je 
to stanje definirati početnim uvjetima: 


(D)ze =Bo(F), = (Pio, S Po(P) (TI, = To(F). (429) 


Pri stacionarnom strujanju početni uvjeti nemaju smisla, 
jer bi njima bile definirane sve tražene funkcije i u sva kasnija 
vremena, tj. ti bi uvjeti već predstavljali rješenje. Prema tome, 
rješenje problema strujanja idealnog toplinski nevodljiva fluida 
sastoji se u određivanju takvih funkcija 2, p, 0, u i T koje su 
rješenje sustava jednadžbi (421a) do (423c), koje u početni tre- 
nutak t=to prelaze u funkcije (429) i koje u sva vremena 
t > ta zadovoljavaju granične uvjete (425b), (427) i (428). Ako je 
u trenutku t = ta zadana razdjelna površina $4, treba odrediti 
i oblik površine S u sva kasnija vremena t > tg. 


Posebni integrali Eulerovih jednadžbi gibanja idealnoga baro- 
tropnog fluida pod djelovanjem konzervativnih masenih sila. 
Idealni fluid u strujanju je barotropan, odnosno njegovo stru- 
janje je barotropno ako gustoća fluida o zavisi samo od tlaka 


0 = o(p). (430a) 


Za barotropne je fluide prikladno uvesti funkciju tlaka 7? 
definiranu sa 


(430b) 


Po 

s dimenzijom [7] =L?T-?2, dakle [?1gr = m?/s?. Pomoću 
funkcije tlaka 7 član s gradijentom tlaka u Eulerovoj jednadžbi 
gibanja (421a) može se pisati: 

l 

gi gradp = grad 7. (430c) 
Konzervativno polje masene sile / ima potencijal U, izraz (17), 
tako da je 


T= — gradU. (430d) 


Primjenom izraza (240) za konvektivnu akceleraciju i izraza 
(430c) i (430d), Eulerova jednadžba gibanja idealnoga barotrop- 
nog fluida (421a) dobiva Lamb-Gromekin oblik: 
so 2 
S Pxrota= -grd|24+ 5+ u) (431) 
Taj je oblik jednadžbe gibanja vrlo prikladan za istraživanje 
njenih posebnih integrala, što se svodi na posebne smjerove 
integracije i na posebne vrste strujanja. 
Posebni smjerovi integracije. Za stacionarno strujanje jed- 
nadžba gibanja (431) prelazi u 


,2 
grad| 2 + 5 hi. u) = 5 x rot. (432) 


Pomnoži li se ta jednadžba skalarno s elementom luka strujnice 


m 7 
dur = TI ds, 


(4334) 
dobiva se 

6+ 
du Pri A = 0, 


(433b) 


jer je vektor U x rot3 okomit na 2 i rot5; indeks str označava 
diferencijal u smjeru strujnice. Budući da je samo diferencija! 
konstante jednak nuli, izraz (433b) pokazuje da je uzduž 
strujnice 
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2 
7+5+ U = const. 
Dalji oblik jednadžbe (433c) zavisi od vrste barotropnosti fluida, 
tj. od oblika funkcije 2, i od vrste konzervativnog polja ma- 
sene sile, tj. od funkcije U. Za strujanje nestlačivog fluida 


(433c) 


=, 


: (433d) 


o = o(p) = const, 
u polju sile teže U = gz, jednadžba (433c) prelazi u Bernoullijevu 
jednadžbu ili Bernoullijev integral: 
2 
= + 3 + gz = const., uzduž strujnice. 
Ako se jednadžba (432) pomnoži skalarno s elementom luka 
vrtložne krivulje 


(433e) 


rot? 


dŠr “Trotsi S, (434a) 
dobiva se 
F+ ; + U = const., uzduž vrtložne krivulje, — (434b) 
ili za nestlačivi fluid u polju sile teže: 
E 2 + gz = const., uzduž vrtložne krivulje. — (434c) 


Ako se iz točke M (sl. 83) u polju stacionarnog strujanja 
idealnog barotropnog fluida povuče strujnica, pa se iz točaka 
strujnice povuku vrtložne krivulje, zatim iz točaka vrtložnih 
krivulja povuku nove strujnice i nastavi li se taj postupak, 
mreža strujnica i vrtložnih krivulja formira površinu. U svakoj 
točki te površine vektor 5 x rot5 okomit je na površinu. Da bi 
u vektorskom polju # x rot5 postojale površine koje vektorske 
krivulje tog polja ortogonalno presijecaju, to vektorsko polje 
mora zadovoljavati uvjet (119b). Ako ukupna specifična meha- 
nička energija po jedinici mase iznosi 

2 


E=9+5+ U, (435) 
tada jednadžba (432) dobiva oblik 
grad E = 5 x rotč, (435b) 


a provjera uvjeta (119b) za vektorsko polje i x rotš daje 
(5 x rotB)- rot(5 x rot5) = gradE + rot(grad E) = 0. (435c) 


Prema tome, postoje površine 
vŽ 
E ZARaT U = const, 


(435d) 


Vrtložna v2 
krivulja E=2+ 3 + U = const. 


SI. 83. Površina konstantne specifične mehaničke energije 
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koje vektorske krivulje polja # x rot# normalno probadaju, pa 
je moguća i integracija jednadžbe (432) uzduž proizvoljnih kri- 
vulja preko tih površina. 
Za nestlačiv idealni fluid u stacionarnom strujanju u polju 
sile teže taj se integral može napisati u obliku 
PR t 
> +-— +gz = const. 
doo 
uzduž proizvoljne krivulje na površini E = const. , 
Ako se jednodimenzijsko nestacionarno strujanje nestlačivoga 
idealnog fluida definira kao strujanje u kojemu strujnice u toku 
vremena ne mijenjaju svoj prostorni oblik i položaj, tada se 
za vektor brzine uzduž strujnice takva strujanja može pisati 


č=u(s,1)8.(5), (4364) 
gdje je s linearna varijabla uzduž strujnice, a €, jedinični vektor 


tangencijalan na strujnicu i zavisan samo od s. Parcijalna 
vremenska derivacija vektora brzine (436a) daje: 


Bu 0v 
Ot at 


što uvršteno u (431) omogućuje za nestlačivi fluid integraciju 
uzduž strujnice: 


(435e) 


Će (436b) 


JI 
Pa (Pi, vi \ 0v 
5 bg +92) | Ž +3 Jen - [s 
gdje je oznaka / za točku uzvodno, a oznaka 2 za točku niz- 
vodno na istoj strujnici. 

Izraz (436c) pokazuje da se dio ukupne mehaničke energije 
troši i na ubrzanje mase fluida unutar elementarne strujne 
cijevi formirane oko strujnice. Naime, ako je 0v/0t > 0, izraz 
(436c) pokazuje da je ukupna mehanička energija u nizvodnoj 
točki 2 manja nego u uzvodnoj točki 1. 


(436c) 


Posebne vrste strujanja. Bezvrtložno strujanje idealnog fluida 
definirano je identitetom 


roty = 0, (437a) 
koji garantira da postoji skalarni potencijal brzine 
? = p(70), (437b) 
tako da polje strujanja postaje gradijentno 
i = grado. (437c) 
Za lokalnu akceleraciju može se pisati 
S E 2 grado) = grad 5» (437d) 


pa Eulerova jednadžba gibanja (431) za idealni barotropni fluid 
u potencijalnom strujanju dobiva oblik 
(0 l 
grad|52 + # + >lgrado| + U)-0. (438) 
C PA / 
Izraz (438a) pokazuje da je u određenom trenutku podgradi- 
jentna funkcija jednaka konstanti koja je ista u svim točkama 
prostora potencijalnog strujanja idealnog barotropnog fluida. 
Ta se prostorna konstanta može vremenski mijenjati, pa se ozna- 
čuje samo kao funkcija vremena F(t), tako da integral jednadžbe 
(438a) prelazi u tzv. Cauchy-Lagrangeov integral: 
0 1 
pra p meci A = 
E +27P+ 5 Igrado|* + U = F(1). 
Funkcija F(t) može se uključiti u funkciju nekog novog 
potencijala brzine 9, pomoću jednostavne transformacije 


(438b) 


(438c) 
tako da je 


t 
PuF0 = P(F,0 — [FGJA, (438d) 
0 
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pa integral (438b) s funkcijom o, dobiva oblik 


00, 1 A 
a 1727+ lgrado,| +U =0. 


Za strujanje idealnoga nestlačivog fluida u polju sile teže 
Cauchy-Lagrangeov integral ima oblik 
(NN) 


1 
—+—+— dol? z = F(t). 
E i odo (£) 


(438e) 


(438f) 


Ako u beskonačnosti potencijal brzine teži k nuli, tj. 
0/0t > 0, 


a na visini Z = z tlak teži k nekoj konstantnoj vrijednosti 


p—>0, Igrado|—> 0, 


P>P. = Const., 
tada (438f) daje izraz za tlak: 


0 1 
Zo oz oigradol= 


rt) = Pp. — zz)E 
p(F,0) = po — 0g(z — 2) 25 


%W 1 ž 

Pus — 05, — zelgrado|“, (438g) 
gdje je Pus = Pe — 0g(Z — Zo) hidrostatički tlak. 

Prikazani oblici jednadžbi gibanja fluida izvedeni su za 
inercijski sustav, pa su i integrali tih jednadžbi valjani za 
strujanja opisana u inercijskom sustavu. Međutim, ponekad je 
potrebno da se ti integrali, pa i Cauchy-Lagrangeov, izraze u 
pomičnom neinercijskom sustavu, npr. u sustavu čvrsto ve- 
zanom uz tijelo koje se giba u idealnom nestlačivom fluidu 


proizvoljnom, vremenski promjenljivom brzinom 

(7,0) = 0(0 + O) x r, (439a) 
gdje je O (0) brzina gibanja ishodišta O neinercijskog sustava 
Oxyz prema inercijskom sustavu O,x,y,Z,; B(f) kutna brzina 
rotacije sustava Oxyz mjerena u inercijskom sustavu O,X,y1Z;; 


F=xi+yj +zk radijvektor mjeren u neinercijskom sustavu 
Oxyz; U(?,t) prijenosna brzina točke neinercijskog sustava mje- 
rena u inercijskom sustavu (sl. 84). : 


ži 


Mi[rt] = MLF.t] 
# = grad o 


Xi 


SI. 84. Izvod Cauchy-Lagrangcova integrala u pomičnom neinercijskom sustavu 


Za poznatu prijenosnu brzinu i! točke u neinercijskom su- 
stavu, definiranu sa (4393), može se definirati i analitička veza 
između radijvektora #, inercijskog sustava i radijvektora 7? 
neinercijskog sustava pomoću funkcije oblika 


"=. (439b) 


U potencijalnom se strujanju čestice fluida gibaju relativno 
prema oba sustava i ta su gibanja opisana sa dva različita 
zakona u ta dva sustava, a povezana su odnosom radijvektora 
(439b). Međutim, u istoj točki prostora M, = M (sl. 84), u isti 
vremenski trenutak ta dva analitički različita opisa istog poten- 
cijalnog strujanja čestice fluida moraju u točki M, = M dati 
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istu vrijednost potencijala brzine i isti vektor brzine # gi- 
banja čestice, tj. mora vrijediti: 


PFL) = P[P1(P0),1] = P(70), (439c) 
(71,0) = grad[0(7,,0)] = grad[0(70] = 8(7,0), — (439d) 
M,(F,,0) = M(7,1). (439) 


Cauchy-Lagrangeov integral u obliku (438f) izveden je za 
inercijski sustav, a parcijalna vremenska derivacija 0/6t prora- 
čunata je za inercijski radijvektor 7, = const, što je potpuno 
različito od 00/0t pri = const. Vrijedi, dakle, 


dpi be 


=I= , 439f 
Ot \0t Jr,=čonst ika 
2 2) 
na — : 4 
E M2 + Ot )v,=const og 
Iz jednakosti (439c) dobiva se 
gp ai + — -grad[o(F,,0], 
| Ot lezi Ot haa At 
ili 
2 (2) (2) 
(2) =(2) 4 gradlp(0), (439) 
Ot ot F7, =C0nist Ot F=conšt š # 


PE df, : : se 
gdje je di = a prijenosna brzina točke neinercijskog sustava 


dt 
(4392). 
Prema tome, Cauchy-Lagrangeov integral u pomičnom nei- 
nercijskom sustavu, uvrštenjem (439h) u (438b), dobiva oblik: 
(5) 
Ot), const 


a za nestlačivi fluid u polju sile teže taj izraz postaje 


1 
— id -.grado + i Igrado|? +27 +U = F(t), (440) 


0 1 
P(F,t) = Pas — e|22) + oi + grado — >—-o|grad|*. (4404) 
t r=const 2 


Pri stacionarnom potencijalnom strujanju jest o = og(P) i 
00/0t = 0, pa Cauchy-Lagrangeov integra! (438b) prelazi u 
Euler-Bernoullijev integral 

1 
2+ 5 \gradol* + U =C, (441) 
gdje je € jednaka i ista konstanta za sve točke prostora kojim 
idealni barotropni fluid struji stacionarno i potencijalno. 

Za nestlačivi fluid u potencijalnom strujanju u polju sile teže 

Euler-Bernoullijev integral ima oblik : 


1 
2 + zleradol +gz=cC. 


(44la) 
Premda je integral (441a) formalno. jednak Bernoullijevoj jed- 
nadžbi (433e), daje mu se posebno ime da bi se naglasila razlika 
u uvjetima pod kojima su ti izrazi izveđeni. Naime, dok se lijeva 
strana Bernoullijeve jednadžbe (433e) odnosi na općenitiji tip 
strujanja idealnoga nestlačivog fluida, tj. i na vrtložno strujanje, 
pa je konstanta na desnoj strani valjana samo uzduž strujnice 
i mijenja se od strujnice do strujnice, lijeva strana Euler-Ber- 
noullijeva integrala (441a) ograničena je samo na potencijalno 
strujanje, pa je konstanta na desnoj strani postala univerzalna 
za čitav prostor strujanja fluida. 

Kad je pri strujanju u svakoj točki vektor vrtložnosti 
rotš kolinearan s vektorom brzine strujanja 2, iščezava njihov 
vektorski produkt 8 x rot# =0, pa ako je takvo strujanje i 
stacionarno, može se integrirati Eulerova jednadžba gibanja 
(431). Integracijom se dobiva tzv. Gromekin integral 

2 
P+ 5 + U = const, 

pri strujanju u kojem je ?||rot8. Takvo je strujanje npr. nestla- 
čivo strujanje s poljem brzine prema izrazu (284), pa se u tom 
polju može primijeniti Gromekin integral za nestlačivi fluid u 
polju sile teže: 


(442) 
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mE 
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Premda su posebni integrali Eulerovih jednadžbi gibanja 
strogo valjani samo za idealni fluid, oni se mogu primijeniti 
i za realna strujanja, jer se npr. strujanje fluida izvan viskoznog 
relativno tankog graničnog sloja uz tijelo može smatrati poten- 
cijalnim. 

Impulsno gibanje, kinetička energija potencijalnog strujanja i 
Kelvinov teorem o minimumu kinetičke energije. Pomoću raz- 
diobe impulsa tlaka koji djeluje unutar fluida može se mirujući 
nestlačivi fluid trenutno prevesti u bilo koje potencijalno stru- 
janje. Naime, ako osim uobičajene masene sile f itlaka p na 
fluid djeluju kratkotrajno, ali s velikim intenzitetom, trenutna 
sila f' i trenutni tlak p', Eulerova jednadžba gibanja idealnog 
fluida (421a) dobiva oblik: 

: D3 


Su 1 
= + Sd d ka d S 
BI f+f g opa sjena 


+ gz = const.(7||rot5). (442a) 


(443) 


Pri integraciji te jednadžbe u kratkom vremenskom intervalu 
odt=0do t== može se zanemariti impuls obične masene 
sile f_i tlaka p, pa ostaje 


va, 


S 1 
 -",=J grad (444) 


0 


gdje je &, brzina strujanja fluida neposredno prije impulsnog 
djelovanja sila, 5 brzina strujanja fluida nakon impulsnog dje- 
lovanja sila, a impuls trenutne masene sile definiran sa: 


S =([f'dt (445) 
0 

Ako nema impulsa trenutnih masenih sila, tj. .Ž = 0, nego samo 

impuls trenutne razdiobe tlaka p' označen sa 


z = lim [pdt (446) 


T>0 g 

p>o 
i ako je strujanje fluida započelo iz stanja mirovanja #, = 0, 
a trenutnim djelovanjem impulsa tlaka z stvoreno je polje 
brzine potencijalnog strujanja 8 = grado, izraz (444) prelazi u 


1 
grado = — TE gradr, (447) 
pa integracija za nestlačivi fluid o = const. daje 
E n = —00 + const. (448) 


U izrazu (448) može se zanemariti konstanta, jer razdioba 
konstantnog tlaka unutar fluida ne utječe na strujanje, pa je 
—o jednako impulsu z trenutnog tlaka p'. Taj bi impuls, 
prostorno raspoređen u polju strujanja, trenutno stvorio iz 
stanja mirovanja potencijalno strujanje koje stvarno postoji. 

Primjenom teorema Gauss-Ostrogradskoga (46c) i jednakosti 


div(o grad o) = grado : grado + gAo = grado - grado, (449) 
jer je za nestlačivo strujanje A\o = 0, dobiva se izraz za kine- 
tičku energiju .potencijalnog strujanja nestlačivog fluida: 


1 1 
E = 502 [say= 52 


s 


grado : gradpdV = 


V V 

I ME 

div(pgrado)dV= se | ds. 
L cn 


1 
=50 (450) 


e 


“ 


V S 

U izrazu (450) zatvorena površina S ograđuje volumen 
fluida V a 7 je vanjska normala na S s obzirom na fluid unutar 
V. Izraz (450) može se primijeniti i za proračun kinetičke 
energije nestlačivog fluida kad se u fluidu koji u beskonačnosti 
miruje giba kruto tijelo. Tada je V neograničen volumen fluida 
oko tijela koje je ograđeno površinom S, sastavljenom od za- 
tvorene površine tijela So i površine S, beskonačno velike 


135 


kugle sa središtem unutar tijela, položene u fluid u potencijalnom 
strujanju. Budući da daleko od tijela pri [F|->co brže iščezavaju 
i pi 6p/6n nego što S, raste, ostaje od integrala (450) 
samo integral preko površine tijela Sq. 

Kelvinov teorem minimalne kinetičke energije glasi: Ako su na 
granici nekog jednostavno zatvorenog područja normalne kom- 
ponente brzine vrtložnog i bezvrtložnog (potencijalnog) stru- 
janja jednake, tada je kinetička energija bezvrtložnog strujanja 
u promatranom području manja od kinetičke energije vrtložnog 
strujanja. Naime, neka je Ep kinetička energija bezvrtložnog 
strujanja nestlačivog fluida s potencijalom brzine g: 


1 
Ekpo = 70 grado - grado dV, 


(451) 


a E, kinetička energija bilo kojeg drugog vrtložnog strujanja: 


1 
Eo [a-vax 


V 


(452) 


gdje je 
P= + =grado + 5i. (453) 
Uz uvjete teorema vrijedi: divš=0, Z-š=grado A (na 


granici), tako da je prema (453) 


divš, = 0, (454) 
B,-H=(7— grado) -f =0 (na granici). (455) 
Prema tome se izraz (452) može pisati u obliku: 
LOT 
Ek=-0 (grado + 8,)*dV= 
s 
= Bago Bu +e [i gradgdY (456 
. 
gdje je 
br 
Eu = 50 nA 3 U, dV (457) 


; 
Prema pravilu vektorske analize vrijedi: 
div(08,) = 5, - grado + odivč, = 5, + grado, 


pa je, primjenom (455), zadnji član desne strane (456) jednak 
nuli, tj. 


oji,gradpdV=o(div(oB)dV=0[08,:MdS=0, (458) 
V V s 


tako da izraz (456) prelazi u 


E m Ek poi sk Ek (459) 
a budući da je Ey > 0, slijedi 
Hai (460) 


Dinamički teoremi o vrtlozima. Kelvinov dinamički teorem 
o vrtlozima glasi: Ako masene sile imaju jednoznačni potencijal 
U, a idealni fluid je u barotropnom strujanju tako da postoji 
funkcija tlaka 2? (430b), cirkulacija brzine po zatvorenoj ma- 
terijalnoj krivulji ne mijenja se tokom vremena. Taj se teorem 
jednostavno dokazuje pomoću Eulerove jednadžbe gibanja 
(421a), koja za uvjete teorema ima oblik 


D5 


Sao grad(U + 7), (461a) 
i Kelvinova kinematičkog teorema (354) 
PE 5 #.dr= [5e- — | dU +97) =0, (461b) 
Co) Co Ca 
odakle odmah slijedi 
IC = const. tokom vremena, (46ic) 


gdje je C(() zatvorena materijalna krivulja koja se sve vrijeme 
sastoji od istih čestica. 
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Premda se teorem (461c) odnosi na čisto kinematički ele- 
ment strujanja, u izvodu tog teorema bitna je dinamička struk- 
tura sustava strujanja: konzervativnost masenih sila i barotrop- 
nost strujanja idealnog fluida. 

Uz iste uvjete Eulerova vektorska jednadžba gibanja po- 
prima Lamb-Gromekin oblik (431). Operacijom rotora nad 
objema stranama te jednadžbe, uz identitet rot grad = 0, 
dobiva se 

* 


— = rot(B x 00), 


šo (4624) 
gdje je 
OF) = rot [5(7,1)], (462b) 
vektor vrtložnosti koji zadovoljava uvjet da je vektorsko polje 
solenoidalno: 
div = 0. (462c) 


Lako se dokaže da za bilo koje solenoidalno vektorsko 
polje 4(7,t) vrijedi izraz za vremensku individualnu derivaciju 
toka takvog vektora kroz materijalnu površinu 


D od 
— |đ.AdS = --—- . 
DI | S i E rot(B x a) fidS, 


(463) 


S(t) S) 


gdje je S(Q) materijalna površina koja se kroz sve vrijeme 
sastoji od istih čestica. 

Za solenoidalno vektorsko polje. Q, koje uz uvjet (462c) 
zadovoljava i uvjet (462a), primjena izraza (463) daje 


Ba 
5 d.mdS = 0, (464a) 


sto 
ili 
| 9. 1dS = const. tokom vremena. 
S(t) 


To je zakon održanja toka vektora vrtložnosti kroz 
proizvoljnu površinu S(t) koja se giba zajedno s česticama 
fluida. Primjenom Stokesova teorema (352) na (464b) odmah 
se dobiva izraz (461c) za Kelvinov teorem. 

Primijeni li se zakon održanja toka vektora vrtložnosti 
(464b), mogu se jednostavno dokazati dva Helmholtzova dina- 
mička teorema o vrtlozima. Prvi teorem glasi: Ako u barotrop- 
nom strujanju idealnog fluida pod djelovanjem konzervativnih 
masenih sila čestice fluida u nekom trenutku tvore vrtložnu 
površinu, vrtložnu cijev ili vrtložnu krivulju, tada one u sve 
vrijeme strujanja tvore vrtložnu površinu, vrtložnu cijev ili 
vrtložnu krivulju. 

Drugi Helmholtzov dinamički teorem koji se odnosi na isti 
tip strujanja idealnoga barotropnog fluida glasi: Intenzitet vrt- 
ložne cijevi, definiran veličinom i prema izrazu (347c), ostaje 
konstantan kroz sve vrijeme strujanja, tj. 


i=(Q.mndS=T,=([2.d?= const, 
S Cc 


(4646) 


(465) 


gdje je S proizvoljan presjek vrtložne cijevi, a C proizvoljna 
zatvorena krivulja koja opasuje vrtložnu cijev. 

Iz Kelvinova teorema (461c) neposredno proizlazi Lagran- 
geov teorem koji glasi: Ako na idealni fluid u barotropnom 
strujanju djeluju masene konzervativne sile, a u nekom dijelu 
fluida u neki dani trenutak vremena tg nema vrtloga, tada ih 
u tom dijelu fluida nije bilo ni ranije u t < niti će ih biti 
kasnije u t > to. Treba naglasiti da se taj teorem ne odnosi 
na određene točke prostora, već na dio fluida u strujanju koji 
općenito mijenja svoj oblik i položaj u prostoru. 

Prema uvjetu Lagrangeova teorema, u vrijeme to je u nekom 
dijelu fluida rotB = 0, pa primjena Stokesova teorema (352) 
pokazuje da je i cirkulacija brzine po proizvoljnoj zatvorenoj 
krivulji, položenoj u taj dio fluida, također jednaka nuli, tj. 

i= | m-ar-0 (466a) 


C(to) 
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Prema Kelvinovu teoremu cirkulacija I' po zatvorenoj ma- 
terijalnoj krivulji C ostat će jednaka nuli i u sva druga vre- 
mena. Ponovna primjena Stokesova teorema (352) pokazuje da 
za proizvoljnu površinu S koja potpuno leži u promatranom 
dijelu fluida vrijedi: 

[fi-rot5dS = 0, (466b) 
nj 
a to je moguće samo ako u proizvoljnoj točki promatranog 
dijela fluida. i za proizvoljan smjer i vrijedi Fi- roti = 0, tj. 
za proizvoljnu česticu u proizvoljno vrijeme roti = 0. 

Bezvrtložnost je uvjet da postoji potencijal brzine g, pa 
se Lagrangeov teorem može formulirati 1 na sljedeći način: Ako 
je u nekom trenutku vremena barotropno strujanje idealnog 
fluida bilo potencijalno, tada je ono bilo i bit će potencijalno 
i u svim ostalim trenucima vremena. 

Zato što u realnim strujanjima vrtlozi nastaju i nestaju, 
znači da ti realni uvjeti odstupaju od onih u Kelvinovu teo- 
remu, tj. ili je fluid viskozan, ili strujanje nije barotropno, ili 
masene sile nisu konzervativne, ili je narušena neprekidnost 
polja brzine. 


Vrtložnost i entropija. U analizi strujanja fluida i za razu- 
mijevanje fizike polja strujanja vrlo su važni pojava i svojstva 
vrtložnosti strujanja, ponašanje entropije sustava i odnos iz- 
među vrtložnosti i entropije. Kad je poznat taj odnos, može 
se iz povećanja entropije na nekom mjestu u strujanju (npr. 
pri prolazu kroz zakrivljeni udarni val) odrediti vrtložnost uve- 
dena u strujanje na tom mjestu. 

Odnos vektora vrtložnosti £2 (342b) i gradijenta specifične 
entropije s dobiva se eliminiranjem tlaka p iz Navier-Stoke- 
sovih jednadžbi (409), u kojima je pretpostavljeno da su vis- 
koznosti u i u, konstantne. Primjenom Gibbsove jednadžbe 
(414a) za diferencijal entalpije h može se pisati 


dh = du + (2) = Tds + dp (4674) 

Budući da se pretpostavlja da sve čestice fluida imaju istu 
jednadžbu stanja, izraz (467a) vrijedi za bilo koji par bliskih 
čestica u bliskom termodinamičkom stanju, pa tako i za 
susjedne čestice u neprekidnom strujanju. Uz identitet operatora 
nad skalarnom funkcijom 


d = dr». grad (467b) 


i budući da je izraz (467a) valjan za sve smjerove elementa 
df, može se (467a) izraziti i u gradijentnom obliku: 
1 
gradh = Tgrads + zasrad p, (467c) 
što uvršteno u (409), uz pretpostavku konzervativnih masenih 
sila, daje 
ij a ( 2 a 
AE U x 2 = Tgrads — gradih peba U) -Zrot + 
Ot \ 2 fo) 
1/4 \ : 
+-—-i=u+u |graddiv b. (468) 
o0\3 
To je jednadžba koja povezuje vrtložnost i entropiju s pri 
strujanju newtonskih fluida konstantne viskoznosti. Za idealni 
je fluid u = u, = 0, pa izraz (468) prelazi u Croccovu jednadžbu 
08 s ( 


2 
Meo Q = Tgrads — grad h+5+ U) (469) 


Pri stacionarnom adijabatskom strujanju idealnog fluida jed- 
nadžba entropije (414c) prelazi u 


(470a) 
ili 
s = const. uzduž strujnice. (470b) 


Takvo se strujanje zove izentropsko. 
Pri stacionarnom adijabatskom strujanju Croccova jed- 
nadžba (469) ima oblik 


. MEHANIKA FLUIDA 


5x 2 = —Tgrads + grad(hy + U), (470c) 

gdje je ho specifična entalpija stanja mirovanja kad je fluid 

reverzibilnim procesom doveden u to stanje, tj. 

l 

ho = h nd 5 v2. (470d) 

U Croccovoj je jednadžbi (470c) član 5x 2 okomit na 

strujnicu i na vrtložnu krivulju i nema komponente u smjeru 

tih krivulja, pa kako ni grads prema (470b) nema kompo- 

nente u smjeru strujnice stacionarnog adijabatskog strujanja, 
to vrijedi: 

(470e) 


Do istog se zaključka dolazi izravno ako se energetska 
jednadžba (386c) primijeni za stacionarno (0/0t = 0) adijabatsko 
(f = 0) strujanje idealnog fluida (7; = 0), jer tada njena desna 
strana iščezava, pa je 


. hg + U = const. uzduž strujnice. 


08 grad(h + E + U | = 0, (4709) 
iz čega slijedi izraz (470e). 

Ako se u nekom spremniku nalazi plin u stanju mirovanja 
i u mehaničkoj i termodinamičkoj ravnoteži, tada su u svim 
točkama spremnika hy + U i entropija s konstantni. Ako iz 
stanja mirovanja započinje strujanje plina, tada su hy + U i s 
isti za sve strujnice koje izlaze iz spremnika, pa su 


grad(hg + U) = 0, 


470 
grads = 0, (470g) 
a prema Croccovoj jednadžbi (470c) slijedi 
šx Q=0 (470h) 


Osim trivijalnog rješenja # = 0, taj je uvjet zadovoljen pri 
bezvrtložnom strujanju £2 = 0 i pri strujanju u kojem su 5 i 2 
paralelni vektori, pa se strujnice poklapaju s vrtložnim krivu- 
ljama, npr. u polju brzine strujanja nestlačivog fluida opisanog 
izrazima (284). 

Svako strujanje koje zadovoljava uvjet grads = 0 naziva se 
homentropskim. 


Ako se neko tijelo (npr. avion, raketa ili projektil) giba konstantnom 
nadzvučnom brzinom kroz atmosferu, tada se promatraču vezanom uz to 
tijelo jednolika atmosfera daleko ispred tijela pričinja kao jednoliko paralelno 
strujanje zraka nadzvučnom brzinom »,, tj. Ma,, = vo/c > 1, (sl. 85). U svim 
točkama tog polja strujanja vladaju uvjeti homentropskog strujanja grads = 0, 
ili s = const. Takvo se stanje nastavlja i uzduž strujnica koje se razvijaju iz 
jednolikog strujanja, ali samo do zakrivljenog udarnog vala koji se formira 
ispred prednjeg dijela tijela. Pri prolazu kroz udarni val nadzvučna brzina 
strujanja skokovito se smanjuje na podzvučnu brzinu, i nakon toga uzduž 
središnje strujnice pada na nulu u točki zastoja. I sve se ostale veličine 
skokovito mijenjaju pri prolazi kroz udarni val, pa skokovito poraste i spe- 
cifična entropija s. Skokoviti porast entropije veći je na središnjoj strujnici, 


. al = 
Udarni vali = 


M 
ix>€_ (Mae>!) ox] 


————— < — , Idealni fluid: 
s = const. uzduž strujnice, 


Ž+0 ; ho = const. 
s = const. Izentropsko vrtložno strujanje 
ha = const. 
=0 ž A A KETA 
= Viskozni granični 
Homentropsko v = O(točka zastoja) , 
strujanje sloj (+0) 


= a 
Udarni val. 


Sl. 85. Primjena Croccove jednadžbe u analizi strujanja iza zakrivljenog 
udarnog vala 


gdje je udar jači, a manji prema periferiji, pa se zbog toga formiraju gradi- 
jenti entropije prikazani na sl. 85. Strujanje zraka izvan relativno tanka 
viskoznoga graničnog sloja uz površinu tijela može se smatrati neviskoznim 
strujanjem idealnog fluida. Zato u području strujanja izvan graničnog sloja 
i iza udarnog vala vrijede uvjeti Croccove jednadžbe (470c), tj. uvjeti stacio- 
narnog adijabatskog strujanja idealnog fluida. To znači da je prema (470b) 
s = const. uzduž strujnice, grads je okomit na strujnice, a prema (470c) i uz 
grad(hg + U) = 0 strujanje je vrtložno, tj. Ž +0, i to tako da je Ž okomit 
na grads. 
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Operacijom rotora nad lijevom i desnom stranom jednadžbe 
(468) pomoću identiteta (409c) i izraza 


rot(B x Ž) = — divš — (8- V)O +(2- V)3, (471a) 


gdje je usputno primijenjen i identitet div) = divrotš = 0, 
dobiva se jednadžba vrtložnosti 


DO 09 
Do a 0 wa= — Odivš + (2. V)5 + 


\ 


1/4 
+ grad T x grads — mla + kv )grado x 


I 1 : 
x graddiv? + —(s8 + —grado x rot) (471b) 
Q Q 

Za nestlačiv viskozni fluid konstantne viskoznosti i kad je 
specifična entropija funkcija samo temperature, s =f(T), tako 
da je grads = f "grad T i grad T x grads = 0, jednadžba vrtlož- 
nosti (471b) poprima oblik 

To) 

S, +9: VO = (8+ V)o+vAQ. (4710) 
Budući da se u toj jednadžbi ne javlja eksplicite tlak p, očito 
je da se polje vrtložnosti i brzine može odrediti i kad je 
nepoznato skalarno polje tlaka. 

Jednadžba koju zadovoljava tlak p dobiva se operacijom 
divergencije nad vektorskom Navier-Stokesovom jednadžbom 
za nestlačivi fluid konstantne viskoznosti (410). Primjenom iden- 
titeta 


div[(#- V)B] = 50v —- 5. Af-A.8, (471d) 
gdje je usputno primijenjena jednadžba kontinuiteta nestlači- 
vog fluida div? = 0, operacija divergencije daje jednadžbu tlaka 

o(2)-8.2+8.00- 3 AP - AU, (471e) 
što je Poissonova diferencijalna jednadžba. 


U jednadžbi tlaka (471e) za polje sile teže, uz pretpostavku 
g = const., vrijedi: 


AUq, = A9z = 0. (4711) 


Jednodimenzijsko strujanje nestlačivog fluida 


Znanstvena teorijska i eksperimentalna istraživanja različitih 

problema strujanja fluida polaze od osnovnih i iz njih izvedenih 
jednadžbi dinamike fluida. Zahvaljujući rezultatima takvih istra- 
živanja postignut je s vremenom opći napredak i razvoj znan- 
stvene misli mehanike fluida. Međutim, za tehničku je praksu 
često suviše složen i nepotreban strogo znanstveni pristup rje- 
šavanju konkretnih problema mehanike fluida, već su dovoljni 
jednostavni matematičko-hidrodinamički modeli koji daju rje- 
šenja ograničene, ali za tehničku praksu prihvatljive točnosti. 
Tako se jednodimenzijskim modelom strujanja (a to je naj- 
jednostavniji model strujanja) mogu približno simulirati i s 
dovoljnom točnošću rješavati i praktički problemi nekih trodi- 
menzijskih strujanja. 
. Pretpostavlja se u idealiziranom jednodimenzijskom stru- 
janju da se sva svojstva fluida i sve funkcije dinamičkih veli- 
čina strujanja mogu izraziti jednom duljinskom koordinatom 
i vremenom. Ta je pretpostavka potpuno opravdana za ele- 
mentarnu strujnu cijev (sl. 64c), preko čijih se malih normalnih 
presjeka dA mogu zanemariti promjene gustoće, brzine, tlaka i 
ostalih veličina, tako da one ostaju funkcije samo koordinate 
s postavljene uzduž simetrale elementarne strujne cijevi i mje- 
rene od proizvoljno postavljenog ishodišta O na toj simetrali. 
Elementarna strujna cijev može u prostoru mijenjati smjer, pa 
zato i tok simetrale i koordinate s može imati proizvoljan 
trodimenzijski oblik. Dopušteno je da gustoća, brzina, tlak i 
ostale veličine zavise i od vremena jedino pri određenim. 
jednostavnijim tipovima nestacionarnih strujanja. 

Pretpostavka da je u strujnim cijevima konačnih dimenzija 
strujanje jednodimenzijsko, razlog je pogreškama koje se ili 
mogu zanemariti ili se ispravljaju različitim empiričkim fakto- 


138 


rima. Hidrostatička promjena tlaka preko presjeka ravnih dije- 
lova strujne cijevi konačnih dimenzija može se jednostavno 
uključiti u proračune koji se zasnivaju na modelu jednodimen- 
zijskog strujanja. 

Poprečni ravni presjeci strujne cijevi uzimaju se na ravnim 
cilindričnim ili prizmatičkim dijelovima cijevi. Općenito, takav 
se izbor ograničava uvjetima: 


sisi, dai 
ba 


(472) 
gdje je A površina poprečnog presjeka strujne cijevi, d promjer 
cijevi ili visina kanala, a R polumjer zakrivljenosti simetrale 
strujne cijevi. 

Neke od osnovnih jednadžbi jednodimenzijskog strujanja 
pretpostavljaju model idealnog fluida, pa su za uvjete strujanja 
realnoga viskoznog fluida potrebne empiričke modifikacije tih 
jednadžbi. 

Osnovne jednadžbe jednodimenzijskog strujanja nestlačivog 


fluida bez izmjene topline s okolišem. Takvo je strujanje de- 
finirano funkcijama: 


o = const, 


v = v(5,1), (473) 


p = p(s,1), 
uz dodatni uvjet da strujna cijev tokom vremena ne mijenja 
ni oblik ni položaj u prostoru, ali se dopušta da se transla- 
torno pomiče konstantnom brzinom. 

Jednadžba kontinuiteta za stacionarno i nestacionarno jedno- 
dimenzijsko strujanje poprima oblik (418e), ali se za strujnu cijev 
konačnoga normalnog presjeka brzina v piše bez indeksa sr, 
tako da se za dvije točke strujne cijevi piše 


(474) 


Odnos tlaka p, brzine v i visine z u točkama / (uzvodno) i 2 
(nizvodno) stacionarnog strujanja idealnoga nestlačivog fluida 
unutar elementarne strujne cijevi izražava se Bernoullijevom 
jednadžbom (433e), koja se tada piše 


Q=viA, =vz2A, = const. 


1 1 
Pi+=70i+0gi=p +750 +092, (475a) 


2 
a za tip nestacionarnog strujanja danog poljem brzine (436a), 
što je u skladu i s uvjetima (473), jednadžba (436c) u obliku: 


Aru KA u 
Di+500i +091 = P2+ 5003 +0g22 + o [as (475b) 
= Ct 


Prikladno je da indeksi točaka 1, 2, 3 itd. uzduž strujnice 
imaju redoslijed u smjeru strujanja fluida. Razina z=0 pot- 
puno je proizvoljna, ali da bi visine z bile uvijek pozitivne, 
prikladno je postaviti z = 0 u najnižu.točku sustava ili ispod nje. 

Energetski sadržaj Bernoullijeve jednadžbe može se fizikalno 
jasnije istaknuti, a kasnije se može jednostavnije provesti njena 


z) 


SI. 86. Izvod Bernoullijeve jednadžbe 
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energetska modifikacija, ako se ona izvede iz jednadžbe kine- 
tičke energije (383a). Prema (386d) za idealni nestlačivi fluid 
(T; = 0, div? = 0) gustoća snage unutrašnjih sila jest pt = 0, 
pa u polju sile teže A = —gradgz, primjenom Reynoldsova 
transportnog teorema (366), jednadžba (383a) za kontrolni vo- 
lumen unutrašnjosti elementarne strujne cijevi (sl. 86) dobiva 
oblik 


[0/1 bo 
0 | £l5v Jav+e [2 B.AdS = 


šKV KP 
= —o | 8 (gradgz)dV— pi: 8dS. (475c) 
šk 5KP 
Za divč =0 prvi se član desne strane može razviti v 
| 2.(gradgz)dV= ( div(gzv)dV= ( gzč.1dS.  (475d) 


šKV 8KV šKP 


Preko plašta elementarne strujne cijevi i i 8 su međusobno 
okomiti, pa uz dV = dsdA i primjenom jednadžbe kontinuiteta 
(418g) jednadžba (475d) prelazi u 


Sa 


Ov 1 l 
| 3, dO + s 012dQ — s-evidQ = 
= —og(22 — 21)dQ — (p» — pr)dQ. (475€) 


Ako se podijeli (475e) sa dQ, dobiva se Bernoullijeva jed- 
nadžba (475b), odnosno za stacionarno strujanje 0/6t = 0 jed- 
nadžba (475a). 

Nestacionarno istjecanje iz spremnika. Kad se na izlazu cijevi 
(sl. 87) u točki 3 naglo otvori zasun, zbog djelovanja gravitacije 
i tlaka p; započinje istjecati idealna kapljevina gustoće o iz 
velikog spremnika. Pretpostavlja se da razina kapljevine u 
spremniku ostaje tokom vremena na konstantnoj visini. 


P=pP>(P.—egH) 


SI. 87. Početna nestacionarna perioda istjecanja idealne kapljevine iz spremnika 


Sve čestice kapljevine na slobodnoj površini u spremniku 
imaju istu mehaničku energiju, a isto tako i na izlazu iz 
cijevi. Zbog D < H mogu se zanemariti neznatne promjene geo- 
metrijske visine z preko presjeka izlaza cijevi, pa je Bernoul- 
lijeva jednadžba identična za sve strujnice koje započinju na 
slobodnoj površini u spremniku i izlaze u atmosferu na kraju 
cijevi. Prema tome, čitava kapljevina u spremniku i cijevi može 
se smatrati elementarnom strujnom cijevi, pa se tako problem 
svodi na jednodimenzijsko strujanje za koje Bernoullijeva jed- 
nadžba (475b) “za točke 1 i 3 ima oblik: 


Ha feb 
p+ogH=p+ zo +o | 5ds= 


(476) 


gdje je pretpostavljeno da je u svim točkama u spremniku 
v = 0. Ta je pretpostavka ozbiljnije pogrešna samo u neposred- 
noj blizini izlaza iz spremnika. Zbog pretpostavke da je u 
spremniku » = 0, integral od s, do sz prelazi u integral od 
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s2 do sa, a budući da je promjer cijevi D = const. i brzina 
u cijevi v = u(t), rješenje integrala daje 


v, : dv 
03 —s.)= 2 L. 


Iz (476) dobiva se diferencijalna jednadžba sa separiranim 
varijablama 


(477) 


će a2 (4776) 


đ 
—(p:— Pa+0gH)— 1? 

2 

Prvi član u nazivniku lijeve strane predstavlja kvadrat asim- 
ptotske brzine istjecanja. Naime, pri t > c0, nestacionarni član 
u (476) može se zanemariti, pa je tada 


/2 
v(t> 00) = vo = (|; 2 — Pa+0gH)> u(t), (4770) 
što pokazuje da je istjecanje moguće samo pri 
Ps > (Pa — 0gH). (477d) 
Primjenom tabličnog integrala 
" d 
EA 
Ja*—v a a 
integracija izraza (477b) daje za a > v* rješenje 
u(t) = toth [57 :) (477e) 


gdje je vo asimptotska brzina istjecanja definirana izrazom 
(477c). Očito je da će za dulju cijev duže trajati ubrzavanje 
istjecanja. 

Ako je spremnik otvoren prema atmosferskom tlaku, tj 
D; = P,, asimptotska brzina istjecanja va prelazi u 


vo = V2gR. (4710) 


To je Torricellijeva formula za brzinu stacionarnog istjecanja 
iz spremnika. 

Domet mlaza. Treba odrediti kut 9 vatrogasne mlaznice 
kojim će se za zadanu izlaznu brzinu mlaza v, ostvariti zadani 
uzdužni domet L i vertikalni domet H mlaza (sl. 88a). Ako se 
zanemari otpor što ga zrak pruža gibanju mlaza, na čestice 
fluida u mlazu ne djeluje horizontalna sila, pa će svaka 
čestica bilo gdje u mlazu imati konstantnu horizontalnu kom- 


ponentu brzine 
Vo E Vix = V1COSH = cONSL., (478a) 


gdje je v, izlazna brzina mlaza. 


SI. 88. Domet mlaza 


Inercijski sustav O,x,Z, čvrsto je vezan za izlaz iz mlaznice, 
a inercijski sustav Oxz pomičan je i giba se translatorno 
horizontalno konstantnom brzinom vo. Promatrač koji je čvrsto 
vezan uz pomični inercijski sustav Oxz, prateći gibanje jedne 
čestice fluida, opaža samo vertikalnu komponentu gibanja čes- 
tice v,. Ako je praćenje čestice započelo u vrijeme 1 = 0, kad 
su se O i O, poklapali, promatrač može primijeniti Bernoul- 
lijevu jednadžbu (475b), koja je valjana za svaki inercijski 


139 


sustav, i uz p = const. dobiva 


sei, = (478b) 


1 
2 
3 5 e[v(z)]* + 0gz, 


gdje je 
biz = Vysin9 (478c) 
vertikalna komponenta brzine čestice na izlazu iz mlaznice, 
a vd(z) brzina te iste čestice. kad se nalazi na visini z. 
Iz (4786) primjenom z-komponente izraza (227) slijedi: 


v(z)= vi, —2gz= S 


Uvrsti li se (478c) u (478d), dobiva se separirana diferencijalna 
jednadžba: 


(478d) 


Dz 


V vžsinž3 — 2gz 


Vrijeme potrebno da O prijeđe razdaljinu L iznosi 
L L 


h=—=—— 
Vo = ViCOs9" 


= Dr. (478e) 


(4781) 


i kroz to se vrijeme čestica popne od z=0 do z=H, tako 
da integral segencijelne jednadžbe (478e) ima oblik 


fo 
dd KI 


Dz t 
===" |D=—- (478g) 
Vofst9—2g2 Jo moo 

0 


Kad se sredi, integral daje 


v? f( u2\2 2Hui 
tan9 =——+|;/! — — 1. 478) 
an zreli Fraj gLž ( h) 
Realna rješenja postoje samo za 
2H a «(2 (478i) 


Za znak jednakosti Bus (478h) ima samo jedan korijen. 
Lako se dokaže da se dva mlaza koja istječu iz spremnika 
sijeku u točki za koju vrijedi jednakost h,č, = h2Č> (sl. 88b). 
Kad se podijeli jednadžba (475e) sa dQ, dobiva se Bernoulli- 
jeva jednadžba (475a), u kojoj sva tri člana na svakoj strani 
imaju dimenziju tlaka ili energije po jedinici volumena ili snage 
po jedinici (volumenskog) protoka. 
Ako se jednadžba (475e) za stacionarno strujanje podijeli 
masenim protokom odQ, Bernoullijeva jednadžba dobiva oblik 
Di 
0 k 
u kojoj svi članovi i konstanta imaju dimenziju energije po 
jedinici mase ili dimenziju snage po jedinici masenog protoka. 
Jednadžba (475e) podijeljena težinskim protokom ogdQ daje 
Bernoullijevoj jednadžbi za stacionarno strujanje oblik 
2 
Pa 2 + z = const. uzduž strujnice, 
og 29 
gdje svi članovi i konstanta imaju dimenziju energije po je- 
dinici težine ili dimenziju snage po jedinici težinskog protoka. 
Ako se skrate dimenzije mase i vremena, ostaje samo dimen- 
zija duljine, pa svaki član i konstanta predstavljaju visine. 
Prema tome, može se pisati 
DAVI 
H=—+->+z=const. uzduž strujnice, 
0g 29 
gdje je H, visina ukupne mehaničke energije, a visina tlaka, 
2 e! 
s visina brzine, jednaka visini vertikalnog hica ispaljenog u 


vakuumu početnom brzinom v, a z geometrijska ili geodetska 
visina. 

Korisno je i ilustrativno da se u skicama cjevovodnih 
sustava ucrtaju linije pojedinih visina iz Bernoullijeve jednadžbe 
(4790), i to: 


+ gz = const. uzduž strujnice, (479a) 


(479b) 


(479) 
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z=/f(s), geometrijska ili geodetska linija sustava (GL) 
ili linija potencijalne energije; 


S + z =/f2(s), plezometrička linija ili hidraulička gradijentna 
linija (HGL); 
p 2 


v 
ga + sI +z=/fds), energetska linija (EL). 

Na sl. 89 te su linije ucrtane za tri primjera cjevovoda, 
od kojih svaki na svoj način ilustrira sadržaj Bernoullijeve 
jednadžbe (479b) i jednadžbe kontinuiteta (474). Pretpostavlja 
se da su na pojedinim presjecima profili brzine konstantni. 


2 


p 


Energetska linija H, = 7 + > +z = const. 
2 


2g EL 


SI. 89. Ilustracija sadržaja Bernoullijeve jednadžbe 


Dok je zakon hidrostatike nestlačivog fluida (128) pokazi- 
vao da je piezometrička visina konstantna, pri strujanju ide- 
alnoga nestlačivog fluida toj se visini pridružuje i visina brzine. 
Međutim, kao što pokazuje primjer na sl. 89c, pri konstantnom 
presjeku cijevi vrijedi također hidrostatski odnos tlaka i visine, 


tj. 


La + z = const. (479d) 


0g 
uzduž strujnice u cijevi konstantnog presjeka. 

Pri strujanju realnog fluida, zbog viskozne disipacije ener- 
gije, energetska će linija imati pad u smjeru strujanja. U 
dijelu cjevovoda konstantnog presjeka isti takav pad ima i 
bidraulička gradijentna linija. 

Za z =const. Bernoullijeva jednadžba (479c) pokazuje da 
zbog povećanja brzine na suženom presjeku cijevi pada tlak 
(sl. 89a). Takva se suženja u cjevovodnim sustavima, s pripad- 
nim promjenama tlaka mnogo primjenjuju u mnogim mjernim 
uređajima, napravama i hidrauličkim regulacijskim sustavima. 

U suženom dijelu cjektora (sl. 90a) smanji se tlak, pa se pri nekom 
određenom protoku Omin primarnog fluida, uz zadane iznose površina presjeka 
A, i A, te visine h, sekundarni fluid iz nižeg spremnika podiže do ejektora 
i pri 0O>0,,, vlazi u primarni fluid, miješa se s njime i dalje nastavlja 
strujati. Da bi cjektor počeo funkcionirati, na presjeku / mora se uspostaviti 
tlak 


Pi=Pa—o0gh, (480a) 


a to će se ostvariti pri protoku Omin koji zadovoljava Bernoullijevu jed- 
nadžbu napisanu za točke / i 2: 


MEHANIKA FLUIDA 


di. od 
Pi Omin _ Pa Omin (480b) 
0g 2gA1._0g 294? 
Rješenje (480a) i (480b) daje 
AA — 
Omin = === V29h. (480c) 
VAZ- AT 


Primarni i sekundarni fluid u ejektoru mogu biti različiti, npr. kombina- 
cija zraka i vode. 


A, dea 4 


Sl. 90. Shema ejektora i injektora 


Na sl. 90b shematski je prikazan princip rada injektora. Prikladnim izborom 
površina presjeka A, i A, može se postići znatna razlika tlakova ps — pa, tako 
da sce npr. pri atmosferskom tlaku voda iz napojnog spremnika spojenog 
s cijevi 4 injektira u kotao koji je pod visokim tlakom p,. Alternativno, 
u slučaju ejektora voda struji niz cijev / kroz suženje 2 i izlazi na presjeku 
3 u atmosferu, pri čemu se u spremniku spojenom s cijevi 4 stvara djelomičan 
vakuum. 

Za poseban oblik nestacionarnog strujanja nestlačivog fluida 
koje je zadano poljem brzine (436a), primjenom jednakosti 

Qi Mile! v? 

o. Ve=a—(5")+45 481a 

& Vs-aslze)+ar (4814) 

gdje je €, jedinični vektor tangente na strujnicu, €, jedinični 

vektor glavne normale na strujnicu, a R polumjer zakrivljenosti 

strujnice, ima Eulerova jednadžba gibanja (421a) u polju sile 
teže oblik . 


Ov 0 1 ) BLA o p 
rA E + 5. 3 v“|+€, R gk — grad a (481b) 

Ako se, uz &,- ć, = 0, jednadžba (481b) skalarno pomnoži 
s elementom luka strujnice €,ds i integrira od s, do sx, dobiva 
se Bernoullijeva jednadžba (436c). Ako se, pak, skalarno po- 
množi s elementom luka normale na strujnicu dii = &,dn, 
dobiva se 


, 


Slika 2 + 92) (481c) 


1 


4 
sa dn = 


Integracija jednadžbe (481c) od točke 1 do točke 2 na krivulji 
koja presijeca strujnice, a na koju je tangenta u svakoj točki 
usmjerena uzduž glavne normale na strujnice, daje 


n=m 
p 


2 
v 
(po +922) — (Pi +092) = —o | RJ (481d) 


n=n", 


Ta jednadžba određuje promjenu tlaka normalno na strujnicu 
idealnoga nestlačivog fluida. 

Budući da je R > 0, negativni predznak desne strane izraza 
(481d) pokazuje da se tlak smanjuje pri pomaku u smjeru 
glavne normale prema središtu zakrivljenosti strujnice, a da u 
suprotnom smjeru raste. Zbog takva rasporeda tlaka djeluje na 
česticu fluida sila usmjerena prema središtu zakrivljenosti, odr- 
žavajući česticu na zakrivljenoj putanji. 

Strujanje s pravocrtnim strujnicama. Ako su strujnice pravocrtne, tako da 
je polumjer zakrivljenosti R beskonačan, izraz (481d) pokazuje da je 


(Pp +0922) — (Pi +0921)=0, (482a) 
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ili da je 
p akte 
ai +z=const. normalno na strujnice. 


To je zakon promjene hidrostatičkog tlaka, izražen u hidrostatici izrazom 
(128). Zakon (482b) ilustriran je s dva primjera strujanja na sl. 91. 


(4826) 


SI. 91. Promjena tlaka normalno na pravocrtne strujnice 


Jednadžba količine gibanja (379) ima za elementarnu strujnu 
cijev nestlačivog fluida (sl. 86) oblik 


| ofAV+ [a,as —o [ dV 082v,dA, + 
šKV 
+ 0%, Vi dA, = 0. (483) 


Ta jednadžba nije ograničena na idealni fluid. Primjenom jed- 
nadžbe kontinuiteta (474) jednadžba (483). poprima oblik 


šKV šKP 


(484) 


| ofdV+ | 3,dS =0 [Zar 080(8 — 8), 


8KV ŠKP šKV 


gdje je 80 protok kroz elementarnu strujnu cijev. 


Lijeva strana jednadžbe (484) predstavlja masene i povr- 
šinske sile što djeluju na fluid. Pri stacionarnom strujanju 
otpada prvi član desne strane. Osim što je ograničena na 
inercijski kontrolni volumen i nestlačivi fluid, jednadžba (484) 
nema nikakvih drugih ograničenja. U primjeni se ta jednadžba 
razlaže na tri skalarne komponente. Ako se pri strujanju mogu 
pretpostaviti konstantni profili brzina preko ravnih nor- 
malnih presjeka, tada se jednadžba (484) primjenjuje i za 
strujne cijevi konačnih dimenzija. 


KP u blizini 
“Bordinog otvora 


SI. 92. Bordin otvor 


Koeficijent kontrakcije Bordina otvora. Bordin otvor jest cijev uvučena za 
polovicu promjera dy u spremnik, i kroz tu cijev kapljevina istječe iz sprem- 
nika (sl. 92a). Na izlazu se mlaz sužava od površine otvora A, na površinu 
Am, tako da je koeficijent kontrakcije C. definiran odnosom 

oda tu 
ua dže 

Budući da je Bordin otvor uvučen, uz stijenku spremnika nije poremećen 
hidrostatički tlak, pa je višak sile hidrostatičkog tlaka u horizontalnom smjeru 
na fluid u spremniku (spremnik se uzima kao kontrolni volumen) potpuno 
određen izrazom 


(485a) 


AF, =o0ghAv. (485b) 


Naime, osim na samom otvoru površine A,, gdje vlada atmosferski tlak _p, 
(sl. 92b), svuda unaokolo na stijenci spremnika na dubini h vlada tlak 
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P=Pa +PHS = Pa + 09h, (4850) 
koji upravo proizvodi višak sile (4856) u smjeru istjecanja mlaza. —_ 

Primjenom  Torricellijeve_ formule (477f), uz vy=0 i v,=v =V/29h, 
x-komponenta jednadžbe količine gibanja (484) dobiva oblik 


oghA, =0Qv = evAmv = 0Am29h, (485d) 
odatle slijedi 
Am_1 
= E 3 (485e) 


Ta se vrijednost dobro slaže s eksperimentalnim podacima. 

Ako otvor nije uvučen, hidrostatički će tlak na stijenci spremnika u blizini 
otvora biti smanjen, pa će sila AF,, postati veća, te prema (485d) slijedi da 

1 

je Cec> —. 
Je Ce 5 

Djelovanje sile na branu. Preko brane (sl. 93a) prelijeva se voda gustoće o. 
Strujanje je vode stacionarno ravninsko, a uzvodno i nizvodno od brane 
uspostavljaju se pravocrtna paralelna strujanja s profilima konstantnih brzina 
v, i vz i s dubinama H, i H,. 


B = širina brane 


da 


v2 


H, 


Sl. 93. Proračun sile vode na branu 


Budući da konstantni tlak pa, koji se prema Pascalovu zakonu prenosi 
na čitav fluid, ne daje komponentu sile u smjeru osi x, u proračun ulazi samo 
hidrostatički tlak. Na ravnim vertikalnim presjecima 1 i 2 djeluju na fluid sile 
hidrostatičkog tlaka 


1 
Fax = -—egHiB. 


l 
Fix ==509H1B. 5 


(486a) 


Ako se sa F, označi x-komponenta tražene integralne sile tlačnih i tan- 
gencijalnih naprezanja kojom voda djeluje na branu, tada (—F,) označuje 
x-komponentu ukupne sile kojom brana djeluje na vodu (sl. 938), tj. 

-Fe= $ GnxdS, 
Sbrana 
i to je sila koja ulazi u jednadžbu količine gibanja pa ona poprima oblik 


l 1 


(486b) 


z09HiB - š 0gH3B— F,=00(v;— v,). (486c) 
Za rješenje zadatka služe i jednadžba kontinuiteta 
Q=vHiB=wH,B, (486d) 


te Bernoullijeva jednadžba (478b) za strujnicu uzduž slobodne površine 


u? už 
=>+H=—+H,. (486e) 
2g 2g 
Iz tih se jednadžbi za nepoznanice Q, v,, v2 i F, dobivaju izrazi 
2g Q Q 
= HA; ro »=—>, 486f 
o=đH: Vere "7 AB" 7A,B Mon) 
i (H,—H» 
Fi=—0gB 486; 
Ea Ine H (486g) 


Isti izraz za silu F, koja djeluje na branu dobiva se i ako brana ima oblik 
prikazan na sl. 93c. 
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Modifikacija osnovnih jednadžbi. Premda strujanja s pro- 
mjenljivim profilima brzine u cijevima konačnih dimenzija nisu 
prema definiciji jednodimenzijska, mogu se modifikacijama 
osnovnih jednadžbi svrstati u tu kategoriju. 

Jednadžba kontinuiteta za strujanja s promjenljivim profilom 
brzine po ravnom presjeku strujne cijevi konačnih dimenzija, 
izražena srednjom brzinom strujanja, ima jednostavan oblik 


O=vA, (487) 
gdje je v srednja brzina strujanja definirana sa 
v= z [oda = Za (487a) 
A 


U energetskoj analizi.stacionarnog strujanja kroz cjevovodni 
sustav s pumpom dolaze svi elementi modifikacije Bernoullijeve 
jednadžbe za realna strujanja u strujnim cijevima konačnih 
dimenzija. Prema sl. 94 kontrolni volumen (KV) ograđen je kon- 
trolnom površinom (KP), koja se sastoji od dva ravna presjeka 
A, i A2, unutrašnje stijenke cijevi s kućištem pumpe i presjeka 
osovine pumpe. Jednadžba kinetičke energije (383a) za stacio- 
narno strujanje nestlačivog fluida u polju sile teže primjenom 
Reynoldsova transportnog teorema (366) i izraza (386d), uz 
divš = 0, poprima oblik 


1. € IE 
— 50 v*vd4 +0 |v?vdA = 
A di 
= —o [2-tradgzjdv+ Ga: BAS — | TA: TdV o (488) 
KV KP KV 


7 ZN ZN ZN ZN ZN ZZ NN ZN ZN ZN ZNZNZNZNZNZNZNZNZNŽNZNZNZOZNZUZNZN2 
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Primjenom identiteta 


8+ gradgz = div(gzd) — gzdiv? = div(gz8) (490a) 
prvi član desne strane jednadžbe (488) postaje 
—o d 3 -(gradgz)dV= —o U div(gzš)dV = 
= -o KE gz8.1idS = +0g | zvd4 — og j zvdA.  (490b) 


A, A, 


Uzduž nepomične stijenke cijevi i kućišta pumpe je # = 0, 
pa iščezava drugi član desne strane jednadžbe (488), a pod 
integralom ostaju samo presjeci A, i A, te presjek -osovine 
pumpe. Ako se sa P, označi osovinska snaga pogonskog mo- 
tora, koja se preko osovine pumpe dovodi sustavu, može se 
pisaji 

| 8, BdS =P, — JET SdA — ( pi: dA = 
KP M: 
=P,+ EV does (491) 
A, 

Ravni presjeci A, i A2 izabrani su na cilindričnim dijelovima 
cjevovoda, gdje je strujanje pravocrtno i paralelno, pa se prema 
izrazu (482b) može pretpostaviti da je preko takvih presjeka 
p+ogz=const. To znači da se pri zbrajanju izraza (490b) 
i (491) može (p + 097) staviti ispred znaka integrala, pa preostali 
integral daje vrijednost Q. Prema tome se za zbroj prvih dvaju 
članova desne strane jednadžbe (488) može pisati 


—o (| #-.gradgzdV+ | &,-5dS = 
KV KP 
(492) 


=P.+(p, +0921)Q — (p2 +0922)0, 


ZZ Z AZ I ZN ZEIZU ZZ ZU ZN ZA ZN ZI ZAZUZUŽNZNEZ 


SI. 94. Izvod modificirane Bernoullijeve jednadžbe za stacionarno strujanje u cjevovodnom sustavu s pumpom 


Takav je izraz previše složen za praktične proračune, pa 
ga treba osloboditi integrala. Integrali na lijevoj strani (488) 
izražavaju se srednjom brzinom strujanja i faktorom ispravka 
kinetičke energije a u obliku 


li 1 l 
52 [toda = 45 0040,A Er 7200, (489a) 


A 
PožaA = 
> Zajča 


Faktor a zavisi od oblika profila brzine na pojedinom 
presjeku. Iz izraza za profil brzine (76) dobiva se za laminarno 
strujanje u cijevi kružnog presjeka &um = 2,0, a za turbulentno 
strujanje to = 1,01:--1,10. Pri turbulentnom strujanju faktor «a 
zavisi od Reynoldsova broja, te opada s porastom Re. 


gdje je 


«= (4896) 


3 
Va 


gdje su p,, Z, i p2, zo tlakovi i visine u bilo kojoj točki presjeka 
A, i Az, npr. u točki gdje simetrala cijevi probada presjek. 

Zadnji član desne strane jednadžbe (488) predstavlja snagu 
viskozne disipacije energije i izražava se empiričkim obrascima 
na sljedeći način: 

Pri strujanju realnog viskoznog fluida u ravnim cilindričnim 
ili prizmatičnim dijelovima cjevovoda, gdje v,, = const., snaga 
se viskozne disipacije energije izražava snagom gubitka tlaka 
zbog otpora trenja Py. Ako je u cjevovodnom sustavu N; broj 


* takvih ravnih dijelova, u kojem i-ti dio ima promjer _D; i 


duljinu L;, tada se prema Darcy-Weisbachovu obrascu 
LI 


Apr =P—-DP2= MRe,k/D) 5-5 0“ (492a) 
dobiva za snagu P; izraz 
Ni k\L1 
Pr=Q: > Api=Q- ži (Re,f 70v 493 
f ; fi | SKS 2 sri* ( ) 
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Ako cijev nije kružnog presjeka, računa se s ekvivalentnim 

promjerom cijevi D, koji je definiran sa 

D=4Ry = 4£, (493a) 

gdje je Ru = A/o hidraulički radijus, A površina presjeka toka 

fluida, o opl&kani opseg, tj. opseg fluida u dodiru sa stijenkom 
cijevi. 

S tako definiranim ekvivalentnim promjerom izračuna se 
Reynoldsov broj i relativna hrapavost cijevi k/D,, pa se pomoću 
tih vrijednosti odredi koeficijent otpora trenja A iz podataka 
za cijevi kružnog presjeka. Također se s ekvivalentnim pro- 
mjerom proračuna i Darcy-Weisbachov obrazac (4924). 

Različita armatura u cjevovodnom sustavu, npr. ventili, za- 
suni, slavine, zakrivljeni dijelovi cjevovoda, koljena, nagle pro- 
mjene presjeka cjevovoda, točke grananja itd. uzrokuju mjesti- 
mične gubitke tlakova Apr, što predstavlja snagu lokalnih ili 
manjih gubitaka Pr. Ako je Nr, broj lokalnih izvora gubitka 
tlaka u cjevovodnom sustavu, snaga lokalnih gubitaka računa 
se prema praktičnom obrascu 

Nim Nim j 
Pi a Q č i APimk = Q : pi K,5-00šb 
k=1 k=1 2 
gdje je K, koeficijent k-tog lokalnog gubitka, koji općenito 
zavisi od lokalnog Reynoldsova broja i geometrijskog oblika 
uzročnika lokalnog gubitka. 

Od osovinske snage P, (koja predstavlja integral snage 
naprezanja preko presjeka osovine na ulazu u kontrolni volu- 
men) u pumpi se gubi dio Ppr. Ostatak Pp je korisna snaga 
pumpe izravno predana fluidu, pa se zbog toga pri prolazu 
kroz pumpu povećava ukupna mehanička energija fluida, te 
fluid s povećanom mehaničkom energijom napušta pumpu i 
nastavlja strujati kroz sustav. Prema tome je 


Py=P.—Pp.o (493c) 

Korisna snaga pumpe Pp predana fluidu obično se izražava 
ukupnim stupnjem iskoristivosti pumpe np u obliku 

Pe=npP. (493d) 

Ako se za svaki od članova lijeve strane jednadžbe (488) 


uvrsti pripadni izraz (489), a izrazi (492), (493), (493b) i (493c) 
uvrste u desnu stranu (488), dobiva se 


(493b) 


1 
—%50i«Q Ta 502: Q = 
=(P, +0921)Q — (p2 — 092210 — Pr— Prim + Pp. (494) 
Već prema tome kojim se protokom dijeli jednadžba (494). 
dobivaju se različiti oblici modificirane Bernoullijeve jednadžbe. 
Ispuštajući indeks za oznaku srednje brzine, dobivaju se sljedeći 
oblici: 
a) dijeljenje jednadžbe (494) protokom Q nakon sređenja 
daje 


l 
Pi+ %->-0vi +092; +pp= 


1 
=P2+ 425-012 + 0022 + Pr + Prim (495) 


gdje je pp prirast ukupnog tlaka fluida pri prolazu kroz pumpu, 
Pr ukupni gubitak tlaka zbog otpora trenja u ravnim dijelo- 


vima cjevovoda, a pr, ukupni gubitak tlaka zbog lokalnih po- 
remećaja strujanja. Te su veličine dane izrazima: 


1 P 
Dp= a(p+a50v +092). (495a) 
2 Q 
S. KOKE 495b 
ž AP pa Ai D,2 OV; ( ) 
so RE 


0. (495c) 

U jednadžbi (495) .. član ima ia snage po jedinici 
protoka ili dimenziju energije po jedinici volumena ili dimen- 
ziju tlaka. 
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b) dijeljenje jednadžbe (494) masenim protokom oQ nakon 


sređenja daje 


2 
Pi Vi 


Gj zad rEke 
D2 w2 
=a 922 + Eur + El (496) 


gdje je Eip specifični prirast ukupne mehaničke energije fluida 
pri prolazu kroz pumpu, E,r specifični gubitak energije tlaka 
fluida zbog otpora trenja, a Er, specifični lokalni gubici ener- 
gije tlaka. Te su veličine dane izrazima: 


v? Pp 
Ep=a( + «7 +0:)-2, (496a) 
Nf Nf 2 
Ap i L Vi 
be rAš2 (496b) 
Nfm Nim 2 
A 
Em ax ki (496c) 


k=1_ 0 k=1 2 
U jednadžbi (496) svaki član ima dimenziju snage po je- 
dinici masenog Ju ili dimenziju energije po jedinici mase, 
ili dimenziju L*T 
€) dijeljenje jednadžbe (494) težinskim protokom 0gQ nakon 
sređenja daje 


Di vi 
Kr aari + hp = 


_ M v3 jebe 
"09 agea f + Mem 


gdje je hp visina dobave pumpe, h; visina ukupnog gubitka 
tlaka zbog otpora trenja, a hx, visina ukupnih lokalnih gubi- 


(497) 


taka tlaka. Te su veličine dane izrazima: 
h = (E Pa als (497) 
a 2917) 7000" 
Ng Nf 2 sE 
A L 
ka a > Psa (497b) 
i=| i= i 
Nm 2 
A 
him Beko s oko (497c) 


E 0g k=1 2g 


U jednadžbi (497) svaki član ima dimenziju snage po je- 
dinici težinskog protoka, ili dimenziju energije po jedinici težine, 
ili jednostavno dimenziju duljine, tj. visine. 

Oblik (497) modificirane Bernoullijeve jednadžbe prikladan 
je za grafički prikaz transformacije pojedinih oblika energije, 
te gubitaka i prirasta energije pri strujanju u nekom cjevo- 
vodno-pumpnom sustavu (sl. 94). Za strujanje idealnoga nestla- 
čivog fluida energetska linija (EL) ima konstantan horizontalan 
tok (sl. 89), dok pri strujanju realnoga viskoznog fluida ener- 
getska linija stalno opada u smjeru strujanja zbog gubitaka 
koji su posljedica viskoznosti (sl. 94). U ravnim, horizontalnim 
ili kosim dijelovima cjevovoda, zbog v = const., isti pad ima i 
hidraulička gradijentna linija (HGL) koja je na takvim dijelo- 
vima paralelna s energetskom linijom. Pad tlaka po jedinici 
duljine cijevi konstantnog presjeka naziva se hidraulički gra- 
dijent. Taj je gradijent bez dimenzije, a definiran je izrazom 

d(HGL) _h lu? 
Kk Ze LA ra (497d) 

Visine lokalnih gubitaka, npr. u dva ventila na sl. 94, 
prikazane su naglim padovima EL i HGL, a skokoviti porast 
EL i HGL dolazi na prolazu fluida kroz pumpu. 

Za razliku od pumpe za kapljevine ili ventilatora za plinove, 
koji fluidu povećavaju energiju, vodna ili toplinska turbina 
oduzimlje od fluida energiju pretvarajući je u rad. Ako se sa 
Pr označi snaga koju turbina oduzimlje fluidu, a sa hy visina 
pada energije fluida kroz turbinu, tako da je 


p : T 
h - (2 +&a taje E, 
s 2g 090 


(497e) 
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modificirana Bernoullijeva jednadžba za turbinsko-cjevovodni 
sustav ima oblik 


Pi Vi 

—>—+<« +24-h= 
og 12g 1 IF 
P2 ž 


č 
=24+ 455 Šrzahjhhe (497f) 


og 


Primjena modificirane Bernoullijeve jednadžbe može se ilustrirati određi- 
vanjem toka EL i HGL u zavisnosti od smjera strujanja u kosoj ravnoj 
cijevi konstantnog promjera (sl. 95). U oba slučaja strujanja isti oblik imaju 
i modificirana Bernoullijeva jednadžba (495), koja za tv = const. glasi 


Pare ak (4984) 
2g 
i jednadžba hidrostatskog manometra 
o 
Pi — pa = ooghol1 - 2.) -eg(zi — 22) (498b) 
0 


tako da je za sl. 95a (z, — 22) > 0, a za sl. 95b (z, 22) <0 
Rješenje (4984) i (498b) daje za oba primjera 


Di /p Po ) 
hi Pr LANE \ 0 si) 


Z| (2 +2)=h\= 
0g \0g \0g o 


Za strujanje idealnog fluida oba bi manomelra pokazivala h, = 0. 


SI. 95. Ilustracija primjene modificirane Bernoullijeve jednadžbe 


Kad se jednadžba količine gibanja (483) primijeni na strujnu 
cijev konačnih dimenzija, s ravnim- presjecima A, i A, na ko- 
Jima su vektori brzine međusobno paralelni, integrali zadnjih 
dvaju članova na lijevoj strani jednadžbe pišu se u praktičnom 
obliku 


[Bvd4 = +7(vdA = + PiivžA = +P710,,0, (4994) 
4 A 

gdje je i vektor vanjske normale (s obzirom na kontrolni vo- 

lumen) na presjeku A, a fB faktor ispravka količine gibanja. 

Prema (499) faktor fB definiran je izrazom 


B= 


paf 
v.dA =- vŽdA. 

VaQ jj 
A 


Faktor f zavisi od oblika profila brzine i za laminarni pro- 
fil brzine u kružnoj cijevi (76) iznosi f,,,, = 1,333, a za turbu- 
lentni profil Bi, = 1,0. 

Ako se pri integraciji zadnjih dvaju članova jednadžbe (483) 
preko ravnih presjeka A, i A, strujne cijevi konačnih dimen- 
zija primijeni izraz (4992) i ispusti indeks srednje brzine, dobiva 
se modificirana jednadžba količine gibanja u obliku 


» 


(499) 


vŽA 


. 
A 


» » 


OB 
ofdV+ Zp dV+ B20čav2 A2 — Bređivi A, = 


KV KP KV 


6,d5 = 0 


500 
mm (500) 
KV 


pi 
=Q | Zav+e0pa — Bič). 
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Sličnim se postupkom može jednadžba (483) generalizirati za 
sustav s više ulaznih i izlaznih presjeka. 

Lokalni gubitak tlaka pri naglom proširenju cijevi. Realni fluid struji kroz 
cijev koja ima naglo proširenje od presjeka A, na presjek A, (sl. 96a). Nepo- 
sredno ispred naglog proširenja cijevi, u presjeku A, vlada tlak p,. Nepo- 
sredno iza naglog proširenja cijevi tlak p, proširi se preko cijelog presjeka A,. 
Ako se pretpostavi a, = = fi, = Bi, = | 1 zanemari tangencijalno naprezanje 
uz stijenku proširene cijevi, osnovne jednadžbe primijenjene na kontrolni vo- 
lumen (sl. 96b) imaju oblik: 


jednadžba kontinuiteta: 


ViAi =0,A,: (501a) 
modificirana Bernoullijeva jednadžba: 
2 2 
Pi W_DP2_ U 
—+z==+= + (kgiNpp (50ib 
pal 2g og ža mp 
gdje indeks NPr označuje naglo proširenje cijevi: 
x-komponenta jednadžbe količine gibanja: 
PiA2—P2A2 = QA — oviAj. (50ic) 
Rješenje tih triju jednadžbi daje 
(0, — 02)? 
(m)nPr = “55 (50id) 


SI. 96. Proračun lokalnog gubitka pri naglom proširenju cijevi 


Ako se taj gubitak izrazi koeficijentom lokalnog gubiika, uz visinu brzine t, 
u izrazu 


(hr )NPr = KNPr135 (501) 
dobiva se 
( An 
Kupri =|1 = 
ili uz visinu brzine t,: 
K a0 X f 
NPr2 (4, | (501f) 
Ako su a2 li fi,» +1, lako se dokaže da je 
K = a a o) 4i 5 
NPri zu ui +(2f, %) (50tg) 


Pripadna energetska i hidraulička gradijentna linija za strujanje kroz 
naglo proširenje prikazane su na sl. 96a. 

Hidraulički skok. U određenim uvjetima, brzi plitki tok kapljevine u otvo- 
renom kanalu skokovito se mijenja u polagani tok s povišenom slobodnom 
površinom (sl. 97). Ta se pojava zove hidraulički skok, a opaža se i pri dnu 
kade kad se niz vertikalnu stijenku slijeva tanak sloj vode. Na kosoj slobod- 
noj površini preko hidrauličkog skoka nastaje intenzivno vrtloženje, pa se dio 
kinetičke energije brzog toka ispred skoka pretvara u povećanu potencijalnu 
energiju iza skoka, a dio se troši za održavanje intenzivnog vrtloženja. 

Hidraulički se skok dinamički analizira jednadžbom kontinuiteta, modifi- 
ciranom Bernoullijevom jednadžbom i jednadžbom količine gibanja, koje se 
primjenjuju na kontrolni volumen označen na sl. 97. Za jediničnu širinu otvo- 
renog toka, okomito na ravninu strujanja, navedene jednadžbe daju 
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SI. 97. Hidraulički skok u pravokutnom kanalu 


O=vhi=vh, (502a) 
AKA. vŽ : 
5o+dhu = 5 +h2+ him (502b) 
il seka e 
zeghi - >oghi = 00(02— 0) 4(502c) 


Rješenja tih jednadžbi definiraju posebne uvjete brzina i dubina otvorenog 
toka pod kojim će se pojaviti hidraulički skok i daju visinu gubitka zbog skoka: 


h 
Si LLIJEZN (502d) 
2h, 
b] Ke: 
h,= JA | lu 1.4 ZO, (502e) 
- - g 
(hz — h,)* 
ha = >. 
fm ahh, (5020) 


U rješenju (502e) zadržan je samo pozitivan korijen, jer negativan h, nema 
fizikalnog smisla. Isto se rješenje može prikazali i u bezdimenzijskom obliku 


h, | 


i KOA ERER — 
hi SVI +8Fd I), 


gdje je Fr, = viVohi Froudeov broj koji predstavlja odnos inercijskih i gra- 
vitacijskih sila, a bezdimenzijski je kriterij sličnosti pojava u kojima dominira 
utjecaj gravitacije g (v. Dimenzijska analiza, TE 3, str. 340). 

U praksi se hidrauličkim skokom poništava kinetička energija brzih razor- 
nih tokova i bujica, a u nekim postupcima hidraulički skok služi kao djelo- 
tvorno sredstvo turbulentnog miješanja. Teoretski proračuni odnosa u hidrau- 
ličkom skoku izvrsno se podudaraju s eksperimentalnim podacima. 


(502g) 


Kavitacija. Ako se u horizontalnoj cijevi sa suženjem odr- 
žava na ulazu suženja konstantan apsolutni tlak p,, jednadžba 
kontinuiteta i Bernoullijeva jednadžba (475a) pokazuju da apso- 
lutni tlak p, u suženju pada s kvadratom protoka Q kroz 
cijev (sl. 98a): 
ia A2 
AA 

Realne kapljevine, koje redovito nisu kemijski čiste tvari, 
već u sebi sadrže strane krute čestice i otopljene plinove, ne 
mogu podnijeti vlačna naprezanja ili negativne tlakove. (Npr., 
kemijski čista voda može izdržati negativne tlakove do 200 
bara, a vodovodna voda samo vrlo kratkotrajne negativne 
tlakove do 4 bara.) U realnim kapljevinama tlak može pasti 
samo do tlaka isparavanja ili tlaka zasićenih para kapljevine 
p, (tabl. 2). Zato će na najužem presjeku cijevi (sl. 98) prema 
izrazu (503a) pri kritičnom protoku 


AA, 
VAZ- AZ 


tlak pasti na vrijednost py =p,, i pri većim protocima taj 
se tlak neće više smanjivati. Istodobno će se na mjestu. tlaka 
p, početi pojavljivati mjehurići pare kapljevine ili plina koji 
se oslobađa iz otopine, tj. kapljevina počinje na hladno ključati. 
Pri Q> Q,,, područje tlaka p, širi se uzvodno i nizvodno 
od suženja, i u tom se području manji mjehurići sjedinjuju, 
pa nastaju veće šupljine (kaverne) ispunjene plinovima i parama. 
Zbog toga su narušeni homogenost i kontinuitet kapljevite 
faze, te za to područje više ne vrijede osnovne jednadžbe 
strujanja nestlačivog fluida. Ta se pojava naziva kavitacijom. 
Pri analizi pojave kavitacije treba operirati s apsolutnim tla- 
kovima. 

Uz konstantni protok Q kavitacija na suženju cijevi može 
nastati ako se smanji apsolutni ulazni tlak p, (sl. 98b), ili uz 


1 A 
P»=Pi 500" (5034) 


2 
(Pi P.) 
a 


Oka = (503b) 
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čvrste p,, Q i A, ako se smanji presjek A, pa brzina v, 
toliko poraste da je tlak p» < p,. Kavitacija nastaje i pri op- 
tjecanju tijela i profila na smjestu maksimalne brzine »max kada 
minimalni tlak p,,;, padne ispod p,. Pri gibanju kugle kon- 
stantnom brzinom U,, tlak je minimalan na ekvatoru i = 7/2: 


3 
Pmin E p(R =fFovP= n/2) = Pus o U. 


(503c) 


pa će se kavitacija pojaviti pri brzini 


U. sE SglPus — Ph 


(503d) 


gdje je Pus hidrostatički tlak. 

Iz izraza (503c) očito je da kavitacija može nastupiti ne 
samo zbog povećanja brzine gibanja tijela već i zbog smanjenja 
hidrostatičkog tlaka pri konstantnoj brzini, npr. ako se smanji 
uronjaj tijela, tj. tijelo približi slobodnoj površini kao granici 
vode i atmosfere. 

Bezdimenzijski kavitacijski broj a definiran je sa 


= ne mlad (504a) 
,2 
50 
a koeficijent tlaka na mjestu minimalnog tlaka iznosi 
Pmin — Pi 
Comin =", (504b) 
; ov? 
Kavitacija će se pojaviti kad bude 
G= Cpmin* (504c) 


Za strujanja pri kojima je g < — Cymin kavitacijski broj o 
postaje, uz Reynoldsov i Froudeov broj, bitan kriterij hidro- 
mehaničke sličnosti u eksperimentalnim ispitivanjima modela. 


SI. 98. Pojava kavitacije 


Zbog visokih brzina strujanja kavitacija se često pojavljuje 
na lopaticama pumpi i vodnih turbina, na krilima brodskog 
vijka, na podvodnim krilima hidrokrilnog čamca itd. Kavitacija 
se može pojaviti i u hidrauličkim sustavima aviona na velikim 
visinama zbog velikog pada hidrostatičkog tlaka. Kao posljedica 
implozivnog raspada kavitacijskih mjehurića nastaje na povr- 
šini tijela tzv. kavitacijska erozija (v. Brod, TE 2, str. 205). 
Ostale popratne pojave u sustavu koji kavitira jesu vibracije 
i jaki šumovi. 

Istjecanje. Istjecanje kapljevine iz otvorenog spremnika 
nestacionarna je pojava ako se kapljevina koja je istekla ne nado- 
lijeva ili ako površina razine u spremniku nije vrlo velika 
relativno prema površini otvora. Ako se na dvije točke 1 i 2 
bilo koje strujnice od razine u spremniku do izlaznog mlaza 
(sl. 99) primijeni Bernoullijeva jednadžba (475b) i jednadžba 
kontinuiteta (474) u obliku 
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hda =vA, (505a) 


(gdje je v, = —dz/dt brzina spuštanja razine u spremniku, A,, 
površina izlaznog presjeka mlaza, a A, površina horizontalnog 
presjeka spremnika), dobiva se izraz za brzinu istjecanja v,, u 
trenutku t kad je dubina vode u spremniku 2(t): 


1 
Vn(t) = ? T<UuJAV TA JA) 


Pi 0 \ 
Re ds). (505b) 


/ 2g2(0(1 ss 


1 
dt) Vena contracta! |'A,, 

Pa 

a b e 


Si. 99. Istjecanje kapljevina kroz otvore na spremniku 


Nestacionarni član u izrazu (505b) odredi se uz pretpostavku 
da su na svim horizontalnim presjecima u spremniku brzine 
strujanja jednake i da iznose v,(t), te da su duljine svih struj- 
nica u spremniku jednake i da u trenutku t iznose z(t). Ta 
pretpostavka znatnije odstupa od stvarnosti samo u neposrednoj 
blizini izlaznog otvora, gdje se strujanje odvija po zakrivljenim 
strujnicama različitim brzinama. Uz tu se pretpostavku nesta- 
cionarni član u (505b) može pisati 


= StEdo: 
7 gda 


1 ja 
g 10 


$ 
1 


Iz izraza (505a) i (505b), zanemarujući u (505b) nestacionarni 
član koji se i tako smatra malenim, dobiva se 


dz 1 =—— 
=== V 29201), 
dr V (AJA) =: iv 


(505c) 


(505d) 


pa Je 
di e g 
GR TAAAVET 


što uvršteno u (505c) i zatim u (505b) nakon sređenja daje 


I rt 
) = —————35|/2gzit). 505 
Um(1) AJA gzit) (505e) 
Za Apn/Ag = 0,1 faktor ispred korijena iznosi 1,01, pa se za 
Am/As < 0,1, (505f) 


uz grešku manju od — 1%, taj faktor može zanemariti i izraz 
(505e) prelazi u 


Umlt) = V2gz(t). (505g) 

Ako su mlaz i spremnik kružnog presjeka, uvjet (505f) 
izražen promjerima prelazi u 

Dy/D: < 0,32. (505h) 

Za otvoreni spremnik u kojem razina kapljevine ostaje na 

konstantnoj visini H, izraz (505g) prelazi u Torricellijevu for- 

mulu 
v=V2gH. (506a) 


To je brzina koju bi čestice kapljevine dobile da slobodno pa- 
daju s visine H. 

Ako je spremnik zatvoren i nad slobodnom površinom vlada 
tlak p, (sl. 99b), brzina istjecanja iznosi 
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|t2 


= (P; — Da +0gH) =\ 24H, 


(506b) 


m 


gdje je Hy = H +(p; — po)/log) fiktivna dubina kapljevine u 
spremniku kojoj bi na slobodnoj površini vladao tlak p,. 

Kapljevina istječe iz spremnika i kad je p, manji od p,, 

ali prema (506b) samo do iznosa 

D:D, —ogH, (506c) 
jer bi pri još manjem p., umjesto da kapljevina istječe, vanjski 
zrak ulazio kroz otvor u spremnik. 

Pri istjecanju kroz otvor nastaje suženje (kontrakcija) mlaza. 
Naime, na otvor spremnika nailazi kapljevina radijalno iz svih 
smjerova, pa su strujnice na samom otvoru zakrivljene i s 
rasporedom tlaka različitim od atmosferskoga (sl. 99c), a tek 
se negdje nedaleko, postrance ili niže od otvora, strujnice izrav- 
navaju u pravocrtne i paralelne, Presjek mlaza s izravnanim struj- 
nicama naziva se vena contracta, i tek je tu tlak konstantan 
preko presjeka mlaza i jednak okolnom atmosferskom tlaku. 
Zato i dubinu H treba mjeriti do vene contracte (sl. 99b). 

Kontrakcija se mlaza izražava koeficijentom kontrakcije 
C. (za koji se često upotrebljava i oznaka £) definiranim sa 


C.=E=Ap/Aq (507) 


Strujanja realnih fluida imaju gubitke energije koje ne uzima 
u obzir Bernoullijeva jednadžba (475a), primijenjena za prora- 
čun brzine istjecanja. Zato se brzina koju daje Torricellijeva 
formula (506a) ili (506b) ispravlja koeficijentom brzine C,;: 


v=C€,/2gH,.) (507b) 


pa je koeficijent brzine €, (za koji se upotrebljava i oznaka 
&) definiran izrazom 


L 


C,=09= : (507c 
4 V 24H4 

Protok se računa prema praktičnoj formuli 
O =C.C,A9V2gH9 = CaAoV 29H, (507d) 


gdje je koeficijent istjecanja ili protoka Cu (za koji se upo- 
trebljava i oznaka pw) definiran izrazom 


Q 


Ca=Nn=——=— (507e) 
AoV 2gH9 
ili 
Ca= CC, = Mo = £0. (507f) 


Na sl. 100 prikazani su podaci o koeficijentima C,, C, i Cy za 
različite tipove otvora i za tri tipa sapnica vatrogasnog 
šmrka. 

Umjesto koeficijentom brzine C, može se gubitak brzine 
pri istjecanju izraziti koeficijentom lokalnog gubitka Ki; u 
obrascu (493b). Ako se modificirana Bernoullijeva jednadžba 
(497) napiše za stacionarno istjecanje iz otvorenog spremnika 
za točku / na slobodnoj površini u spremniku i točku 2 u 
izlaznom mlazu, dobiva se 


w2 € me: 
H,= MA brR (507g) 
Uvrsti li se za v izraz (507b), dobiva se 
1 

Kisi < fsH = 1, (507h) 

a visina lokalnog gubitka poprima vrijednost 
/ 1 u? : 
(hem )isti = C? = 155 (507i) 


Prema sl. 100 za kratku je cijev €, =0,82, pa je Kuj= 
=049 20,5. To je ujedno i koeficijent lokalnog gubitka na 
oštrom ulazu u cijev kroz koju se odvodi kapljevina iz 
spremnika. 

U praksi je ponekad potrebno odrediti i vrijeme za koje se 
isprazni spremnik. Ako je zadovoljen uvjet (505f) tako da se 
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I Cu = 0,98 
Cu = 0,61 A Cu = 0,86 


C 


/ C.2 084, C, 20,98 


SI. 100. Koeficijenti Cc, C, i Cg za različite tipove otvora i 
sapnica 


može zanemariti (v,/v,)* i nestacionarni član u Bernoullijevoj 
jednadžbi, prema (505g) i (507b) dobiva se za brzinu istjecanja 
v u trenutku t izraz 


u(t) = C,Y/2gzt), (508a) 


pa se u vremenskom intervalu između t i t + dt volumen kap- 
ljevine u spremniku smanji za iznos (sl. 101) 


dV=(—dz)A(2) = Q(t)dr = CyAoV/ 2gz(t)dt, 
a iz toga slijedi 


(508b) 


(508c) 


H, u(t) = 49% 


u(t) = C,V2gzlt) 


SI. 101. Određivanje vremena pražnjenja sprem- 
nika 


Vrijeme potrebno da se razina kapljevine u spremniku spusti 
od H, na H, daje integral: 

Z=H, 
= Ž = | A4, 
CuAo V2g V. z 


=H, 


bh-ti= (508d) 


Da se odredi vrijeme za koje se spremnik potpuno isprazni, 
treba staviti H> = 0. 


Ako je spremnik cilindričan, tada je Ag(z) = const. = A,, pa je vrijeme za 
potpuno ispražnjenje spremnika: 
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E ik —VR, (508e) 
CaAoV 29 
gdje je H početna visina kapljevine u spremniku. 
Lako se dokaže da je u rotacijskoj posudi (sl. 102) kojoj se kontura mijenja 
s visinom po zakonu 


(509) 


brzina spuštanja razine kapljevine jednolika i konstantna. Princip takvih posuđa 
upotrebljavao se u davna vremena u vođenim satovima. (klepsidrama), gdje je 
visina razine u gornjoj posudi pokazivala vrijeme. 


x= const.i/z 


= const. Ve 


SI. 102. Vodeni sat ili klepsidra 


Pri proračunu istjecanja kapljevine kroz veće bočne otvore 
(sl. 103) mora se uzeti u obzir promjena brzine istjecanja po 
visini presjeka otvora. Ako se pretpostavi da je preko čitave 
visine otvora koeficijent istjecanja Cy konstantan, tada će preko 
uskog presjeka Bdh, koji se nalazi na dubini h ispod razine 
kapljevine, istjecati volumenska sekundna količina 


dQ = CyBdh|/2gh. (510a) 


Integracija od gornjeg ruba otvora, na dubini H,, do donjega, 
na dubini H., daje protok istjecanja 
2 
0 = 5-CaBY2g(H2* — 1) (510b) 


Taj je iznos manji od protoka što bi ga dao račun istjecanja 
samo s uronjajem ho simetrale otvora (sl. 103). 


Sl. 103. Istjecanje kroz veće otvore 


Hidrodinamički instrumenti za mjerenje brzine strujanja i 
protoka. Nekoliko različitih hidrodinamičkih uređaja i instru- 
menata za mjerenje brzine strujanja i protoka kapljevine zasniva 
se na Bernoullijevoj jednadžbi (475a). 

Pitotova cijev je vrlo jednostavan i točan instrument za 
mjerenje brzine strujanja. To je obična cijev u obliku velikog 
slova L, kojoj su oba kraja otvorena (sl. 104a). Cijev se 
postavi u struju kapljevine tako da je uronjeni krak paralelan 
s tokom strujanja, dok je otvor drugog (vertikalnog) kraka 
izložen vanjskom atmosferskom tlaku. Rezultati su mjerenja 
brzine strujanja točni ako uronjeni krak nema otklon veći od 
10* s obzirom na smjer paralelnog strujanja kapljevine. 

U struji kapljevine cijev se napuni kapljevinom do ravno- 
težnog položaja u kojemu visina meniskusa u vertikalnom 
kraku prelazi visinu slobodne površine na kojoj vlada atmos- 
ferski tlak p,. Naime, na ulazu uronjenog kraka cijevi nalazi se 
točka zastoja u kojoj je brzina strujanja v» = 0, pa je totalni 
tlak p» u toj točki: 

(5Slla) 


Ridge? 
P;=PiT"-=0v, 


tj. veći je od statičkog tlaka p, u točki / ispred ulaza cijevi, 
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gdje kapljevina struji brzinom v;. Izraz (511a) pokazuje da je 
totalni tlak p> veći od statičkog tlaka p, za iznos dinamičkog 

U nd 
tlaka —or1. Zato tlak p, održava u vertikalnom kraku cijevi 


stupac kapljevine h + Ah koji je viši od stupca h primjerenog 
statičkom tlaku p,. 


Sl. 105. Pitot-Prandtlova cijev 


Jednadžba hidrostatičkog manometra od točke 2 kroz cijev 
pa do slobodne površine na meniskusu glasi 


P2—egih+Ah)=p,, (511b) 


MEHANIKA FLUIDA 


a budući da je tok kapljevine ispred cijevi pravocrtan i paralelan, 
vrijedi 


Pi =D, +0gh. (51le) 
Iz jednadžbi (5lla, b i c) slijedi 
i vi = V2gAh. (511d) 


Na sl. 104b i c prikazana su dva načina postavljanja 
Pitotove cijevi na cjevovod u kojem se mjeri brzina strujanja. 

Prandtlova modifikacija Pitotove cijevi sastoji se od dviju 
koaksijalnih cijevi, što omogućuje mjerenje totalnog i statičkog 
tlaka (sl. 105a). Princip rada Pitot-Prandtlove cijevi zasnovan 
je na činjenici da se pri optjecanju rotacijskog polutijela na 
određenoj udaljenosti iza ulaznog vrha uspostavlja tlak koji se 
po volji malo razlikuje od tlaka p,, u paralelnom strujanju 
dovoljno daleko ispred tijela (sl. 105b). Ako se na toj udaljenosti 
(približno tri promjera vanjske cijevi) izbuše po obodu vanjske 
cijevi rupice i spoje s jednim krajem diferencijalnog mano- 
metra, a drugi se kraj spoji s unutrašnjom cjevčicom (u kojoj 
vlada totalni tlak p, + +0v?), dobiva se Pitot-Prandtlova cijev. 

Primjena Bernoullijeve jednadžbe i jednadžbe manometra 
daju brzinu strujanja 


(511e) 


Venturijeva cijev (sl. 106) služi za mjerenje protoka. Sastoji 
se od ulaznog dijela s ugrađenim piezometričkim prstenom, 
konvergentnog dijela, najužeg dijela (grla cijevi), također s 
piezometričkim prstenom, i blago divergentnog izlaznog dijela. 
Ulazni dio i izlaz divergentnog dijela imaju promjer jednak 
promjeru cjevovoda u kojemu se mjeri protok. Diferencijalni 
manometar (hidrostatički ili metalni) postavljen je između dva 
piezometrička prstena. Radi točnosti mjerenja treba da ispred 
Venturijeve cijevi postoji ravni dio cjevovoda duljine najmanje 
IO promjera cijevi. 


10% 152 3456 810%1,52 3 456810 
_oDie 
REPE rina 


SI. 106. Venturijeva cijev. a shema cijevi s energetskom linijom EL i hidra- 
uličkom gradijentnom linijom HGL, b presjek cijevi, e dijagram koeficijenta 
brzine Ć, u ovisnosti o Reynoldsovu broju Re, ulaznog strujanja 


Bernoullijeva jednadžba za točke 1 i 2 (sl. 106b), uz 
&, =% =|, glasi 
x 2 2 
ki 2 un=f. 2. 
04 2gA1 9 2gA, 
gdje je A, ulazni presjek Venturijeve cijevi (jednak presjeku 
cjevovoda), A, presjek grla Venturijeve cijevi. 


(512a) 
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Jednadžba manometra glasi 
Pi +togH +0gk +0gh4 — o0gho — ogk=p» (512b) 


gdje je o gustoća fluida u strujanju, a 0, gustoća mjernog 
fluida u manometru. Rješenje (512a) i (512b), uz koeficijent 
protoka Cy=cC, (jer je u Venturijevoj cijevi C, = 1), daje 
izraz za protok 


A, (2 
o RE IJATN o i a 
ian kt 2 
A ho Sus su 
= jad / 2gho| Bo 1 ). (5120) 
VI-—(A JAD! « fa) | 


Kad se mjeri diferencijalnim hidrostatičkim manometrom, 
u izrazu za protok (512c) nema visinske razlike H između 
ulaza i grla (sl. 106b), tako da protok zavisi samo od očitanja 
manometra hy, bez obzira na orijentaciju Venturijeve cijevi. 
Ako se tlakovi p, i p» mjere odvojenim manometrima, prvi 
dio jednakosti u izrazu (512c) pokazuje da H ulazi u izraz za 
protok. Međutim, ako diferencijalni metalni manometar, bez 
obzira na kojoj je visini postavljen, pokazuje razliku tlakova 
Ap, tada se H opet gubi iz izraza za protok: 


"rs 512d 
VI-(Aj/A?| e nI 


Q=cC 


U dijagramu sl. 106c prikazani su podaci o koeficijentu 
brzine C, na bazi Reynoldsova broja ulaznog strujanja Re,, 
dobiveni brojnim baždarenjima Venturijevih cijevi. Dijagram 
vrijedi za odnose promjera D,/D, = 0,25---0,75, a tolerancije 
su označene crtkanim krivuljama. 

Zbog postepenog širenja divcrgentnog dijela Venturijeve 
cijevi, lokalni gubitak h,,, je malen i iznosi =10--:15% pada 
h hidrauličke gradijentne linije od ulaza do grla (sl. 106a i 
sl. 109). Baždarenje Venturijeve cijevi vrlo fino obrađene glatke 
unutrašnje površine može dati koeficijent brzine C, nešto veći 
od jedinice. To ne znači da nema gubitaka, nego pokazuje 
da su zanemareni faktori ispravka kinetičke energije x, i «2, od 
kojih je (zbog nižeg Re) a, općenite: veći od «,. Kad bi se 
uzeli u obzir i ti faktori, tada bi izraz (512c) imao oblik 


A, /2 
=== —(Pi+0g9H — p,). 
/ A,\'! o 
/ BE %| 


Budući da je &, > %, usporedba izraza (512e) i (512c) 
pokazuje da €, mora biti veće od C;, pa tako može premašiti 
i jedinicu, dok je uvijek C; < 1. 

Mjerna sapnica (sl. 107a) radi na istom principu kao i 
Venturijeva cijev, samo mlaz iza grla nije vođen, već slobodno 
ulazi u cijev cjevovoda, što uzrokuje veće gubitke tlaka (sl. 109). 


(512e) 


1,20 
Alternativni LI8 li LILIT dos 
priključci \ 4.16 
. 1,14 0,60 
a 1124+ :! iza jak 
Z 110 
5 7 108 0,50 A, 
5 1,061—; 045 A1 
g 1,04 040 
= 1027 0,30 
£ 1,00 020 
EI 0,98 0,05 
9 0,96 L 
0,94 kk 
092/52 a Tr 
biDie 
a b Re, = ZI 


SI. 107, Mjerna sapnica. a standardne mjerne sapnice ISA i VDI: piezo- 

metrički otvori mogu biti prema konstrukciji prikazanoj na gornjem ili na 

donjem dijelu skice, b dijagram koeficijenta protoka € u ovisnosti o Reynoldsovu 
broju Re, ulaznog strujanja 
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Inače je mjerna sapnica jeftinija od Venturijeve cijevi i zauzima 
manje prostora. Izraz za protok obično se piše u obliku 


F5 
Q = CA, (Pi == D2), (513a) 
gdje je 
C 
: (513b) 


<. 
VI (AA? 


A, površina unutrašnjeg presjeka cijevi cjevovoda, a A, površina 
izlaznog presjeka sapnice. 

Podaci o koeficijentu C za različite odnose A2/A, prikazani 
su u dijagramu na sl. 107b. Taj dijagram vrijedi samo za 
standardnu izvedbu sapnice te za smještaj i dimenzije piezome- 
tričkih otvora prema sl. 107a. 


a 
ka 0 
g (80 
aa 0,76 
g: a 
šo * 0,72 
El 0,68 
2 
<0/ 0,64 
f 0,60 
oO= CAoy 2Ap 
b c 


Sl. 108. Mjerna dijafragma. a shema mjerne dijafragme, b presjek mjerne 
dijafragme, c dijagram koeficijenta C mjerne dijafragme u ovisnosti o Rey- 
noldsovu broju Re, i omjeru A4:A, 


Mjerna dijafragma (prigušnica, zaslon ili blenda) prikazana 
je shematski na sl. 108a. Koeficijent kontrakcije mlaza iza 
dijafragme definiran je odnosom 


— A, 
cu Aa > 
gdje je A, presjek vene contracte iza dijafragme, a Ag površina 
otvora dijafragme. Primjenom jednadžbe kontinuiteta i Bernoul- 


lijeve jednadžbe, te ako se uvede i koeficijent brzine C€,, dobiva 
se izraz za protok 


€ (514a) 


Au 
VI= CžA/A,)? | 


gdje je koeficijent protoka Cy = C,C,, a A, površina presjeka 
cijevi. 

Da se izbjegne određivanje dvaju koeficijenata €, i €,, 
primjenjuje se jednostavnija formula 


Q — Cu / (Pi D2), (514b) 


S Ter rTrai 
/ (Pu — m), (514c) 


O=CA, 


gdje je za standardnu izvedbu mjerne dijafragme (sl. 108b) u 
dijagramu sl. 108 c prikazan koeficijent C kao funkcija Rey- 
noldsova broja Re, i omjera Ag/A,. 

SI. 109 pokazuje da je vrlo velik lokalni gubitak pri strujanju 
kroz mjernu dijafragmu. 
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Mjerna brana služi za mjerenje protoka u otvorenom kanalu 
(sl. 110). Protok se određuje prema visini H uzvodno od noža 
brane, i to na mjestu koje je od noža udaljeno bar četiri 
maksimalne visine H za vrijeme mjerenja. Uleknuće slobodne 
površine kapljevine iznad noža iznosi 0,15H. 


hig— visina lokalnog — 
gubitka 
h — visina mjernog 
pada tlaka 
(sl.106a i 108a) 


I—— | 
0,5 = 
htm 
h 
| hu 
0 i i. i 
0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 


A2/A, za Venturijevu cijev i sapnicu 
Ao/A, za mjernu dijafragmu 


SI. 109. Visina lokalnog gubitka u protočnom mjerilu 


Indikatori 
razine 


SI. 110. Mjerna brana 


Pri izvodu izraza za protok preko pravokutne brane širine 
B promatra se elementarni protok dQ preko površine dA = Bdh 
u ravnini noža. Zanemari li se kvadrat male ulazne brzine 
Vo, Bernoullijeva jednadžba daje 


dQ = Bdh|/2gh, (515a) 


a integracijom od h=0 do h=H, i ako se uvede koeficijent 
protoka Cu, dobiva se 


Q = 5CaV2gBH*", (515b) 
U području visina iznad brane H = 30---600 mm Rehbockova 
formula za koeficijent C, glasi 

(515c) 


H 
Cu = 0,605 + +008, 
Ho 


1000(H) 
gdje je visina iznad brane (H|) izražena u metrima. 

Pravokutna mjerna brana na sl. 110 nema kontrakciju bočnih 
krajeva. Ostali tipovi mjernih brana jesu brane s kontrakcijom 
krajeva (širina je otvora brane manja od širine ulaznog kanala) 
i brane s različitim oblicima otvora brane, npr. trokutne, 
trapezne i kružne brane. 


MEHANIKA FLUIDA 


Jednodimenzijsko stlačivo strujanje 


U jednodimenzijskom stlačivom strujanju gustoća fluida o 
postaje jedna od osnovnih skalarnih funkcija varijable x. Umjesto 
oznake s za jednodimenzijsku varijablu nestlačivog strujanja, 
pri stlačivom strujanju uvodi se oznaka x. Tako jednadžba 
kontinuiteta za stacionarno stlačivo strujanje ima oblik (418d) 
i, ispusti li se indeks srednje brzine, ona glasi 


(516) 


Pri stlačivom strujanju i temperatura Tje jedna od osnovnih 
veličina i skalarna je funkcija varijable x. 

U običnim tehničkim problemima strujanja plinova redovito 
se utjecaj masenih sila (npr. gravitacije) može zanemariti, pa iz 
jednadžbe gibanja i energetske jednadžbe otpada član koji 
izražava taj utjecaj. Međutim, pri analizi dinamike strujanja 
velikih masa plina, npr. pri analizi stabilnosti atmosfere, Zemljina 
gravitacija ima velik utjecaj koji se ne smije zanemariti. 

Za jednodimenzijsko stacionarno strujanje stlačivog fluida, 
ako između presjeka 1 i 2 strujne cijevi fluid ne obavlja 
mehanički rad, niti se rad obavlja na fluidu (tj. u sustavu nema 
stroja, pa je P, =0), energetska jednadžba (388d), uz U =0 
i nakon dijeljenja masenim protokom m, dobiva oblik 


ih = o(x)v(x)A(x) = const., uzduž strujne cijevi. 


Di v2 
hn hmgrat=h+e (517) 


gdje je 4 = Q/m toplinska energija po jedinici mase fluida 
dovedena fluidu iz vanjskog toplinskog izvora, ili toplinska snaga 
po jedinici masenog protoka, s dimenzijom [g] = L*T-*, dakle 
[dla = J/kg = W(kg/s). 

U energetskoj jednadžbi (517) pretpostavljeni su jedinični 
faktori ispravka kinetičke energije definirani izrazom (489b), 
tj. i == 1. Ako se pretpostave jedinični faktori ispravka 
količine gibanja definirani sa (499b), tj. B, = fx = 1, jednadžba 
količine gibanja (379) za jednodimenzijsko stacionarno stlačivo 
strujanje, umjesto oblika (500), poprima oblik 


j BAS = 02P2V2A2 — OBiviAi = m(8, — B,), (518) 
KP 
gdje, uz vanjske normale, maseni protok iznosi 
m =0BMmA,= — Qi MiAr. * (5184) 


U jednadžbi (518) zanemaren je utjecaj masenih sila. 

Razvije li se lijeva strana izraza (390b), drugi zakon ter- 
modinamike za jednodimenzijsko stacionarno strujanje dobiva 
oblik 


* 


025202A2 — OiSiViA1 + 1. fdS 2 0, 


KP 


(519) 


gdje je s specifična entropija. Za adijabatsko strujanje (tj. 
d = 0), primjenom jednadžbe kontinuiteta, izraz (519) prelazi u 


52 — 8120. (519a) 


Odnosi za savršeni plin. Savršeni plin je tvar s jednadžbom 
stanja u obliku 
p=o0RT (520a) 


U tehničkoj se primjeni mogu mnogi plinovi smatrati 
savršenim plinom ako se nalaze ispod kritičnog tlaka, a iznad 
kritične temperature (v. Termodinamika). Savršeni se plin ne 
smije poistovjetiti s idealnim fluidom ili idealnim plinom. Naime, 
idealni fluid ili plin idealizirani je medij bez viskoznosti, pa 
zbog toga u njemu ne mogu postojati smična ili tangencijalna 
naprezanja, dok je savršeni plin viskozan i definiran samo 
jednadžbom stanja (520a). Idealni savršeni plin je idealizirani 
neviskozni stlačivi fluid koji slijedi jednadžbu stanja (520a). 
Pri analizi stlačivog strujanja plinova uvijek se mora računati 
s apsolutnim tlakom p koji ulazi u jednadžbu stanja (520a). 

Toplinski i kalorično savršeni plin jest plin koji slijedi 
jednadžbu stanja (520a) i ima konstantne specifične topline c, i 
€,» pa je konstantan i omjer 

sk (520b) 


oi 
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Realni plinovi odstupaju više od toplinske i kalorične savršenosti 
nego od jednadžbe stanja (520a). 
Za čistu tvar koja slijedi jednadžbu stanja (520a) vrijedi 


odnos 
(Gu 
2 
\00/r 

tj. da unutrašnja energija savršenog plina ne zavisi od gustoće, 

nego samo od temperature, pa je 


(5214) 


du = c,dT, (521b) 
( Qu \ 
š= Enk (521c) 


Promjena unutrašnje energije savršenog plina između bilo 
kojeg para krajnjih stanja iznosi 
T, 
u —uy= | (TdT=c(T—T, (521d) 
T, 
gdje se prvi dio jednakosti odnosi na savršeni plin, a drugi 
na toplinski i kalorično savršeni plin. 
Prema (520a) i omjer p/o funkcija je samo temperature, 


te je i entalpija h (386a) također funkcija samo temperature, 
pa vrijede relacije: 


5) Gi Sea E (7): (522a) 
Promjena je entalpije dana izrazom 
h—h= 1 GLTIAT= c,(T — Ti) (522b) 
Primjenom jednadžbe Po (520a) može se pisati 
h=u+2=u+RT (523a) 


ili primjenom (521b) diferencijalni oblik izraza za entalpiju glasi 
dh = c,dT= du + RdT= c,dT+ RdT. (523b) 

Iz te se relacije dobiva za savršeni plin važna jednakost 
&Q=c+R. (523c) 


Uvede li se u tu jednakost omjer specifičnih toplina x prema 


(520b), dobiva se 
x x op 


R= ; 
x—1loT 

, l l 

Cp _ Re p 

x x-1 x—1oT 


Gibbsova jednadžba (414a) i primjena jednadžbi (521b) i 
(520a) daju izraz za diferencijal entropije savršenog plina: 


(523d) 


DE 


(523e) 


Li DARE) O dT do 
= d I=6——R—. 524 
o T iagTA 0) PET 0 Ba) 
Uz c, = const. integracijom se dobiva 
T 02 
S>—-S=cGln=—Rin=, 524b 
S2 — Sr = € T, n si ( ) 


a primjenom (523e) i (520a) taj izraz poprima i sljedeće oblike: 


T / -(#-1) 
Me. zi 2) (524c) 
1'€1/ 
52 —Si=c,ln > 1 K (524d) 
1'€1/ 
TT x -(x-1) 
5 — spžcjin (2) (2) | (524e) 
\41 1 


Ako je proces izentropski, tj. adijabatski i reverzibilan, tada je 
52 — S, = 0, pa iz (524d) slijedi 


mii (5249) 


I31 


ili 


E. const. za izentropski proces. (524g) 


= 


Taj se proces može izraziti i temperaturama u obliku 


*=| 


1 S (Z M = i I 
T, Di 0, 
Izraz (524g) pokazuje da je izentropski proces barotropan: 
1 


(524h) 


= E DP o \x 
gala (5) * (525a) 
pa funkcija tlaka 2, definirana sa (430b), postaje 
p p > I 
"dp (( p\*x x (p 0) 
Pp)=|>= = po 
2 e o(p) , z dp Eg :l 0 kh (525b) 
Po Po 


Brzina širenja slabog dačnog poremećaja ili brzina zvuka. 
Ako se stap u cijevi (sl. 111a i b) u trenutku f = ty odjednom 
počne gibati nekom malom brzinom dv, istodobno nastaje preko 
površine stapa slabo stlačivanje fluida, što se očituje u povećanju 
tlaka za dp i gustoće za dp. Nakon toga, u vrijeme t > ta, taj 
se poremećaj širi uzduž cijevi konstantnom brzinom c, i to u 
obliku valnog čela (sl. 111c). Fluid kroz koji je prošlo čelo 
vala nalazi se pod tlakom p + dp, ima gustoću o + do i giba 
se brzinom dv. Fluid ispred valnog čela i dalje ostaje nepore- 
mećen u stanju p, o i v=0. Pri tom treba razlikovati malu 
brzinu strujanja fluida dv od velike brzine c kojom čestice 
međusobnim dodirom jedna drugoj prenose poremećaj koji se 
dogodio negdje u fluidu. Kad bi fluid bio apsolutno nestlačiv, 
ta bi brzina širenja poremećaja bila beskonačna, tj. poremećaj 
bi se istodobno i trenutno raširio čitavim fluidom. 


uv=0 


da Pa 
ŽA_.p + dp,o + do, 
% dv 
GL 


Sl. 111. Širenje slabog tlačnog poremećaja u fluidu 


S obzirom na promatrača u sustavu čvrsto vezanom uz 
cijev pojava je nestacionarna. Analiza je jednostavnija ako je 
inercijski sustav promatrača čvrsto vezan uz čelo vala koje se 
giba konstantnom brzinom c, jer je u tom sustavu pojava 
stacionarna. Na dijagramu sl. 112 prikazane su veličine p, 0 i v 
kako ih vidi promatrač koji se giba zajedno s čelom vala. 


KV 
ai 


+x 
i KP 
, l 
v4p 
p+dp I p 
ja me o S 
l 
0 + do o 
== uo repni me 
| 
| 
GE Bh kg 
K x 
l 
€ — dv H a 
-oy 
SI. 112. Izvod izraza za brzinu zvuka 


Joe 


Jednadžba kontinuiteta (516) ili (5184) i x-rkomponenta jed- 
nadžbe količine gibanja (518), primijenjene na fluid unutar kon- 
trolnog volumena koji prekriva neposredni okoliš valnog čela 
(sl. 112), daju 


m=o0cA=(0+do)(ć — de)jA, (526a) 
dp4 =ocA[—(c—dr)+cl], (526b) 
ili zanemari li se dodv kao produkt malih veličina, vrijedi 
do dr 
u Zs dp = ocdv. (526c) 
Ako se te dvije jednadžbe podijele, dobiva se 
dp 2 di 'dp 
lee 1 .=|/< 
dj € ili C | qo: (526d) 


To je izraz za brzinu širenja slabog poremećaja u fluidu ili 
izraz za brzinu zvuka. 
Pomoću (statičke) jednadžbe kontinuiteta 


dm =0dV+Vdo=0  (527a) 

može se prikazati zakon stlačivanja fluida (1) i u obliku 
SELO ei Leš. 
2 K do o 


Ako se jednakost (527b) uvrsti u (526d), dobiva se alternativni 
izraz za brzinu zvuka 


m =0V = const. ili 


(527b) 


/K 
c=|/—. (528) 
Će 

Za vodu temperature 15*C volumenski modul elastičnosti 
iznosi K = 2,15. 10? Pa, a gustoća o = 999,1 kg/m?, pa je brzina 
zvuka u vodi c = 1467 mjs. 

Pri prolazu zvučnog vala neznatne su promjene taka i 
temperature, pa se proces može smatrati reverzibilnim, a budući 
da je proces relativno brz, može se, zbog neznatne temperaturne 
promjene, smatrati i adijabatskim. Prema tome, proces širenja 
zvučnog vala u fluidu može se smatrati izentropskim. Odnos 
pie za savršeni plin i izentropski proces dan je izrazom 
(524g), pa vrijedi 


a xp 
—|=x-const. -g*!=— (529) 
ki js o 
ili, izraženo volumenskim modulom elastičnosti, 
K = xp za izentropsku kompresiju. (529b) 


Prema (526d) ili (528) izraz za brzinu zvuka u savršenom 
plinu glasi 


/(dp xp 
1, = = > 
e=|/| nja (529) 
ili je, primjenom (520a), alternativni oblik 
c= VxRT. (529d) 


Prema toj jednadžbi, u zraku temperature 15*C, uz R = 
= 287,04] /(kgK) i x = 1,4, brzina zvuka iznosi 340,3 m/s. 

Izraz (529d) pokazuje da u savršenom plinu brzina zvuka 
zavisi samo od apsolutne temperature. Za nestlačivi je fluid 
volumenski modul elastičnosti K beskonačan, pa je i brzina 
zvuka beskonačna. 

Budući da je e brzina širenja slabog poremećaja relativno 
prema česticama fluida, apsolutna brzina zvuka a u fluidu 
koji struji brzinom r iznosi 

a=vic, (529e) 
gdje se predznak + odnosi na područje nizvodno od izvora zvuka, 
a predznak — na područje uzvodno od izvora zvuka, dok se 
predznak brzine a odnosi na smjer brzine v. Zbog toga, kad 
fluid struji brzinom v» < c preko dva fiksna mjesta koja se nalaze 
jedno uzvodno, a drugo nizvodno od izvora zvuka, isti ton emi- 
tiran određenom frekvencijom čut će se na mjestu uzvodno od 
izvora zvuka kao ton više frekvencije, a na mjestu nizvodno od 
izvora kao ton niže frekvencije od one kojom je stvarno emitiran. 
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Ako se kroz fluid koji miruje giba izvor zvuka nekom određenom 
brzinom, tada će se na fiksnom mjestu u fluidu čuti ton kojemu 
frekvencija raste s približavanjem izvora zvuka, a opada s 
udaljavanjem izvora zvuka. Ta se pojava zove Dopplerov efekt. 

Kao što pokazuje izraz (529), kad je v > c, predznak a je 
u oba slučaja pozitivan, pa se u području uzvodno od izvora 
zvuka neće uopće čuti zvuk, tj. u nadzvučnom strujanju slabi 
se poremećaji ne mogu širiti uzvodno, tj. u smjeru suprotnom 
od smjera strujanja. 

Ako u fluidu koji miruje točkasti izvor zvuka emitira ton 
određene frekvencije, tada će se pulsovi tog tona širiti prostorom 
u svim smjerovima formirajući sferna valna čela (sl. 113a). 
Kad se preko takva izvora pusti da fluid paralelno struji brzinom 
Vo < c, zvuk će se ponovo širiti na sve strane, ali s nizom 
ekscentričnih valnih čela pojedinog pulsa tona (sl. 113b). Pri 
v, >c situacija se potpuno mijenja, i kao što pokazuje 
konstrukcija na sl. 113c, sav poremećaj ostaje unutar konusnog 
područja nazvanog Machovim konusom, izvan kojeg je tzv. 
zona tišine. Ako se takav točkasti izvor zvuka giba kroz mirni 
fluid nadzvučnom brzinom u = —v,, na fiksnom mjestu u 
fluidu čut će se zvuk tek kad na to mjesto naiđe rub Machova 
konusa. Ta se pojava opaža kad nebom proleti avion nadzvuč- 
nom brzinom. 


Ve =0 


Vo <c (Maw=0,5< 1) 


t 
ITI 
Ga Ka ata 


*y 


te >c (Mao=15>1) 


Zona 
tišine 


xy 


SI. 113. Širenje poremećaja Nuidom u trodimenzijskom prostoru 


Polovični kut Machova konusa naziva se Machor kut, i 
prema sl. 113c iznosi: 


: ct 1 
sina = — = 
Vet Ma, 


> (5291) 


gdje je Ma, = v,/c Machov broj. 

O detaljnijoj dinamičkoj analizi širenja slabog poremećaja u 
fluidu (kao nestacionarne pojave) v. Valovi u fluidima. 

Jednodimenzijsko stacionarno izentropsko strujanje idealnoga 
savršenog plina. Pri takvu su strujanju sve veličine funkcije 
samo jednodimenzijske varijable x: v = (x), p = p(x), o = 0(2), 
T= T(x), A = A(x), s(x) = const. 

Zanemare li se masene sile (tj. f = 0), Eulerova jednadžba 
gibanja(421a)za jednodimenzijsko stacionarno strujanje idealnog 
fluida poprima oblik 


dr 4 dp 530 
"dx odr Lo) 
a jednadžba kontinuiteta (516): 
M =orA = const. (530b) 
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Piše li se jednadžba (530a) u obliku diferencijala 


dp [dr\.do_ _ odo 
dis zin oo (530c) 
a (530b) u obliku logaritmičkog diferencijala 
do dvo dA 
š + sA ra = 0, (530d) 


i ako se uvede Machov broj Ma = v/c, kombinacija (530c) i 
(530d) daje Hugoniotoru jednadžbu 
(Maž E dA 
A 


Primjenom (530a), Hugoniotova se jednadžba može pisati i u 
obliku 


(531) 


(531a) 


Hugoniotovom se jednadžbom mogu rastumačiti odnosi iz- 
među prirasta površine presjeka strujne cijevi dA, prirasta 
brzinedri prirasta tlaka dp pri podzvučnom (Ma < 1)i nadzvučnom 
(Ma > 1) strujanju idealnog stlačivog fluida (sl. 114). Ti su 
odnosi sljedeći: 


dv<0 
dp >0 
Podzvučni difuzor 


dv<0 
dp>0 


dA <0 (Konvergentni kanal) 


> 
Nadzvučni difuzor 


Sl. 114. Odnosi pri izentropskom strujanju 


a) Ako je Ma < |, tada dr i dA imaju suprotne predznake, 
tj. pri podzvučnom izentropskom strujanju plina, kao i pri 
strujanju nestlačivog fluida, brzina se strujanja smanjuje s po- 
rastom površine presjeka cijevi, i obratno, pri smanjenju presjeka 
cijevi brzina se povećava. 

b) Ako je Ma> |, predznaci de i dA su jednaki, tj. pri 
nadzvučnom izentropskom strujanju plina u cijevi koja se sužava 
strujanje se usporava, a u cijevi koja se proširuje strujanje se 
ubrzava. Ta, na prvi pogled paradoksalna pojava nastaje zato 
što se u nadzvučnom području brzina gustoća plina pri ekspanziji 
toliko smanjuje da se bez obzira na porast površine A produkt 
oA u jednadžbi kontinuiteta ipak smanjuje, pa se brzina v 
povećava. 

c) Ako je Ma=1| te je dA =0, pripadni presjek cijevi na 
kojemu je izentropsko strujanje jednako brzini zvuka naziva se 
kritični presjek, A,,. Nuždan uvjet ekstrema površine presjeka 
A jest dA =0, tj. dA/dx =0. Lako se dokaže da je kritični 
presjek A,, minimalan, a ne maksimalan presjek. Naime, ako 
plin pritječe maksimalnom presjeku, podzvučno strujanje se 
usporava i ne može doseći Ma = 1, a nadzvučno strujanje se 
ubrzava, pa zato Ma i dalje raste te ostaje Ma> I. Zbog 
toga se na maksimalnom presjeku cijevi nikad ne može ostvariti 
strujanje brzinom zvuka. 

d) Ako je dA =0, tj. presjek je ekstreman (maksimalan 
ili minimalan), tada je ili Ma = I, tj. presjek je kritičan (mini- 
malan), ili je Ma+#1, a dr=0. U tom posljednjem slučaju, 
bez obzira da li je brzina strujanja podzvučna ili nadzvučna, 
ona u ekstremnom presjeku ima ekstremnu vrijednost. Pri 
podzvučnom strujanju brzina je minimalna na maksimalnom 
presjeku, a maksimalna na minimalnom presjeku. Pri nad- 
zvučnom je strujanju obratno, na maksimalnom presjeku brzina 
je maksimalna, a na minimalnom minimalna. 

Dakle, da bi se ostvarilo nadzvučno stacionarno izentropsko 
strujanje plina iz stanja mirovanja u spremniku, potrebno je da 
plin prvo prolazi kroz konvergentni dio cijevi i zatim, uz odgo- 
varajuće uvjete na izlazu, u divergentnoj cijevi postiže nadzvučnu 
brzinu strujanja. 


o) 


Iz jednadžbe gibanja (530a) slijedi 


d 
PR ge), 


a (531b) 


tj. pri izentropskom strujanju dp i de uvijek imaju različite 
predznake. 

Ako se zanemari utjecaj masene sile (U =0) i primijeni 
funkcija tlaka 7 za izentropski proces (525b), integral jednadžbe 
gibanja idealnoga barotropnog fluida (433c) prelazi u Bernoul- 
lijevu jednadžbu za stacionarno izentropsko strujanje idealnoga 
savršenog plina: 


2 
x t x 
P = Po _ const, 


x—-10 2 x—10 
gdje indeks 0 označava veličine (izentropskog) stanja mirovanja 
ostvarenog povratnim procesom (npr. tlak po, gustoća 04, 
brzina zvuka co, temperatura T,, entalpija ho itd. plina u 
spremniku u kojemu miruje i iz kojeg izentropski istječe). 

Za dvije točke jednodimenzijskog izentropskog strujanja, 
primjenom odnosa (524f) za izentropski proces, jednadžba (532) 
može se pisati u obliku 


(532) 


Mein 2 ul rei il 
2 x—lo "Di! 
#1 
x DlijiPi\« 
aii ka Zuk (532a) 


Za stacionarno izentropsko ika vrijedi i adijabatska 
energetska jednadžba (388f) sa U =0 ili (517) sa q =0, tj. 


1 
h+ 5 =ho 


Za savršeni plin s konstantnim c, i c, 
(520a) slijedi 


(533) 
iz (5226), (523d) i 


pe P= nae E 


x—1 x—leo Gi 


gdje je proizvoljna konstanta izjednačena s nulom. Uvrštenjem 
(533a) u (533) dobiva se Bernoullijeva jednadžba (532). 
Jednadžbe (532) i (533) imaju u praktičnoj primjeni i druge 
alternativne oblike. Ako se prva jednakost iz (5334) uvrsti u 
(533), slijedi 
2 
&T+5=€,N, (534a) 


a primjenom (529d) i (523d) ta jednadžba poprima oblik 
, —1, A . T I —1! 
ča = ili Za! 5 Ma. 

Primjenom (524h) dobivaju se iz (534b) izrazi za omjere tlakova 

Po/p 1 gustoća 00/0: 


mL (14*zime\ 


(534b) 


x 1 
x—1 “- 
Geaa VAIA 


(534c) 


Uvjeti strujanja na najužem presjeku jednodimenzijskog 
strujanja nazivaju se kritičnima kad je na tom mjestu brzina 
strujanja jednaka brzini zvuka (Ma = 1 na A;,), pa je 


Guri 2 


(slan /4Pkr 

Okr 

Jednadžbe (532) i (533) mogu se izraziti i veličinama kritičnih 
uvjeta. Tako jednakost (535a) uvrštena u (534b) daje 


"==, = =Vx RTL dva (535a) 


/ 
U 


CG = zega skr (535b) 
što uvršteno natrag u (534b) daje 
E —1 1 
2+ s Ka (535c) 
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Pri Ma =1 odnosi (534b i c) prelaze u odnose kritičnih 
veličina i veličina izentropskog stanja mirovanja: 


Mitja 2 
neka 
D 21 lazi 

«Ja 
đa _( 2 ju 
00 \x+1 


U tabl. 5 dani su podaci o tim odnosima za tri uobičajene 
vrijednosti x. 


Tablica 5 
ODNOS KRITIČNIH VELIČINA I VELIČINA STANJA 
MIROVANJA PRI IZENTROPSKOM STRUJANJU 
IDFALNOGA SAVRŠENOG PLINA 


> $=1,286 5=1,400 i=1,667 
Ti 

i 0,8750 0,8333 0,7500 
Th 

Pkr 0,5483 0,5283 04871 
Po 

= 0,6267 0,6339 0,6495 

0 


Ako bi se od nekog polaznog stanja mirovanja Po, 00, 
To i Co izentropska ekspanzija plina pri istjecanju odvijala do 
potpunog vakuuma, tj. p, 0, Ti c=0, npr. pri istjecanju iz 
spremnika kroz konvergentno-divergentnu sapnicu (sl. 115), 
ostvarila bi se maksimalna ili granična brzina za koju izrazi 
(534a), (534b), (535c), (532) i (533) redom daju 


x+1 
=%|%=17 


Vmax = V2c, To = Co jeka 


I 2% Po _ 
= x—10 


Pomoću te maksimalne brzine mogu se izvesti novi oblici ener- 
getske ili Bernoullijeve jednadžbe izentropskog strujanja. Npr., 
uvrštenjem u (534b) dobiva se oblik 


2ho. (536a) 


izx-i 2 


(536b) 


Spremnik: 
v=0 Apsolutni vakuum 
p=pPo p=004=0T=0, 


2=% = 
T= 1 c=0 
c=6 
DV = "ma 
— — > — 
SI. 115. Istjecanje u vakuum 


Umjesto Machovim brojem Ma = v/c, odnosi pri izentrop- 
skom strujanju (534b i c) i ostale jednadžbe mogu se izraziti 
koeficijentom brzine A definiranim sa 


v 
A=—. 
Ckr 


(536c) 
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Taj se odnos naziva i normalizirani Machov broj, a neopravdano 
se označuje sa Ma, 
Lako se dokaže da su A i Ma povezani izrazima: 


Ma 


i- |E ' 
: hE 
2 


(536d) 


(536e) 


Ako je Ma=0, tada jeil=0,aza Ma=1i/=1;ako 
Ma-+00, tada A—> Ay Edje je 


x+1 
men 


Recipročni odnosi izraza (534b i c) izraženi sa A glase: 
Toki i*= 1 


(536f) 


pe 2 
ka IA (537) 
BE ja a) : (5376) 

Do x+ 1 ? 

-k, 

( x—1 
=|1-2z Ši 2) (537c) 


Kad se u Primi strujanju brzina mjeri pomoću Pitotove 
ili Pitot-Prandtlove cijevi, potrebno je odvojeno izmjeriti statički 
tlak p., tlak stanja mirovanja py i temperaturu 7. Za May = 
=a < primjena Bernoullijeve jednadžbe (532), jednadžbe 
izentrope (524f) i izraza bau daju izraz za brzinu mjerenu 


Pitotovom cijevi: 
d x-i 
Deo 2 a, (Pe a] 
2). / 2e, M1 (2) |: (539 


e a l- 


Po 0% 


U nadzvučnom strujanju Ma, > 1, kad nadzvučna brzina 
v,, padne na nulu, nastaje ispred nosa Pitotove cijevi udarni 
val i izraz (538), valjan za izentropsko zaustavljanje fluida, ne 
može se više primijeniti. 

Utjecaj stlačivosti fluida na razliku tlakova po i p., raste 
s povećanjem Machova broja i izražava se faktorom stlačivosti 
ili kompresibilnosti 


nj ne =f(Ma.,). (539) 
739% 
Za nestlačivi fluid 0., = const. taj faktor iznosi 
1 
5 2=va 
je S i Ze (539b) 
= Ea 
30eva 7 eva 


U stlačivom strujanju odnos tlakova pg i p,, dan je izrazom 
(534c), i za Magy < 1 taj izraz razvijen u red daje u okolišu 
Maž, = 0: 


Do x , x M HZMO aL 
—= —M —M ———M 
a 1+ 4 +3 ask 48 a + 
*(2—%(3— 2%), a 
s 539% 
384 Mak, + (539c) 
Budući da prema (529) vrijedi 
2 2 
x DA LEN E A Des 1 2 
> ZS=—Pe—>=—04v2  (539d 
3 PeMax Ps 2Pozp, 2020 (539d) 
2 
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za faktor stlačivosti pomoću (539c) dobiva se izraz 


Po — Pa s A 
= 1 Mat. 
do nan t sa a 
50 Va 
zExB=2 
So i i (539) 
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U tabl. 6 prikazane su vrijednosti faktora F, za područje 
Max,=0-11ix=14. Iz te se tablice vidi da ako se za 
Ma., > 0,2 zanemari stlačivost fluida, u razlici po — po nastaje 
pogreška veća od 1%, što za omjer gustoća 0.,/09 daje pogrešku 
veću od 2%. 


Tablica 6 
FAKTOR STLAČIVOSTI F, =f(Ma,) ZA SAVRŠENI 
PLIN (x=1,4) 
jes 
Ma, = — Fe 100(F. — 1) 
Ce % 
0 I 0 
0,05 1,0006 0,06 
0,10 1,0025 0,25 
0,15 1,0056 0,56 
0,20 1,0100 1,00 
0,25 1,0157 ie) 
0,30 1,0227 2,27 
0,35 1,0310 3,10 
0,40 1,0406 4,06 
0,45 1,0517 5,17 
0,50 1,0641 6,41 
1,00 1,2756 27,56 


Jednadžba kontinuiteta također se može izraziti kritičnim 
veličinama 


M =00A = Ok Air = OkrCkr Akre (540a) 
Maseni protok kroz jediničnu površinu normalnog presjeka 
cijevi m, naziva se maseni tok ili fluks, a definiran je sa 
(540b) 


mi=—=0. 
A 
Odnos masenog toka i kritičnoga masenog toka naziva se 
normalizirani maseni tok mi, a može se pisati: 


02v _ Ak __0v 


A OkrEkr 00 Okr € Co Čkr 


= E5345 : 

Okrčkr oo 

Primjenom odnosa (534b), (534c) i (535d) normalizirani 

maseni tok savršenog plina postaje funkcija Machova broja, 
ili, primjenom odnosa (536d), koeficijenta brzine 


mi = 
OkrVkr 


(540c) 


see Ar ov Ma 
m, = = = = 
A krči 1x+1 
2 1 2x-1 
KA Ma? | 1 
x+1 «+1 
1 
x+1 x—1,\c-i 
=a --T# (540d) 


Ta funkcija ima maksimum pri Ma=2A=1, pa je maseni tok 
maksimalan pri kritičnim uvjetima. To vrijedi i za druge plinove, 
a ne samo za savršeni plin. U dijagramu na sl. 116 prikazane 
su za x = 1,4 funkcija mi = F,(Ma) i njena recipročna vrijed- 
nost 1/mi = F2(Ma). 

Omjer Ay,/A ne može biti veći od jedinice, pa prema tome 
ni omjer A/A,, ne može biti manji od jedinice. Za bilo koji 
AlAx > 1 postoje dva Machova broja: jedan za podzvučno 
strujanje Ma< 1, a drugi za nadzvučno strujanje Ma > 1. 
Oblik krivulje F2(Ma), sl. 116, može se zamisliti kao iskrivljeni 
profil nadzvučne sapnice u kojoj se Machov broj povećava s 


Po9 


udaljenosti u smjeru strujanja, što očito zahtijeva određeni 
protutlak u prostoru kamo plin istječe. 

Za praktične proračune izentropskog strujanja služe tablice 
s numeričkim vrijednostima odnosa pojedinih veličina kao 
funkcija Machova broja Ma ili koeficijenta brzine A. 


10 


v 
Ma= — 


SI. 116. Maseni tok i recipročna vrijednost kao funkcija Machova broja 
zax=1,4 


Istjecanje idealnoga savršenog plina kroz sapnice. Pri pod- 
zvučnom istjecanju idealnoga savršenog plina preko granične 
površine mlaza plina ulazi u unutrašnjost mlaza tlak p, prostora 
u koji istječe plin, pa vrijedi uvjet 


Pa = Pa (541) 


gdje je p, tlak u unutrašnjosti izlaznog mlaza, a p, tlak u 
prostoru kamo istječe plin, koji se naziva i protutlakom. 

Pri nadzvučnom istjecanju tlak se unutar fluida ne može 
širiti u smjeru suprotnom od smjera strujanja, pa tlak u mlazu 
Pm može biti veći, jednak ili manji od protutlaka okoliša 
Pa, tj. vrijedi uvjet 


Pa Ž Da (542) 


Uz zadani tlak po u spremniku pri nadzvučnom se istjecanju 
može ostvariti uvjet p,, = p, samo jednim određenim odnosom 
izlaznog presjeka sapnice i protutlaka p,. Ako je pri nadzvučnom 
istjecanju p, > p,, plin napuštajući sapnicu dalje ekspandira u 
u prostoru do tlaka p,. Ako je py < p,, na izlaznom se presjeku 
cijevi stvara udarni val u kojemu tlak skokovito poraste na p,,. 


Konvergentna sapnica. Analiza istjecanja kroz konvergentnu 
sapnicu prikazana je dijagramima odnosa tlaka p/p, i Machova 
broja (sl. 117): 

a) ako je p,j; = Po, nema istjecanja; 

b) ako je pk, < Pa» < Po, Uzduž sapnice svuda je podzvučno 
strujanje (Ma< 1), a u mlazu na izlazu tlak je pa =pP.; 

c) ako je Pa = Px, istjecanje je brzinom zvuka (Ma = l), 
a u mlazu je Pu Z Pa3 = Pkr> 

d) ako protutlak p, i dalje pada ispod tlaka p,, (tj. ua < Di), 
unutrašnje strujanje u sapnici neće se ništa promijeniti prema 
slučaju pod c), jer se protiv smjera strujanja ne može kroz 
mlaz širiti nikakav poremećaj. To pokazuje i Hugoniotova 
jednadžba (531), prema kojoj se u konvergentnom dijelu sapnice 
ubrzavanje strujanja od Ma = 0 u spremniku, može odvijati naj- 
više do Ma = 1 na presjeku minimalne površine. Na samom izlazu 
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bit će u mlazu py, = px, a ekspanzija je od py, do p,a izvan 
sapnice. 

Sapnica u kojoj su dosegnuti kritični uvjeti na presjeku 
minimalne površine i gdje je ekspanzija na niži tlak okoliša 
izvan sapnice, naziva se zagušena sapnica. Kad su jednom 
dosegnuti kritični uvjeti, očito se i maseni protok ne može 
dalje povećavati, bez obzira na snižavanje protutlaka p,. 


U, 
“o LA 


#Y 


1 Pa=P v=0 

2 Pkr< Pa2< Po, PmiZ Pa 

3 Poz PaZ Prsa May= 1 

4 Pa< Pir= Pa. Ma,= | 
Sl. 117. Istjecanje kroz konvergeninu sapnicu 


Opisani odnosi pri istjecanju kroz konvergentnu sapnicu 
mogu se sažeti u sljedeće: kad je 


Dkr = Da< Po, (543a) 


tad je uvijek p,, =p,, pa je strujanje s Machovim brojem 
Ma < I; za sve protutlakove 


Da Š Dar (543b) 


u izlaznom je mlazu py, =pPu ŠP, pa je istjecanje uvijek 
brzinom zvuka (tj. Ma = 1), a dodatna ekspanzija plina nastaje 
izvan sapnice. 

Pri određivanju masenog protoka kad je p, ž px, izlazna 
brzina iz konvergentne sapnice računa se pomoću Bernoullijeve 
jednadžbe (532a), koja uz vy=0, pr=pP 01=01V=V, 
P2 = Pa daje 


(544a) 


Primjenom izentropskog odnosa (524f) može se gustoća u 
mlazu 0,, izraziti sa 


(Pa\x 
om=|= 3 544b 
(ZJfeo (5446) 
pa je maseni protok 
/ ?| o 
: Da \x Da 
= A=4l 2 i1— 544c 
M = Omom / ;Poeo| +) | sE (5440) 
za sve omjere tlakova 
Db | 2 \x-1 
ž : 544d 
Po Do ke +1 : , 
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U izrazu (544c) A je površina presjeka otvora sapnice i površina 
mlaza, tj, pretpostavljen je koeficijent kontrakcije C, = 1. 

Pri kritičnom omjeru tlakova i za sve omjere tlakova manje 
od kritičnoga, tj. pri 


Pa < Por Ali 


544e 
Po 5 \x+ nja Ga 
izlazna brzina ostaje jednaka brzini zvuka: 
LJ = VRANE Tana, 
Pa _|/_24_Po 
m = Vmke = G= [Pe 544 
kr = Ckr = | en ES (5440) 
gdje je primijenjen omjer 
Dkr 2 Do 
—= e 544 
dam INI ge (544g) 


dobiven dijeljenjem drugog i trećeg izraza (535d). 

Izrazi (544f) i (544b) daju za maksimalni maseni protok 
izraz 
x+1 
\Mx- 1) 


Pm: ax =mMu= OkrCkrA = d= ZEA Vxpooo, (544h) 
ZA SVE PAŠE Dre 

Ako se maseni protok (544c) podijeli maksimalnim ma- 
senim protokom (544h), dobiva se bezdimenzijski maseni pro- 


tok 
x+1 2 
i: pa mia 
za 2 Po! 


za SVE DŽI, A 1 = 1 za sve p, S Pr 
U dijagramu na sl. 118 prikazani su za x = 7/5 = 1,4 bez- 
dimenzijski maseni protoci (545) kao funkcije omjera tlakova 


Po/Po- 


x-1 


Pa\* 
2 


(545) 


Mimax 


>] a 


7 
bol nad 1,400 


ji 


m 
1— [Ba 
\Po! 


mo = 3,86391/(24) 


Pa 


za Pa > Pkr_| 
Po Po 


0 0,2 0,4 10,6 0,8 KU 12 14 1,6 L8 
| 
Pir 0,5283 za 


0 Po 


SI. 118. Zavisnost bezdimenzijskog masenog protoka 1! = mmf, = ii imax od 
omjera tlaka pa u prostoru istjecanja i tlaka po u spremniku 


Konvergentno-divergentna (De Lavalova) ili nadzvučna sap- 
nica. Na ulazni (konvergentni ili konfuzorski) dio sapnice, koji 
se sužava do grla, nastavlja se izlazni ili difuzorski dio. Ako 
pri istjecanju kroz sapnicu brzina plina na grlu ima kritičnu 
vrijednost (tj. jednaka je brzini zvuka), pri daljnjoj ekspanziji 
plina i pri određenim uvjetima protutlaka na izlazu u prostor 
istjecanja u difuzorskom se izlaznom dijelu sapnice može ostva- 
riti nadzvučno strujanje. 

Analiza istjecanja kroz konvergentno-divergentnu sapnicu 
grafički je prikazana dijagramima omjera tlakova p/py i Machova 
broja na sl. 119. Ti dijagrami pokazuju sljedeće: 

a) ako je protutlak p,, = po, tada nema strujanja; 

b) ako je protutlak p,, takav da je po> Pio > P,3, tada 
je svuda unutar sapnice strujanje podzvučno; 
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€) pri jednom potpuno određenom protutlaku p,,, strujanje 
na grlu je kritično (Ma=1), a u divergentnom se dijelu 
nastavlja podzvučno strujanje; 

d) u području protutlakova od p,, do p,g, kad su protu- 
tlakovi p,3 > Paa > Pos > Pog, na grlu sapnice nastaju kritični 
uvjeti, a u divergentnom dijelu nadzvučno strujanje. To nad- 
zvučno strujanje na nekom mjestu preko udarnog vala prelazi 
u podzvučno, da bi se na izlazu tlak povisio, npr. na p,4, u 
skladu s uvjetom istjecanja pg = P,4- U području protutlakova 
od p,s do p,g udarni val nastaje na samom izlazu iz sapnice. 
Što je tlak p,s bliži tlaku p,g, to je udarni val sve slabiji 
i slabiji; 

e) pri jednom potpuno određenom protutlaku p,e, koji 
zavisi od veličina stanja mirovanja u spremniku i od dimenzija 
sapnice, unutar divergentnog dijela sapnice i na njenu izlazu 
uspostavlja se nadzvučno strujanje, a unutar izlaznog mlaza 
vlada tlak pus = P,6. Takvi uvjeti strujanja u konvergentno- 
-divergentnoj sapnici zovu se projektirani rad sapnice; 

f) pri protutlakovima p, < p,g (na sl. 119 primjer protutlaka 
Pa7) unutrašnje strujanje u sapnici ostaje nepromijenjeno s obzirom 
na protutlak py i PmrZ=Pa, Pa se ekspanzija plina od 
tlaka p,g na p,, događa izvan sapnice. 


r=0 
4 Nils zzol Pa 
0% i 
T, h 
: iGrlo * . 
0 r? Eq 
l 
I 
| 
KOA) 
1 I 
| | 
1 1 PazPo v=0 
| 
Pp | 2 Pa Max<1 
Po 3 Pa Ma<1| 
Pu 4 Pau Ma<| 
Po 5 Pas Mas<1| 


6 Pas = Pre May > 1 
7 Par < Prer = Pr 
Ma, > 1 


SI. 119. Istjecanje kroz konvergentno-divergeninu (De Lavalovu) 
sapnicu 


U području protutlakova od p,; do p,s u divergentnom 
dijelu sapnice nastaju normalni udarni valovi, okomiti na smjer 
strujanja, a u području protutlakova od p,s do p,g kosi udarni 
valovi na izlazu iz sapnice. Karakteristika udarnih valova jesu 
skokovite promjene tlaka, gustoće, temperature i brzine, pa ta 
pojava nije izentropski proces. 


Normalni udarni val. Udarni val je relativno vrlo tanki sloj 
fluida u kojemu nastaju nagle promjene dinamičkih veličina. 
Debljina je tog sloja vrlo malena, reda veličine srednje slobodne 
putanje molekula, tj. 10-%m, pa se udarni val može smatrati 
prostornom površinom diskontinuiteta brzine strujanja, tlaka, 
gustoće, temperature i entropije fluida. Kad u zračnom tunelu 
na tupi rotacijski projektil nailazi paralelno nadzvučno strujanje 
zraka (Ma, > |), ispred projektila nastaje udarni val u obliku 
rotacijskog hiperboloida, kroz koji se nadzvučna brzina strujanja 
zraka skokovito mijenja u podzvučnu brzinu, a tlak, gustoća, 
temperatura i entropija skokovito porastu. Kad se projektil 
giba nadzvučnom brzinom kroz statičku atmosferu, takav se 
udarni val giba ispred projektila. Eksplozija u zraku proizvede 
sferno čelo udarnog vala, koje se širi u okolni statički i 
neporemećeni fluid. 
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Pri jednodimenzijskom strujanju nastaje normalni ravni 
udarni val, okomit na smjer strujanja. Tako pri neispravno 
projektiranoj konvergentno-divergentnoj sapnici (npr. protutlak 
Daa na sl. 119) plin na ulazu u proširenje iza grla sapnice 
počinje strujati nadzvučnom brzinom, ali zbog visokog protutlaka 
na izlazu sapnice nastaje već u njenu proširenom dijelu udarni 
val, pa nadzvučna brzina plina padne na podzvučnu i prilagodi 
se uvjetima koji vladaju na izlazu. 


o=o(x, t) 
ff 


A d2=t2+G 
li>0i; Ca>€, 


š 
t=t “i oj 


o=o(xt,) 
e D, (4) 
iE Q 
I 


Sl. 120. Kvalitativna analiza nastajanja udarnog vala 


Nastanak normalnog udarnog vala kvalitativno se analizira 
tako da se u cijevi konstantnog promjera (sl. 120) prati od 
nekog trenutka t =t, vremenska promjena uzdužne razdiobe 
neke veličine, npr. profila gustoće o = e(x,t,). Takav profil 
razdiobe gustoće u cijevi može nastati ako se u vremenu 
odrt=0dot=ft, stap pokreće od lijevog kraja cijevi prema 
desnom kraju po određenom zakonu brzine gibanja U = U(1), 
uzU(r=0)=0iU(t=1,)=0. Sličan profil razdiobe ili jedno- 
stavni val na istom dijelu cijevi imaju tlak p, brzina zvuka c 
(tj. brzina prijenosa informacije između čestica, ili brzina širenja 
poremećaja kroz čestice, ili brzina gibanja vala relativno prema 
česticama) i brzina v gibanja čestica fluida. Prema tome se u 
prostoru, relativno prema cijevi koja miruje, poremećaj širi 
udesno brzinom 


a=v+c. (546) 
Uz pretpostavku izentropskog strujanja, prema (524g) vrijedi 
p = const. 0*, (547) 


gdje je pozitivna konstanta ista za sve čestice, pa je prema 
izrazu (529c) 


(548) 


cm1 Vconst.xo*“', 
0 


tj. brzina je zvuka veća u gušćem mediju. Zbog toga će se 
točke A i B na profilu razdiobe gustoće desno od tjemena M 
(sl. 120a) tokom vremena približavati u cijevi, a točke A' i 
B', istih gustoća kao u točkama A i B, lijevo od M, međusobno 
će se udaljavati. Tu je riječ o tome da se u cijevi približavaju 
i udaljavaju točke određenih gustoća, a ne da se mijenja položaj 
određenih čestice fluida u cijevi. Zbog takve deformacije profila 
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uzdužne razdiobe gustoće profil vala stlačivanja, tj. dio profila 
desno od M, postaje s vremenom sve strmiji, a val razrjeđenja, 
promatrano, nastavak deformacije bi u nekom trenutku 1 = t, 
poprimio oblik profila vala stlačivanja prikazan na sl. 120c. 
Međutim, fizikalno je nemoguće da ista čestica fluida na nekom 
položaju x u cijevi ima tri različite gustoće o. Prema tome, 
kontinuirani analitički proces vremenske deformacije profila 
razdiobe gustoće o prestaje u trenutku 1 = t,, < ty kad tangenta 
na profil razdiobe gustoće o postane vertikalna (sl. 1214), tj. 
rješenje je diskontinuitet nazvan skokom zgusnuća (sl. 121b) u 
kojem se gustoća, tlak, brzina, temperatura i entropija skokovito 
promijene. Takvo rješenje potvrđuju mnogi eksperimenti. Budući 
da valovi razrjeđenja postaju tokom vremena sve položitiji, 
ne može se pojaviti skok razrjeđenja. 


Qi 
t=t a 
LI 
ZPR 
1 x 
Xa 
ae ni - 
- x 
v b 
1 x 
1 - 
== s de ===; === a> nn 
x 
Q| 02 v=0 
Pili Pa 
Ta T2 
88 


SI. 121. Nastajanje udarnog vala 


Analitičko rješenje udarnog vala dobiva se razmatranjem 
jednodimenzijskoga nestacionarnog strujanja, opisanog neline- 
arnom diferencijalnom jednadžbom (v. Valovi u fluidima). 

Odnosi dinamičkih i termodinamičkih veličina pri prolazu 
kroz udarni val kvantitativno se analiziraju pomoću osnovnih 
jednadžbi jednodimenzijskog strujanja na stacionarnom udarnom 
valu. Naime, na promatrača čvrsto vezanog za udarni val 
(sl. 121b) nailazi paralelno strujanje fluida brzinom v, =a, a 
napušta ga brzinom v, = a — v, pa se dobiva stanje prikazano 
na sl. 122, gdje su indeksi 1 i 2 zamijenili mjesta koja su imali 
na sl. 121b. To stanje odgovara pojavi normalnog udarnog 
vala u konvergentno-divergentnoj sapnici (npr. protutlak pag na 
sl. 119) kad kroz udarni val nadzvučno strujanje skokom 
prelazi u podzvučno strujanje. 


1 2 
ika 
A La 
BIT IKP_ u 
== ari = 
Ma, |K | Ma, 
Pi QT| \ | P202.T2 


SI. 122. Normalni udarni val 


Pretpostavlja se da je strujanje fluida do udarnog vala i iza 
njega izentropsko. Prolaz kroz udarni val nije reverzibilan 
proces, ali se može smatrati adijabatskim procesom jer je debljina 
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udarnog vala vrlo malena. Iz istog razloga može se za izabrani 
kontrolni volumen oko udarnog vala (sl. 122) prihvatiti da je 
Ai=A,=A, a mogu se zanemariti i viskozna naprezanja 
preko kontrolne površine. Pri tom se ne zanemaruju intenzivne 
viskozne pojave unutar udarnog vala, premda je on vrlo tanak. 
Primjena jednadžbe kontinuiteta (516), uz navedenu pret- 
postavku o jednakosti presjeka daje 2,0, = 0202. Energetska 
jednadžba (517) za stacionarno adijabatsko strujanje (q = 0) 
poprima oblik: 
2 2 
hažekfž ii 


hor = hoz = ho. (549a) 


Iz izvoda izraza (388f) vidi se da se ta jednadžba može pri- 
mijeniti za prolaz kroz udarni val kao adijabatsku pojavu. 
Odnos entalpije h i p/o prema izrazu (533a) pokazuje da integral 


jednadžbe gibanja idealnog fluida (433c) u obliku (532) ostaje 
valjan kroz udarni val, tj. 


PLI Ud x Pp, 92 
*x—lou. 2 x-10_ 2 


(549b) 
2 .Pi,D2 

I i<s+o 

all uz Poi + Doz Goa 


Jednadžba količine gibanja (518) primijenjena na kontrolni 
volumen (sl. 122) daje 


(549c) 


Mogući smjer razvoja udarnog vala određuje se pomoću 
drugog zakona termodinamike, koji za adijabatsko strujanje 
kroz udarni val ima oblik (519), tj. s» — s, 20. 

Za savršeni plin koji zadovoljava jednadžbu stanja (520a) 
i za zadano stanje ispred udarnog vala pi, bi, 04, Ta Sri 
Ma; > | raspoložive jednadžbe daju stanje iza udarnog vala 
P2» 12, 02 1, sz 1 Max<|i 

Eliminacijom t, i v, iz (549b) i (549c) i uzme li se u 
obzir relacija g,v; =02v,, dobiju se Rankine-Hugoniotove 
jednadžbe: 


Pi+Qrvi = Pz + 0214. 


+10 
pogle Don 
Piox+1 0/ 

«—1 o 


1 
(550a) 


x+1p 
P= *—1Pi_v 
Vi i dea ba 
m LIEDi 


(550b) 


Ti se odnosi nazivaju i Rankine-Hugoniotova adijabata ili udarna 
adijabata. Za x = 7/5 = 1,400 prikazana je Rankine-Hugoniotova 
adijabata dijagramom na sl. 123, zajedno s izentropskom adija- 
batom (5240). 

Kombinacija jednadžbi (549b) i (549c) daje za zadane 9), V, 
i Pi izraz za tlak p,: 


U 


Pz = —ii201vi — (x — Dpil, (551a) 
ili za omjer tlakova p,/p,: 
«Mat —(x—1 2 
Ea (E E PA es 
Di 4+! x+1 
što uvršteno u (550b) daje omjer gustoća: 
Za 
Pl seke (551c) 
0, 2+ Mat(x—1) 
Dalje se dobiva 
jat (551d) 
x—19, 
near. (551e) 
0202. Bibi 
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Promjena entropije pri prolazu kroz udarni val određena 
je za savršeni plin izrazom (524d), koji primjenom odnosa 
(551b) i (551c) daje 


it se 
s2—sSi=cln 


x+1 Maž(x+ 1) | 


Budući da je samo za p»> Pi, 02>01 i Ma, >1| entropija 
S, veća od s,, u udarnom valu može nastati samo skok 
zgusnuća. Skok razrjeđenja bi dao s» < s,,što proturječi drugom 
zakonu termodinamike. 

5 T T 


I 
Asimptota _ |] 
udarne adijabate 


h (551f) 


Vi ska“, 
ao zax=14 


P2 Rankine-Hugoniotova 
adijabata 
(udarna adijabata) — 


mn 


Izentropska 
adijabata 


SI. 123. Rankine-Hugoniotova ili udarna adijabata i izentropska adija- 
bata zax=1,4 


Iz (549) slijedi čitav niz drugih jednakosti, kao npr.: 


Ni==D; Co1 = 02 = Co; 
Ta =No= Te Grk = kp Va 
ali i nejednakost 
Po1 > Po2- (552b) 
.Iz (551e) slijedi Prandtlov odnos 
uv= di AA=l1 (552c) 


Primjena odnosa (536d) i izraza (552c) pokazuje da pri 
Ma, > 1 mora biti Ma, < |, tako da je strujanje do udarnog 
vala nadzvučno, a iza njega podzvučno. Izrazi (536d) i (552c) 
daju 


(552d) 


x—1 
Prema jednakosti (552a) može se izraz (534b) s istom vri- 
jednosti T primijeniti na stanja ispred i iza udarnog vala, pa 
se dobiva odnos 


1 
1 2 
T, + 5 Mai 
TO Er a (552e) 
S ći Ž Maž 


Odnosi pojedinih veličina pri prolazu kroz normalni udarni val 
u savršenom plinu x = 1,4, prikazani su u tabl. 7. 
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Tablica 7 


ODNOSI KARAKTERISNIČNIH VELIČINA U NORMALNOM 
UDARNOM VALU U SAVRŠENOM PLINU (x = 1,40) 


mn €2 ĐPo2 bi —u" 
— | M 

T, € Poi €i e 

10 1,0 1,0 1,0 0 1,0 
2,458 1,320 1,149 0,930 0,694 | 0,7011 
4,500 1,688 1,299 0,721 1,250 | 0,5774 
10,333 2,679 1,637 0,328 2,222. | 0,4752 
18,500 4,047 2,012 0,139 3,125 | 0,4350 
29,000 5,800 2,408 0,0617 4,000 | 0,4152 
116,500 20,387 4,515 0,00304 8,250 | 0,3876 
2916,5 487,055 | 22,069 | 1,14:10-% | 41,650 | 0,3784 
11666,5 1945,387 | 44,107 | 3,591078 | 83,325 | 0,3781 
[ee] [ee] 0 [ee] 0,3780 


Promjena strujanja u udarnom valu može se prikazati u 
h,s-dijagramu. Uz konstantnu površinu normalnog presjeka 
udarnog vala jednadžba kontinuiteta ima oblik 


(553a) 


a primjenom jednadžbe stanja savršenog plina (520a) može 
se energetska jednadžba (549a) pisati u obliku 
12 #2 6,poe 
h=h+5=%T+3 = R Ti 
Ako se pođe od zadanih uvjeta ispred udarnog vala p,, 
01 Vi, Ho i S, kombinacijom izraza (553a) i (553b) s izrazom 
za razliku entropije (551f) dobiva se odnos entropije s i entalpije 
h za sva moguća stanja koja zadovoljavaju jednadžbu kontinui- 
teta (553a) i adijabatsku energetsku jednadžbu (553b): 


mh, =0v = const, 


(553b) 


x—1 


s=5 +c,ln + colnih(ho — h) (553c) 


o R E 
Pi€,\MnL 

Krivulja koja u h,s-dijagramu opisuje ta moguća stanja, 
odnosno funkciju (553c), zove se Fannoova krivulja (sl. 124). 
Fannoova se krivulja može prikazati i kao odnos h i l/o u 
h,1/o-dijagramu. 

U točki a Fannoove krivulja (sl. 124) jest ds/dh = 0, pa je 
entropija maksimalna, a lako se može dokazati da je u toj 
točki stanje upravo kritično, tj. Ma, = v,/c,g = 1. Za'o se jedna 
grana Fannoove krivulja što izlazi iz točke a odnosi na nad- 
zvučno, a druga grana na podzvučno strujanje. 


_— 


Rayleighova 
krivulja 


Fannoova 
krivulja 


“ Nadzvučno | 
strujanje l 
Ma>1 | 


2000 
IkgK 


SI. 124. Analiza normalnog udarnog vala Fannoovom i Rayleighovom krivuljom 


1000 


1 500 


Kombinacija jednadžbe kontinuiteta (553a) i jednadžbe ko- 
ličine gibanja (549c) pokazuje da je 
2 
p oo = const. = Ci, (554a) 
gdje se konstanta C, može izračunati iz zadanog polaznog 
stanja: 
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m2 a 
Ci=pm ure + 01vi. 

Krivulja u h,s-dijagramu koja opisuje stanja što istodobno 
zadovoljavaju jednadžbu kontinuiteta i jednadžbu količine gi- 
banja zove se Rayleighova krivulja (sl. 124). Ako se gustoća 
o uzme kao parametar, primjenom (554a), (551f) i (522b) može 
se Rayleighova krivulja prikazati u parametarskom obliku 


: com 
21 Q 
S=5S kala PKK (554b) 
SJEDENJE mi 
dokad ri === (5540) 


U h,s-dijagramu na sl. 124 ucrtane su za isti primjer strujanja 
Fannoova i Rayleighova krivulja. U točki b Rayleighove krivulje, 
gdje je ds/dh = 0, također je i kritično stanje, tj. Ma, = vy/cp = 1, 
i iz te točke izlazi nadzvučna i podzvučna grana krivulje. 
Stanja 1 i 2 ispred i iza udarnog vala nalaze se na sjecištima 
Fannoove i Rayleighove krivulja (točke 1 i 2 na sl. 124). Budući da 
se prema drugom zakonu termodinamike za adijabatsko strujanje 
entropija ne može smanjivati, stanje / ispred udarnog vala ima 
manju entropiju s, (točka 1, koja je sjecište nadzvučnih grana 
obiju krivulja). Stanje 2 iza udarnog vala ima veću entropiju, 
52>5S,, i nalazi se u sjecištu (točka 2) podzvučnih grana 
obiju krivulja. 


Udarni val __ 


Statičke rupice 
E 1% Pe 


a 


Tx Normalni 
udarni val 


SI. 125. Pitot-Prandtlova cijev u nadzvučnom strujanju 


Pri mjerenju brzine strujanja Pitotovom ili Pitot-Prandtlovom 
cijevi, kad je Ma. > |, ispred točke stagnacije nastaje normalni 
udarni val (sl. 125). Prema izrazu (551b) omjer tlakova iza i 
ispred udarnog vala iznosi: 

Pi 2x 


ZL1+ 


Laga 
u mo i (Mac 1), 


(555a) 


a primjena (534c) od točke 1 iza vala do točke zastoja daje 
x—1 


\ x-1 


JE Ma? 


>=|1+ 

Pi. 0 2 
Pomnože li se te dvije jednadžbe i primijeni izraz (552d) za 
odnos Ma, i Ma. dobiva se 


(555b) 


1 
(«+ 1)2Maž, ks: 
4xMa?ž —2(«—1) 


Po x+1 2 
= ax 
Pa 2 


Budući da su prema (552a) temperature stanja mirovanja na 
obje strane udarnog vala jednake, vrijedi 


(555c) 


ne=N=1, (555d) 
ili primjenom (534a) 
vŽ, 
Fra C,(To — To) (555e) 
Budući da je ež=xRT, i Ma, =0./c,, to slijedi 
IK oO 
(555f) 


“* xRMal' 
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što uvršteno u (555e) daje 


02, | Desa 1) 
2 t;aMa)7 e (5558 


Pomoću izraza (555g) i (555c) može se proračunati brzina v,, 
na osnovi izmjerenih veličina 74, po i p,,. Iz izmjerenih tlakova 
Pe i Po Zaključuje se da li je strujanje podzvučno ili nadzvučno. 
Naime, prema (535d), za strujanje brzinom zvuka (Ma, = 1) 
vrijedi odnos 


Po _ Pk 2 \k-i 
=== 555h 
Po Po | x+1/ . 
i prema tome, ako je % 
Po_([ 2 \x<i e 
ljena (555i) 


strujanje je podzvučno (Ma. < 1) i za proračun brzine mjerene 
Pitotovom cijevi primjenjuje se izraz (538). 

Ako nije zadovoljena nejednadžba (555i), strujanje je nad- 
zvučno i za proračun brzine primjenjuju se izrazi (555c) i (555g). 

Pitot-Prandtlova cijev za mjerenje nadzvučnog strujanja ima 
nos u obliku konusa od 10%, a statičke rupice su udaljene 
deset promjera cijevi od ramena konusa. Međutim, ima i po- 
sebnih izvedbi da se izbjegne pojava udarnog vala, npr. izvedba 
nosa u obliku oštrog klina s jednom stranom paralelnom sa 
strujanjem fluida. 

Stacionarno adijabatsko strujanje s trenjem u cijevima kon- 
stantnog presjeka. Ako u dugačkoj, savršeno izoliranoj cijevi 
konstantnoga poprečnog presjeka velikom brzinom struji sa- 
vršeni plin stacionarno i adijabatski, učinci viskoznosti i pri- 
padne promjene entropije ne mogu se zanemariti. Pri takvu 
strujanju, zbog otpora trenja na stijenkama cijevi, nastaje na 
duljini Z cijevi promjera D razlika tlaka Ap,, dana Darcy- 
-Weisbachovim obrascem: 


Kia 
Apr= MRe,Ma,k/D) 55-00", 


gdje za stlačivo strujanje koeficijent otpora trenja A zavisi i od 
Machova broja. 


(556a) 


pa 
g KV A+. x 
O | v+dv 
( aba SEVA 
x dx x+dx 


SI. 126. Adijabatsko strujanje s trenjem 


Prema izrazu (556a) na elementu dx jednodimenzijske vari- 
jable u cijevi diferencijalni pad tlaka iznosi 


dp= — jE rLbE (556b) 


Tom razlikom tlaka preko površine A = D?rz/4 na x ix +dx 
svladava se sila otpora trenja T,, D dx uz stijenku cijevi (sl. 126), 
gdje je 7, tangencijalno naprezanje uz stijenku, pa izjednačenje 
tih dviju sila daje odnos između 2 i q,,: 


4 


(556c) 


Jednadžba količine gibanja (518) i jednadžba kontinuiteta 
(518a), primijenjene na kontrolni volumen, daju 
dp dot A 
ek e 
se i 


dx. (557a) 


Jednadžba (557a) može se smatrati i modificiranom Eulerovom 
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jednadžbom gibanja za stacionarno adijabatsko strujanje s 
trenjem. 

Ako se zanemari masena sila energetska jednadžba za 
stacionarno adijabatsko strujanje (388f) ima oblik 
ji 

h + rije = ha = const, (557b) 
a drugi zakon termodinamike (519a) može se pisati u obliku 
ds/dx > 0. 


Za A = const. jednadžba kontinuiteta (516) pisana u obliku 
logaritmičkog diferencijala glasi 


= (557c) 
0 v 

Iz zadanih uvjeta na ulaznom presjeku energetska jednadžba 
(557b) i jednadžba kontinuiteta (516) određuju funkcije 


h=h(0);  o=o(0, (558) 


pa se i sve ostale veličine mogu izraziti kao funkcije brzine 
v. Tako se može jednadžba (557a) pretvoriti u diferencijalnu 
jednadžbu samo sa v kao varijablom, što omogućuje njenu 
integraciju. 

Za savršeni plin u stacionarnom adijabatskom strujanju va- 
ljana je i jednadžba (532), kao što je pokazano izrazom (549b). 
Primjenom izraza c? = xp/o i Ma? = v?/c? može se diferencijal 
jednadžbe (532): 


x dp HO DdE, 143 
ZM azao od 0 (559a) 
napisati i u obliku 
dp _ l x — 1\dv? _ 
Dra mz TV i Pre 
—ov 
2 
1 +(x— 1)Ma? 1 dMa? 
== xMa? x—i Ma? " E 
1 +—>— Ma? 
gdje je primijenjen i odnos 
dy? 1 dMa? 
== = z» (559c) 
v BE: I! Ma? Ma 


dobiven iz diferencijala jednadžbe (534b) i diferencijala d(InMa?). 
Ako se izrazi (559b) i (559c) uvrste u izraz (557a), dobiva 
se diferencijalna jednadžba sa separiranim varijablama Ma? i x: 


1 — Ma? 


i -dM a? = de (560) 

xMa'|1 + *>-Ma?) 
Ta jednadžba pokazuje da je u smjeru strujanja (tj. dx > 0) 
dMa?>0 za Ma<1,adMa?<0 za Ma> 1. Prema tome, 
pri adijabatskom strujanju u cijevi konstantnog presjeka trenje 
uzrokuje ubrzavanje podzvučnog strujanja, a usporava nadzvučno 
strujanje. To znači da se pri adijabatskom strujanju zbog 
trenja Machov broj pomiče prema jedinici. 

Podzvučno se strujanje može ubrzavati samo do Ma=i1, 
i tome procesu je primjerena neka kritična duljina Z;, na kojoj 
strujanje biva zagušeno trenjem. Kad se nadzvučno strujanje 
usporava, može nastati udarni val kroz koji nadzvučno strujanje 
skokom prelazi u podzvučno. 

Integracija diferencijalne jednadžbe (560) svodi se na tablične 
integrale. Ako je na nekom presjeku cijevi Ma, = Ma i ako 
se stavi za taj presjek x, = 0, tada integracija (560) do Ma, = 1 
određuje duljinu x» = L,,, preko koje se brzina strujanja pri 
Ma < 1 ubrza, a pri Ma > | uspori na brzinu zvuka. Rezultat 
integracije može se pisati u bezdimenzijskom obliku 

2 2 
i= m 4 l m ž <a Ja (x =. 
s * 2l1+>5-Me 


» (561) 


gdje je srednja vrijednost koeficijenta otpora trenja 


TE VIII, 11 
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(561a) 


«+1 


Asimptota za Ma» o : L,= 0,8215 


i = 
0 02 04 06 08 1 5 10 


Ma 


SI. 127. Bezdimenzijska kritična duljina pri adijabatskom stru- 
janju s trenjem za x=1,4 
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Sl. 128. Analiza adijabatskog strujanja s trenjem pomoću 
Fannoove krivulje 


Fannoova krivulja može također poslužiti za analizu adija- 
batskog strujanja s trenjem. Kombinira li se energetska jednadžba 
(557b) s jednadžbom kontinuiteta (553a), dobiva se 
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i 1)? 
h=ho->ml—), (562) 
26 
što je za zadane ho i m, u h,l/o-dijagramu prikazano 
Fannoovom krivuljom u obliku parabole (sl. 128). Jednako kao 
u h,s-dijagramu (sl. 124), tako i u h,l/o-dijagramu postoji 
na Fannoovoj krivulji kritična točka a u kojoj je entropija 
maksimalna, a brzina strujanja jednaka brzini zvuka (Ma = 1). 
U točki a krivulja s = 5, = const. tangira Fannoovu krivulju. 
Krivulje konstantnih vrijednosti entropije manjih od s,, sijeku 
Fannoovu krivulju u dvije točke: jedno je sjecište na pod- 
zvučnoj grani, a drugo na nadzvučnoj grani Fannoove krivulje. 
Budući da prema drugom zakonu termodinamike entropija 
raste u smjeru strujanja, to za bilo koje ulazno stanje (pod- 
zvučno ili nadzvučno), istodobno s napredovanjem strujanja 
uzduž strujne cijevi, sjecišta krivulja s = const. i Fannoove 
krivulje približuju se po Fannoovoj krivulji prema točki a, tj. 
prema strujanju brzinom zvuka Ma= 1. 
Prema (533a) vrijednosti p = const. prikazane su u h,1/o-di- 
jagramu pravcima 


(563) 


koji su strmiji za veće tlakove (sl. 128). Prema tome će pri 
podzvučnom strujanju, kada se točka b pomiče prema točki a 
tlak padati, a pri nadzvučnom strujanju tlak će rasti. 

Iz prikaza adijabatskog strujanja Fannoovom krivuljom vidi 
se da je nemoguće bez skoka u točki a prijeći s jedne na 
drugu granu Fannoove krivulje, jer bi kontinuirani prolaz 
točkom a proturječio drugom zakonu termodinamike. 

Ponašanja pojedinih dinamičkih i termodinamičkih veličina 
pri stacionarnom adijabatskom strujanju s trenjem u cijevi 
konstantnog presjeka mogu se pregledno prikazati predznacima 
uzdužnih gradijenata tih veličina: 


h= const. [— ž 


3 


| ds [odo | dp | odt) [ dk | AT 


dx dx dx dx dx li dx 
Ma<1| + + - + — - 
Ma>! + Za: = + + 


Stacionarno izotermičko strujanje savršenog plina u dugačkom 
cjevovodu konstantnog presjeka. Da bi strujanje u cijevi bilo 
izotermičko, potrebno je uravnotežiti toplinsku energiju proiz- 
vedenu otporom trenja u fluidu i toplinsku energiju koju fluid 
predaje okolišu kroz stijenku cijevi. Često se takvo ravno- 
težno stanje uspostavlja pri strujanju plina kroz magistralne 
vodove, kad su brzine strujanja znatno ispod brzine zvuka i 
kad je temperatura unutar neizolirane cijevi jednaka temperaturi 
izotermičkog okoliša. 

U izotermičkom je strujanju Reynoldsov broj konstantan 

PR ad li. Bi 
u u 
jer je pri normalnim tlakovima i pri konstantnoj temperaturi 
i viskoznost u konstantna. Zbog konstantnog Re konstantan 
je i koeficijent otpora trenja A. 

Za analizu izotermičkog strujanja savršenog plina služi 
jednadžba kontinuiteta (553) i jednadžba količine gibanja (557a), 
koja se može pisati u obliku 


dp A1 dx ov 
zi ov IP 
Be oDoe 
U izotermičkom je procesu T= const., pa jednadžba stanja 
savršenog plina (520a) postaje p/o = R T= const., ili u diferen- 
cijalnom obliku 
dp uktoi di vi dMa? 
D 0 v-—_2 Ma" 
gdje je primijenjena jednadžba kontinuiteta (553a) i odnos 
dv _dMa__ 1 dMaf 


o Ma 


(564a) 


dv = 0. (564b) 


(564c) 


(564d) 
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jer je za izotermičko strujanje 
c=\V/xRT= const. (564) 


Na presjeku gdje vlada statička temperatura T, a strujanje 
jesMachovim brojem Ma, prema (534b) izentropska temperatura 
stanja mirovanja iznosi 


x—1 
a TU . “>-Ma ) (5654) 
a primjenom (534c) izentropski je tlak stanja mirovanja 


x 


kradi, S 
Po=pl1+ “5-Me') ; (565b) 


Ako se u jednadžbu količine gibanja (564b) uvrste (564c) 
i jednakosti 


2 
Ee E če uMoć sd =a! (seed 
Pop p 2 
dobiva se 
1 dMa? xMa? A 
PNE i dx. 
2 Ma? [=xMa2D“ ibo) 
Uvrstivši taj izraz u (564e), dobiva se 
dp do dv 1 dMa? xMaž_ 
D 0vw2Maž 1=xMa2 Dee s) 


Do Machova broja Ma = 1 /Vx nazivnik desne strane (567) 
jest pozitivan, a iznad te vrijednosti je negativan, pa je to 
granična vrijednost Machova broja u smislu predznaka diferen- 
cijala pojedinih veličina. Budući da je dx pozitivan u smjeru 
strujanja, izraz (567) pokazuje da se pri Ma <1//x tlak i 
gustoća smanjuju, a brzina i Machov broj povećavaju u smjeru 
strujanja, dok je obratno pri Ma > 1/ Vu. U oba se slučaja 
Machov broj približava vrijednosti Ma = 1/V/x. 

Diferencijal izraza (565a) i odnos (566b) daju pri T= const.: 

dn — 1)Ma* 
u .. DE ide. = (568) 
DN od -xMa)[2+(x—1)Ma*] D 
Taj izraz pokazuje smjer prijenosa topline. Naime, za Ma < 1/Vx 
dobiva se dT4 > 0, tj. toplina se prenosi od okoliša fluidu, a 
za Ma> 1/Vx dobiva se dT4 < 0, tj. toplina se prenosi od 
fluida okolišu. 

Diferencijal izraza (565b) i odnosi (566b) i (567) daju 

dpo_2—(x+1)Ma? xMa? i 
Po 2+(x—1)Ma?xMa?—1D 


dx, (569) 


što pokazuje promjenu tlaka stanja mirovanja. 

Ponašanja pojedinih veličina pri stacionarnom izotermičkom 
strujanju u cijevi konstantnog presjeka mogu se pregledno 
prikazati predznacima njihovih gradijenata u smjeru strujanja: 


+ zaMa <vaja +%) 
—zaMa>Y2/(1 +») 


Ako se jednadžba (567) integrira od Ma, = Ma na presjeku 
xXr=0 do Ma» =1// x na presjeku x» = Lua,, dobiva se 
A | -xMa? 


= 2 
D Lux SRAME + In(xMa ), (570) 
gdje je LZmax maksimalna duljina cjevovoda. Ako je duljina 
cjevovoda veća od Ly,,, strujanje se zagušuje i maseni se protok 
smanji. 
Iz jednadžbe stanja slijedi 
p 


o=RBT (571a) 
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a iz jednadžbe kontinuiteta (516): 


ov? dii ok Te (571b) 
Ako se jednadžba količine gibanja (564b) pomnoži sa p* i pri- 
mijeni (571b), dobiva se diferencijalna jednadžba 
A miRTa. + TeRTdo i 
2D A? Vi 
Integracija te jednadžbe od presjeka x, do presjeka x, uz 
X2 — X, = L, daje \ 
m2 
a se NaRTVe o. 8 
= ps 21 ii. 
Pi -P2 rt . ar D 
Jednadžba kontinuiteta (516), uz A = const., i jednadžba stanja 
(571a) pokazuju da je pri izotermičkom strujanju pivi = p»v2, 
pa izraz (572a) poprima oblik 


2 
pi-pi= una ni g i5 | 
Za zadani p, može se nekom od numeričkih metoda ta transcen- 
dentna jednadžba riješiti po p,. 

Pri izotermičkom strujanju niskim brzinama u dugačkim 
cjevovodima veličina 2ln(p,/p2) malena je u usporedbi s članom 
AL/D i može se zanemariti, pa je približan izraz za (572b): 


pdp + (571c) 


(572) 


(572b) 


(572c) 
Primjenom relacije py v,y = p2 v2 1 izraza (564e) može se izraz 
(572b) jednostavno transformirati u omjer Machovih brojeva: 
Ma? 

Ma; 


a 


L 
=1-—xMai +45 


M 
21 573 
NS (573) 
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Dinamika viskoznog strujanja 


Za istraživanje i rješavanje problema viskoznog strujanja 
newtonskih fluida služe osnovne jednadžbe dinamike fluida: 
jednadžba kontinuiteta (380d) ili (380e), Navier-Stokesove jed- 
nadžbe (409a) ili (409), energetska jednadžba (413c) i drugi 
zakon termodinamike (414c), uz pripadne jednadžbe stanja (407) 
i (408) i pripadne granične uvjete. Navier-Stokesove jednadžbe 
rastavljaju se na komponente u smjeru osi izabranog koordi- 
natnog sustava, a ostale su jednadžbe skalarne. Koordinatni 
sustav odabire se prema geometrijskim granicama razmatranog 
problema; ako je granica kugla, najprikladnije su sferne koor- 
dinate, za aksijalno simetrična strujanja prikladne su cilindar- 
ske koordinate itd. 

Najjednostavniji problemi viskoznog strujanja jesu izoter- 
mička strujanja nestlačivih newtonskih fluida. Zbog T= const. 
može se za normalno područje tlakova uzeti da je u = const, 
a zbog o = const. da je i v=const., pa se uz divr=0 vek- 
torski oblik Navier-Stokesovih jednadžbi (409a) rastavlja na tri 
skalarne jednadžbe u kartezijskom pravokutnom koordinatnom 

ustavu 


Ov, # 0v, aa OV, .. 0v, a 
TR ke Oy  *0z 
1 Ap 02v, 07v, 0*vx\ 
=): 0 0x T Ox? đ Oy* 02? Ik 
V, O, 0, . Ov, _ 
rak rae gg FRA) IK ma 
f 1 op (0*v, Ka 0%, ) ( 
=f,— vi - > ; i 
Ma rofov savoxe Boya st022 
0, 0v, E 0v, o" 0v, 
= __-— V — — = 
Ot * Ox *By “Oz 
drop (02v, 0%v, 0%, 
=f, = v ( 2 5] ETSI i 
o 0z \ 0x Oy Oz“) 
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uz jednadžbu kontinuiteta 


a gin 
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Prema unutrašnjoj strukturi strujanje realnih viskoznih fluida 
u prirodi može biti laminarno ili turbulentno. 

Pri laminarnom strujanju nastaju otpori zbog izmjene koli- 
čine gibanja između molekula fluida u susjednim slojevima 
različitih brzina. Laminarno je strujanje pravilno strujanje u 
laminama (slojevima), putanje čestica su pravilne krivulje, a 
fluktuacije su pojedinih veličina _ u mikroskopskom  mole- 
kularnom mjerilu, pa se ne mogu izmjeriti običnim inženjer- 
skim instrumentima. Vizualizira li se laminarno strujanje bojom, 
obojena nit fluida ostat će pravilna krivulja. 

Eksperimenti pokazuju da laminarno strujanje nije stabilno 
i da ono pri višim brzinama ili, ispravnije, pri određenom 
Reynoldsovu broju naglo prelazi u turbulentno strujanje. Tur- 
bulentno je strujanje karakterizirano velikim fluktuacijama po- 
jedinih veličina i vrlo nepravilnim putanjama čestica fluida. Pri 
turbulentnom strujanju otpori nastaju zbog izmjene količine 
gibanja između gromada ili grozdova čestica susjednih slojeva 
različitih brzina, i općenito su ti otpori veći nego pri lami- 
narnom strujanju. Nit boje injektirana u turbulentno strujanje 
brzo se razaspe po čitavu polju strujanja i rasprši u mnoštvo 
zapletenih, nepravilnih krivulja. 

Navier-Stokesove jednadžbe valjane su u principu za obje 
vrste strujanja. Međutim, te jednadžbe imaju egzaktna rješenja 
samo za relativno ograničen broj jednostavnijih problema la- 
minarnog strujanja, i u svom izvornom obliku ne mogu se in- 
tegrirati preko nepravilnog i slučajnog polja tlaka, naprezanja 
i brzine turbulentnog strujanja. 


i 
“Potpuno razvijeni 
profil brzine 


Lu 


dd dei 


LGS 


TGS 

SI. 129. Tipovi viskoznog strujanja. a strujanje kroz cijev, b 
profili brzine strujanja u cijevi, « optjecanje oko krilnog profila, 
d strujanje uz ravnu ploču. LGS laminarni granični sloj, TGS 
turbulentni granični sloj, P prijelaz laminarnog strujanja u turbu- 
lentno strujanje 


S obzirom na oblik granica, strujanja se razvrstavaju na 
unutrašnja i vanjska, odnosno na protjecanja i optjecanja. Na 
sl. 129 prikazani su tipovi viskoznog strujanja pri protjecanju 
kroz cijev i optjecanju oko krilnog profila i ravne ploče. 
Zbog prianjanja viskoznog fluida za krutu površinu, izraz 
(415) za rubni uvjet na nepomičnoj krutoj granici prelazi u 


ED (576) 


pa se uz takvu granicu stvara određeni profil brzine koji 
tvori granični sloj. 
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Na čitavom presjeku ulaza u cijev brzina je konstantna, 

a tek iznad određene duljine cjevovoda 2, od ulaza granični 

se sloj razvije do simetrale cijevi. Na sl. 129a prikazan je 

razvoj profila brzine u cijevi pri laminarnom strujanju za koje 
približno vrijedi: 

Lu 


D* 0,06Re, (577) 


gdje je D unutrašnji promjer cijevi. Budući da je prema (81) 
Rex = 2300, ulazna duljina cjevovoda potrebna za razvoj lami- 
narnog profila brzine može maksimalno iznositi 138 D. 

Pri turbulentnom strujanju intenzivno miješanje slojeva pri- 
donosi bržem razvoju turbulentnog profila brzine, pa ulazna 
duljina cjevovoda iznosi 25--:40D, premda za puni razvoj tur- 
bulentnog strujanja treba duljina Lu, 2 80 D. 

Pri optjecanju tijela, zbog graničnog uvjeta (576), stvara 
se uz krutu: površinu tijela relativno tanak granični viskozni 
sloj, u kojemu se brzina strujanja fluida velikim gradijentom 
mijenja od nule do brzine vanjskog strujanja. Strujanje je unutar 
graničnog sloja vrtložno, a izvan graničnog sloja može se stru- 
janje smatrati bezvrtložnim ili potencijalnim. Na ulaznom dijelu, 
u blizini točke zastoja, granični je sloj laminaran. Na odre- 
đenoj udaljenosti od ulaza, definiranoj kritičnim Reynoldsovim 
brojem, laminarni sloj prelazi u turbulentni granični sloj (sl. 
129c i d). 


Zakoni sličnosti u mehanici fluida. Zbog matematičke slo- 
ženosti vrlo je malen broj problema dinamike viskoznog stru- 
janja koji imaju egzaktna analitička rješenja. U drugoj grupi 
zadatka, zbog određenih odnosa i razlike u redu veličine iz- 
među pojedinih fizikalnih veličina u prirodi pojave, dopušteno 
je da se zanemare pojedini članovi Navier-Stokesovih jednadžbi, 
pa se egzaktna analitička rješenja tako pojednostavnjenih jed- 
nadžbi nazivaju približnim rješenjima zadataka viskoznog stru- 
janja. Suvremena elektronička računala omogućila su da se pro- 
blemi viskoznog strujanja direktno numerički rješavaju, npr. 
metodom konačnih diferencija ili metodom konačnih elemenata. 
Unatoč uspjesima koji su ostvareni teorijskim pristupom rje- 
šavanju zadataka dinamike viskoznog strujanja, glavni izvor 
osnovnih spoznaja i temelj razvoja i provjere teorije i teorijskih 
rješenja još su uvijek i dugo će ostati rezultati eksperimen- 
talnih istraživanja. Tako je i mehanika fluida, poput većine 
grana fizike, u svojoj biti teorijsko-eksperimentalna znanost. 

Zakoni sličnosti u mehanici fluida definiraju kriterije za pro- 
vođenje eksperimenata. Na zakonima sličnosti zasnivaju se me- 
tode za generalizaciju eksperimentalnih rezultata i za predvi- 
đanje toka prototipne pojave na temelju ispitivanja modela. 

U principu model može biti manji ili veći od prototipa. 
Ako je prototip velik, npr. brod, tada je brodski model deset 
do dvjesta puta manji od broda. S takvim modelom mogu 
se ekonomično provoditi eksperimentalna istraživanja da bi se 
odredio optimalan oblik brodskog trupa i propulzora, što je 
praktički nemoguće da se provodi s brodom u naravnoj veli- 
čini. Pri tom je velika prednost da se u laboratoriju mogu 
kontrolirati i simulirati vanjski uvjeti u kojima se obavljaju 
pokusi s modelom. Za vrlo sitne prototipne pojave ekonomič- 
nije je eksperimentirati s modelom većim od prototipa, jer je 
takav model jednostavniji za izradbu i za eventualne modifi- 
kacije u procesu istraživanja, a i prikladniji je za mjerenje. 

Veličine u prototipnoj pojavi označene su indeksom P, a 
veličine u modelnoj pojavi indeksom M. Svaka od tih pojava 
ima svoj prostor i svoje vrijeme. Prostori su opisani koordi- 
natnim sustavima Op i Oy, s radijvektorima rp i ry, a vremena 
tekućim vremenima tp i ty sa zajedničkim ishodišnim vre- 
menom tp=tmM =0. 

Dvije prostorno-vremenske točke prototipa i modela 

Mp(Fe>tp) i My(Fvotu) (578) 


slične su ako radijvektori i vremena stoje u jednostavnim line- 
arnim odnosima 


Te = Cim (579) 
tp = City, (580) 
gdje je C_ koeficijent sličnosti za duljinu, a C, koeficijent slič- 
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nosti za vrijeme. Koeficijenti C, i C, jednaki su za sve točke 
prostorno-vremenskog područja u kojemu se odvijaju proto- 
tipne i modelne pojave. Konstantnim koeficijentom sličnosti za 
duljinu C, definirana je geometrijska sličnost, koja uključuje 
geometrijsku sličnost granica i sličnost položaja ishodišta Op 
i Oy relativno prema tim granicama. Jednakost (579) pisana 
u komponentama glasi: 


Yp = Crym (581) 


Kinematička sličnost dvaju strujanja sadržava uvjet da se 
vektori brzina u sličnim prostorno-vremenskim točkama razli- 
kuju samo u skalarnom faktoru, konstantnom i jednakom u 
čitavom području strujanja, tj. 

Šo(7p>tp) = C,Du(Fvotm), (582) 
gdje je C, koeficijent sličnosti za brzinu, a točke (Fp.tp) i 
(Fytm) povezane su jednakostima (579) i (580). 


Dinamička sličnost dvaju strujanja mora zadovoljavati uvjet 
da se vektori masenih sila i tenzori naprezanja u sličnim 
prostorno-vremenskim točkama razlikuju samo u skalarnom fak- 
toru, konstantnom i jednakom u čitavom području strujanja, tj. 


Je(Fp.tp) s C;fm(Fwtm), (583) 


Top(Fptp) = € re TamlFim>tm), (584) 
gdje su C, i Cr, koeficijenti sličnosti za masene i površinske 
pie točke (7p,tp) i (ZM.tm) povezane su jednakostima (579) 
i (580). 

Općenito se za dvije fizikalne pojave kaže da su slične 
ako se karakteristične veličine jedne pojave mogu odrediti iz 
pripadnih veličina druge pojave u sličnim prostorno-vremenskim 
točkama tako da se pomnože sa skalarnim faktorom koji je 
jednak za sve točke. Taj se faktor naziva koeficijentom slič- 
nosti i različit je za različite fizikalne veličine. Ako se sa 


Č=(7) (585) 


označi karakteristična skalarna, vektorska ili tenzorska veličina 
neke pojave, dvije pojave su prema definiciji slične ako vrijedi 
jednakost 

Pu(Fp.tp) = Pp(CzFy Crtu) = Co Pu(Fm tu), (586) 


gdje je C,, koeficijent sličnosti za tu karakterističnu veličinu & 
jednak i isti u svim točkama i za sva vremena. Na sl. 130 
ilustrirana je ta definicija sličnosti na primjeru optjecanja kugle. 

Sličnost dviju pojava u mehanici fluida uključuje geome- 
trijsku, kinematičku i dinamičku sličnost. 

Razmotrit će se uvjeti sličnosti izotermičkoga viskoznog 
strujanja nestlačivog fluida konstantne viskoznosti. Neka su za 
prototip i model karakteristične veličine: duljina Zp, LZ, (npr.: 
duljina tijela koje se giba kroz fluid; promjer kugle koju 
optječe fluid; promjer cijevi); brzina #p, “om (npr.: brzina para- 
lelnog strujanja #,, kojom fluid iz beskonačnosti nailazi na 
tijelo: srednja brzina strujanja u cijevi); vrijeme top, tom (Npr.: 
perioda neke oscilatorne pojave; vrijeme Z/U potrebno da 
tijelo prevali put jednak svojoj duljini, gdje je U konstantna 
brzina gibanja tijela kroz fluid); masena sila fp, f, (npr.: gravi- 
tacijska sila na dvije planete); tlak pop, Pom (npr.: dinamički 
tlak u točki zastoja 0v2,/2; razlika tlakova p,, — p, od koje 
direktno zavisi održivost kapljevite faze fluida u strujanju); 
gustoća fluida op, om; kinematički koeficijent viskoznosti fluida 
Vp, Vy: 

Navier-Stokesove jednadžbe (574) i jednadžba kontinuiteta 
(575) mogu se napisati u sažetu vektorskom obliku 


fen 1 
E Dave 
rao) f g VP+vag, 


Xp = CrXm Zp=CiZu 
P LX*M P LZM 


(587) 


V.B=0. (588) 


Svaki pojedini zadatak strujanja fluida ima svoje granične 
i početne uvjete koji osiguravaju jedinstvenost rješenja sustava 
jednadžbi (587) i (588): 


dls = u(M,1), uje ra Ba "l=o =0(7), Pll=0 =D (7), (589) 
gdje je S površina tijela, a #(M,t) brzina točaka te površine. 
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Za dvije slične pojave, npr. za prototipnu i modelnu, jed- 
nadžbe (587) i (588) te granični i početni uvjeti (589) izraženi 
su u prostorima i vremenima povezanim jednakostima (579) i 
(580). Iz tih dvaju prostora i vremena, te se jednadžbe i uvjeti 
mogu preslikati u zajednički bezdimenzijski prostor i bezdimen- 
zijsko vrijeme, koji su definirani karakterističnom duljinom i 
karakterističnim vremenom 


DALA 
==, (590) 
polu 
t 
po (591) 
lop !oM 


Derivacije i operatori u (587) i (588) mogu se za prototipnu 
i modelnu pojavu izraziti bezdimenzijskim derivacijama i opera- 
torima definiranim izrazima: 


0 0 
2. 0tp_ Oy 
i e JA 
lop lom 
Vp _V 
w=—?-=m (592) 
1 1 
LoL 
o_ Žp = DM 
A = a i < , 
i Lk 
gdje kružić gore zdesna označuje bezdimenzionalnost. 
My; $, =C,Pu 


0p; “p 


dj 
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Jednadžbe (587) i (588) izražene bezdimenzijskim funkcijama 
(593) i (594) i bezdimenzijskim operatorima (592) imaju, npr. 
za prototipnu pojavu, oblik 


Lol0#* >|_ 27 Pop "Pp “A 
ZE+(- Ve =f,- V*p" + Du, (596) 
tag ot | . 0pLp tpLp 

1 š 

—V.p=0 (597) 

top 


Takve se jednadžbe dobivaju i za sličnu modelnu pojavu 
s karakterističnim modelnim veličinama. 
Ako se jednadžbe (596) i (597) podijele nosiocima njihove 


: : a bo : 
dimenzionalnosti =* i —, dobiva se 


OP = lop 
ov sE (0 V")y" _ Zo l 7? p? o A? “o (598) 
zr v v=f o p+v Au", 
V*.y = 0, (599) 
gdje su za sličnu prototipnu i modelnu pojavu 
meso: 
F=r=5, (600) 
Le Lu 
ip tim 
l Pop PoM 
— = =-—r (601) 
Q 2epLp  OmlMu 
1 i 
OP OM 
P=f= M (601a) 
ZOD 
lop foM 


SI. 130. Sličnost optjecanja oko kugle 


Funkcije 8 i p prelaze u bezdimenzijske funkcije bezdimen- 
zijskog prostora i vremena relacijom 


e: Šp(Fe,tp) _ SmiFm>fm) 


u 


»(r*,L 593 
KE Le Lu e 
lop loM 
= f KE 
pi.) = PolFp,tp) _ Pulfm> M) (594) 
Pop PoM 


Zadano polje brzine #,, paralelnog strujanja u beskonačnosti 
prelazi u bezdimenzijsko polje 


pd s rd 


lop = ćoM 


> B, nj 
"= %P _ “M (595) 


Kad je zadovoljen uvjet sličnosti (600), (601) i (601a), 
bezdimenzijske jednadžbe (598) i (599) identičnog su oblika 
za sve hidromehanički slične pojave. I granični i početni uvjeti 
(589) imaju u bezdimenzijskom prostoru i bezdimenzijskom 
vremenu identičan oblik za prototipnu i modelnu pojavu i to 

lg = u%(M?,0), 
Plo = Via 
Pleo = 01), (6010) 
P\ezo = Pilr), 
gdje je S“ geometrijski slična granica površine u bezdimen- 
zijskom prostoru, identičnoga geometrijskog oblika kad se u 
taj prostor preslika površina prototipne granice Sp ili površina 
modelne granice Spy. Na primjeru sl. 130c, ta je površina S? 
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kugla jediničnog promjera. Vektor brzine v? 
(595). 

Rješenje bezdimenzijskih Navier-Stokesovih jednadžbi (598) 
i bezdimenzijske jednadžbe kontinuiteta (599), uz bezdimenzijske 
granične i početne uvjete (601b) predstavljeno je bezdimenzijskim 
funkcijama 


dan je izrazom 


P= 0%(9,1%;05, Pl) DP = priče; v").  (601c) 
0 0 

Kad je rješenje određenog problema viskoznog strujanja 
fluida (bez obzira da li je dobiveno analitički ili eksperimen- 
talno) izraženo u bezdimenzijskom obliku (601c), tada ono pri- 
pada i beskonačnoj obitelji »dimenzijskih« strujanja s geome- 
trijski sličnim granicama i s karakterističnim veličinama koje 
zadovoljavaju jednakosti (595), (600), (601) i (601a). Naime, sva ta 
strujanja opisana su identičnim bezdimenzijskim jednadžbama 
(598) i (599) i identičnim bezdimenzijskim rubnim uvjetima 
(601b), pa moraju imati i identična bezdimenzijska rješenja 
oblika (601c). Za jedno od tih prototipnih strujanja iz besko- 
načne obitelji geometrijski, kinematički i dinamički sličnih stru- 
janja dimenzijsko rješenje ima oblik 


(oto) = Le e otp.oBop, %. Pop &a\ 
.*p Đ 3977 
ip (Le'tp lop Lp Gel Le ), 
lop Ta lop lop / (601d) 
NJE Io sU ofo ij 
Po(Fypt,) = pei P Po, &<00P 7 P57 IR. P \ 


Lp top L, "Le 2p1p Lp 


\ top topo ofopo top 

Jednakosti (595), (600), (601) i (601a) jesu uvjeti ili kriteriji 

hidromehaničke sličnosti dvaju izotermičkih strujanja nestlači- 

vog fluida. Te se jednakosti mogu izraziti i s bezdimenzijskim 

značajkama ili kriterijima sličnosti, koji su uobičajeni u meha- 
nici fluida. Te su značajke: 


L 
Strouhalova značajka: Sh = a (602a) 
Dolo 
Froudeova značajka: Fr = ELA (602b) 
VfL 
Eulerova značajka: Eu = — Ž (602c) 
t» L 
Reynoldsova značajka: Re = —— že (602d) 
v u 


Pomoću tih značajka dobivaju se jednostavnije relacije za bez- 
dimenzijske veličine. Osim toga, bezdimenzijske značajke moraju 
imati istu vrijednost za prototip i za model. 
Tim se značajkama može bezdimenzijsko rješenje (601c) 
prikazati u obliku 
Sa 5. f 
= P|P,0,Sh,Fr,Eu,Re =) 
EJ (603a) 
1\ 
i ša jA 
a za bilo koje dimenzijsko rješenje (601d) iz beskonačne obi- 
telji sličnih strujanja u obliku 


p — plp, L  Sh,Fr,Eu,Re, 2 


VR) =" i po) = pop. (603b) 


0 

Što se tiče uvjeta sličnosti prvoga graničnog uvjeta u (589) 
ili prvoga u (601b) u bezdimenzijskom obliku, mogu u principu 
postojati dva različita slučaja. Ako je gibanje granice unaprijed 
zadano funkcijom njenih točaka i vremena, to gibanje granica 
u prototipnoj i modelnoj pojavi mora biti kinematički slično, tj. 


Hp(Mp,tp) II iZviM tm) 
up(Mp,tp) a UM(M y;tm) 
Lp bai. 


lop loM 


(604) 


MEHANIKA FLUIDA 


gdje su (Mp,tp) i (My,tm) slične prostorno-vremenske točke 
na granicama Sp i Sy. 

To je, npr., slučaj kad prototipna kugla (sl. 130) oscilira 
po određenoj unaprijed zadanoj putanji s periodom typ, ili s 
frekvencijom np = 1/tgp, pa uvjeti (604) propisuju kako to osci- 
liranje kugle treba reproducirati na modelu da bi pojave bile 
stične. 

Drugačije je kad nije zadano gibanje granice, već je to 
gibanje sastavni dio rješenja zadatka. Tada se rješenje dobiveno 
eksperimentom s modelom preslikava pomoću izraza (604) na 
slične uvjete traženog gibanja prototipne granice. Tako se, npr., 
određuju oscilatorna gibanja plovnog objekta na slobodnoj 
valovitoj morskoj površini ili u njenoj blizini. 

Na sličan se način i oscilatorno otkidanje vrtloga u tragu iza 
kružnog cilindra (sl. 62a) opisuje Strouhalovim brojem n,D/v,, 
gdje je n, frekvencija otkidanja vrtloga. Međutim, tada Strou- 
halov broj nije nezavisna veličina, već opisuje samo rješenje, 
tj. određeno unutrašnje svojstvo pojave strujanja, i kao takav 
je funkcija Reynoldsova broja. Tim Strouhalovim brojem pres- 
likava se dobiveno modelno rješenje na rješenje beskonačne 
obitelji sličnih strujanja modeliranih Reynoldsovim brojem. Ako 
se kružni cilindar oscilatorno giba u fluidu prema zakonu 


U = Uma Cos(2amn:), (605) 
tada je ta pojava opisana sa dva Strouhalova broja: jednim 


vanjskim Sh, za koji modelira zadano gibanje cilindra, 
max 


i jednim unutrašnjim Sh, = 


max 
same pojave, a funkcija je od Sh, i Reynoldsova broja 
Ura D 

Ako se raspolaže teorijskim ili eksperimentalnim bezdimen- 
zijskim rješenjem nekog problema strujanja (6034), odnosno 
rješenjem (603b) za bilo koji dimenzijski slučaj, može se odrediti 
rezultantna sila djelovanja fluida na graničnu površinu tijela 
u dodiru s fluidom. To je često osnovni zadatak mehanike 
fluida. Tako je za bilo koje dimenzijsko rješenje granične 
površine S (npr. površine kugle na sl. 130) sila fluida na tu 
granicu dana izrazom 


F=(5,dS=([ZTdS = ((—H)pdS + 2u[1#T,dS,  (606a) 
Š S Šš S 
gdje je za tenzor naprezanja 7, u nestlačivom fluidu primijenjen 
izraz (400a). 
Za nestacionarno strujanje sila (606a) je funkcija i vremena. 
Primjenom bezdimenzijskog rješenja (603a) i bezdimenzijske 
granice S“, te uzme li se u obzir prema (297b) struktura 
tenzora brzine deformacije T,, izraz jena poprima oblik 


P= pol? — #i)p? ds“ Mis E Tage = 
to so 
s 
= 50v41*2Eu (—H)p"dS* + 
. 
l 2 2 Sh i Q o 
ukit ni ra AT ds? = 
Ss 
1 Z 
= 50v L?*Ć? + 30 VE, (606b) 
gdje su 
M PE č, Ta 
C;| —;Sh,Fr.Eu,Re:—>,—|= — ads 606c 
o S r u Va ZI Bi #)p ( ) 
če[-£5h, Fr, Eu Rel2,h) = 45h [ MTSdS*  (606d) 
an Da I) Rez : 


bezdimenzijski vektorski koeficijenti sile tlaka os i sile tangen- 
cijalnih naprezanja Ć* na graničnu površinu S. Ako se zadovolje 
uvjeti sličnosti, za prototipnu i modelnu pojavu vrijede jed- 
nakosti: 


MEHANIKA FLUIDA 


Će ma F pp = FpM 
p 1 1 , 
7% vaple ZM VM 
F F o) 
fes — :P E zM 
s 1 


i 
5 0vapLe z omvžuLK 

Ti se vektorski koeficijenti obično rastavljaju svaki na tri 
skalarne komponente u tri međusobno okomita smjera, npr. 
u smjerove x,y,z. 

Za stacionarno strujanje Strouhalov broj nema nikakvu 
važnost. Naime. u takvom se strujanju može za mjerilo vremena 
proizvoljno uzeti vrijeme potrebno da se brzinom v,, prevali 
put karakteristične duljine L, tj. to = L/vy, pa je Strouhalov 
broj Sh = Lf/(v.to) = 1 za bilo koje dimenzijsko rješenje pa je 
tako automatski zadovoljen i uvjet Shp = Shy. (Isto je tako i 
kad se tijelo karakteristične duljine L giba konstantnom pra- 
vocrtnom brzinom U u neograničenom fluidu, premda je to 
nestacionarno strujanje.) 

Prema tome, uvođenjem karakteristične duljine L i karakte- 
ristične brzine v,, za stacionarno je strujanje automatski de- 
finirano i karakteristično vrijeme, pa Navier-Stokesova vektorska 
jednadžba (587), izražena bezdimenzijskim funkcijama 8%(7*) i 
p"(7*), glasi 


2 


D 1 o o o pi l Do 9,09 v £ o 0 
sreo IL are (6084) 
2 
Dijeljenje te jednadžbe sa < daje 
o KJ 
(5 - V*)u“ =f" zonu AVA p+vANB = 
= mL — EuV"p" +R ma U“. (608b) 

NT 


Jednadžba kontinuiteta zadržava ku bezdimenzijski oblik 
dan izrazom (601b). 

Uz geometrijsku sličnost granica, uvjeti sličnosti beskonačne 
obitelji sličnih stacionarnih strijanja jesu: paralelnost brzina 
2, 1 masenih sila f i, kao što se vidi iz (608b), jednakosti 
Froudeovih brojeva, Eulerovih orojeva i Reynoldsovih brojeva. 
Tada se, naime, iz bezdimenzijskog rješenja 8%(7%) i p"(F) 
jednadžbi (608b) i (599) može dobiti dimenzijsko rješenje za 
bilo koji dimenzijski slučaj iz te beskonačne obitelji sličnih 
stacionarnih strujanja. Iz zavisnosti (603a) i (603b) osim £" i t 
ispada i Sh. 

Pri stlačivom strujanju toplinski vodljivog savršenog plina 
ulazi u analizu uvjeta sličnosti i energetska jednadžba (413c), 
pa se i skup značajki sličnosti proširuje na Machov broj 
Ma = v/c, Prandtlov broj (406), odnos specifičnih toplina x i 
na sličnost temperaturnih graničnih uvjeta. 


Značajke turbulentnog strujanja. Polje brzine turbulentnog 
strujanja izražava se u obliku 
Dx SE vx st V, >: 
),=0+0, B=7+ 1], (609a) 
v, = V, hr vz, 
gdje je 2 stvarna (trenutna) brzina strujanja, 2 vremenski 
osrednjena brzina ili vremenski prosjek brzine, a ?' pulzacijska 
brzina. 


Slično se izražavaju tlak, tenzor naprezanja i temperatura 


p=p+vp, 
L=Nn+T (609b) 
T=: 


Ako se općenito sa f(x,y,z,t) označi neka skalarna, vektorska 
ili tenzorska veličina turbulentnog strujanja, tada se ta funkcija 


rastavlja na vremenski prosjek g i pulzaciju f“: 


f(x,y,2,t) =/f(x,y,2,1) +f(,y,2,t). (610a) 
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Prema definiciji je 


T 
t+— 


5 


ftex20)=7 | flx,y,z,1)đe, 


f 
noć 


2 


(610b) 


gdje je T; perioda osrednjenja. 

Pretpostavlja se da je perioda T; u usporedbi s periodom 
turbulentnih pulzacija dovoljno velika da bi za definiciju srednje 
vrijednosti obuhvatila dovoljan broj pulzacijskih ciklusa, a da 
je dovoljno malena u usporedbi s vremenom koje karakterizira 
vremenski promjenljivo osrednjeno turbulentno strujanje, npr. s 
periodom oscilacija vremenski osrednjenih veličina. 

_ Ako je vremensko osrednjenje ispravno provedeno, veličina 
f se ne mijenja pri ponovnom osrednjenju, tj. vrijedi 


T09,21) =f(%,y,2,1). 


Za turbulentno strujanje u kojem f nije funkcija vremena 
kaže se da je kvazistacionarno. 

Primjenom pretpostavljenog svojstva osrednjenja (611a), 
vrijedi 


(6114) 


fef-[=0 (611b) 
Ako je g još jedna pulzacijska funkcija, lako se dokaže 
da vrijedi 


fg=fg. (6110) 
Isto tako vrijede očite jednakosti 
X. fo 
Y_%.%_9 (611d) 


Ox Ox" Bt. Or 

Za analizu i rješavanje problema turbulentnog strujanja 
primjenjuju se vremenski osrednjena jednadžba gibanja i jed- 
nadžba kontinuiteta. 

Za nestlačivi fluid član konvektivne akceleracije na lijevoj 
strani jednadžbe gibanja (381e), uz divč = 0, može se izraziti 
sa 

(+ V)8 = Div 857, (6124) 


gdje je 88 diada ili multiplikacijski tenzor, u kartezijskom 
sustavu definiran sa 


VV 
B8=|00, 0,9, (612) 
VV, DD) 


v, v, 

Ako se zanemari utjecaj masene sile, primjenom (612a) 
jednadžba gibanja (381e) poprima oblik 

AZ 
05 Ez DMT. — 086). (6134) 
2 

Za newtonski nestlačivi fluid tenzor naprezanja T, određen 
je izrazom (400). 

Izraze li se prema (609a) i (609b) 8 i T, vremenskim 
prosjekom i pulzacijskim dijelom te uvrste u jednadžbu gibanja 
(613a), vremensko osrednjenje te jednadžbe primjenom (610b), 
(611), (611b), (611c) i (611d) daje 

3B 


05- = Div(T, — 087 —ovv). 


(613b) 


Vremenski osrednjena jednadžba kontinuiteta ima oblik 
divč=0. (613c) 
Usporedba jednadžbe gibanja stvarnog (trenutnog) turbu- 


lentnog strujanja (613a) s jednadžbom vremenski osrednjenog 
strujanja (613b) prikazuje da se u (613b) pojavio dodatni član 


—ov'v', koji se naziva tenzorom turbulentnog naprezanja i u 
kartezijskom sustavu ima komponente 


B=) 1 
— Qovxvz 


[| -env —onov 
(Taub = —0BB=|—000x —0byby —0Vv (613d) 
— CV; — QV, — ovo] 
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Turbulentna naprezanja odražavaju vremenski osrednjeni 
prijenos pulzacijske količine gibanja o 8" pulzacijskom brzinom 2". 

Primjenom generaliziranog Newtonova zakona viskoznosti 
(400a), x-komponenta jednadžbe (613b) poprima oblik 


BEL 208) 06. a0 10 
So av Oy ze o 0x 
+ de + Ze + 52) +2 - (— 00;0;) + 
\0x2 Oy? 02") elo šk 


0 Era 0 soli 
da dp 0v,V,) sE so ora) (614a) 

Sličan oblik poprimaju i preostale dvije komponente, a 
vremenski osrednjena jednadžba kontinuiteta glasi 

Ov, 0, A, 0 
Ox _ 0y 02 

Jednadžbe (613b) i (613c) i jednadžbe (614a) i (614b) nazivaju 
se Reynoldsovim jednadžbama gibanja vremenski osrednjenoga 
turbulentnog strujanja. 

Vremenski osrednjeno turbulentno strujanje matematički je 
model strujanja u kojemu su strujnice pravilne krivulje. Strujanje 
je u slojevima, slično laminarnom strujanju, ali je profil vremen- 
ski srednjih brzina bitno različit od profila brzine laminarnog 
strujanja. U stvarnom turbulentnom strujanju strujnice pulza- 
cijskog gibanja presijecaju strujnice tog urednog osrednjenog 
strujanja i time se iz sloja u sloj fluida prenosi količina gibanja, 
toplina, masa i ostale karakteristične veličine. Za razliku od 
laminarnog strujanja, u kojemu također postoji prijenos tih 
veličina iz sloja u sloj, ali u mikroskopskim razmjerima jer 
su nosioci tog prijenosa molekule, pri turbulentnom strujanju 
nosioci su tog prijenosa konačne mase fluida, tj. gromade ili 
grozdovi čestica, pa je i miješanje u makroskopskim razmjerima. 

Na sl. 131 prikazano je ustaljeno kvazistacionarno vre- 
menski osrednjeno strujanje između dviju ravnih ploča, s pro- 
filom vremenski srednjih brzina #,(y). Strujnice pulzacijskog 
gibanja gromada čestica presijecaju te pravilne strujnice osred- 
njenog strujanja i sa sobom prenose kroz slojeve količinu 
gibanja, toplinu i ostale mehaničke i termodinamičke veličine, 
a također i razne primjese koje se nalaze u fluidu, npr. dim 
u zraku, pijesak u vodi i sl. Prijenos i promjena količine 
gibanja uzrokuje turbulentno trenje među slojevima, prijenos 
topline uzrokuje turbulentnu vodljivost topline, a prijenos pri- 
mjesa turbulentnu difuziju. Mehanizam turbulentnog miješanja 
isti je za trenje, toplinsku vodljivost i difuziju. 


(614b) 


yh 
73 
no I do* — 6,0) 
00) + 3 Gy - 
mii 
_r < dS 
me E 
[0] 
Ž tdi, 
50) - dy Z 


SI. 131. Ustaljeno kvazistacionarno vremenski osrednjeno strujanje između 
dviju ravnih ploča 


Turbulentno tangencijalno naprezanje T, određuje se vre- 
menskim prosjekom projekcije na os x prijenosa količine gibanja 
na jedinicu površine elementa dS položenog uzduž strujnice 
vremenski osrednjenoga turbulentnog strujanja (sl. 131). Ako se 
promatra sila naprezanja r,dS kojom gornji sloj djeluje na 
donji, tada se primjenom ispravnih predznaka za prijenos 
količine gibanja kroz dS dobiva : 


MEHANIKA FLUIDA 


do, 


TdS = 0 Boby + 5!) - lv - 5!) vdS a ovi Ko 
ili za turbulentno tangencijalno naprezanje 
— De do, dp, 
T=ov,l di dod; (615a) 
Taj je izraz postavio J. Boussinesq (1877). 
Veličina 
“Azapl (615b) 


izražava intenzitet turbulentnog miješanja, pa se po analogiji 
s molekularnim miješanjem, koje je izraženo koeficijentom u, 
naziva dinamičkim koeficijentom turbulentne viskoznosti. Po istoj 
analogiji, veličina 

A 


£ ae 
o 

naziva se kinematičkim koeficijentom turbulentne viskoznosti. 
Mjerenja pokazuju da se veličina A znatno mijenja po 
poprečnom presjeku strujanja u cijevi ili u graničnom sloju. 
A ima vrlo malu vrijednost u blizini stijenke (gdje krutost 
stijenke ne dopušta česticama da pulziraju), pa raste do mak- 
simuma na polovici polumjera cijevi ili polovici debljine gra- 
ničnog sloja, a zatim ponovn opada. To se ponašanje turbu- 
lentne viskoznosti A bitno razlikuje od ponašanja molekularne 
viskoznosti u, koja je svojstvo fluida, dok je A svojstvo 
režima strujanja, tj. intenziteta turbulencije. Tako je u izrazu 

za ukupno srednje tangencijalno naprezanje 


(615c) 


(616) 


prvi član dominantan u neposrednoj blizini krute (glatke) 
stijenke, u tzv. laminarnom podsloju, i njegov utjecaj naglo 
slabi s udaljavanjem od stijenke, gdje dominantni utjecaj pre- 
uzima drugi član. 

L. Prandtl (1925) dao je veličini ! u izrazu (615b) fizikalni 
smisao analogan smislu duljine slobodne putanje molekula u teo- 
riji molekularnog miješanja. Kad pri turbulentnom miješanju ko- 
načni volumen fluida, a ne molekula, polazi iz nekog sloja 
koji se nalazi na udaljenosti !' od promatranog sloja, tada 
taj konačni volumen fluida zadržava svoju osrednjenu (uzdužnu) 
količinu gibanja sve dok ne stigne u promatrani sloj i tek se 
tada pomiješa s okolnim fluidom, predajući mu ili primajući 
od njega svu razliku količine gibanja. Udaljenost od sloja iz 
kojeg je taj konačni volumen fluida pošao do sloja u kojemu 
se odigralo miješanje Prandtl je nazvao putom miješanja, a teorija 
je nazvana teorijom puta miješanja. 

U skladu s Prandtlovim shvaćanjem, pulzacije komponente 
brzine v, normalno na strujnice osrednjenog strujanja 0,(y) 
proporcionalne su razlici brzina !'dv,/dy. Ako se ta razlika 
uvrsti u (615a) i provede osrednjenje, a koeficijent proporcio- 
nalnosti se uključi u novu veličinu (, također nazvanu putom 
miješanja, dobiva se Prandtlova formula 


ze = oli e ' (617a) 


Da bi mogla postojati oba predznaka, izraz (617a) piše se 
u obliku 


dv, |dv dv 
2I—I==A— 617b 
da je TG dy dy dy > ( ) 
g0) 
Id 
A=0 i (617c) 


Umjesto puta miješanja, veličini / može se dati smisao 
značajke geometrijske strukture turbulentnog strujanja ili mjerila 
turbulentnosti. 

Prandtl je dalje pretpostavio da je ! proporcionalno s 
udaljenosti od stijenke, tj. 


Il=xy (6184) 
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Uz novu pretpostavku da u blizini stijenke T, ostaje konstantno 
i jednako tangencijalnom naprezanju T,, uz samu stijenku, za 
profil vremenski srednje brzine turbulentnog strujanja dobiva 
se izraz 


- Ut, 
v,(y) = zin» +C, (618b) 
gdje je u. = / Z“ tzv. brzina trenja. 

0 


Konstantom integracije C u (618b) usklađuju se linearni 
profil brzine u laminarnom podsloju u neposrednoj blizini 
stijenke i logaritmički profil brzine (618b) turbulentnog strujanja 
podalje od stijenke. Naime, za y =0 izraz (618b) odlazi u 
(— 0), pa ako se udaljenost od stijenke yo na kojoj (618b) 
daje vrijednost v, = 0 izrazi u obliku 


v 
Yo= P—, (618c) 
profil brzine (618b) može se izraziti u bezdimenzijskom obliku 
v**)=A;lny* + D,, (619) 
Be Vx X 1 Ka 
gdje je v* = = y2 .Ai=—iD, = E )ing. 
U v x x, 


Na sl. 132 prikazan je bezdimenzijski profil brzine (619) 
uz glatku stijenku, određen brojnim mjerenjima u cijevima, 
kanalima i graničnom sloju. Do vrijednosti y* = 5 uz glatku 
stijenku se održava laminarni podsloj s linearnim profilom 
brzine 

v*=y*, zay*<5, (620a) 
zatim nastupa prijelazno područje do y* = 30, a nakon toga 
je strujanje turbulentno s logaritmičkim profilom brzine 


v* =2,5lny* + 5,1, za y* > 30. (620b) 


Iz konstanata A, =2,5 i D, =5,1 dobivaju se x=0,4 i 
B = 0,130. 
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+ 2 LL 

102 10? 10* 
y Vb 

y*= == 


i 10 


Sl. 132. Univerzalni bezdimenzijski profil srednje brzine tur- 

bulentnog strujanja oko glatke stijenke prema podacima mjerenja 

u cijevima, kanalima i graničnom sloju (Kestin, Richardson, 
1963) 


Vrlo opsežna istraživanja strujanja u glatkim i hrapavim 
cijevima proveo je J. Nikuradse (1932. i 1933). Cijevi su bile 
umjetno ohrapavljene zrncima pijeska. Rezultati njegovih istra- 
živanja prikazani su grafički logaritmom koeficijenta otpora 
trenja A na bazi logaritma Reynoldsova broja, za različite 
omjere r/k (sl. 133), gdje je r polumjer cijevi a k visina 
pješčane hrapavosti. 

Za laminarno strujanje, do kritičnog Reynoldsova broja, 
koji se nalazi između Re = 2160-:-2500 (tj. IgRe = 3,33---3,40), 
/ ne zavisi od relativne hrapavosti r/k. Ponašanje A u turbu- 
lentnom strujanju daje jasniju definiciju hrapave cijevi u hidra- 
uličkom smislu. Krivulja 2 za najveću hrapavost (r/k = 15) 
prva se odvaja od krivulje 2 za glatke cijevi. Krivulje za 
niže hrapavosti (tj. za više vrijednosti r/k) slijede jednim dijelom 
svog toka krivulju glatke cijevi i zatim se od nje odvajaju. 
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Za najnižu hrapavost (r/k = 507) taj slijed krivulje za glatku 
cijev prostire se preko šireg područja Re. Prema tome, svaka 
hrapava cijev ponaša se u određenom području Re kao hidra- 
ulički glatka cijev. Kad se krivulja A odvoji od krivulje 
hidraulički glatke cijevi, nakon jednog relativno užeg prijelaznog 
područja ona postaje paralelna s apscisom i A više ne zavisi 
od Re već samo od relativne hrapavosti r/k. To je područje 


potpune hrapavosti. 
a i x a 
. U 


BE 


* % 
2+. g | 
o...» 
... 
..- 22 
oe.-87 
0,8-7=-1—-* Ko —_—— 
e 
2 
e : i 
06] ika ' 
Bam ama 
0,4 ——|——P —|— 
| | 1 — jaro Tejo) 
—+ Ig Re s 
0,2 ži i L 
2,6 3,0 4,0 5,0 6,0 


Sl. 133. Kocficijent otpora trenja A za strujanje u cijevima različite hrapavosti, 
prema ispitivanjima _Nikuradsea (1933) 


Takvo ponašanje koeficijenta trenja A u turbulentnom stru- 
janju određeno je odnosom visine hrapavosti k prema debljini 
laminarnog podsloja definiranog sa y* = 5. Ako se i visina 
hrapavosti k izrazi u bezdimenzijskom obliku k* = kv,/v, tada 
su pojedini režimi turbulentnog strujanja u cijevima definirani 
na sljedeći način: 


a) hidraulički glatki režim strujanja 
O0<k*<5 > 1=/ARe), (621a) 
u kojem se svi izdanci hrapavosti nalaze unutar laminarnog 
podsloja, pa je i otpor strujanju uzrokovan jedino viskoznim 
trenjem; 
b) prijelazni režim strujanja 


k \ 


5<k*<10—>2-Re5), (621b) 


u kojem izdanci hrapavosti izlaze iz laminarnog podsloja, pa 
uz viskozno trenje nastaje i dodatni otpor forme (virova) 
izdanaka koji se nalaze u bržoj turbulentnoj jezgri; 


€) potpuno hrapavi režim strujanja 


(k\ 
* > =14— 
k* > 70 i=45 | 
u kojem su svi izdanci hrapavosti izvan laminarnog podsloja, 
pa dominira kvadratični zakon otpora forme izdanaka, a pad 
tlaka dan je izrazom 


(621c) 


k\LI 
D/D2?2 
Na temelju Prandtlove i Karmanove teorije te eksperimen- 


talnih istraživanja, Nikuradse je za A hidraulički glatke cijevi 
u turbulentnom strujanju dobio izraz 


Ap = zl -0v? = const.v?. (621d) 


1 = 

TA = 21g(Re]/2) — 08, (622a) 
4 

a za područje potpune hrapavosti za cijevi umjetno ohrapavljene 

zrncima pijeska 


1 


pas (622b) 


2le4 + 174)) 
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Za koeficijent trenja A koji prekriva čitavo prijelazno pod- 
ručje od hidraulički glatkog do potpuno hrapavog režima 
strujanja Colebrook je postavio formulu 


1 k X 
—_=174 21e( + E ) (622c) 
VA r Rey1 
ili 
1 k/D 2,523 \ 
raje 08686ln(-2. boni 622d) 
vi 3707 * Reyi 


što je dobro približenje za proračun otpora u različitim ko- 
mercijalnim tipovima cijevi. Za k > 0 te formule prelaze u 
izraz (622a), a za Re > o u izraz (6226). U tim formulama 
veličina k predstavlja ekvivalentnu ili efektivnu visinu hrapavosti 
materijala komercijalnih cijevi, tj. vrijednost koja daje istu 
vrijednost A kao visina umjetne pješčane hrapavosti u potpuno 
hrapavom režimu strujanja. 
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strujanja u tom području opisuje Eulerovim jednadžbama 
gibanja (421a). 

Debljina graničnog sloja & definirana je kao udaljenost 
od stijenke u smjeru poprečne osi y preko koje se brzina 
mijenja od nule do 99% iznosa brzine vanjskog strujanja, tj. 
y =, gdje je v, = 0,99v,, pri uzdužnom optjecanju ravne ploče 
(sl. 135) ili v, = 0,994 pri optjecanju tijela sa zakrivljenom 
granicom (sl. 135b), gdje je v brzina vanjskog potencijalnog 
strujanja na mjestu x. 

Budući da je č malena veličina prema uzdužnoj dimenziji 
tijela L, tj. vrijedi 8 < L, Navier-Stokesove jednadžbe mogu se 
znatno pojednostavniti. Tako se u laminarnom graničnom sloju 
ravninskoga stacionarnog strujanja nestlačivog fluida utjecaj 
pojedinih članova u komponentama x i y Navier-Stokesovih 
jednadžbi (574) analizira ocjenom reda veličine. Naime, promjena 
x-komponente brzine v, mijenja se od nule do iznosa v., (ili 
v5) unutar udaljenosti & u smjeru y, a apscisa x se mijenja 


Koeficijent trenja A = 


Drvene dužice A 


Lijevano željezo 
Galvanizirano željezo 0,15 
Asfaltirano lijevano željezo 0,12 
oil Trgovački čelik 0,045 
h Kovano željezo 
0,009/H Vučene cijevi 


to“ 


240% 


Reynoldsov broj Re = pe 
v 


Sl. 134. Moodyjev dijagram koeficijenta otpora trenja A za strujanje u cijevima od različitog materijala 


Formule (622c i d) Moody je dao dijagramom gdje je 
prikazao A na bazi Re u lg-lg mjerilu (sl. 134). U istom su 
dijagramu dani podaci o ekvivalentnim visinama hrapavosti 
nekih materijala za izradu komercijalnih cijevi. 


Granični sloj. L. Prandtl je 1904. god. uveo pojam graničnog 
sloja, čime je označen početak moderne ere mehanike fluida. 
Uvjet priljepljivosti realnog viskoznog fluida o krutu stijenku 
uzrokuje bitnu razliku u poljima brzine strujanja idealnog i 
viskoznog fluida u neposrednoj blizini krute granice tijela. 
Podalje od te granice ta se razlika praktički potpuno izgubi. 
Stoga je Prandtl u analizi viskoznog strujanja oko tijela podijelio 
polje strujanja u područje relativno tankoga graničnog sloja u 
neposrednoj blizini krutih granica i u područje koje prekriva 
ostatak polja strujanja. Unutar tankoga graničnog sloja tan- 
gencijalna komponenta brzine naglo se mijenja u smjeru normalno 
na stijenku, i to od nule na stijenci do brzine slobodne struje 
na vanjskom rubu graničnog sloja. U tom je sloju učinak 
viskoznosti bitan; strujanje je vrtložno, a viskozne su sile istog 
reda veličine kao i inercijske sile, pa se dinamika strujanja 
opisuje Navier-Stokesovim jednadžbama (409a). Izvan graničnog 
sloja učinak je viskoznosti zbog malih poprečnih gradijenata 
brzine strujanja zanemarljiv, pa se fluid može smatrati idealnim 
u potencijalnom (bezvrtložnom) strujanju, tako da se dinamika 


SI. 135. Laminarni granični sloj 
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od nule do L, pa ako se znakom = označi ocjena reda 
veličine, može se pisati 
x-L, Pp 002, (623a) 


Pomoću tih odnosa može se ocijeniti red veličine pojedinih 
članova Navier-Stokesovih jednadžbi. Tako je 


y=d Vb 


. OV, vŽ 1 Op v2, 
Pika di | UA GE 23 
Ga saa. GžviE Sve ža 
Ve Vv=5, "=; 
Ox“ (52 Oy? "g? CE 
Iz jednadžbe kontinuiteta (575) vrijedi 
B0y|_ |80x|_ Veo 
Oy Ox <L2 
a zbog 
dv,_ V, 
Oy 8? 
dobiva se ocjena reda veličine y-rkomponente brzine 
ez. (623c) 
tako da je 
poze 623d 


Zbog osnovne pretpostavke da je & « L, izraz (623b) po- 
kazuje da je 


(623e) 


pa se član na lijevoj strani te nejednakosti može zanemariti. 

Budući da je granični sloj područje podjednakog utjecaja 
viskoznih i inercijskih sila, u x-komponenti Navier-Stokesovih 
jednadžbi zadržava se viskozni član s desne strane nejednakosti 
(623e). Taj član mora imati isti red veličine kao ostali zadržani 
članovi, pa se iz (623a) dobiva 


QBDE, (0 pa 
"Zy? po saKe Tak (623f) 
Iz te ocjene reda veličine slijedi 
d 1 
Fk , (623g) 
L VRe 


M mL £ 
gdje je Re = e Reynoldsov broj. 


Prema (623g) uvjet o «< L bit će ispunjen samo kad je 
Re > 1, što uz zadane r,, i L, kad su reda veličine I, zahtijeva 
relativno malu viskoznost fluida. Tada se može primijeniti kon- 
cepcija graničnog sloja kao uskog područja oko krutih granica 
u kojemu je važan utjecaj viskoznosti. 

Ocjena reda veličine članova y-komponente Navier-Sto- 
kesovih jednadžbi, uz Re > 1, pokazuje da se svi članovi mogu 
zanemariti, pa približno vrijedi 


ćp 
dy * o 


Iz toga slijedi osnovno svojstvo graničnog sloja da se tlak 
preko normalnog presjeka graničnog sloja može smatrati konstan- 
tnim i jednakim tlaku u vanjskom strujanju. Ako se pri stacio- 
narnom ravninskom strujanju brzina i tlak na vanjskom rubu 
graničnog sloja mijenjaju po zakonu 


(623h) 


Ph va(x Ik D= p(%), (6243) 
primjena Fulerove jednadžbe gibanja daje 
ik 00 
bra ZA (624b) 


Na temelju ocjene reda veličine pojedinih članova Navier- 
-Stokesovih jednadžbi i primjenom (624b) dobivaju se Prandtlove 


Db 


jednadžbe za laminarni granični sloj ravninskog stacionarnog , 
strujanja 


m Ov, ke Bu, _ S dva € KLE 
x po RV ATE A..2 > 
Ox Oy dx Oy (625a) 
Op 0v, 0, 
=0, = 0, 

Oy 6x dy 

s graničnim uvjetima 
v,=v,=0 zay=0, 
Vx > vs(x) za y> o (9), (625b) 
vx, = Vxo( 9) Za X = X9. 


Primjenom funkcije toka ravninskog strujanja (419e), sa 
svojstvima (419f), Prandtlove jednadžbe (625a) i granični uvjeti 
(625b) poprimaju oblik 


Op 0%p _Opočp du 0% čp 


OrOrev O ET RES. oicepko a (6206) 
p=0 zay=0, 
Op 6 
ko, on 
0 2 .(626b) 
a vg(x) za y>oo(9), 
dy 
Op _ ? 
pro ) o zax=x 


Pri stacionarnom laminarnom optjecanju ravne ploče (sl. 
135) tlak ostaje konstantan u čitavom polju strujanja, a također 
jeiv;=v, = const., pa sustav jednadžbi (626a) i uvjeti (626b) 
prelaze u 


Op op pop 0%p 
By Ox0y Se STE = TEK P=pe = const, (627a) 
p=0 zay=0, 
Ow 
ve kad y> 00, za sve x, 
0 (6276) 
Op o 
S U zay=0 i x>0, 
9 
nae za x=0. 
Oy 


Za rješavanje jednadžbe (627a) Blasius je na temelju reda 
veličine (623g) uveo složenu bezdimenzijsku varijablu 


1=—=, (6284) 
vx 
Vo 
i bezdimenzijsku funkciju toka 
Wwp 
o(n) = ž (628b) 
VoVX 


u kojima jednadžba (627a) prelazi u običnu nelinearnu diferenci- 
jalnu jednadžbu 


20" +00" =0, (628c) 
s graničnim uvjetima: 
g=0 za "u=0, 
og=0 za u=0, (628d) 
g=1 za q>o0. 


Uz granične uvjete (628d) može se Blasiusova jednadžba 
(628c) numerički riješiti. U tabl. 8 prikazani su rezultati 
Howarthove numeričke integracije, a na sl. 136 pokazano je da 
se teorija i eksperiment odlično podudaraju. 

Tangencijalno naprezanje T,, uz ravnu ploču dano je izrazom 
Ov,\ 2 ,2 
Eris - 00 E = 0,33215, 
BY ya VRe, VRe, 


(629a) 


"=u( 
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x 


gdje je Re, = Pa 
v 


Koeficijent otpora trenja jedne strane ploče duljine L i 
širine B iznosi 
L 


1,328 
(je E : : [ra va (629b) 
l 2 Re 
5.204 LB 7 0/eLo 
Debljina graničnog sloja dana je izrazom 
(vx 
Dojo, =099 = 491 / Sa (629c) 


Karman i Pohlhausen razvili su približnu metodu rješavanja 
ravninskoga graničnog sloja temeljenu na jednadžbi količine 
gibanja. 


Tablica 8 
HOWARTHOVA INTEGRACIJA BLASIUSOVE JEDNADŽBE 
20" + 0" =0 LAMINARNOG GENoG SLOJA UZ RAVNU 
PLOČU 


0,33206 2,69238 | 0,97587 | 0,03897 
0,2. | 0,00664 | 0,06641 | 0,33199 2,88826 | 0,98269 | 0,02948 
0,4 | 0,02656 | 0,13277 | 0,33147 3,08534 | 0,98779 | 0,02187 
0,6 | 0,05974 | 0,19894 | 0,33008 || 5,0 | 3,28329 | 0,99155 | 0,01591 
0,8 | 0,10611 | 0,26471 | 0,32739 || 5,2 | 3,48189 | 0,99425 | 0,01434 
40 (| 0,16557 | 0,32979 | 0,32301 5,4. | 3,68094 | 0,99616 | 0,00793 
1,2. | 0,23795 | 0,39378 | 0,31659 || 5,6 | 3,88031 | 0,99748 | 0,00543 
14 | 0,32298 | 0,45627 | 0,30787 || 5,8 | 4,07990 | 0,99838 | 0,00365 
1,6 | 0,42032 | 0,51676 | 0,29667 |I 6,0 | 4,27964 | 0,99898 | 0,00240 
1,8 | 0,52952 | 0,57477 | 0,28293 | 6,2 | 4,47948 | 0,99937 | 0,00155 
20 | 0,65003 | 0,62977 | 0,26675 | 6,4 | 4,67938 | 0,99961 | 0,00098 
2,2. | 0,78120 | 0,68132 | 0,24835 || 6,6 | 4,87931 | 0,99977 | 0,00061 
24 | 0,92230 | 0,72899 | 0,22809 || 6,8 | 5,07928 | 0,99987 
2,6 1,07252 | 0,77246 | 0,20646 || 7,0 | 5,27926 | 0,99992 
2,8 1,23099 | 0,81152 | 0,18401 7,2. | 5,47925 | 0,99996 
3,0 1,39682 | 0,84605 | 0,16136 | 7,4 | 5,67924 | 0,99998 
3/2 1,5691f | 0,87609 | 0,13913 7,6 | 5,87924 | 0,99999 
34 1,74696 | 0,90177 | 0,11788 7,8 | 6,07923 | 1,00000 
3,6 1,92954 | 0,92333 | 0,09809 || 8,0 | 6,27923 | 1,00000 
3,8 | 2,11605 | 0,94112 | 0,08013 8.2 | 6,47923 
40 | 2,30576 | 0,95552 | 0,06424 || 8,4 | 6,67923 
42 | 2,49806 | 0,96696 | 0,05052 || 8,6 | 6,87923 
44. |: 2,69238 | 0,97587 | 0,03897 7,07923 


Teorija 
Blasiusa 


0 10 20 30 40 50 6,0 70 


Va 
DU se 


SI. 136. Raspored brzine u laminarnom graničnom sloju uz ravnu ploču prema 
Blasiusovoj teoriji i Nikuradseovim eksperimentima 


Karman je primijenio jednadžbu količine gibanja na fluid 
u elementu ravninskog graničnog sloja i dobio jednadžbu koja 
je osnova približnih metoda rješavanja graničnog sloja. Takav 
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element, izvučen na mjestu x iz graničnog sloja sa sl. 135a 
ili sl. 135b, prikazan je na sl. 137. 

Za element jedinične širine okomito na ravninu strujanja, 
uz dS=ds-1 ili dS =dy-1, jednadžba kontinuiteta (417a) 
primijenjena na KV (sl. 137) poprima oblik 


" 
_ moc) + |o-nas+ ibo) + Sax | 0, (6304) 


Q 
gdje je 
šix) š(x) 
m(x) = — | č.ndy = [oy (630b) 
o 0 
Iz (630a) i (6306) slijedi 
čix) 
dn d 
[om-nas= rena = [eocay (630c) 
Q 0 


budući da vanjski rub graničnog sloja nije strujnica. 
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KP=(D+D+(D+D 


Sl. 137. Izvod Karmanove jednadžbe količine gibanja za ravninski granični sloj 


Za stacionarno ravninsko strujanje, zanemarivši masene sile 
i primijenivši osnovno svojstvo graničnog sloja (623h), x-kom- 
poneta jednadžbe količine gibanja (379) primijenjena na KV 
(sl. 137) glasi 


Š(x) 


Ovgiy + ds — 


= ra v,)dy _ 


š(x) 


: Pr 
= |aeždy+ | ovždydx | = 0. (631a) 


dx 


0 0 


U toj se jednadžbi mnogi članovi poništavaju, pa ako se pri- 
mijene izrazi (624b) i (630c), uz v, = vy = const. preko dijela 
(2) KP tako da je 


&(x) 
dmn d ( 
_ [oo ./ds= ud = Ba ov,dydx, (631b) 
: o 
izraz (631a), nakon dijeljenja sa dx, prelazi u 
dx) Šix) d šix) 
dy F d E 2 
sud) = - -— =0. (631 
0% Ja 5,3 Duga ovxdy x |oežay 0. (631c) 
0 o 0 
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Ako se pretpostavi da je fluid nestlačiv, tj. o = const., izraz 
(631c), nakon jednostavnih operacija, prelazi u Karmanov 
impulsni integralni odnos za ravninski granični sloj 


gdje je 
Bo 
=a Gje (1- Zla (631e) 


debljina istisnuća, koja daje iznos za koji je vanjsko poten- 

cijalno strujanje istisnuto prema van zbog smanjenja brzine 

strujanja u graničnom sloju (uobičajena je i oznaka 2*); 
8(x);w0 


=a0)= | (i- SI dy (6319 
PM HI 
o 


l 
Va 


impulsna debljina graničnog sloja, koja karakterizira gubitak 
količine gibanja u graničnom sloju u usporedbi s količinom 
gibanja potencijalnog strujanja (uobičajene su i oznake &** i 9). 
Alternativne gornje granice oo integrala u izrazima (631e) i 
(631f) odnose se na tzv. asimptotski granični sloj. 
Pohlhausen je primjerom ilustrirao opći postupak primjene 
Karmanove jednadžbe (631d). U Pohlhausenovom se postupku 
pretpostavi opći oblik bezdimenzijskog profila brzine u graničnom 
sloju kao jednoparametarske obitelji sličnih krivulja, gdje je 
parametar 
2 
A=A(x)= du du 
v dx 
Na pretpostavljeni profil brzine postavi se što je moguće 
više rubnih uvjeta za y=0 i za y = 8x), ili pri asimptotskom 
profilu brzine za y> oo. Ti se uvjeti za y=0 dobivaju iz 
Prandtlovih jednadžbi (625a) i njenih derivacija prvog i viših 
redova, a za y = &(x) ili y> oo ti se uvjeti svode na postizanje 
što boljeg stupnja izglađenosti s kojim taj profil brzine ulazi 
u profil konstantne brzine vanjskog strujanja. Pomoću tako 
obrađenog pretpostavljenog profila brzine proračunaju se veličine 
84 021 T,, koje također ovise o izabranom parametru, i kad 
se uvrste u Karmanovu jednadžbu (631d), dobiva se obična 
diferencijalna jednadžba u traženom parametru, npr. u Pohlhau- 
senovom parametru (632). Rješenje te diferencijalne jednadžbe 
određuje taj parametar, a njime je određena i jednopara- 
metarska obitelj profila brzine u graničnom sloju i sve ostale 
značajke graničnog sloja 6(x), 8,(x), 82(x) i Ty. 


(632) 
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M. Fancev 


MEHANIKA KONTINUUMA, dio mehanike koji 
proučava makroskopsko gibanje čvrstih, tekućih i plinovitih 
tijela. Mehanika kontinuuma ne uzima diskretnu, atomsku 
strukturu tvari, nego, nasuprot tome, uvodi pojam neprekidne 
sredine ili materijalnog kontinuuma. Prema tom pristupu pret- 
postavlja se da tvar neprekidno i potpuno ispunjava prostor 
koji zauzima tijelo. Pojam kontinuuma dopušta da se definiraju 
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naprezanje, deformacija i ostale veličine u geometrijskoj točki 
bez volumena pomoću limesa (graničnog prijelaza) na sličan 
način kako se uvodi pojam derivacije u infinitezimalnom ra- 
čunu. To omogućuje primjenu tog računa u mehanici kontinu- 
uma. Makroskopski pristup proučavanju gibanja deformabil- 
nih tijela zapravo je statistički pristup koji analizira prosječne 
vrijednosti fizikalnih veličina za više čestica, umjesto da ana- 
lizira gibanje svake pojedine čestice. 

Iako ne uzima atomsku strukturu tijela, mehanika kontinu- 
uma omogućuje predviđanje ponašanja realnih tijela. Ta se 
predviđanja vrlo dobro slažu s mjerenjem, iako ponekad takav 
pristup ne daje dobre rezultate. Takvi su npr.: pojava pukotina 
pri cikličkom naprezanju (zamor materijala), problemi aerodi- 
namike pri vrlo velikim visinama gdje je zrak vrlo rijedak, 
gibanje tekućine pri vrlo velikom gradijentu brzina, koncentra- 
cija naprezanja oko oštrih uglova itd. 

Mehanika kontinuuma radi s fizikalnim veličinama koje ne 
ovise o izboru koordinatnog sustava, ali koje se najlakše opi- 
suju pomoću komponenata u određenom koordinatnom su- 
stavu. Iako fizikalna veličina ne ovisi o izboru sustava, njene 
komponente ovise. Takve veličine su tenzori. Ako se znaju 
komponente tenzora za jedan koordinatni sustav, mogu se po- 
moću izraza za transformaciju odrediti njegove komponente 
bilo za koji drugi sustav. Zakoni mehanike kontinuuma opi- 
suju se tenzorskim jednadžbama koje vrijede u svim koordi- 
natnim sustavima. Ta je invarijantnost tenzorskih izraza glavna 
prednost primjene tenzorskog računa u mehanici kontinuuma. 

Historijski, mehanika kontinuuma počela se razvijati kao nekoliko odvo- 
jenih grana mehanike: hidromehanika s aeromehanikom i mehanika elastičnih 
tijela. Danas mehanika kontinuuma, u užem smislu, obuhvaća sljedeće grane: 
mehaniku fluida, teoriju elastičnosti. teoriju plastičnosti, teoriju viskoelastičnosti 
i viskoplastičnosti. Teorija viskoelastičnosti i viskoplastičnosti obuhvaća prve 
tri grane kao posebne slučajeve. U klasičnoj mehanici kontinuuma pretpo- 
stavlja se da su materijali izotropni, homogeni i nepolarni. Materijal je izo- 
tropan ako su mu svojstva u svim smjerovima jednaka, inače je anizotropan. 
Ako su svojstva tijela u svim točkama jednaka, materijal je homogen, inače 
je nehomogen. U mikropolarnim materijalima uz obična naprezanja pojavljuju 
se i spregovi naprezanja, što uvjetuje da tenzor naprezanja postaje nesi- 
metričan. 

U širem smislu, mehanika kontinuuma obuhvaća i termodinamiku i mag- 
netohidrodinamiku, a osim materijalnih tijela proučava različita polja, kao npr. 
elektromagnetska polja, polja zračenja, gravitacijska polja i slično. 

Neke zakonitosti mehanike kontinuuma bile su poznate još u starom 
vijeku, npr. Arhimedov zakon. G. Galilei je 1638. proučavao problem savi- 
janja štapa, a R. Hooke 1660. formulirao je po njemu nazvan zakon. E. 
Mariotte je Hookeov zakon primijenio na Galilejev problem savijanja štapa. 
C. L. Navier je 1821. izveo opće jednadžbe gibanja elastičnog tijela, koje je 
G. G. Stokes proširio i na tekućine. Brži razvoj mehanike kontinuuma zapo- 
čeo je nakon što je A. L. Cauchy 1822. definirao pojam naprezanja i defor- 
macije. Za razvoj pojedinih grana mehanike kontinuuma zaslužni su 1. Newton, 
J. L. Lagrange, L. Euler, J. i D. Bernoulli, L. da Vinci, Th. Young, Ch. Huyghens, 
B. Pascal, M. V. Lomonosov, J. L. Poiseuille, O. Reynolds, L. Prandil, 
N. J. Žukovski, B. de St. Venant i mnogi drugi. 

Braća Eugčne i Francois Cosserat uveli su 1907. pojam mikropolarnog 
kontinuuma, dok je Sudria 1935. dalje razvio teoriju mikropotarnog kontinu- 
uma uz upotrebu vektorskog računa. 

U posljednje vrijeme istraživanja su usmjerena na formuliranje što sveo- 
buhvatnijih konstitutivnih jednadžbi, u prvom redu anizotropnih, viskoelastičnih 
i mikropolarnih materijala. Na tom području rade mnogi istraživači: C. 
Truesdell, W. Noll, R. Toupin, A. C. Eringen, W. Prager, P. G. Hodge, H. 
Parkus, A. A. Iljušin, L. I. Sedov, W. Nowacki, R. Stojanović i drugi. 


ELEMENTI TENZORSKOG RAČUNA 


Definicija tenzora. U mehanici i drugim granama fizike 
postoje veličine kojima je za opisivanje potreban samo jedan 
podatak, npr.: masa, temperatura, volumen itd. Te se veličine 
zovu skalari. Nasuprot tome, da bi se opisala brzina, sila, 
jakost magnetskog polja i slične usmjerene veličine, potrebna 
su tri podatka. To mogu biti tri komponente ili, npr., apsolutna 
veličina i dva kuta koja određuju smjer. Te veličine su vektori. 
Ako je za opisivanje neke veličine potrebno devet podataka, 
veličina može biti tenzor drugog reda. Takve veličine su npr. 
tenzor naprezanja, tenzor deformacije, tenzor inercije itd. Očito 
su, ako se promatra problem u ravnini, za definiranje vektora 
potrebna samo dva podatka, dok su za definiranje tenzora 
drugog reda potrebna četiri podatka. U jednodimenzionalnom 
prostoru gubi se razlika između skalara, vektora i tenzora, 
jer je za svaki od njih dovoljan samo po jedan podatak. Pojam 
tenzora se poopćuje, pa se tako skalari još nazivaju i tenzorima 
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nultog reda, jer je za njihovo opisivanje potrebno 3% = 1 poda- 
tak, a vektori tenzorima prvog reda, jer je za njihovo opisi- 
vanje potrebno 3! = 3 podatka. Za opisivanje tenzora drugog 
reda potrebno je 3* = 9 podataka. Osim tenzora drugog reda, 
u fizici se upotrebljavaju i tenzori trećeg, četvrtog i viših re- 
dova. Općenito tenzor n-tog reda ima 3" komponenata. U tab- 
lici 1 prikazani su tenzori različitih redova. 


Tablica 1 
KLASIFIKACIJA TENZORA 


pk = 
Red Poseban Broj komponenata Primjer 
tenzora naziv u prostoru | u ravnini Oznaka Naziv 
0 Skalar 3=1 20.241 m Masa 
T Temperatura | 
l Vektor 313 22 Vb Brzina 
F, Fi | Sila 
2 Tenzor 32=9 22—4 9, Cij Naprezanje 
1 15 Tromost 
Tenzor piezo- 
ji s2 
? vali dake h. hu električnosti 
+= Me Tenzor elas- 
: jeb: Lei Cim tičnosti 


Broj podataka, odnosno komponenata nije isključivo mjero- 
davan za procjenu da li je neka veličina tenzor ili nije. Tako 
npr. kut rotacije o jest usmjerena veličina kojoj se pravac po- 
dudara s osi rotacije, apsolutna vrijednost je određena iznosom 
rotacije, a smisao je određen po pravilu desne ruke. Međutim, 
kut rotacije nije vektor u užem smislu, jer za njega ne vrijedi 
uobičajena vektorska algebra. Tako npr. za kut rotacije ne 
vrijedi zakon komutacije pri zbrajanju. To se jednostavno može 
provjeriti pomoću primjera na sl. 1. Ako se knjiga (sl. 1 a) okrene 
oko osi x za =/2, a zatim oko osi y za n/2, doći će u položaj 
prikazan na slici 1c. Međutim, ako se knjiga okrene prvo oko 
osi y za n/2, pa zatim oko x za =/2, knjiga je u položaju 
prema slici 1e. Kako se vidi, položaji se 1c i le ne podudaraju, 
tj. ne vrijedi zakon komutacije. 


SL 1. Za kut rotacije ne vrijedi zakon komutacije. Ako se knjiga na sl. la 
okrene za n/2 oko osi x, a zatim za «/2 oko osi y, doći će u položaj 
prema sl, 1c. Ako se redoslijed rotacija izmijeni knjiga će doći u položaj le 


Isto tako modul elastičnosti E ili Poissonov koeficijent v 
podsjećaju na skalare, ali će se poslije vidjeti da su to rudi- 
menti (ostaci) tenzora elastičnosti Ciju, koji je tenzor četvrtog 
reda. Tenzori se označuju poludebelim kosim slovima. Npr. 
tenzor naprezanja o ima komponente gij, tenzor inercije I 
komponente [;;, vektor v komponente v; itd. Iznimno se skalari 
kao tenzori nultog reda označuju običnim kosim slovima. Vek- 
tori ili tenzori prvog reda često se označuju strelicom, npr. 
v = 7. U literaturi je uobičajeno da se kaže tenzor T;x, a misli 
se na tenzor T koji ima komponente Tix. U daljem izlaganju 
upotrebljavat će se samo kartezijski tenzori, tj. tenzori kojima 
su komponente izražene u pravokutnim koordinatama. 


MEHANIKA KONTINUUMA 


Da bi se utvrdilo da li je neka veličina tenzor, treba vidjeti 
kako se njene komponente mijenjaju ili transformiraju pri ro- 
taciji koordinatnog sustava. Temperatura, masa i drugi skalari 
imaju istu vrijednost neovisno o rotaciji koordinatnog sustava. 
Razmatrat će se jednadžbe za transformaciju tenzora prvog i 
tenzora drugog reda, i to radi jednostavnosti samo u ravnini. 

U tenzorskom računu je prikladno koordinatne osi označiti 
Sa X1, X2 i xa umjesto sa x, y, z. Komponente vektora imaju 
indekse 1, 2 i 3 umjesto x, y, z. Stari se koordinatni sustav 
označuje sa Oxix2x3, a novi ili transformirani koordinatni 
sustav označivat će se s Ox1x2xa, (čita se iks jedan potez, iks 
dva potez itd). Komponente vektora i tenzora koje se odnose 
na transformirani sustav imaju potez, dok se komponente bez 
poteza odnose na stari sustav, kako je prikazano na slici 2. 
Komponente vektora v u starom sustavu Ox1x2 iznose 

Vi =vcosd vo = vsind, (1) 
a komponente u novom sustavu Ox1x2 
Vi = vcos(9 — 0) = vcosHcosp + vsin9sino (2) 
v2 = vsin(9 — 0) = vsin9cosp — vcosfsing. 
Ako se uvrsti (1) u (2), dobije se: 


Vi =vrcosg + v2sing, 


V2 = — vsino + v2cosg. 
Ka a 
Y se ro Z+ 
"oče ača za 2 By 


0\ DE x 


Sl 2. Transformacija vektora pri rotaciji koordi- 
natnog sustava 


Jednadžba (3) predstavlja zakon transformacije kompone- 
nata vektora pri rotaciji koordinatnog sustava. Pomoću (3) 
mogu se odrediti komponente v, i v2 u novom sustavu, ako 
su poznate komponente vi i vz u starom sustavu, i kut o 
za koji je novi sustav Ox,x2 zarotiran prema starom sustavu. 
Umjesto sing i coso u jednadžbi (3) prikladno je upotrijebiti 
kosinuse kutova između novih i starih osi, koji se označuju 
sa ai; Koeficijenti a;; definirani su na sljedeći način 


PE ine) (4) 


Tako se kosinus kuta između osi x2 i x, označuje sa a21 
itd. Za ravninu (dvije dimenzije) (sl. 2) koeficijenti aj; iznose 


Gij = cos(X x;xj) 


dii = c0s(Xxi1,X1) = C0so, 


412 = 00s(XX1,x2) = cos|Z E 2 = sino, 


P (5) 
d21 = C0s(Xx2,X1) e0s|5 + o) = — sino, 
422 = COs(XX2,x2) = cosp. 
Ti koeficijenti tvore matricu transformacije 
cosp sino 
ad=|_€ (6 
—sinp  coso 
Pomoću (5) mogu se jednadžbe (3) preinačiti u 
Vi =diuvi +41202, 
= (7) 
V2 =d21Vi +2202. 
Jednadžbe (7) skraćeno se pišu u obliku 
Vi=duvi +di202 i=1ili2 (8) 


MEHANIKA KONTINUUMA 


Ako se indeksu i u jednadžbi (8) dade vrijednost 1, dobije 
se prva jednadžba, a ako mu se dade vrijednost 2, dobije se 
druga jednadžba (7). Jednadžba (8) može se pisati kraće, 


Uu= X dijvj, (9) 


odnosno, uz upotrebu Finsteinove konvencije, još kraće 
ij=1 ili 2. (10) 


Naime, prema Finsteinovu prijedlogu, treba izvršiti sumi- 
ranje po indeksu koji se u jednadžbi ponavlja dva puta. Ta- 
kav indeks naziva se ponovljenim ili nijemim indeksom. Indeks 
koji se pojavljuje jednom, naziva se slobodnim indeksom. 

Indeksno zapisivanje. Način na koji je napisana jednadžba 
(10) zove se indeksno zapisivanje. Indeksno zapisivanje uvelike 
smanjuje broj jednadžbi i broj članova u njima. Tako jed- 
nadžba (10) zamjenjuje dvije jednadžbe, svaku sa dva pri- 
brojnika. Vidjet će se poslije da jedna jednadžba u indeksnom 
zapisivanju može zamijeniti mnogo jednadžbi, npr. jednadžba 
(132) zamjenjuje 81 jednadžbu, svaku s 81 pribrojnikom! Taj 
je način zapisivanja ne samo sažetiji nego i pregledniji. Pri 
indeksnom zapisivanju vrijede sljedeća pravila: 

1. Indeksi na koje se odnose ta pravila označuju se malim 
latinskim slovima i poprimaju vrijednosti 1, 2 ili 3, ako druga- 
čije nije naznačeno. Ti se indeksi ponekad zovu i tenzorski 
indeksi. 

2. Indeks koji se pojavljuje jedanput u jednom pribrojniku 
jednadžbe mora se pojaviti jedanput u svim pribrojnicima te 
jednadžbe. Taj se indeks zove slobodni indeks. 

3. Indeks koji je dva puta ponovljen u jednom pribrojniku 
ne mora se ponoviti u ostalim pribrojnicima iste jednadžbe, 
a zove se ponovljeni indeks. Po njemu se sumira od 1 do 3, 
ako nije drugačije označeno. 

4. Slovo kojim je označen ponovljeni indeks smije se zami- 
jeniti bilo kojim malim latinskim slovom koje još nije upot- 
rijebljeno kao indeks u toj jednadžbi. 

5. Indeks ne smije biti ponovljen tri ili više puta. Ako se 
u radu s indeksima to desi, onda je to greška. 

6. Ako se želi da se na neki indeks ta pravila ne odnose, 
on se označuje na drugi način, npr. grčkim slovima, velikim 
latinskim slovima ili se indeks stavlja u zagradu ili na koji 
drugi način. 

Kao primjer transformacije tenzora drugog reda prikazat 
će se tenzor naprezanja. Radi jednostavnosti uzet će se ravnin- 
sko stanje naprezanja. Na slici 3a upotrijebljene su oznake 
kao u nauci o čvrstoći. Na slici 3b isto stanje naprezanja 
prikazano je pomoću oznaka koje se upotrebljavaju u tenzor- 
skom računu i mehanici kontinuuma. Slika 3c prikazuje napre- 
zanje u istoj točki, ali za element koji se odnosi na novi 
sustav Ox1x2. 


Vi = QijVj 


SI. 3. Označivanje komponenata naprezanja 


U nauci o čvrstoći izvode se jednadžbe za transformaciju 
komponenata naprezanja (v. Nauka o čvrstoći): 


Ox = GxC0s2 o + dysin? o + 21x,00spsin o, 


O, = 6,sinŽp + 6yC0s2p — 2Tx, cos psing, (11) 
Txy E Tyx = — (Gx — 6y)c0SQgSsinp + Txy COS? Q. 
Jednadžbe (11) u indeksnom zapisivanju glase: 
Fi = 61111 + 0220f2 + 612411012 + 621d12411, (12) 


= 2 
022 = O11d412 + G22d4%1 + 612021422 + 02102221, 


"i$) 


612 = 011411021 + 022412021 + 012411422 + 021412421, 


= 12 
O24 = 011021411 + 622422412 + 012421412 + 921022411. na 

Treća i četvrta jednadžba (12) jesu jednake, što proizlazi 
iz jednadžbe (5) i činjenice da je 

612 = 021 = Txy = Tyx. 
Jednadžbe (12) mogu se skraćeno pisati u obliku 
Gij= dndjio11 + 4142012 + di2dj1 021 + 4242022 
i=16li 2. SPEMNIliv2: (13) 

Ako se u (13) uvrsti i=1, j=1, dobit će se prva jed- 
nadžba (12). Uvrštenjem i=2, j=2 dobit će se druga itd. 
Jednadžba (13), uz primjenu Einsteinove konvencije, može se 
skratiti tako da glasi 


(14) 


ij = dipđja Opa, 

gdje su i, j slobodni, a p i q ponovljeni indeksi. 

Jednadžbe (10) i (14) predstavljaju zakone transformacije 
vektora, odnosno tenzora drugog reda. One mogu poslužiti i 
za definiranje tenzora. Veličina koja je određena sa tri kom- 
ponente v;, koje se transformiraju prema (5), jest tenzor prvog 
reda ili vektor. Veličina određena sa devet komponenata, koje 
se transformiraju prema (14), jest tenzor drugog reda. Tako se 
definiraju i tenzori viših redova. Tako npr. tenzor četvrtog 
reda Tija ima 34 = 81 komponentu, a transformira se prema 
zakonu 


(15) 


Tenzor nultog reda ili skalar pri transformaciji ostaje nepro- 
mijenjen, tj. 


Tija = dipđ ja Akr Ais Tpqrs. 


S=5S, (16) 
gdje je S bilo koji skalar. 
Poput vektora, transformiraju se i koordinate, tako je 


Xi = dipXp, (17) 
što u razvijenom obliku glasi 
Xi =duxi +412X2 + 413X3, 
X2 =21X1 +022X2 +23X3, (18) 
Xx3 = 31X1 +032X2 + d33X3. 
Isto je tako 
Xi = dpiXp. (19) 


Tenzorska algebra 


Zbrajanje. Zbrajati i oduzimati mogu se samo tenzori istog 
reda. Zbraja se tako da se zbroje pripadne komponente. Zbra- 
janjem tenzora Ai; i Bij dobije se tenzor C;;, koji ima isti red 
kao i tenzori Ai i Bij, tj. 


Cij = Ai + Bi (20) 


Tipične su komponente, npr., Cry = Ali + Bury, C2a3 = A23 + 
+ Ba3 itd. 

Množenje. Međusobno se mogu množiti tenzori bilo kojih 
redova. Ako se pomnoži tenzor reda m i tenzor reda n, dobit 
će se tenzor reda m + n, npr. množenjem tenzora prvog reda 
A; s tenzorom drugog reda Byx dobit će se tenzor trećeg 
reda Cija, 


Ci = AiBje. (21) 


Tipične su komponente, npr., Ci11 = A1B11, C3a12 = A3Bi2 itd. 
Dijeljenje tenzora tenzorom nije definirano. 

* Kontrakcija je operacija kojom se izjednačuju dva indeksa, 
pri čemu se red tenzora smanjuje za dva. Ako je Tijum tenzor 
petog reda, nakon kontrakcije indeksa k i l, preći će u tenzor 
trećeg reda Tijkkm = Tijum = Tijssm. Za ponovljeni indeks može se 
odabrati bilo koje slovo, osim slova i, j, m, koja su već upo- 
trijebljena. 

Zbrajanje, množenje i kontrakcija jesu tenzorske operacije, 
što znači da se primjenom tih operacija na tenzorima dobiju 
opet tenzori. 
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Kvocijentni zakon. Ako se neki sustav brojeva m-tog reda 
pomnoži s tenzorom n-tog reda i pri tome dobije tenzor 
(m + n)-tog reda, sustav brojeva m-tog reda jest također tenzor 
m-tog reda. Ako su npr. Bix i Cijum tenzori drugog, odnosno 
petog reda, te ako vrijedi relacija 


Aijk Bim = Cijuim, 
tada je veličina Aijx tenzor trećeg reda. 


Supstituirajući (Kroneckerov) tenzor č;; definiran je na sljedeći 
način: 


(22) 


: Il zai=j 
dji= 23 
: je zaišj 04 
Matrica tog tenzora glasi 
100 
[č;]=|0 1 0 (24) 
00 1! 


Taj tenzor ima iste komponente u svim koordinatnim susta- 
vima, pa se naziva još izotropnim tenzorom, tj. 

Šij = dij (25) 

Tenzor se naziva supstituirajućim, jer se pomoću njega može 
izvršiti zamjena indeksa, npr. 

dijvj = Vi, (26) 
što proizlazi iz 
DijVj = Ši1Vi + Bi2V2 + Špa Va. 

Ako je i= 1, ŠijVj =Vi, jer je 812 = 813 =0 Za i= 2, 
B2jVj =, jer je 821 = 023 =0. Isto tako je zai=3, O3jVj = 
Sve se tri jednadžbe skraćeno pišu: 

Dijv i=V. 
Još neki primjeri supstitucije jesu: 
duk = Ta OrsTpar = Tpas; — Oijčik = Čux. 
Alternirajući tenzor ex definiran je na sljedeći način: 
eix = +1, ako su i,j,k ciklička permutacija brojeva 1,2,3, tj. 
€x3=e2u=e2=l, (27) 
Eix = — 1, ako su i,j,k anticiklička permutacija brojeva 1,2,3, tj. 
e321=013=€32=—!1, 
€ijx = 0 u svim ostalim slučajevima. 

I alternirajući tenzor ima jednake komponente u svim koor- 
dinatnim sustavima, tj. invarijantan je pri transformaciji koordi- 
natnih osi. 

Između tenzora eijx i Šij vrijedi sljedeći odnos: 

Cijk Eimk = Bil jm _ DimOji. (28) 

Skalarni produkt dvaju vektora a+b u indeksnom zapisi- 
vanju glasi: 

a*b=abi=aibi +a2b2 +4a3b3. (29) 

Vektorski produkt vektora a i b jest vektor c kojemu su 

komponente određene izrazom 


(30) 


U razvijenom obliku vektor e glasi: € = (aba — agD2)i1 + 
+ (aabi — a2b3)i2 + (a1b2 — azbi)i3. Prema jednadžbama (30) 
i (27) vrijedi: 


Ci = €12302b3 + €1324302 =d2b3 — a3b2, 


Ci = Cijkdjba. 


C2 = €23103b1 + e213d1ba =a3bi — aba, 
C3 = 63124102 + E31d2bi =d1b2 — a2b,, 


tj. brojevi ci, c2 i ca podudaraju se s komponentama vektora 
c=axb. 

Simetrični i antisimetrični tenzori. Tenzor bilo kojeg reda 
može biti simetričan ili antisimetričan s obzirom na bilo koja 
dva indeksa. Tako je tenzor Tiju simetričan za indekse i i k, 
ako je 
(31) 


Tija = Triju. 
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Tenzor je antisimetričan za indekse i i j, ako je 
Tija = — Tjia (32) 
Tenzor može biti simetričan ili antisimetričan za više parova 


indeksa istodobno. Svaki se tenzor 2. reda može rastaviti u 
simetričan i antisimetričan dio, npr. 


T= Sy+ 4y=5(M+B)+5(M-T) 69) 

gdje je 
Su = sm + Tj) simetrični, a (34) 
A“i= 5 — Tu) — antisimetrični dio. (35) 


Produkt s kontrakcijom simetričnoga i antisimetričnog ten- 
zora jednak je nuli, tj. 
SijAuj = 0. (36) 
Simetrični tenzori drugog reda veoma su važni u mehanici 
kontinuuma, pa će se navesti neka njihova svojstva. Tenzor 
drugog reda Ti; pridružuje svakom smjeru (definiranom jedi- 
ničnim vektorom n;) neki vektor v,, tj. 


Vi = Tijhj (37) 
Jednadžba (37) može se napisati u obliku 
Ani = Tijnj, (38) 
gdje su n; i nj jedinični vektori, a A je skalar. 
Jednadžba (38) može se preinačiti u 
Tijnj > Ani = 0, (39) 
odnosno 
(Tij — ABij)nj = 0. (40) 


Jednadžba (40) predstavlja tri linearne jednadžbe sa tri nepo- 
znanice, koje u razvijenom obliku glase: 


(Tir — nr + zna + Tana =0, 
Mini +(7M2 — A)n2 + Mana = 0, 
Tini + T3212 + (T33 — A)n3 =0. 


Netrivijalno rješenje sustava (41) postoji samo ako je deter- 
minanta sustava jednaka nuli, tj. ako je 


(41) 


Tiu--A TM Ta 
T>2 M2—A Ta =0 (42) 
Tia T23 Nna—A 


Jednadžba predstavlja kubnu jednadžbu s nepoznanicom A. 
Naime, nakon razvoja determinante, dobije se 
#—-LA2+bA4-13=0, (43) 
gdje su I,, I» i Iz prva, druga, odnosno treća invarijanta 
simetričnog tenzora T;j;. Te se invarijante ne mijenjaju pri 
transformaciji koordinatnog sustava, tj. one su skalari. One su 
definirane jednadžbama: 


Lh=T=Ti+ M+ 133, (44) 
1 
h= 7 TT — Ti) = 
= Ni M2 + M2 133 + MaTu — TA — TB — TA, (45) 
I _ Predao Tip Tja Tu, = 
Ti T2 T13 
=|71N2 N22 Ma (46) 
Ta Da 733 


Kubna jednadžba (42) ima tri realna rješenja 41 > A2 2 43 
koja se nazivaju glavnim vrijednostima simetričnog tenzora Ti. 
Svaka glavna vrijednost određena je jediničnim vektorom m, 
prema tome, postoje tri glavna pravca određena jediničnim 
vektorima nj, ni i ni". Ti se vektori mogu dobiti rješavanjem 
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sustava jednadžbi (41), uz uvjet da je 
nf+n+ni=1. (47) 


Ako se u (41) uvrsti A= 241, dobiju se komponente ni. 
Za A = A2 dobiju se komponente nr, a za A = 43 komponente 
n;'. Glavne vrijednosti simetričnog tenzora ujedno su i eks- 
tremne vrijednosti dijagonalnih komponenata, tj. jedna od 
njih je minimalna, a druga maksimalna, Izvandijagonalne kom- 
ponente za glavne pravce jednake su nuli. Ako se kao koordi- 
natne osi odaberu glavni pravci, matrica simetričnog tenzora 


glasi: 


A0 01 
[Z]=[|0 A2 0 
0 0 A3 


Izotropni tenzori jesu oni kojima se komponente ne mije- 
njaju pri transformaciji koordinatnog sustava. Vrlo su važni u 
mehanici kontinuuma, jer se pomoću njih opisuju svojstva izo- 
tropnih materijala. 


Tablica 2 
IZOTROPNI TENZORI 
Red ki pam 
Vasešra Opći oblik izotropnog tenzora 

0 Svi skalari su izotropni 

1 Nema izotropnog vektora 
2 aBij 

3 Qeijk 

1 
4 Adijčnu + BOudji + PŠuO ja 


U tablici 2 prikazani su opći oblici izotropnih tenzora do 
četvrtog reda. Tu su «, f, y proizvoljni skalari. Tenzor trećeg 
reda xeijx jest izotropan pri rotaciji koordinatnog sustava, ali 
nije pri zrćaljenju, tj. pri prijelazu od desnog na lijevi koordi- 
natni sustav, pa se ne može u punom smislu smatrati izotrop- 
nim tenzorom. - 


Tenzorska analiza 


U svakoj točki nekog područja koje obuhvaća kontinuum, 
fizikalne veličine, kao npr. temperatura, brzina, naprezanje itd., 
imaju određenu vrijednost koja se mijenja od točke do točke, 
a isto tako se mijenja u toku vremena. Tada se kaže da je to 
polje temperature, polje brzine, polje naprezanja itd. U tenzor- 
skoj analizi razmatraju se skalarna, vektorska i općenito ten- 
zorska polja. 

Deriviranje tenzora. Ako se parcijalno derivira tenzor reda 
m po koordinatama xi, dobije se tenzor reda m +1. U in- 
deksnom zapisivanju parcijalna derivacija označuje se zarezom 
iza indeksa, iza kojeg slijedi indeks koordinate po kojoj se 
derivira. Parcijalna derivacija može se označiti i tako da se 
pred veličinu koja se derivira stavi simbol 0 koji ima indeks 
koordinate po kojoj se derivira. Slijedi nekoliko primjera 
označivanja parcijalnih derivacija: 


Ovi 

>= 0mEu 

0x; : a 
Ogij aj 
= E Oj E Sij (48) 
OXx 
02v; 9 

= Ojevi E Vijk. 
OXj0 Xx 4 


Primjeri simboličkog zapisivanja gradijenta, divergencije, rotora 
itd., koje je navedeno u prva dva stupca, i indeksnog zapi- 
sivanja, koje je navedeno u zadnja dva stupca: 


gradb = Vo 


divv = Vu 


odgovara 2; = 05, 
odgovara vi = Ojv;, (49) 


rotv = V xv OdgOVAIA €ijkVk,j = CijkO GV, 
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VIB=VVO odgovara dj; = 0:0, 
V*P=V>V*o odgovara Pijj = 0ujjĐ. 
Primjeri deriviranja koordinata po koordinatama: 
Ox; 


(49) 


= Xij = dij 
0x; “i 
> 
OXi fo] 0X 
=— = — (QiukXk) = Qi => = dikOij = Qij, (50) 
Ox; 0x; 0x; 
Oxi O(axiXx) Oxx s 
= = ——=— = Qus= = kiki = dji. 
Oxj 0x; 0X; 


Integriranje tenzora. Integriranjem tenzora reda m prema 
smjeru koordinata dobiva se novi tenzor reda m + 1. Tako je 
| Tijdxx tenzor trećeg reda. Integralni poučci koji vrijede u 
vektorskom računu, vrijede i u tenzorskom računu. Poučak 
Gaussa i Ostrogradskoga glasi: 


1 Tia pdV= im Tix...dS, (51) 


S 


SL 4. Model za tumačenje poučka Gaussa i 
Ostrogradskoga 


gdje je Tix.. tenzor proizvoljnog reda, V volumen koji je 
obuhvaćen plohom S, a np vanjska normala (sl. 4). Stokesov 
poučak glasi: 


$ Tijk.. dx; = f Na api Tijk...pdS, (52) 
(5) 


(€) 


gdje je S zakrivljena ploha omeđena krivuljom €, a dx; ele- 
ment tangente na krivulju C (sl. 5). 


mA 
| 


SL. 5. Model za tumačenje Stokesova poučka 


TENZOR NAPREZANJA 


Površinske i volumenske sile. Vanjske sile koje djeluju na 
kontinuum ili njegov dio mogu se podijeliti na volumenske i 
površinske sile. Volumenske sile, kao npr. gravitacija, električne 
i magnetske sile, djeluju na daljinu i odnose se na jedinicu: 
volumena. Površinske sile su kontaktne sile djelovanja između 
dvaju tijela ili između dvaju dijelova jednog tijela. Kad se uzme 
stvarna molekularna struktura tijela, vidi se da su i površinske 
sile, sile koje djeluju na daljinu. To su zapravo međumole- 
kularne sile kratkog djelovanja. 
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Neka je mali element kontinuuma volumena V toliki da je 
još dovoljno velik da sadrži mnogo čestica (atoma i molekula). 
Rezultanta svih sila koje djeluju na daljinu na čestice unutar 
dijela volumena AV neka je F,. Volumenska sila f koja djeluje 
na jedinicu volumena definirana je jednadžbom 


(53) 


Ta definicija pretpostavlja prešutno da granični prijelaz de- 
finiran jednadžbom (53) postoji i da njegova vrijednost ne ovisi 
o načinu kako AV teži prema nuli, tj. prema točki (AV ne 
smije težiti prema nuli tako da prelazi u površinu ili krivulju). 


SI. 6. Model za definiranje vektora naprezanja 


Slika 6 prikazuje dio tijela koje je zamišljeno da je presje- 
čeno ravninom na dva dijela. Dio presjeka površine A ima 
vanjsku normalu n. Na taj dio presjeka odsječeni desni dio 
tijela djeluje silama koje imaju rezultantu AF i rezultirajući 
moment AM. Srednji ili prosječni vektor naprezanja na dijelu 
presjeka AA iznosi 


KB 
Ps = Ti 
dok je srednji vektor momenta naprezanja 
M 
m= 


Ako sad AA teži prema nuli preko niza AA', AA", AA" tako 
da stalno obuhvaća točku T, tada p:, teži prema pravom vek- 
toru naprezanja u točki T, tj. 

Pu= Lim ZA“ (54) 
Indeks n u oznaci p, označuje da vektor naprezanja djeluje 
na presjeku koji je definiran vanjskom normalom n. Na sličan 
način p-n označuje vektor naprezanja s vanjskom normalom 
—n. Ako je p, vektor naprezanja kojim desni dio tijela djeluje 
na lijevi u točki T; onda je p_, vektor naprezanja kojim lijevi 
dio djeluje na desni u istoj točki. Prema zakonu akcije i re- 
akcije (sl. 6c) očito je | 

P-n=—Pn (55) 
Kad AA teži prema nuli, vektor sprega naprezanja koji potječe 
od kontinuirano raspodijeljenih unutrašnjih sila također teži 
prema nuli. To ne znači da se ne mogu pojaviti spregovi 
naprezanja koji su uzrokovani strukturom materijala. Materijali 
u kojima se pojavljuju spregovi naprezanja nazivaju se mikro- 
polarnim materijalima. 

U tehničkim proračunima vektor naprezanja p rastavlja se 

na dvije komponente: normalnu g i posmičnu T (sl. 6b). Te 
komponente iznose: 
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G=P,00SQ,  T=Psino, (56) 


gdje je OZ o S x kut između vektora p i normale n. 

Pri definiranju vektora naprezanja p ne mora se zamisliti 
ravninski presjek niti tijelo mora biti u ravnoteži. Na slici 6d 
prikazano je nekoliko presjeka zakrivljenim plohama S', S", S" 
kroz točku T: Svi ti presjeci u točki T imaju zajedničku nor- 
malu m, pa je za sve presjeke vektor naprezanja isti. Ako u 
točki T presjeci nemaju istu normalu, vektor naprezanja je 
redovito različit. 


a 


Sl. 7. Grafički prikaz: a) vektora naprezanja, b) komponenata tenzora 
naprezanja 


Neka su sa pi, P2, Pa OZnačeni vektori naprezanja koji 
djeluju na presjecima xi, X2, x3, tj. na presjecima koji su 
okomiti na koordinatne osi xi, x2, odnosno x3 (sl. 7a). Svaki 
se od tih triju vektora može rastaviti u komponente u smjeru 
koordinatnih osi x1, X2, X3, odnosno u smjeru jediničnih vek- 
tora ii, iz, ia (sl. 7b): 

Pi=Guli +612i2 + G13l3, 
P2=d.li +02262 + 023l3, (57) 
Pa=03li + 03212 + 0333, 


što se skraćeno može pisati u obliku: 


| 
BE EE A (58) 
j=1 


Devet brojeva 511,012,...,.733 tvore kvadratnu matricu 


613. 
023 
033. 


O11. 012 
021 _ 022 
031 _ 032 


[si] = (59) 


U oznaci komponente tenzora naprezanja gi; prvi indeks 
označuje presjek na kojem djeluje naprezanje, dok drugi indeks 
označuje koordinatnu os u smjeru koje djeluje komponenta 
naprezanja. Tako je npr. 432 komponenta koja djeluje na pre- 
sjeku okomitom na x3, a paralelna je s osi x2. Normalne 
komponente imaju jednake, a posmične ili tangencijalne kom- 
ponente različite indekse. 

Presjek je pozitivan ako mu je vanjska normala usmjerena 
u pravcu iy, i2 ili i3. Ako je vanjska normala usmjerena 
suprotno od ii, i» ili fa, presjek je negativan. Prema definiciji, 
komponenta je naprezanja pozitivna ako je na pozitivnom pre- 
sjeku usmjerena pozitivno ili je na negativnom presjeku usmje- 
rena negativno. 

Pokazat će se da matrica (59) predstavlja matricu tenzora 
drugog reda, koji se naziva tenzorom naprezanja. U tu se svrhu 
razmatra tetraedar na slici 8a. Kako za svaku zatvorenu plohu 
vrijedi 


Sl. 8. Iz ravnoteže elementarnog tetraedra slijedi da je napre- 
zanje gi, tenzor 
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$ndS =0, (60) 
(5) 
gdje je m vanjska normala, a dS element plohe, to je 
nAA-ijAA, —i>AA2—i3zAA3 =0. (61) 
Uzastopnim skalarnim množenjem sa ii, i2, i3 dobije se 
AA, =AA hi, AA2 = AAn,, AA3 =AA ha, (62) 


gdje su ni, n2 i na komponente normale zn. 

Na elementarni tetraedar na slici 8b djeluju površinske sile 
D-1, P-2, P-3, Pn i volumenska sila f (koja može obuhvatiti 
i silu inercije). Jednadžbe gibanja tetraedra glase: 


l 
P-1AA1 +p-2AA2 +P-3A4A3 + PnAA +J7poha4 =0, (63a) 


gdje je Ah visina spuštena iz O na AA. Ako se uzmu jed- 
nadžbe (62) i (55) a zatim pokrati sa AA i pusti da Ah teži 
prema nuli, dobit će se 
Pn=PiNhi +P2N2 + P3N3. (63b) 
Taj se vektorski izraz može zamijeniti sa tri skalarna, koja 
se uz pomoć (57) mogu napisati u obliku 
Dal = Pi =011M +02112 + 03113, 
Dan) = P2 = Oi2Ni + 02212 + 63213, 
Din)3 E P3 = Gi3hi + 02312 + 63313. 
Indeks n stavljen je u zagradu da se naglasi da on nije 
tenzorski indeks. Dok je vektor p pisan debelim slovom, nije 
moglo doći do zabune, pa indeks n nije stavljan u zagrade. 
Tamo gdje ne postoji mogućnost zabune, indeks n se ispušta. 
Jednadžba (64) u indeksnom zapisivanju glasi: 
Di= GijNi. (65) 
Kako su pj i ni vektori, prema kvocijentnom zakonu (22) 


gij jest tenzor drugog reda, pa se transformira prema tom 
zakonu: 


(64) 


Cij = dipdja Opa: (66) 


Pokazat će se da je tenzor gij simetričan, pa za njega 
vrijedi sve ono što vrijedi za simetrične tenzore drugog reda. 
Tako u svakoj točki postoje tri međusobno okomita pravca 
za koje su normalne komponente ekstremne, a posmične kom- 
ponente jednake nuli. Te ekstremne vrijednosti označuju se sa 
61, 62 1 a3 i nazivaju se glavnim naprezanjima. 

Sferni i devijatorski dio tenzora naprezanja. Pod srednjim 
normalnim naprezanjem podrazumijeva se veličina definirana 
jednadžbom 

1 G11 +022 + 033 
GO =a Okkl o e na 
3 3 
što je očito invarijanta koja ne ovisi o izboru koordinatnog 
sustava. Tenzor gi; može se rastaviti na dva dijela 


(67) 


l 
Cij = Odi + Sij = 7 OKkDij + Sij 
3 


Prvi pribrojnik na desnoj strani jest sferni dio tenzora na- 
prezanja i on predstavlja jednoliko rastezanje ili jednoliko tla- 
čenje u svim smjerovima. Drugi pribrojnik jest devijator ten- 
zora naprezanja i predstavlja čisto smicanje. Kako je sy = 
= dij — dij, jednadžba (67) u matričnom obliku glasi 


g 00 011 —65 012 013 
[g;]=|0 o 0[+[|d2 022 — 0 023 (68) 
00 a g31 032 033 — 6) 


Da je prva invarijanta devijatora naprezanja jednaka nuli, 
tj. Sek = S11 + 822 + 833 = 0, proizlazi iz ovoga: ako se zbroje 
dijagonalni članovi u drugoj matrici jednadžbe (68), dobije se 
G11 +022 +033 — 36 = Sia +522 + S33, što je prema (67) jed- 
nako nuli. Odatle je 522 = —S11 — 533, pa se devijator sij može 
rastaviti u tri dijela, tj. 


0 Si2 S13 [ S11 O 0 
[sil=lsa 0 s23| +10. —su 01+ 
S31 822 0 O 50 
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0 0 0 
+10 —s33 0 (69) 
0 0 533 Ž 


Prva matrica predstavlja tri smicanja za tri koordinatne 
ravnine. Rastezanje i sabijanje jednakim iznosom u dva među- 
sobna okomita smjera (sl. 9) ekvivalentno je smicanju u ravni- 
nama zakrenutim za 45? (v. Nauka o čvrstoći). Slijedi da i preo- 
stale dvije matrice jednadžbe (69) predstavljaju smicanje. Kad 
su materijali izotropni, sferni dio uzrokuje promjenu volumena, 
a devijatorski dio promjenu oblika elementa kontinuuma. 


Sl. 9. Stanje naprezanja u kojem 
djeluju tlačna i vlačna naprezanja 
jednakim iznosom o u dva među- 
sobno okomita smjera ekviva- 
lentno je čistom smicanju u rav- 
ninama zakrenutim za 45% po- 
smičnim naprezanjem T = g 
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Lagrangeov pristup. Gibanje kontinuuma može se opisati 
prema sustavu prostornih koordinata x;. Kontinuum se sastoji 
od niza djelića ili čestica. Gibanje jedne čestice kontinuuma 
potpuno je određeno ako se u svakom trenutku zna položaj 
čestice, tj. ako su poznate tri funkcije, A 
(70) 
gdje su x; prostorne koordinate čestice, a t vrijeme. Gibanje 
kontinuuma je poznato ako se za svaki djelić kontinuuma 
pozna jednadžba (70). U tu svrhu potrebno je identificirati ili 
označiti pojedine čestice, npr. tako da se zada položaj svake 
čestice u određenom trenutku. Obično se bira početni trenutak 
to. Koordinate čestica u početnom trenutku označene su s y:, 
a nazivaju se materijalnim koordinatama. Gibanje kontinuuma 
može se opisati na sljedeći način: 


Xi =X(V1Y2,Y3,), 


xi = xd), 


x= X2(Y1,)2,y3,1), (71) 
x3= Xx3(Y1;)2,)3,1), 
ili skraćeno: 
«= xi(Y1,)2,)3,1). (72) 


U literaturi se taj način opisivanja gibanja kontinuuma 
zove Lagrangeov način. Očito je za t=tyg: 


Xi = Vi (73) 


Ako se u jednadžbama (7i) drže konstantnim koordinate 
yi, a mijenja vrijeme t, dobije se zakon gibanja jedne čestice, 
i to upravo one koja u trenutku to zauzima položaj xi = y1, 
x2=y2 i xa=y3. Nasuprot tome, ako je t=t, = const, a 
koordinatama y; daju se sve moguće vrijednosti, dobije se po- 
ložaj pojedinih čestica kontinuuma u zadanom trenutku ti. 

Koordinate x; vezane su za prostor promatrača. Najčešće 
su vezane za Zemlju, ali mogu biti vezane za Sunce, brod, 
avion ili neko drugo vozilo, već prema potrebi. Nezavisne 
koordinate y1, y2, ya i t nazivaju se Lagrangeovim koordi- 
natama. 

Vektor pomaka u, brzine v i ubrzanja a. Na slici 10 prika- 
zano je gibanje dijela kontinuuma u vremenu At = t — fo. Čestica 
yi, tj. čestica koja u trenutku to ima prostorne koordinate yi, 
nalazi se u točki Ao s vektorom položaja ro, a čestica y; + dyi 
u točki Bo s vektorom položaja ro + dro. 

U trenutku ft > to čestica y; nalazi se u točki A s vektorom 
položaja r, a čestica yy + dy; u točki B s vektorom položaja 
r + dr. Vektor koji spaja početni i konačni položaj neke čestice 
naziva se vektorom pomaka te čestice i označuje se sa u. Kom- 
ponente tog vektora jesu u;. Vektor položaja ima različite vri- 
jednosti za različite čestice, tj. ovisi o y:, a isto tako ovisi o 
vremenu t, pa se može pisati 


ui = ui(y1,)2,y3,1). (74) 
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Očito je 
Xi(Y1>)2.)3>1) = X Y1,)2,)3,10) + 4i( Y1,)2,)3,1), (75) 
odnosno, uzevši u obzir (73), 
Xi=y+ui (76) 


Brzina v čestice jest derivacija po vremenu vektora položaja 
te čestice, tj. 


= odnosno u = i 
Mis ona 
Uzme li se u obzir (76), bit će 
diji + ui) du; 
(= Sa = TI 
dt di OI (o 
jer yi ne ovisi o vremenu. 
Komponente vektora ubrzanja jesu 
du d?x; ž 
t=T qa Az, (78) 


Re“ 


h 


SL 10. Grafički prikaz uz definiciju pomaka tenzora 
deformacije. / početni položaj u trenutku to, 2 polo- 
žaj u trenutku t 


Eulerov pristup. Prema tom pristupu kao nezavisne varijable 
usvajaju se prostorne koordinate x,, X2, X3 i vrijeme t. One 
se često nazivaju Eulerovim koordinatama. Prema tom pristupu 
gibanje se smatra zadanim, ako su zadani brzina v;, ubrzanje 
a;, temperatura T i druge veličine, ovisno 0 x,, X2, X3 1, 
tj. ako je zadano 


Vi = vi(X1,X2,X3,1), 
4; = a(x,,X2,X3,1), 
T= T(xi,X2,X3,t) itd. 


Dok se u Lagrangeovu pristupu u prvom redu promatraju 
brzina, ubrzanje, temperatura i druge fizikalne veličine pojedinih 
materijalnih čestica, u Eulerovu pristupu promatraju se razli- 
čite fizikalne veličine u pojedinim točkama prostora. 

Materijalne koordinate mogu se izraziti pomoću prostornih 
inverzijom jednadžbe (72), tj. u obliku 

Yi = yil(X1,X2,X3,t). (80) 
Ako se u (80) drži konstantnim x,, x2 i x3, a mijenja vrijeme 
t, dobiju se sve čestice koje će u toku vremena proći kroz 
zadanu točku prostora. 

Materijalna i lokalna derivacija. Brzina promjene bilo kojeg 
skalarnog, vektorskog ili tenzorskog svojstva čestice P;.., kako 
je opaža promatrač koji se giba zajedno s česticom, naziva se 
materijalnom, individualnom ili supstancijalnom derivacijom. Ma- 


(79) 


terijalna derivacija označuje se simbolom gi ili točkom iznad 
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veličine 
- OPij_()15)2)3,1) 
dt Ot 


(81) 


Pri yi = const. 
Ako je svojstvo Pij 
tama x;, bit će 


zadano prema prostornim koordina- 


dP;j 0Pi.(X1,X2,X3,0) | 0Py.(X1,X2,X3,1) dXx 
Py, =--i-= — + — (82 
ć dt dt OXx dt e 
. dx ž 
Kako je ree V;, bit će 
dPjase 0B. OP; 
mii DO Ta Lo) 


Prvi član na desnoj strani te jednadžbe karakterizira brzinu 
promjene promatranog svojstva u određenoj točki prostora i 
naziva se lokalnom ili mjesnom brzinom promjene (derivacija). 
Drugi član na desnoj strani naziva se konvektivnom brzinom 
promjene. Na temelju iznesenog uvodi se operator materijalnog 
deriviranja 

dimi: o H 0 
—=—+u—. 
dA or ox 


Tenzor deformacije. Pri gibanju pojedini dijelovi kontinuuma 
mogu se deformirati, tj. mijenjati oblik i obujam. Deformiranje 
se kontinuuma matematički opisuje pomoću tenzora deforma- 
cije. Tenzor deformacije uspoređuje samo početno nedeformi- 
rano stanje i konačno ili deformirano stanje kontinuuma i ne 
razmatra trenutna stanja kontinuuma između tih dvaju krajnjih. 
Smatrat će se da je poznato deformiranje tijela u okolišu neke 
čestice ako se za svaku elementarnu dužinu koja prolazi kroz 
tu česticu može odrediti promjena njene duljine i njen zakret. 

Slika 10 pokazuje kako se promijenio kvadrat elementarne 
dužine AB. Neka je d& = A9B, = dra i ds = AB = dr. 
Tada je 


(84) 


ds? — ds) =dr-dr— dra :dro, (85) 
odnosno u indeksnom zapisivanju 
ds? — dsš = dxydx; — dy;dyi (86) 


Kako je xi = yi +u(y1,)2.)3,1), bit će 


dx; = dy; + du; = dy; + ma = dy; + ui jdyy 
pa se može pisati 
ds* — dsš = (dy; + ujdy (dy; + uixdyo) — dyidyi = 
= dyidyi — uijdyjdyi + ujxdyxdyi + uijuixdyj;dyi — dyidyi. 


Nakon sređivanja i zamjene oznake ponovljenih indeksa do- 
bije se 


ds? = dsš = (Uj + Uli + Uk,i Uxj)dy:dy; = 2Lydyidyj, (87) 
gdje je 
1/04 0u; 040: 
Prase! (88) 
2\0);._ 6X: Oy, 


Lagrangeov tenzor konačnih deformacija. Da je Li; tenzor 
drugog reda, proizlazi iz kvocijentnog zakona. Naime, lijeva 
je strana jednadžbe (87) skalar, dok je desna umnožak sustava 
drugog reda L;; i dvaju vektora dy; i dy; Do istog zaključka 
moglo se doći, uzimajući da je L;; dobiven tenzorskim ope- 
racijama nad vektorom u;, pa je prema tome tenzor. 

Na sličan način može se dobiti i Fulerov tenzor konačnih 
deformacija E;;. Ako je pomak u; zadan u ovisnosti o pro- 
stornim koordinatama x;, bit će 


Vi = Xi — u(X1,X2,X3,t). 


: du; NE: 
Odatle je dy; = dx; — Sadu =dx;— uijjdxj, pa se može pisati 


ds? — dsš = dx;dxy — dyidyi = 
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= dx,dx; — (dx; — ui j(dx: — ui) dxj;dix = 
= (ij + Uji — ukit j)AXxid Xx; = 
= 2E;;dxdx;, 
gdje je 
1/0u; & Ou; e Bux Buy 
2 \3x, 0x; 0x; 0xj) 
tenzor drugog reda. Kako su Ljj i Ej; simetrični tenzori dru- 
gog reda, oni imaju svoje glavne osi i glavne vrijednosti koje 
se određuju na poznati način. 
Prikazat će se dvije komponente tenzora E;, u razvijenom 


obliku u tenzorskom zapisivanju i iste te u uobičajenom teh- 
ničkom zapisivanju. Tako je npr. 


E, ij = (89) 


uy i (2u\* (2) u, A 
Du=: 
li Ox, 2 (x) ka (0X, i (2) h 
(90) 
1 (0u 0u2\ 1 (e Ouj 0u,0u, 0u30u3\ E 
= = . td. 
abdrišmaćea Max Gre aii j 


Iste komponente uz oznake X,,X2,X3 = X,Y,Z 1 U1,U2,U43 = u,V,W 


glase: 
Bu 1/0u\2_ (0v\*.[0w\? 
Eu x, tE ) T a + nE E 
dx 2\ax) \& ) 
x x]. x 0x (91) 
E -zlatn)to Krk arrij itd 
ZN) 3x) 2\0x8y  Bx0y Ox0y] > 


Na sličan način može se prikazati i tenzor Lj, u razvijenom 
obliku. 

U metalnim i mnogim drugim konstrukcijama pomaci u; i 
njihovi gradijenti u; relativno su mali, pa se njihovi kvadrati 
mogu zanemariti. Tako se dolazi do tenzora malih deformacija 


£;;. Kako je pri malim u;, X; a y;, tenzor malih deformacija 
ima isti oblik u materijalnim i prostornim koordinatama, tj. 
1 
tji= zu + Uji), (92) 
i taj je tenzor simetričan. 
Matrica tenzora malih deformacija glasi: 
E nar 1 1 
Šu &2 £13 x KE 7 
1 1 
[&u]=| 821 £22 823 2 7» € 7 Vyz (93) 
l 1 
£31 #£32 #833 3 '= 7 "o &z 


Prva matrica je dana u tenzorskom zapisivanju, a druga na 
način kako je to uobičajeno u nauci o čvrstoći, odnosno dru- 
gim tehničkim disciplinama. Dijagonalni elementi ili dužinske 
deformacije predstavljaju zapravo relativna produljenja dužina 
paralelnih s osima x, y i z. Izvandijagonalni elementi pred- 
stavljaju promjenu pravog kuta (više o značenju komponenata 
malih deformacija v. Nauka o čvrstoći). 

Tenzor brzine deformacije. Slika 11 prikazuje dvije čestice 
kontinuuma s njihovim putanjama. U nekom trenutku t čestica 
A ima položaj x; i brzinu v;, a čestica B položaj x; + dx; i 
brzinu v; + dv;. Kako je 0; = vi(X1,x2,X3,1), može se pisati 

dvo; = Ča je 
OXj 
Gradijent brzina v;j jest očito tenzor drugog reda, koji se može 
rastaviti na simetrični i antisimetrični dio, tj. 


Ov; 1 Ov; Ov;\ 1 Ov; Ov; 
- = 94 
Ox; srž iz Ox] 2 Es 5) CA 
odnosno 
Vij= Čij + dij, (95) 
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gdje je 

tj= 7 0 + 6ji) (96) 
tenzor brzine deformacije, a 

dj= 5 (ij — vj) (97) 


tenzor vrtloženja. 


Si. 11. Grafički prikaz uz definiciju brzine de- 
formacije. sa i Sp putanje čestica A i B 


Derivacija po vremenu tenzora deformacije e;; dobije se na 
sljedeći način: 


_ 1 (2, 2u\ i = u( 1) 
&j=5 \y; * ZA u; = u(Y1,)2.V3,1), 
pa je 
č m. E du; du; E fa) jd 0 kod 
Kida dO), of. 9 dy dr] Oy,\ dt ), 
odnosno 
ih /0v; 0v;\ 
tji=——+—|. (98 
s 42 \By, yi] 


Usporede li se jednadžbe (96) i (98), vidi se da se tenzori 
čy i e;; općenito ne podudaraju, ali je pri malim pomacima 
Xi EY, pa je 
(99) 


Čij R ij. 


OPĆI ZAKONI MEHANIKE KONTINUUMA 


Protok ili fluks kroz zatvorenu plohu. Volumen V, koji je 
omeđen plohom S (sl 12), u danom trenutku obuhvaća dio 
kontinuuma, Kako se kontinuum nalazi u gibanju, on na dijelu 
plohe S napušta volumen V, a na dijelu plohe ulazi u volumen 
V Kroz element plohe dS u vremenu dt istekne kontinuum 
kojemu je volumen dV jednak valjku osnovice dS i visine wdt 
(sL 126), gdje je Yo) = vin; normalna komponenta brzine. Ako 
se elementarni volumen v;n;dSdt pomnoži s gustoćom o, dobit 
će se količina mase koja u vremenu dt protekne kroz element 
površine dS. Ako je produkt v;n; pozitivan, radi se o istjecanju, 
a ako je negativan, radi se o utjecanju mase u volumen KV 
Prema tome, brzina istjecanja mase kroz element plohe dS ili 


Hi ;dSdt “ 
elementarni protok mase iznosi = 0vin;dS. Ukupni 
protok (fluks) mase Qm kroz S dan je jednadžbom 

Qm = | ovnidsS. (100) 
(5) 


Sl. 12. Grafički prikaz uz definiciju protoka mase 
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Ako se u podintegralnu jednadžbu mjesto o uvrsti pvj, 
1 
352 vjv; itd, dobit će se protok količine gibanja Q,, kinetičke 
energije itd. 
Qp = [ ov;vin,dS. (101) 
(5) 


Zakon o očuvanju mase, Protok mase kroz zatvorenu plohu S 
jednak je smanjenju mase unutar volumena V, tj. 
a ar 
| Ovin,dS = — I odV 
J ot 
(9) (M 


(102) 


Kako je zapaženi, tzv. kontrolni volumen konstantan, bit će 


"9 
[eomas+ |Zidv-0. (103) 
d) db 
odnosno nakon primjene Gaussova poučka (51), 
3 
Booo+ Zjav=o. (104) 
tb) 


Volumen V može se odabrati proizvoljno, pa podintegralna 
funkcija mora biti jednaka nuli, tj. 


00 
Era + (av), = 0, (105) 
odnosno u simboličkom pisanju 
0 
SE + V lov) =0 (106) 


Ta se jednadžba zove jednadžba kontinuiteta. Ako se provede 
naznačeno deriviranje, bit će 


o 
Gt + 0,0; + 00, = 0. 


Kako je o = 0(x,,X2,X3,t) funkcija ne samo vremena t nego i 
koordinata x;, koje su također funkcije vremena, bit će 
_do_02. edx:_ do 


Za a And ao 


Na temelju (108) može se jednadžba (107) pisati u obliku 


(107) 


(108) 


0+o0vi=0, (109) 
odnosno u simboličkom obliku 
o+oV-v=0' (110) 
Jednadžba (109) u razvijenom obliku glasi: 
do Ovi Av Ova \ 
+ =0, 
dt fra 0x, zra) 9 
odnosno 
do vx 0,  0A,\ 
dr VE Ra, U) 


Zakon količine gibanja. Promjena po vremenu količine gi- 
banja kontinuuma volumena V jednaka je rezultanti svih sila 
koje djeluju na kontinuum, tj. 


S , 
[4 (ov)dV + | (0v;)v;n;dS = [nav + 
(P) (S) (V) (s) 
Prvi integral na lijevoj strani predstavlja promjenu količine 
gibanja koja je nastala zbog promjene gustoće, odnosno brzine 
unutar volumena V Drugi integral na lijevoj strani predstavlja 
promjenu količine gibanja koja nastaje zbog protjecanja mase, 
a s njom i količine gibanja kroz S. Prvi integral na desnoj strani 
predstavlja rezultantu volumenskih sila, a drugi rezultantu po- 
vršinskih sila koje djeluju po površini S, kako je prikazano na 
slici 13. Prema (65) može se pisati p; = Sjin;. Nakon primjene 
Gausova poučka jednadžba (112) prelazi u 


PidS. (112) 
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dV=0. (113) 


0 
Jl Era) + (o0vy)j—fi+ Pjij 
U) 
Kako je V proizvoljan, bit će podintegralna funkcija jednaka 
nuli, pa se nakon sređivanja može pisati 


A 
jee iz 


fa utoco Ov 
= v 
E OVjhj 


o + Vjbij 
Prema (105), prva uglata zagrada iščezava, dok prema (84), 
druga uglata zagrada predstavlja materijalnu derivaciju brzine, 
tj. ubrzanje a; = b; = il; 


bj; +0 (114) 


SL 13. Grafički prikaz uz zakon količine 
gibanja 
Sada se može pisati 
ijj +Jfi=0bi (115) 


Taj izraz predstavlja jednadžbe gibanja, koje u razvijenom obliku 
glase: 


00, 1 04, 2 09, 3 4 
da Era + pra +/ = 0 itd., (116) 
odnosno 
Oo, 0T2y  OTxz 
o oy + Qz fa = 0, 
Orsi OG. OL: : 
0x Oy Oz +h = 05, Bo 
u zx 0 z i z 
OT Tzy + 0oz f. = ob, 
0x Oy Oz 


Zakon momenta količine gibanja. Taj je zakon u mehanici 
krutih tijela izveden za sustav čestica. On glasi: “Derivacija 
po vremenu momenta količine gibanja jednaka je momentu 
vanjskih sila, tj. 


-— =M, (118) 


gdje je L moment količine gibanja, a M moment vanjskih 
sila. Oba momenta odnose se na istu točku. Dio kontinuuma 
volumena V (sl. 14) može se smatrati sustavom čestica, pa za 
njega vrijedi 


0 
EH (CixXjev)dAV+ | omasalov)u njdS = 
(D (9 


= Cijkkihk + [ eusume 


(m (5) 


(119) 


Prvi integral na lijevoj strani predstavlja promjenu momenta 
količine gibanja koja nastaje unutar V zbog promjene gustoće, 
brzine i položaja pojedinih djelića kontinuuma, a drugi inte- 
gral predstavlja promjenu momenta količine gibanja zbog pro- 
toka mase kroz kontrolnu površinu S. Prvi integral na desnoj 
strani predstavlja moment volumenskih sila, a drugi moment 
površinskih sila. Ako se u (119) uvrsti prema (65) px = Cum, 
zamijeni ponovljeni indeks m sa j i zatim primijeni Gaussov 
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poučak, dobije se 


[aa 


(m 
Volumen V je proizvoljan, pa je podintegralna jednadžba jed- 
naka nuli. Nakon sređivanja dobije se 


dV=0. (120) 


0 
Zp 0400) + (xjovevia — (;614),1 


pra + (ovevija — fk — Oka 
di 


0x; 
Prva uglata zagrada prema (113) iščezava. Isto tako je S = 
[8 


- 


ey 


(121) 


0x; 
mr EL + XIJOVEVI — XGIOIK 


i Xia = Oy, te Šavij= Dj i diOK = Oj pa se može pisati 


(122) 


2€ijkOVKV; — EijkO jak = 0. 


SL 14. Grafički prikaz uz zakon momenta 
količine gibanja 


Prvi član predstavlja produkt simetričnoga i antisimetričnog 
tenzora za indekse j i k, pa je jednak nuli. Sada (122) prelazi 
u oblik 


EikO ik = 0. (123) 
Kako je eiyx antisimetričan, bit će ox simetričan, tj. bit će 
O jk = Ok, (124) 


odnosno u razvijenom obliku 
(125) 


Zakon o očuvanju energije. Dio kontinuuma volumena V 
omeđen je površinom S prema slici 15. Zakon o očuvanju 
energije može se napisati u obliku 


"o/1 ' 1 \ 
J leon + eU Jav+ [rom + CU jvjn,dS = 
(PD) (S) 


xy Z Oye Oyz = Ozy 1 zx = Oxz. 


2 
-| (ivi + Q)AV+ [maas - [amas (126) 
(w) (5) (5) 


gdje je cU unutrašnja mehanička energija po jedinici volumena 
koja potječe od nesređenog (toplinskog) gibanja čestica i polja 


X 
Sl. 15. Grafički prikaz uz zakon o očuvanju energije 
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intermolekularnih sila, žov;v; kinetička energija po jedinici vo- 
lumena koja potječe od makrogibanja kontinuuma, Q gustoća 
izvora topline, —q;n; toplinski tok (predznak je minus jer 
toplina struji od toplijega prema hladnijem tijelu), fv; snaga 
volumenskih sila, a p;v; snaga površinskih sila. 

Nakon primjene Gaussova poučka i jednadžbe p; = gunj 
slijedi: 


o[ [1 \ 
alelzem+ o) — fivi 


im 


(1 \ 
o Q Sr 0v;j|>-Vivi + u) = 
\2 ši 


— (Ogi — aja V=0. (127) 


Kao i prije, podintegralna jednadžba jednaka je nuli. Nakon 
sređivanja dobije se 
do 
EA 
+ ovjlovij+ U) — fivi > Q — Sjivij — OjijVi + Qjj = 0. 
Uglata zagrada prema (105) jednaka je nuli, pa je 


1 \ OV 
+ (20) E? Še g + lu sni 


(128) 


0U (0v; 
1 gr ou sh evil =: u ovu) — fiVi — Ojljdi = 

=Q+9jVij — Qjj (129) 
Prema (84) uglata zagrada je jednaka U, a okrugla #;. Isto je 
tako prema (95) CjiVij = Ojitij + Ojiđij. Međutim je Ojidij = 0, 
jer je ou simetričan, a d;; antisimetričan tenzor. Sada je 


0U + viledi —fi— ou) = O+ Gjieij — Qi (130) 

Prema (115) zagrada je jednaka nuli Kako je e;j= šij, bit će 
RU = oijčij + O — Qi (131) 

Jednadžba (131) predstavlja zakon o očuvanju energije. U njemu 


su obuhvaćene samo toplinska i mehanička energija. Međutim, 
lako se može proširiti da obuhvati i ostale oblike energije. 


KLASIFIKACIJA MATERIJALA 


Sve do sada izvedene jednadžbe odnose se na opći konti- 
nuum, tj. na sve materijale: čvrste, tekuće i plinovite. Isto 
tako pojmovi pomaka, brzine, deformacije, naprezanja itd. defi- 
nirani su neovisno o posebnim svojstvima materijala. Na žalost, 
nepoznatih veličina je više nego općih jednadžbi mehanike, pa 
je potrebno u razmatranje uvesti dopunske jednadžbe. Te se 
jednadžbe nazivaju odredbenima, fizikalnima ili konstitutivnima, 
a ovise o vrsti materijala. Opće jednadžbe mehanike konti- 
nuuma prikazane su u tablici 3, a nepoznate veličine u tab- 
lici 4. 


Tablica 3 
OPĆE JEDNADŽBE MEHANIKE KONTINUUMA 
Fizikalni zakon Jednadžbe no 
Očuvanje mase O=0i=09 1 
Količina gibanja 0; = Ojij + Ji 3 
Očuvanje energije QU = ijčij + Q — dk 1 
Moment količine ou= 9 : | 


gibanja 


Ima 14 nepoznanica i 5 jednadžbi Jednadžba g; = dj: je 
implicitno uzeta time što se uzelo da g, ima samo 6 nepozna- 
nica. Brzina deformacije ne predstavlja dopunske nepoznanice, 
jer, poznavajući brzinu, može se odrediti i brzina deformacije. 
Prema tome, nedostaje 9 jednadžbi Ako se isključe iz razma- 
tranja toplinske pojave, za 10 nepoznanica ostat će samo 4 
jednadžbe. 

Jednadžbe koje nedostaju jesu jednadžbe koje povezuju na- 
prezanje, deformaciju i brzinu deformacije. Prema obliku tih 
jednadžbi kontinuum se klasificira u različite materijale: ela- 
stične, plastične, elastoplastične i fluide. 
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Tablica 4 
NEPOZNANICE 
Naziv Oznaka Broj imj 
nepoznanica Primjedba 
Gustoća 0 l | 
Brzina bi 3 
Naprezanje Sij 6 Bij = Oji 
1 
Unutrašnja U 1 | 
energija 
Brzina de- : l 
formacije ći H Šu = 5 (uy + 0) 
Toplinski 
tok qa 3 


Elastični materijali 


Ima više definicija elastičnog kontinuuma, odnosno elastič- 
nog materijala. Neke od njih jesu: 


1) Materijal je elastičan ako je rad deformacije po bilo kojem 
zatvorenom ciklusu jednak nuli. 

2) Ako je materijal elastičan, pri konstantnoj temperaturi 
postoji jednoznačna veza između naprezanja i deformacija. 

3) Pri rasterećenju elastično tijelo potpuno se vraća u prvo- 
bitni oblik i dimenzije. 

Prva definicija je najopćenitija i obuhvaća preostale dvije. 
Sve tri definicije obuhvaćaju lineamo elastične i nelinearno 
elastične materijale. Materijal je linearno elastičan ako napre- 
zanja linearno ovise o deformacijama, kako je ilustrirano na 
slici 16. Dalje će se razmatrati samo linearno elastični ma- 
terijali. 


% G, 
/ Z 


o &, (0) a Ola rs 


UJ 


SL. 16. Dijagrami deformiranja: a) linearno elastičnog materijala, 
b) nelinearno elastičnog materijala, c) neelastičnog materijala 


Anizotropni materijali. Materijal je anizotropan ako njegova 
elastična svojstva ovise o smjeru. Npr. drvo je anizotropan 
. materijal jer se drugačije rasteže u smjeru vlakanaca nego u 
smjeru poprečno na vlakanca. — + 

Kod najopćenitije anizotropnog materijala svaka kompo- 
nenta naprezanja ovisi o svakoj komponenti deformacije i 
obratno, tj. ; 


(132) 
(133) 


gdje je Cija tenzor elastičnosti, a Siju tenzor podatljivosti. 
Komponente Cija mogu se izraziti pomoću komponenata Sjiju 
i obratno. Elastično tijelo ima elastični potencijal P 


ij = Cijučkb 


tij = Sijki Ska, 


1 
P= 3 Cijačijču, (134) 
za koji vrijedi 
06 
Sij = Ea (135) 


Tenzori Cija i Sija imaju općenito 81 komponentu, međutim, 
sve među njima nisu međusobno nezavisne. Kako je gij= Gj; 
i ij = &ju bit će 

(136) 
(137) 
što uvjetuje da se broj nezavisnih komponenata smanjuje na 


Cija = Cjia = Cjio 


Siju = Sjikt = Sito 
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36. Jednadžba (134) uvjetuje simetričnost tenzora Ciju i Siju 
za grupe indeksa ij i kl, tj. 


Cija = Cruij, (138) 


Ta simetričnost dalje smanjuje broj nezavisnih konstanti elas- 
tičnosti na 21. Većina tehničkih materijala ima različite oblike 
elastične simetrije. Za primjer neka posluži elastični materijal 
koji ima jednu ravninu elastične simetrije, npr. ravninu Ox2,x,. 
To znači da pri zrcaljenju koordinatnih osi na toj ravnini 
(sl. 17) komponente tenzora Cija ostaju nepromijenjene. Pri 


tom desni sustav Ox,x2x3 prelazi u lijevi sustav Ox,x2x4, tj. 


Sija = Skij. 


X=l=—x, x.= X) X=Xx, (139) 
Xi —1 0 0 Xi 
xx|=( 0 1 0l-[x2l, (140) 
X3 0 0 1 x3| 
gdje je matrica transformacije 
—1 00 
001 
Kako se pri zrcaljenju konstante ne mijenjaju, bit će 
Cija = GE (142) 
odnosno 
Cijk = dipđjadKrđs GET! (143) 
Bilo koja komponenta C,scp iznosi 
CaBcp = đAp Bq ACrđps GC (144) 


Indeksi označeni velikim slovima A, B, C i D imaju jednu, 
određenu vrijednost 1, 2 ili 3, a indeksi označeni malim slovima 
mogu imati bilo koju od tri vrijednosti 1, 2 i 3. Prema (141) 
koeficijenti a,p, dg, ac, i aps razlikuju se od nule samo ako 
su oba indeksa jednog koeficijenta jednaka, i tada imaju vri- 
jednost 1 ili —1. 


X 


SI. 17. Transformacija koordinata zrcaljenjem 
na ravnini Ox,x, 


Prema tome se može pisati 
(145) 


gdje je n broj indeksa koji imaju vrijednost 1. Ako je n ne- 
paran, bit će 


Cascp = (—1)"Cuscp, 


(146) 


tj. bit će Cyscp = 0. Sve moguće nezavisne kombinacije indeksa 
(ima ih ukupno 21) navedene su u tablici 5. 


CiBcD = — CaBcp, 


Tablica 5 


INDEKSI NEZAVISNIH KOMPONENATA TENZORA 
ELASTIČNOSTI Ciju 


HN JELO e RLrAVSi: saa 22:6). ea 1133 
ifo. | 12%] 1292, |dkazoai ikiosa 

1313. | 1322 | 1323 | 1333 

Šop! gooo ećasa 

2323 | 2333 

3333. 
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Kombinacije indeksa koje imaju neparan broj jedinica pot- 
crtane su ravnom crtom u tablici 5. Pripadne komponente 
tenzora Cija jednake su nuli tj. 


Ci112 kr Ci113 = Ci222 == C1223 = 


(147) 


Tih komponenata ima 8, pa materijal s jednom ravninom 
simetrije ima 21 — 8 = 13 nezavisnih konstanti elastičnosti. 

Ortotropni materijali. Materijal koji ima tri međusobno oko- 
mite ravnine elastične simetrije naziva se ortotropnim. Takvi 
materijali sve se više upotrebljavaju u tehnici. To su u prvom 
redu stakloplastici i drugi armirani materijali. Ako materijal 
ima dvije međusobno okomite ravnine simetrije, onda je i treća 
ravnina okomita na njih također ravnina simetrije. Za, mate- 
rijal koji ima dvije ravnine simetrije Ox2x3 i Ox,xa, sličnim 
razmatranjem kao u već prikazanom, može se pokazati da su 
komponente koje imaju neparan broj jedinica i neparan broj 
dvojki jednake nuli. Komponente s neparnim brojem dvojki 
valovito su potcrtane u tablici 5. Vidi se da su 4 komponente 
već bile potcrtane u prethodnom primjeru. Prema tome, pre- 
ostaju 4 komponente, osim onih u (147), koje su jednake nuli, tj. 


(148) 


= Ci233 = Ci322 = C1323 = C1333 =0. 


C1213 = Ci123 = C2223 = C2333 =0. 


Sada materijal ima samo 13 — 4 = 9 nezavisnih konstanti elas- 
tičnosti. Ako materijal ima tri ravnine elastične simetrije, bit 
će sve komponente koje imaju neparan broj jedinica, ili ne- 
paran broj dvojki, ili neparan broj trojki, jednake nuli. U 
tablici 5 vidi se da se sve komponente koje imaju neparan 
broj trojki podudaraju bilo s komponentama s neparnim brojem 
jedinica bilo s neparnim brojem dvojki, tj. treća ravnina elas- 
tične simetrije uvjetovana je prvim dvjema. 

Izotropni materijali. U izotropnim materijalima elastična 
svojstva ne ovise o smjeru. Tada je tenzor elastičnosti izo- 
tropan tenzor četvrtog reda. Njegov najopćenitiji oblik glasi: 


Lisa = Adijda + BŠuŠa + TA (149) 
gdje su a, Bi y skalari. U (149) Ci; simetrično je za in- 
dekse iji k,l, pa se tenzor l;,g može preinačiti u 


lija = AŠijbu + M(ŠuŠu + Šučju) + v(đučji — Šušu), = (150) 
gdje su: =a. u+v=f, u-—-v=y 

Prva su dva člana simetrična za indekse ij i k,L dok je 
treći član antisimetričan za oba para indeksa, pa je za tenzor 
elastičnosti u najopćenitijem obliku dovoljno usvojiti prva dva 
člana, tj. 


Cijx = AŠijda + uiŠič ju + Ob jd). (151) 
Tada Hookeov zakon glasi 
Gij = ABijŠa ča + UiŠiŠi + Šuč u) čla, (152) 
odnosno 
Cij = AEaŠij + 2 Učij. (153) 


Vidi se da u izotropnim materijalima postoje samo dvije ne- 
zavisne konstante elastičnosti A i u. One se zovu Lamćove 
konstante. U nauci o čvrstoći upotrebljavaju se druge konstante 
elastičnosti: Youngov modul elastičnosti E, modul smicanja G, 
prostorni modul elastičnosti X i Poissonov koeficijent v. Modul 
klizanja podudara se s Lamćovom konstantom u, tj. 


u=G. (154) 


Plastični materijali 


U elastičnim i plastičnim materijalima deformacije ovise o 
naprezanjima i obratno, međutim, naprezanja i deformacije ne 
ovise o vremenu, tj. 


dij = fl€uj). 


Dok je u elastičnih materijala ta veza jednoznačna, u plastičnih 
materijala naprezanje ovisi ne samo o veličini deformacije 
nego i o čitavom procesu deformiranja. Mnogi materijali koji 
se pri normalnim temperaturama i malim naprezanjima pona- 


(155) 
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šaju elastično, pri povišenim temperaturama ili pri velikom 
naprezanju ponašaju se plastično. Prema tome, treba govoriti 
o plastičnom stanju materijala. 

Kriteriji plastičnosti ili kriteriji tečenja materijala jesu zakoni 
koji definiraju granicu između elastičnog i plastičnog ponašanja 
materijala. Kriteriji plastičnosti imaju oblik 


Jla)žc€. (156a) 


Ako je u nekoj točki f(g;;) < C, u okolišu te točke materijal 
se ponaša elastično. Ako je f(g;)) > C, materijal se plastificirao, 
tj. ponaša se plastično. U graničnom je slučaju 


Ili) = €. (156b) 


Kad bi se mogla lako i točno simulirati u laboratoriju 
sva moguća naprezanja i pri tome registrirati razina naprezanja 
pri kojoj nastupa tečenje materijala, ne bi bio potreban kri- 
terij plastičnosti. Međutim, kako je nemoguće u laboratoriju 
uvijek imitirati sva stania naprezanja koja se javljaju u teh- 
ničkim konstrukcijama, potrebno je naći način da se predvidi 
tečenje u konstrukcijama, koji bi se zasnivao na rezultatima 
pokusa što se mogu jednostavno provesti u laboratoriju. Naj- 
češće se provode pokusi jednoosnog rastezanja i tlačenja (sabi- 
janja), smicanja, a ponekad i troosnog jednolikog tlačenja. 
Očito, osim ovog praktičnoga, kriteriji plastičnosti imaju i teo- 
rijsko značenje. 

Izotropni materijali. Ako je materijal izotropan, kriterij se 
plastičnosti može prikazati u jednostavnom obliku 


f(01,92,03) = 0, (157) 
pri čemu glavna naprezanja g,, 62 i oz imaju jednak utjecaj 
na tečenje. Pokusi provedeni na izotropnim materijalima poka- 
zuju da je tečenje neovisno o jednolikom troosnom tlačenju 
(sabijanju) ili rastezanju. Zbog toga površina popuštanja koja 
je definirana jednadžbom (157), u koordinatnom , sustavu 
(0919263) predstavlja simetrično tijelo kojemu je pravac 
Gy =0,2=6, Os simetrije (sl. 18). Ravnina koja prolazi kroz 
ishodište, a stoji okomito na pravac g, = g, = 03, naziva se 
devijatorskom ravninom. Krivulja po kojoj devijatorska ravnina 
siječe površinu tečenja naziva se krivuljom tečenja. Ona ima 
sljedeća svojstva: krivulja ne prolazi kroz ishodište; krivulja je 
simetrična prema osima s,, sz i sa; ako materijal ima jednaka 
vlačna i tlačna svojstva, krivulja je simetrična s obzirom na 
tri osi koje su okomite na sr, S» i Sa; krivulja je konveksna. 


Pravac g=0,=6, 


Površina tečenja 


ra 


— Devijatorska ravnina 
okomita na pravac 
T=0,=6, 


Krivulja tečenja 


SL 18. Površina tečenja prema von Misesovu kriteriju 


Osi si, S» i sa su projekcije osiju 6,, 5, i g, na devija- 
torsku ravninu i predstavljaju glavne vrijednosti devijatorskog 
dijela tenzora naprezanja. Dvije moguće krivulje jesu kružnica 
i šesterokut (sl. 19). Šesterokut predstavlja kriterij najvećih pos- 
mičnih naprezanja, koji je postavio H. Tresca. Pripadna povr- 
šina tečenja jest pravilna šesterostrana prizma (sl. 20), kojoj 
je presjek ravninom Og,g, šesterokut (sl. 21). Kružnica pred- 
stavlja R. von Misesov kriterij, kojemu odgovara površina 
tečenja u obliku kružnog valjka. Taj valjak siječe ravninu Og192 
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Površina 
tečenja 


7% 


Presjek ravninom 
04, 


SI. 19. Krivulje tečenja u devijatorskoj 

ravnini: a) kružnica (von Misesov kri- 

terij), b) pravilni šesterokut (Trescin 
kriterij) 


U elipsi. Kriteriji tečenja imaju sličan oblik s teorijama čvrstoće 
koje se obrađuju u nauci o čvrstoći, pa se dopunska obja- 
šnjenja mogu naći u tom poglavlju (v. Nauka o čvrstoći). 

Anizotropni materijali. Opći kriterij tečenja anizotropnih 
materijala glasi: 

(71501) + CI ija Cija) + (II jama Sij Gu mn) +... > 1 (158) 
Za većinu tehničkih materijala dovoljno je uzeti prva dva 
člana uz eksponente a = 1, B= 1/2. Tada kriterij ima oblik 

I1;;04; + (ija Gi;04) 2 1. (159) 
Kad su vlačna i tlačna svojstva jednaka, onda je II;; = 0, pa 
(159) prelazi u 
(160) 


nazivaju se tenzorima plasičnosti 


IijuFijOu = 1. 


Veličine 11 


ij» Ilija> IIijkimn < 
Zaoa 


reda. 
Tekućine 


Pod nazivom tekućine, u širem smislu, podrazumijevaju se 
tekućine u užem smislu ili kapljevine i plinovi. U tekućinama 
je otpor na promjenu oblika zanemarivo malen prema otporu 
na promjenu volumena. U stanju mirovanja vektor naprezanja 
je okomit na površinu na kojoj djeluje, tj. kolinearan je s 
normalom. Svi pravci su pravci glavnih naprezanja, pa se može 


pisati 
Oij= — pOij. (161) 
Di = Oil = — PNj (162) 
Sve su realne tekućine više ili manje viskozne, tj. pri gibanju 
realne tekućine pojavljuju se i posmične komponente napre- 
zanja, tj. 
Gij = — POjy + Ti (163) 
gdje je T;; tenzor viskoznog naprezanja. 
Idealna tekućina je neviskozna i nestlačiva, pa za nju i pri 
gibanju vrijedi 


SI. 20. Površina tečenja prema Trescinu kriteriju 


Sl. 21. Presjek površine tečenja ravninom 0g,g>, 


gdje je R plinska konstanta. Ako je gibanje tekućine takvo 
da tlak ne ovisi o temperaturi, tj. ako je 


p=/(0), (167) 
gibanje je barotropno. 


Newtonova i Stokesova tekućina. U realnim tekućinama ten- 
zor viskoznog naprezanja ovisi o tenzoru brzine deformacije 
Tij = Jula). (168) 


Ako je veza nelinearna, tekućina se naziva Stokesovom, a ako 
je linearna, tekućina je Newtonova. Za anizotropne Newtonove 
tekućine (168) prelazi u 


(169) 


Tenzor viskoznosti K iju očito je simetričan za indekse ij i k,l. 
Ako je Newtonova tekućina izotropna, može se sličnim razma- 
tranjem kao kod izotropnih elastičnih materijala doći do 

(170) 


gdje su A* i u* konstante viskoznosti analogne Lamćovim 
konstantama elastičnosti. 


Tij = Kijuču. 


Ci= — PDij sia AŽjEla si: 2u*E,, 


Viskoelastični materijali 

Viskoelastični materijali imaju svojstva elastičnih tijela i vi- 
skoznih tekućina, tj. u njima naprezanje ovisi i o deformaciji 
i o brzini deformacije. U posljednje vrijeme teorija viskoelastič- 
nosti doživjela je velik napredak. Tome je pridonijela sve veća 
upotreba polimernih materijala koji se pretežno ponašaju visko- 
elastično. Međutim, i mnogi drugi materijali kao beton, asfalt, 
metali pri povišenim temperaturama itd. imaju viskoelastična 
svojstva. 

Svojstva realnih viskoelastičnih materijala utvrđuju se poku- 
sima puzanja i relaksacije i dinamičkim pokusima. Puzanje je 
pojava porasta deformacije pri konstantnom naprezanju 49. 


s & 
ij = — pči, (164) TE nei 
KA Eo 
Ta jednadžba predstavlja eksperimentalno utvrđeni Pascalov 
zakon. Često se voda, zrak i druge tekućine mogu smatrati ot j ji ij mi 
idealnim tekućinama. a b 
U stlačivim tekućinama tlak p, gustoća o i apsolutna ed oh 
temperatura T povezani su jednadžbom stanja m: 
p=Jf(0,T). (165) 
Npr. za idealni plin vrijedi ot | > 
p=oRT, (166) Sl. 22. Dijagrami: a) puzanja, b) relaksacije 
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Relaksacija je opadanje naprezanja u modelu koji je podvrgnut 
konstantnoj deformaciji g. Rezultati pokusa puzanja i relaksa- 
cije prikazani su na slici 22. Omjeri J(t) = €(t)/o9 i E(t) = o(t)/eo 
nazivaju se funkcijom puzanja, odnosno funkcijom relaksacije 
(sl 23). Ako su J(t) i E(t) neovisni o so odnosno eg, materi- 
jal je linearno viskoelastičan. Dalje se razmatraju samo linearno 
viskoelastični materijali. 


a (o) % E() 


= > > 


o t o Li 


SI. 23. Grafički prikaz: a) funkcije puzanja J(t), 
b) funkcije relaksacije E(t) 


Dinamičko ponašanje viskoelastičnih materijala ispituje se na 
dva načina: a) uzorak materijala podvrgne se sinusoidnom na- 
prezanju a = agsin(owt) i bilježi deformacija € = egsin(ot + 0), 
b) uzorak se podvrgne sinusoidnoj deformaciji €, = sin(wt) a 
bilježi naprezanje agsin(ot + o). 

Rezultati prvog pokusa prikazani su na slici 24. Komplek- 
sni modu! materijala definiran je jednadžbom 


Oa 


E*(10) = SE (171) 
što se može prikazati u obliku 
E*(10) = E,(0) + 1Ex(0), (172) 


gdje je E, = = 0050 modul akumulacije, E» = e sino modul 
disipacije, a i = pet imaginarna jedinica. 


h 


E 


Ap sin(ot-9) 


SI. 24. Dijagram dinamičkog ispitivanja viskoelastičnog 
materijala . 


Na sličan način, pri drugom pokusu, definira se kompleksna 

podatljivost 
Ili) = E = 4 (09) + iJz(0) (173) 

gdje je J,(0) podatljivost akumulacije, a J2(cw) podatljivost 
disipacije. Što su veći E, i J», veća je disipacija energije 
pri deformaciji dok veličina E, i J, utječu na akumulaciju 
energije deformacije. 

Kad je poznato J(f) i konstantno naprezanje go, može se 
odrediti deformacija kao funkcija vremena 


e(t) = J(f)ov. (174) 
Na sličan način mogu se odrediti naprezanja u modelu pod- 
vrgnutom konstantnoj deformaciji 
o(t) = E(tjeo. (175) 
Ako nametnuto naprezanje odnosno deformacija nisu kon- 
stantni, ne mogu se direktno primijeniti jednadžbe (174) i (175). 
Neka se naprezanja mijenjaju skokovito (sl 25). Tada vrijedi 
Boltzmannov princip superpozicije, tj. 


dt)=9JtH)+dJaE—t)+oJt—t) +... (176) 


odnosno 
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e(t) = x OiJ(t — tl (177) 
izo 
Analogno vrijedi 
o(t) = X &E(— t). (178) 
izo 


Ako se nametnuta naprezanja mijenjaju kontinuirano, jed- 
nadžbe (177) i (178) prelaze u 


t 


o(t) = | E(t — de, (179) 
g(t) = | J(E— 9 as, (180) 


-» 


gdje su T i t oznake za vrijeme. Oznake g i € u jednadžbama 
(171) do (180) odnose se na normalna i na posmična napre- 
zanja, te na dužinske i kutne deformacije. Međutim, sve te 
jednadžbe vrijede za jednostavna naprezanja: rastezanje, tla- 
čenje i smicanje. 


g 


->- 
t 


& J(t-b) 


OJ (t-t) 


a J(1) 


t 


SL 25. Boltzmannov princip superpozicije 


Razvijenije teorije obuhvaćaju i prostorna naprezanja, koja 
ovdje nisu razmotrena. 


RUBNI PROBLEMI 


Odredbene jednadžbe koje vrijede za pojedine materijale, 
zajedno s općim zakonima mehanike kontinuuma, dovoljne su 
za određivanje svih nepoznatih veličina ako su zadani određeni 
rubni uvjeti. Metode rješavanja tih rubnih problema obrađuju 
se u posebnim područjima mehanike kontinuuma: mehanici 
fluida, teoriji elastičnosti, teoriji plastičnosti i teoriji viskoelas- 
tičnosti. Rješenja mnogih praktičnih problema deformabilnih 
tijela mogu se naći u članku Nauka o čvrstoći. 


LIT.: T. P. Anđelić, Osnovi mehanike neprekidnih sredina. Naučna 
knjiga, Beograd 1950. — M. Brdicka, Mechanika kontinua. SNTL, Praha 
1959. — W. Prager, Einfiihrung in die _ Kontinuumsmechanik. Birkhiuser 
Verlag, Basel 1961. — H. Schdfer, Continui di Cosserat. Funzioni potenziali. 
Calcdo numerico delle piastre. Universita di Trieste, Trieste 1965. — J. 
Mandel, Cours de mćcanique des milieux continus, vol. I, II. Gauthier-Villars, 
Paris 1966. — M. Roy, Mčcanique II. Milieux_continus. Dunod, Paris 
1966. — A. C. Eringen, Mechanics of continua. John Wiley, New York 
1967. — T. P. Anđelić, Tenzorski račun. Naučna knjiga, Beograd 1967. — 
L. E. Malvern, Introduction to the mechanics of continuous medium. 
Prentice-Hall, Englewood Cliffs 1969. — W. Nowacki, Teoria sprezystosći. 
Panstwowe wydawnictwo naukowe, Warszawa 1970. — A. A. Ilavionun, 
MexaHuka cnsoinnoA cpenbi. HaaarekcTuo Mockoro ynuiBepcnirera, MockBa 
1971. — C. Truesdell, A first course in rational continuum mechanics. The 
Johns Hopkins University, Baltimore 1972. — FT. IŽ. Bpaukos, OcHoBHH npo- 
GJIeMH Ha TE€OpHaTa Ha BHCKO3HO-€JIACTH UHOCTTA. HanaTeJIcTBO na Brarap- 
CKaTa aKajleMHsa Ha HaykHTe, Coma 1972. — .T. H. Cedos, Mexamuka 
cnnoimunoii cpenbi, 1, II. Hayka, MockBa 1973. — B. /I. Donu, MexaHuka 
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MEHANIKA, KVANTNA, radikalna modifikacija 
klasične mehanike i elektrodinamike prikladna za proračun (pro- 
gnoziranje) svojstava i unutrašnjih pobuđenja atoma i molekula, 
ie mogućnosti diskretne izmjene energije, impulsa i impulsa 
vrtnje u njihovim međusobnim srazovima i uzajamnom djelo- 
vanju s elektromagnetskim poljima. 

Kvantna mehanika, otkrivena na pojavama vezanim uz slo- 
bodne atome, molekule i zračenje, ubrzo je našla primjenu i 
na druge oblike materije: čvrsto stanje, atomske jezgre i ele- 
mentarne čestice. 

Rezultati proračuna pojedinih fizikalnih veličina ili procesa u 
kvantnoj mehanici izraženi su kao funkcije kvantnih brojeva 
(konstanti gibanja) i općih konstanti (masa m i naboj čestice e, 
brzina svjetlosti c i Planckova konstanta h) određenih eksperi- 
mentima. 

Zadržavajući prostorno-vremenski okvir klasične fizike i s 
njime povezane zakone o održanju energije, impulsa i impulsa 
vrtnje (simetrije) za elementarne procese, te klasične karakteri- 
stike mjernih instrumenata, mora se napustiti klasična kauzalna 
(uzročno-posljedična) povezanost događaja klasične mehanike i 
elektrodinamike i zamijeniti se statističkom povezanošću. 

Pri većim brzinama čestica, bliskim brzinama svjetlosti, mora 
se uskladiti princip kvantizacije s teorijom relativnosti, ali i 
unatoč uspjehu relativističke kvantne mehanike (predviđanje 
antimaterije) postoje i ozbiljne poteškoće (beskonačnosti). 

Jednadžbe gibanja klasične mehanike u prvobitnoj Newto- 
novoj ili ekvivalentnoj Hamilton-Jacobijevoj formulaciji, uz 
poznate sile koje djeluju na materijalnu točku mase m, omogu- 
čuju proračun njenih mogućih staza. Ako su u nekom koordi- 
natnom sustavu, referentnom sustavu, zadani početni položaj i 
početna brzina, staza je potpuno određena. U Hamilton-Jacobi- 
jevoj formulaciji moguće staze čestice ortogonalne su trajekto- 
rije na valnu frontu koja je rješenje Hamilton-Jacobijeve par- 
cijalne diferencijalne jednadžbe. Uz stazu određeni su i prvi 
integrali jednadžbe gibanja, kinetička i potencijalna energija, te 
njihov zbroj, ukupna energija, linearni impuls i impuls vrtnje 
čestice. Za slobodnu česticu ili izolirano mnoštvo čestica to su 
ujedno i konstante gibanja. Klasična čestica može se po volji 
točno lokalizirati u prostoru i vremenu i može joj se istodobno 
odrediti linearni impuls, impuls vrtnje i energija. 

Ako klasična čestica ima pored mase i naboj, na nju će 
djelovati i elektromagnetska polja, pa se moraju u skladu s 
Maxwellovim jednadžbama (ili drugim ekvivalentnim formulaci- 
jama elektrodinamike) nadopuniti jednadžbe gibanja klasične 
mehanike. Rješenjem jednadžbi polja (uz početne i rubne uvjete) 
određene su komponente polja u prostoru i vremenu, a time 
i energija, impuls i impuls vrtnje polja. Istodobno se javlja 
i novi problem: kako modificirati klasične jednadžbe elektro- 
magnetskog polja da bi se uskladile s kvantnim pojavama, tj. 
s diskretnom izmjenom energije, impulsa i impulsa vrtnje između 
čestica i elektromagnetskog polja (kvantna teorija polja). 

Za razliku od klasičnih čestica, u poljima su energija, impuls 
i impuls vrtnje kontinuirano raspodijeljeni po dijelu prostora 
ili čitavom prostoru. Zadatak se, dakle, svodi na pronalaženje 
novih jednadžbi za čestice, polja i uzajamno djelovanje čestica 
s poljima. 
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Funkcije raspodjele. U plinovima i kondenziranoj materiji 
broj čestica (atoma, molekula) u jedinici volumena u normal- 
nim uvjetima tako je velik da njihovo gibanje nije prikladno 
opisivati mikroskopskim jednadžbama gibanja. Čak kad bi se i 
znale riješiti te jednadžbe, to ne bi pomoglo, jer se ne mogu 
odrediti početni uvjeti. Nasuprot tome, makroskopska obilježja 
stanja ravnoteže (volumen, tlak, ukupna energija, impuls, impuls 
vrtnje, temperatura itd.) dobro su definirane, iskustvu pristu- 
pačne i o vremenu neovisne veličine, pa je prirodno povezati 
vremenske srednje vrijednosti mikroskopskih veličina s makro- 
skopskim karakteristikama. Vezu između mikroskopskih (po- 
ložaj, brzina itd.) i relevantnih makroskopskih veličina najlakše 
je naći za izolirano mnoštvo čestica u stanju ravnoteže i izra- 
ziti je jednadžbama za funkciju raspodjele (J. C. Maxwell, 1860; 
L. E. Boltzmann, 1871; J. W. Gibbs, 1901), pomoću kojih se 
mogu izračunati srednje vrijednosti (statističke) i fluktuacije (oko 
tih srednjih vrijednosti) svih mikroskopskih veličina. Jednadžbe 
gibanja zamijenjene su tada funkcijom raspodjele, pa se tako 
statističkim opisivanjem (nužno nepotpunim) gubi dio karakteri- 
stika mnoštva. To je moguće uz pretpostavku da su vremenske 
srednje vrijednosti jednake statističkim srednjim vrijednostima 
(ergodska hipoteza). Vrijeme za koje se uspostavlja ravnoteža 
mnoštva naziva se vrijeme relaksacije. Stanje ravnoteže ne ovisi 
o početnim položajima pojedinih čestica, nego o konstantama 
gibanja mnoštva. Ergodska hipoteza ne može se općenito doka- 
zati, međutim, za klasična ili kvantna mnoštva koja će se proma- 
trati ona je, čini se, ispunjena. 

Statističke veze. Kvantne (pojedinačne) pojave mjere se kla- 
sičnim mjernim instrumentima, pa se s posebnom pažnjom 
moraju interpretirati rezultati mjerenja. Klasičnim pomagalima 
pripremi se početno stanje pojave koja se želi mjeriti, pa se 
tako pripremljeno stanje pojave poveže s mjernim uređajem i 
njegove se promjene registriraju. Na isti način ponovno pri- 
premljeno početno stanje mjereno istim mjernim uređajem dat 
će, općenito, različite rezultate (iznimke su svojstvena stanja). 
To je bitna razlika s obzirom na mjerenja makroskopskih po- 
java, te pokazuje da se radi o statističkim, a ne o kauzalnim 
vezama. 


Razvoj kvantne mehanike 


Formulacija kvantne mehanike usko je povezana s razvojem 
spektroskopije i statističke fizike. 

Čini se da je J. Fraunhofer prvi otkrio (1817) tamne linije 
u neprekidnom spektru Sunčeva zračenja. Od toga časa traženje 
zakonitosti prema kojima se ravnaju valne duljine ili frekvencije 
linijskih spektara razrijeđenih plinova i para osnovna je preo- 
kupacija spektroskopije. 


J.J. Balmeru je uspjelo (1885) da valne duljine (24) vodi- 
kovih linija (H,, Hy, H, i H,, sl. 1, 2 i 3) u vidljivom pod- 
ručju spektra (A = 400:::700 nm), prema mjerenjima A. J. 
Angstr&ma, poveže formulom 


hw=B— g 


iaai 


n=3,4,5i6, (1) 


SL 1. Balmerova serija vodikova spektra (gore) i spektar vodikove molekule s jasno vidljivim Balmerovim linijama (dolje). Razlike u skali potječu od 
upotrebe staklene prizme u prvom i difrakcijske rešetke u drugom mjerenju 


MEHANIKA, KVANTNA 


koja je poopćena 
l 1 


Wm=cRl=-—), (2) 
'm“ n"! 
V“m= TMT n+m=12314, (3) 
s očitim svojstvom 
Va H Vnk E Vino (4) 


gdje je v frekvencija, B i R su konstante neovisne o valnoj 
duljini, a ovisne o rednom broju elementa. T(m) i T(n) su atom- 
ski termi, a m i n prirodni, tzv. kvantni brojevi. 


u ot to & 
km 

pal hd nat holo“ rak 

/ 


o) 
2 
f 


N 
nr 


Razine energije 


Intenzitet ——> 


Intenzitet ——> 


Lasersko ugađanje 


SI. 2. Cijepanje Balmerove linije H, u sedam linija od kojih su četiri intenziv- 
nije (fina struktura i Lambov pomak); u sredini je uobičajeni profil cijepanja 
pri apsorpciji (utjecaj Dopplerova efekta nije uklonjen) 


Ubrzo se pokazalo (J. R. Rydberg, 1898) da se ne samo 
frekvencije (v, = c/4,, gdje je c brzina svjetlosti) Balmerove se- 
rije nego i svih ostalih serija u spektru vodika i njemu sličnih 
(alkalijskih) elemenata mogu prikazati poopćenjem formula (1) 
i (2) prikladnim izborom vrijednosti xi BP (n>n+am>m+ 
+ BiR > R'), kojima se uzima u obzir utjecaj ostalih elektrona. 
J.R. Rydberg i W. Ritz (1908) pronalaze opći princip kombina- 
cije pomoću kojeg se svaka frekvencija emitirane ili apsorbirane 
linije može prikazati kao razlika atomskih terma (3). Unutrašnja 
konzistentnost principa kombinacije vidi se u zakonu zbrajanja 
frekvencija, tj. zbroj frekvencija prijelaza u seriji jednak je 
frekvenciji izravnog prijelaza (4). 

Detaljnim proučavanjem pojedinih spektralnih linija ustanov- 
ljeno je da su mnoge od njih sastavljene od dviju ili više 
komponenata, te da se pojedine linije cijepaju u vanjskim 


| 
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Intenzitet —> 


0 0,25 5 * 1680 169,25 
Lasersko ugađanje G 
blr S m is L 1 Lp i 
0 1 2 672 673 
Efektivna frekvencija apsorbiranog zračenja GHz 


SI. 3. Hiperfino cijepanje Lymanove linije a za vodik i deuterij, koja 

odgovara prijelazu 154,2 > 2S,;2 u dvije komponente s paralelnom 

F=1 i suprotnom F = 0 orijentacijom spina elektrona i protona 
(deuterona) 


magnetskim (P. Zeeman, 1886) i električnim poljima (J. Stark, 
1913), (sl. 2, 3, 4, 5, 6 i 35). 

U magnetskom polju jakosti H uz prvobitnu liniju frekven- 
cije v pojavit će se, djelovanjem indukcije, još dvije linije s 
frekvencijama v + Av. Pomak je frekvencije 


eH 
AN=T:E 
4=mc 


(5) 


(normalni Zeemanov efekt, sl. 4), gdje je e/m omjer naboja i 
mase elektrona. Odatle se vidi da su optička svojstva atoma 
vezana uz elektrone. To su pokazala i sondiranja materije brzim 
elektronima (Ph. Lenard, 1890) i mnogo težim a-česticama (E. 
Rutherford, 1909, 1911. 


a 


SI. 5. Anomalni Zeemanov 
efekt cijepanja natrijevih li- 
nija D, i D, a linije kad 
nema magnetskog polja, b 
rascijepljene linije djelova- 
njem vanjskog magnetskog 
polja. Prva linija se cijepa u 
četiri, a druga u šest kompo- 
nenata, što se na slici slabo 
vidi 


SI. 4. Normalni Zeemanov efekt za 

cink promatran okomito na smjer 

magnetskog polja (cijepanje linije val- 

ne duljine 468,0nm) pri prijelazu 
381 >>P4 


SI. 6. Primjer fotometrijske 
krivulje hiperfine strukture 
spektralne linije. Linija valne 
duljine 412,2nm — bizmuta 
(2%%Bi) cijepa se u četiri linije, 
odnosno u dva dubleta na 
udaljenostima A i & 


Polumjer je atoma r = 107!%m, a pozitivni naboj i najveći 
dio mase (99%) atoma smješteni su u jezgri polumjera 
10-'4...10-!* m. Klasični polumjer elektrona iznosi 

2 
r= 


x 28-107/5m, (6) 


e? 


pa se i jezgra i elektron uzimaju kao točkaste čestice. 
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Planckova hipoteza kvanta. Proučavanja spektralne raspo- 
djele zračenja užarenih tijela ili prototipa takva zračenja, zra- 
čenja crnog tijela, pokazala su da je spektar zračenja konti- 
nuiran i da je maksimum raspodjele zračenja obrnuto pro- 
porcionalan apsolutnoj temperaturi tijela T (W. Wien, 1893): 

. l 

Amax S T a (7) 
Ukupna izračena energija u jedinici vremena proporcionalna je 
četvrtoj potenciji temperature (Stefan-Boltzmannov zakon, 1897). 
Raspodjela ima oblik deformirane zvonaste krivulje s ekspo- 
nencijalnim opadanjem u području visokih frekvencija (Wienova 
raspodjela) i porastom proporcionalnim kvadratu frekvencije u 
području malih frekvencija. 

Zračenje crnog tijela, tj. šupljine u kojoj je u dinamičkoj 
ravnoteži zračenje s izvorima zračenja (oscilatorima) u stijen- 
kama šupljine, idealan je model za provjeru klasične elektrodi- 
namike i klasične statistike, jer to zračenje ne ovisi o obliku 
i materijalu tijela (G. R. Kirchhoff, 1859). Za gustoću elektro- 
magnetske energije po jedinici frekvencije dobiva se 


= 8rnvi_  8rv2 hv 


u, = = B 8 
c* Cc eh"kT 1 ( ) 


ako se za energiju pojedinih oscilatora uzme 


la 
E,=hvln+ 5 ). 
Prvi faktor u (8) jednak je broju oscilatora po jedinici volu- 
mena i frekvencije, a drugi je prosječna energija oscilatora. 
Prema klasičnoj je statistici 


u=kT, (10) 


gdje jek Boltzmannova konstanta, pa gustoća elektromagnetske 
energije postaje vrlo velika za visoke frekvencije, što je u su- 
protnosti s iskustvom. Pri proračunu srednje vrijednosti energije 
oscilatora M. Planck je pretpostavio, umjesto kontinuirane pro- 
mjene energije, diskontinuiranu promjenu (s cjelobrojnim kvan- 
tnim brojem n), pa je dobio izvanredno slaganje s iskustvom 
(8). Prema (9) energija je oscilatora E,, za dopuštena stanja, 
proporcionalna frekvenciji, dok je kvadrat amplitude aŽ obrnuto 
proporcionalan frekvenciji. 

Time je uvedena diskontinuirana promjena energije i kva- 
drata amplitude za unutrašnju pobudu oscilatora, pa je to po- 
četak kvantne fizike (1900). 

Boltzmannova je konstanta 


k = (1,38044 + 0,00007) - 10-25 JK "!, (11) 
dok se nova, Planckova konstanta h mora odrediti iz spektralne 
raspodjele zračenja (sl. 7), pa iznosi 

h = (6,62517 + 0,0023). 107 3% Js. (12) 


Često se upotrebljava Planckova konstanta podijeljena sa 
2x i označena sa A (čitaj: ha precrtano) u iznosu 


n=0123,.. (9) 


kh -+ = (1,05443 + 0,0004) - 10. 3% Js. (126) 

Kao što je umnožak Boltzmannove konstante i temperature 
(k T) prirodno mjerilo toplinske energije, pa se sustavi, prema 
tome da li je energija veća ili manja od toga umnoška 
(E >KT), razvrstavaju na vruće i hladne, tako je i umnožak 
Planckove konstante i frekvencije (hv) mjerilo malih i velikih 
kvantnih efekata. Kad je 


hv 
kT 


Planckova raspodjela prelazi u klasičnu Boltzmannovu raspo- 
djelu. 

Hamiltonova funkcija za ukupnu energiju linearnog harmo- 
ničkog oscilatora mase m i frekvencije wo = 27v može se napisati 
u obliku 


«|, (13) 


mo? 


2 


p? 
H=—+ q=vJ, (14) 
2m 
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pa je 
oH 
of,“ 
Planckov uvjet kvantizacije energije oscilatora u ravnini, koju 
razapinje koordinata g i njen kanonski konjugirani impuls 
p=mg4 (fazna ravnina), ekvivalentan je ograničenju mogućih 
vrijednosti faznog integrala (u ravnini ili po stazi) 


v. (15) 


J = ([dpdq = $pdq = hn io (=01,23,...). (16) 


U tom se obliku kvantizacija može prirodno poopćiti na 
sve kanonski konjugirane varijable klasične fizike (A. Som- 
merfeld i W. Wilson, 1915) i kanonski formalizam postaje osnovni 
formalizam za formulaciju kvantne mehanike, a derivacija Ha- 
miltonove funkcije po varijabli djelovanja J (15) može poslužiti 
kao opća definicija frekvencije. 
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SL 7. Spektralna raspodjela zračenja 
crnog tijela za različite temperature 


Valna duljina um 


Za rotator će impuls vrtnje p, biti konstanta gibanja, pa je 


li sok? n? 
sabludsk nj, 4 
jer je 
1 
p,p=ne-=nk= mor, (18) 
P 


gdje je v brzina čestice, / moment inercije, r udaljenost mase 
od središta vrtnje, a #i Planckova konstanta podijeljena sa 2. 


Einsteinova hipoteza fotona. Dalekosežne posljedice Planc- 
kove raspodjele zračenja crnog tijela (8) uočio je A. Finstein 
(1905, 1909). Kvadrat fluktuacije energije zračenja E u malom 
volumenu AV i uskom intervalu frekvencija Av oko srednje 
energije E = AVlvu, može se rastaviti u dva dijela 
23 


(E — E) kreče ika E? (19) 


dT 8rvžAVAv 
Prvi član, koji je proporcionalan srednjoj energiji E, prevla- 
dava pri višim frekvencijama pa predstavlja nekoherentni dio 
fluktuacije, tj. onaj dio koji potječe od jednakih, nezavisnih 
čestica (kvanata zračenja, fotona) energije hv i impulsa 
p=hve=h/A 
Koherentni dio fluktuacije karakterističan je za valni karak- 
ter zračenja i dominirat će pri nižim frekvencijama. Korpusku- 
larni i valni karakter zračenja pojavljuju se ravnopravno u 
Planckovoj formuli, što dokazuje dvojnu prirodu zračenja. 
Kvantizirajući energije oscilatora, izvora i ponora zračenja, 
ujedno je kvantizirano i samo zračenje. Energija, impuls i 
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impuls vrtnje elektromagnetskog vala nisu kontinuirano raspo- 
ređeni u prostoru, nego su koncentrirani u točkama gdje se 
fotoni nalaze. To je ishodište kvantne teorije valnih polja. 
Planckova formula (8) može biti shvaćena i kao rezultat nove 
statistike (Bose-Einsteinova statistika, 1924). Energija fotona vid- 
ljivog područja iznosi —1,8-:-3 eV. 

Einsteinova hipoteza fotona vrlo prirodno tumači svojstva 
fotoemisije elektrona, koju je otkrio H. Hertz (1887). Kinetička 
energija elektrona izbačenih iz metalnih listića pri apsorpciji 
fotona mora biti proporcionalna frekvenciji, a broj elektrona 
intenzitetu upotrijebljene svjetlosti (Ph. Lenard, 1903). Ako je 
energija veze elektrona u metalu E,, bit će najveća moguća 
energija elektrona E, = hv — Ej, što pokazuje održavanje ener- 
gije u procesu fotoemisije, a u suprotnosti je s klasičnom elek- 
trodinamikom koja ne može rastumačiti tako veliku koncentra- 
ciju energije u području elektrona. 


Održanje energije i impulsa. Da se neposredno pokaže odr- 
žanje energije i impulsa pri elastičnim srazovima fotona s elek- 
tronima, nužno je od četiri nepoznate kinematičke veličine 
(energije i impulsi raspršenih elektrona i fotona) izmjeriti u 
istom eksperimentu samo tri, jer je četvrta određen» zakonom 
o održanju energije i impulsa. 
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pri raspršenju elektromagnetskog zračenja na elektronima, dok 
klasična elektrodinamika ne daje niti promjenu frekvencije niti 
usmjerenost raspršenog zračenja. 


Bohrov model atoma i princip korespondencije 


Velik napredak predstavlja Bohrov (1913) proračun Balme- 
rove formule (1), (2) 


2ažme*/1 1 
Va = hš F zh zan k= ks); (22) 
Rydbergove konstante 
2nčme“ 
R = 23 
hšc (23) 
i polumjera vodikova atoma 
h? : 
5 = 0,528: 10 '"m, (24) 


“=-——— 
4rn"me 


gdje je m masa, a e naboj elektrona. To je ostvareno upotre- 
bom klasičnih jednadžbi gibanja za planetarni model atoma, 
uzimajući pri tom od klasično mogućih staza samo kružnice 
(rotator) s cjelobrojnim impulsom vrtnje (u = 1). Kvantizirajući 


0 5 10 15 
Napon V 


SL 8. Raspršenje — rend- 
genskih zraka na elek- 
tronima grafita. a linija 


SI. 9. Dvostruko raspršenje fotona u Compton-Simonovu eksperimentu. Na 
gornjem dijelu slike označeni su smjerovi upadnog i raspršenog fotona i 
pokrenutog elektrona 


SI. 10. Jakost struje u ovisnosti o naponu pri 
prolazu sporih elektrona kroz živine pare 
(Franck-Hertzov pokus). Za 4,9, 9,8 i 14,7 eV 


K, molibdena valne du- 

ljine 0,071 nm, b, c i d 

raspršene linije pod ku- 
tom 45%, 90% i 145% 


Mjereći samo promjenu valne duljine raspršene svjetlosti u 
određenom smjeru (A. H. Compton, 1923), dobiva se (sl. 8) 

h 
A4=(4,—4)= —(1—cos9), (20) 

mc 

gdje je h/mc = 0,00242nm Comptonova valna duljina čestice, 
a 4 kut između upadne i raspršene svjetlosti. Kad se mjeri 
samo energija i impuls raspršenih elektrona pomoću Wilsonove 


komore u magnetskom polju (Ch. T. R. Wilson, 1923; W. 
Bothe i H. Geiger, 1925), dobiva se 


Ekin = h(v — Va) = hv (21) 


To su relacije kojima se provjerava dio kinematike što se od- 
nosi na raspršeno zračenje ili elektron. 

Pomoću drugog Comptonova efekta (dvostruko raspršenje), 
u Wilsonovoj komori, može se odrediti u istom eksperimentu, 
osim energije i impulsa raspršenog elektrona, i smjer raspršenog 
fotona (sl. 9, A. H. Compton i F. Simon, 1925). Tako je uspjelo 
u potpunosti provjeriti zakone o održanju energije i impulsa 


pojavljuje se jednostruko, dvostruko i trostru- 

ko neelastično raspršenje elektrona na ato- 

mima žive i vrlo osjetljivi gubitak kinetičke 
energije 


osim impulsa vrtnje i energiju, određene su moguće vrijednosti 
velikih i malih poluosi elipse, pa se glavni kvantni broj n mora 
zamijeniti zbrojem n, +1, gdje je n, radijalni kvantni broj 
(n, £n). Stanja određena kvantnim brojem n (ili n, i 1) Bohr 
je nazvao stacionarnima i pretpostavio je (da bi rastumačio 
razliku između frekvencije ophodnje i frekvencije emitiranih 
spektralnih linija) da atom može biti u tim stacionarnim sta- 
njima a da ne zrači neprekidno. To je u suprotnosti s kla- 
sičnom elektrodinamikom. Atom, dakle, emitira svjetlo frekven- 
cije V,x pri prijelazu iz višeg u niže stacionarno stanje (u skladu 
s principom kombinacije). Time su uvedeni kvantni skokovi, 
pa spontana emisija i prisilna apsorpcija postaju statistički 
procesi slični radioaktivnosti. U osnovnom stanju (n = 1) atom 
ne zrači, pa je stabilan. 

Eksperimenti (J. Franck i H. Hertz, 1913) s prolazom elek- 
trona kroz pare i plinove pokazuju nagle promjene struje pri 
određenim vrijednostima napona, što je povezano s mogućnošću 
jednostrukog ili višestrukog, neelastičnog raspršenja sporih elek- 
trona na atomima plina ili para kad je energija elektrona 
blizu cjelobrojnog višekratnika razlike energija stacionarnih 
stanja (sl. 10). 

Azžimutalna kvantizacija. Uvođenjem azimutalne kvantizacije 
s mogućnošću samo diskretne orijentacije angularnog momenta 
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s projekcijom u (u=l1,1—1,...,0, —1....—1+1,—l) na os 
kvantizacije, atomski termi s impulsom vrtnje ! cijepat će se 
lp = 
\ # 4zmc j 
Prijelazi između stanja sa Al = +1 i Au = 0, +1 daju tri linije 
normalnog Zeemanova efekta gledane okomito na smjer polja. 
U smjeru polja pojavit će se samo dvije linije sa Au = +1. 
Klasični električni dipol može se predočiti kao linearno pola- 
rizirani dipol u smjeru osi kvantizacije, te lijevo i desno cirku- 
larno polarizirani dipol u ravnini okomitoj na os kvantizacije. 
Gledano u smjeru magnetskog polja postoje dvije Au = +1 
lijevo i desno cirkularno polarizirane linije. Okomito na smjer 
polja vide se tri linearno polarizirane linije. To su one sa 
Au=0iAu= +1 koje su polarizirane u smjeru i okomito na 
smjer magnetskog polja. Klasično se i kvantno objašnjenje nor- 
malnog Zeemanova efekta podudara npr. za cink i slične 
elemente (sl. 4). 


(u magnetskom polju) na (21+1) stanja 


70 
kv 


E - 
Energetska razina F 


Š 


Sl. 11. Shematski prikaz nastanka rendgenskih zraka za volfram (Z = 74) pri 

popunjavanju šupljina u ljuskama K, L i M (potpuni prikaz). Energetska 

razina je prikazana omjerom valnog broja 9 = v/c = 1/4 i Rydbergove kon- 
stante R 


U okviru Bohrova modela dade se kvalitativno objasniti i 
pojava ljuskaste strukture pojedinih atoma i atomskih grupa 
kako je proizašla iz istraživanja rendgenskih spektara atoma 
(H. G. J. Moseley, 1913/14; W. Kossel, 1916). Optičke spektre 
emitiraju pobuđeni periferni (vanjski, valentni ili optički ak- 
tivni) elektroni, dok karakteristične rendgenske zrake (energije 
— 100 keV) nastaju popunjenjem šupljina unutrašnjih ljusaka. 
Sistematika je rendgenskih spektara (sl. 11, 12 i 13) (energije 
ionizacije, kemijska svojstva elemenata itd.) u skladu sa 2, 8, 
18, 32, ... elektrona smještena u K, L, M, N, 0, ... ljuskama 
koje odgovaraju glavnom kvantnom broju n = 1, 2,3, 4,5,... 
(sl. 14). 
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Napon 
Energetska razina 
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7917 
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SL 12. Shematski prikaz nastanka rendgenskih zraka za volfram (Z = 74) do 
razine L 
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Redni broj Z 

Sl. 13. Moseleyev dijagram za rendgenske terme. Na apscisi je redni broj Z 


elementa, a na ordinati energetska razina prikazana drugim korijenom iz omjera 
valnog broja % i Rydbergove konstante R 


SOBRE 851 90 
rd, zi 16, 
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Tablica 1 
OSNOVNA STANJA I R/SPORED ELEKTRONA U ELEMENTIMA 


[SES ZASADA E) 


PSE SE E SE SE E SE E SE SE A SASE SASE ŠAŠES) 


[SEE SE SE E SE SA E SE SE SE SE SE SASA SASE] 


Žž M N o F Q z K 8 M N [0] PB Q 
252p 3s3p3d 4s4p4d4r 5s5p5d 656p6d 7s 1s 2s2p 3s3p3d 4s4p4daf 5s 5p Sd Sf 6s6p 6d 7s 

55 Cs Sia 2 26 2610 2610 26 1 

56 Ba 18 2 26 2610 2610 26 2 

57 La 2D% 2 26 2610 2610 261 2 
1 58 Ce (4) 2 26 2610 26.101 ZA a. 
2 59 Pr — 2 26 2610 že 2 Zaba 2% 
2.1 60 Nd — 2 26 2610 2610 4 2 6 Ž 
22 61 Pm — 2 26 2610 2610 5 26 2 
233 62 Sm IF6 2 26 2610 2610 6 26 2) 
24 63 Eu PS3,2 PA 26 2610 Zok 7 26 2 
29 64 Gd 2 26 2610 Ženo 7 Zoni. 2 
26 65 Tb — 2) 26 2610 2610 8 2:61 PA 

66 Dy — 2 26 2610 2610 9 2KOMMI ža 
26 1 67 Ho m Ž 26 2610 261010 26 1 dia 
286 2 68 Er — 2 26 2610 261011 ZEGNNI: 2 
26 ŠA 69 Tm RS 2 26 2610 2 6 10 13 26 2 
26 22 70 Yb o 2 26 2610 261014 256 2 
26 23 TL Lu Dan 2 26 2610 261014 26 1 2 =. 
216 24 72 Hf F, 2 26 2610 261014 22682. 2 es] 
26 25 73 Ta Fap sI 26 2610 261014 26.3 2 "I 
26 26 74 W o 2 26 2610 2610 14 26 4 2 

75 | Re ip al 26 2610 26 MO 1LAS M365 2 > 
2.6 26 i 76 Os : 2) 26 2610 261014 26 6 Ž Z 
26 26 2 Tu Ir zo 2 26 26 10 261014 246187 2 = 
26 246. 1 2 78 Pt (3D) 2 26 2610 261014 269, 1252. a 
26 216: 2 2 79 Au Sin zi 26 2610 2610 14 2610 i > 
26 ZAGORI 2: 80 Hg o 2 26 2610 261014 2610 ŽI u 
26 2:6. 5 1 81 TI! Pin 2 2467 2610 261014 2610 21 
2 6 28625 2 82 Pb 2Pe ZA 26 2610 2610 14 2610 22 es 
26 26 6 2 83 | Bi  |_.*S, 2 26 2610 261014 2610 23 < 
26 2464 7. 2 84 Po P, 2 26 2610 261014 2610 24 > 
26 26 8 2 85 At Pan p. 26 2610 261014 2610 29 zZ 
26 2610 1 86 Rn So 2 2/6 2610 261014 2610 26 
26 2610 2 L 1 H 
26 2610 241 87 Fr SSTE2 2 26 2610 261014 2610 26 1 Z 
26 2610 22 88 Ra A 2 246 2610 261014 2610 26 2 > 
26 2610 3 89 Ac (ZD: 2) 2 26 2610 261014 2610 a6 22 
26 2610 24 90 Th (F, 2 26 2610 261014 2610 262 ZA 
26 2610 2%5 91 Pa (ĆF:p2) ZA 26 2610 261014 2610 2 261 IKI 
26 2610 26 92 U (*D,) ži 26 2610 261014 2610 3 2861 2 

93 Np ? 2 26 2610 2610 14 2610 4 261 23 
286 2610 26 1 94 Pu 1 2 26 2610 261014 2610 5 2.6.1 22 
26 2610 26 2 95 Am ? Ž 26 2610 2 6 10 14 2610 7 26 2 
26 2610 26.1 2 96 Cm u 2 2.6 2610 2 6 10 14 2610 7 2461 22 
26 2610 216%:2, 2 97 Bk ? 2 26 2610 261014 2610 8 246.1 Zoki 
26 2610 26 4 1 98 cf ? ZA 26 2610 261014 2610 9 216.1 209 
26 2610 IVONI 1 99 E ? 2 26 2610 261014 2 6 10 10 2:60:1 2 
26 2610 216. :5 2 100 Fm ? 2; 26 2610 261014 261011 26.1 Zi 
206 2610 2037, 1 101 Mv is 2 26 2610 261014 2 6 10 12 261 Za 
286 2610 246848 1 102 No ? 2 246 2610 261014 2 6 10 13 261 2 
26 2610 2610 jebe Lr je Ž 218 2610 261014 2 610 13 261 Žal 
26 2610 2610 1 V 
26 2610 26 10 2 
Ž < ; s i : ž "i ; Š Tablica prikazuje elemente s konfiguracijama osnovnih stanja prema spektroskopskim podacima. Oznake 
26 2610 2610 23 S, P,D,. stoje za ukupni orbitalni impuls vrtnje LZ = 0,1,2,3, ... Desni donji indeks označuje ukupni angularni 
36 Pedi 3610 24 moment i= 1/2, iko 3/2, 2, +.» J = L + S, a lijevi gornji indeks multiplicitete 2S aib: Međudjelovanje elektrona, 
26 Selo 2 610 25 kako se vidi, više zasjenjuje stanja nižega orbitalnog angularnog momenta, a najviše stanja s. ud: : a 
36 SEKO 3610 36 a Osim elemenata u tablici, nađeni su i elementi s rednim brojevima 104 i 105, o prioritetu i imenima o 

| kojih se još vode polemike. wb 


si 
ev 
20+ 
$ 15 
Ki 
5 
Š 
= 10% 
s 
5 
s 
ud 
sk 
2 i0 18 36 54 86 
oh 
is2s2p3s 3p 4s3d dp 5s4d Sp 65, 5d,4f 6p = 75,6d,5 
l i 4 4. e Bb 4 i A 
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SI. 14. Vrijednosti energije ionizacije kao funkcije rednog broja elemenata Z. 
Označene su pune ljuske, a ispod apscise jednočestične bazične konfiguracije 
s glavnim kvantnim brojem n 


Tako je npr. za M ljusku (n=3): n=3,1=0n=2, 
I=lin=l,l=2, pa se može govoriti o M;, My i Mi 
podljuskama. 

Uzimajući u obzir degeneraciju (2! + 1) povezanu s kvantnim 
brojem u, vidi se da je broj tako određenih stanja u ljuskama 
upola manji od eksperimentalno utvrđenih (tabl. 1). 

Puštajući atome srebra, isparene iz užarene srebrne kugle, 
kroz nehomogeno magnetsko polje (sl. 15), O. Stern i W. Gerlach 
(1922) ustanovili su da je nakon prolaza kroz magnetsko polje 
snop atoma rascijepljen u smjeru porasta magnetskog polja na 
dva dijela jednakog intenziteta (sl. 16). Kako srebro ima 47 
elektrona (Z = 47), popunjene su ljuske K, Li M, te stanja 
4s, 3p i 2d u ljusci N, a to je 46 elektrona, preostali je elek- 
tron, prema optičkim svojstvima srebra, u stanju 5s ljuske 0. 
Magnetski moment atoma srebra je e&/(2mc), a impuls vrtnje 
h/2 

Cijepanje linije D natrija, koji ima u osnovnom stanju pune 
ljuske K i £, te jedan elektron u ljusci M u stanju 3s, nastaje 


Sl 15. Shematski prikaz (a) uređaja i (b) otklona 
snopa atoma pri prolazu kroz nehomogeno ma- 
gnetsko polje u Stern-Gerlachovu eksperimentu 


SL 16. Snimke pri Stern-Gerlachovu 

eksperimentu; gore: za snop atoma sreb- 

ra s magnetskim poljem i bez njega, 

lijevo dolje: za snop atoma litija (kas- 
nija Taylorova snimka) 
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zbog postojanja dvaju pobuđenih rascijepljenih 2p terma. Siste- 
matika spektara pokazuje da su stanja s jednostavna singletna, 
a stanja p, d, f itd. čine dublete u atomima s neparnim bro- 
jem elektrona (H, Li, Na itd.). U magnetskim poljima takvi 
atomi ne slijede normalno Zeemanovo cijepanje. U atomima s 
parnim brojem elektrona (He, Be, Mg, Ca itd.) postoje sin- 
gletna i tripletna stanja. Udaljavanjem od punih ljusaka, osim 
singleta i dubleta, postoje i kvadrupleti, sekstupleti itd. u ne- 
parnim, a pored tripleta, kfintupleti, septupleti itd. u parnim 
atomima (vidi sl. 5 i 6). 


Paulijev princip zabrane. W. Pauli (1924) upozorio je da i 
jezgre (sastavljene od protona i neutrona) mogu imati magnetski 
moment i impuls vrtnje koji mogu utjecati na cijepanje spek- 
tralnih linija (hiperfina struktura). S. A. Goudsmith i G. E. Uhlen- 
beck uspijevaju (1926) na bizmutu ?%Bi, kao vrlo povoljnom 
primjeru (6p3/, osnovno stanje), ustanoviti cijepanje svakog 
Zeemanova terma na 2[ +1 = 10 (uz I = 9/2) terma i time 
izmjeriti impuls vrtnje jezgre atoma bizmuta. Ne samo da je 
impuls vrtnje jezgre atoma bizmuta polucjelobrojan, nego su, za 
neproturječno objašnjenje anomalnog Zeemanova efekta kao 
bazične strukture, morali također za atom uvesti polucjelobrojni 
impuls vrtnje. Cjelobrojnom impulsu vrtnje staze elektrona 


s magnetskim momentom i = > Goudsmith i Uhlenbeck 
mc 
pridružuju još i unutrašnji polucjelobrojni impuls vrtnje h/2 


sa dvije moguće orijentacije i magnetskim momentom u = —— 


e 


lu = SM Time su odjednom riješene razlike između ano- 
malnog i normalnog Zeemanova efekta, rastumačeno je cije- 
panje snopa atoma u nehomogenom magnetskom polju, faktor 
2 u ljuskastoj strukturi atoma i fina struktura spektralnih linija. 
Za novi stupanj slobode W. Pauli uvodi novi kvantni broj s, 
a da bi rastumačio odsutnost tripletne komponente u osnovnom 
stanju helija i drugih sličnih elemenata, uvodi opći princip 
zabrane (Paulijev princip, 1926). Jedno stacionarno stanje može 
biti zaposjednuto samo jednim elektronom, odnosno dva elek- 
trona ne mogu imati jednake sve kvantne brojeve. 

U osnovnom stanju helija nj =n,=1|1l,=1=0, pa su 
spinovi orijentirani antiparalelno. Ni spin, a ni Paulijev princip 
nemaju klasičnog analogona, pa su oni karakteristike mikro- 
skopskih pojava koje su ad hoc ugrađene u kvantnu fiziku. 

Orbitalni i spinski impuls vrtnje elektrona slažu se u ukupni 
impuls vrtnje j=1+s. Za dva ili više elektrona vrijedi 
ht+h=I=L+Š sa h+%=Šil+L=E Ako je 
uzajamno djelovanje spina sa stazom jako: (s obzirom na orbi- 
talne momente), prvo će se povezati 1, i s, u ji te 12 i s, u 
j,, a zatim j, i j» u J. To je slučaj j—j vezanja. Pri Russel- 
-Saundersovu vezanju dominira uzajamno djelovanje orbitalnih 
momenata, pa se povezuju najprije orbitalni momenti vrtnje u 
L, a spinovi u S =0 singletno, u S =1 tripletno stanje, 
odnosno u S =2,3,... Dakle, stanja sy,» su s obzirom na 
[ = 0 singletna stanja, a stanja p,.2 i P32, da i ds, itd. su 
dubleti sa/=1il=2 itd. Kad je py, i d3,2, spin je orijen- 
tiran suprotno stazi, a kad je pa» i ds2, spin je paralelan 
impulsu vrtnje staze. Zbog toga je fina struktura posljedica 
unutrašnjeg Zeemanova efekta, tj. međusobnog djelovanja spina 
i staze. 

U vanjskom magnetskom polju termi s određenim n i j 
cijepaju se na 2j + 1 stanja. Normalni Zeemanov efekt naj- 
jednostavnije nastaje kad dva s, » elektrona u osnovnom stanju 
imaju spin S = 0, a u pobuđenom stanju jedan s i jedan p 
elektron S =1 i L = 1. Paralelne orijentacije spina elektrona 
S = 1 dat će triplete terma pobuđenih stanja. U jakim mag- 
netskim poljima posebno će se orijentirati impuls vrtnje staze, 
a posebno spina (Paschen-Backov efekt). 

Princip korespondencije. Ohrabren uspjesima svojeg pristupa, 
Bohr formulira princip korespondencije (1917—1923), polazeći 
od činjenice da u vodikovu atomu za velike kvantne brojeve 
(n = 100) postoji slaganje između klasične frekvencije ophodnje 
(Vopn) elektrona u atomu i prijelazne kvantne frekvencije (v,,, — 1) 
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pa vrijede relacije 


4rZme* 
Voph = 35,3 “o Vnn-do zan» 1. (25) 
Za stazu i impuls može se pisati 
al)= X a(nepl2rikv(n)r] (26) 
k=-o 
d : 
Pot) = mazđ,li), sa ck(n) = c_u(m). (27) 


Staza g,(t) za jedan stupanj slobode (periodičkog gibanja) 
koja odgovara kvantnom broju n prikazana je pomoću frekven- 
cija kv(n) i amplituda c,(n), tzv. Fourierovih elemenata staze. 
U faznom je prostoru staza p,q općenito zatvorena krivulja. 
U klasičnoj elektrodinamici frekvencijama i amplitudama u pot- 
punosti su određena svojstva zračenja (frekvencija, intenzitet i 
polarizacija). Ako je tako i u kvantnoj mehanici, i klasične se 
veličine za k + 1 (svako k) mogu prevesti u kvantne prema 
formulama 
PRJEŠ S 


kv(n) mj "nn sm h (28) 


(29) 


cx(n) —> Onn— ke 


Prema Einsteinu (1917), ako je zračenje u ravnoteži s izvo- 
rima, konzistentnost Planckove raspodjele zahtijeva da osim 
spontane emisije, koju je uveo Bohr, mora postojati i prisilna emi- 
sija koja nastaje zbog međudjelovanja izvora sa zračenjem (nega- 
tivna apsorpcija). Ako je zaposjednutost stacionarnih stanja u 
stanju ravnoteže (na nekoj temperaturi) određena Boltzmanno- 
vom raspodjelom, vjerojatnost spontane (A7) i prisilne emisije 
(B7) jednog fotona u jedinici vremena pri prijelazu atoma (mo- 
lekule) iz stacionarnog stanja E, u stacionarno stanje E,, bit će 
povezane relacijama 
Sv? 

E) 


A, = hvBi = 0(0)B1; Bi =B, (30) 


hv= E=E;; (31) 


o(v) je gustoća energije zračenja na jedinicu frekvencije. Emisija i 
apsorpcija su statistički procesi. 

Kvanti elektromagnetskog zračenja (fotoni), energija hv, ener- 
gija impulsa h/A i impulsa vrtnje h/(2m) uzrokuju i pojave inter- 
ferencije i ogiba, koje se obično nazivaju valnim pojavama. U ele- 
mentarnim procesima emisije i apsorpcije nastaju ili nestaju po- 
jedinačni fotoni određenih karakteristika. Za takve se fotone 
pretpostavlja da su točkasti i nedjeljivi, jer se ne daju rasjeći 
na dva ili više dijelova frekvencije v i ukupne energije hv, pa 
su interferentne i ogibne pojave vezane uz pojedinačne fotone 
i njihovo uzajamno djelovanje s preprekama (zastorima). 

Interferencija i ogib dobivaju se i izvorima vrlo slabog in- 
tenziteta (G. I. Taylor, 1909; Biberman, Suškin i Fabrikant, 


Sl. 17. Ogibna slika svjetlosti kroz dvije pukotine. a nema interferentnih pruga 

jer je izmjenično bila zatvorena jedna pa druga pukotina, te je slika jednaka 

onoj kao da je samo jedna pukotina, b interferentne pruge kad svjetlost prolazi 
kroz dvije pukotine 
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1949), što je ekvivalentno s višestrukim ponavljanjem eksperi- 
menta s jednim fotonom. Kako je foton nedjeljiv, interferentna 
i ogibna slika (sl. 17 i 18) dobiva se ne samo na fotografskoj 
ploči nego i onda ako se (kao pri fotoefektu ili raspršenju) 
registriraju pojedini fotoni lokalizirani na dijelu zastora (dakle 
kao čestice). Pojedini fotoni padat će nepredvidljivo po zastoru, 
a ako se izbroji mnogo fotona, njihova raspodjela intenziteta 
dat će interferentnu ili ogibnu sliku kao što je izračunata u 
klasičnoj elektrodinamici. To je i razumljivo jer su jednadžbe 
i rubni uvjeti u oba slučaja jednaki, a valni paket složen od 
monokromatskih ravnih valova oplakuje istodobno cijeli otvor. 
U klasičnom valnom paketu svi su valovi istodobno zastupljeni 
i cijela interferentna ili ogibna slika nastaje od jednog valnog 
paketa, a za fotone je u svakom eksperimentu bitno različita 
od nule (na zastoru za detekciju) samo jedna jedina amplituda 
(tamo gdje je foton registriran), pa je interferentna ili ogibna 
slika rezultat mnogokratnog ponavljanja eksperimenta (s jednim 
fotonom). 


SI. 18. Ogibna slika snopa rendgenskih zraka. a snop bijelih rendgenskih 
zraka pri prolazu kroz monokristale natrij-klorida, b snop monokromatskih 
rendgenskih zraka pri prolazu kroz aluminijske listiće 


Usprkos istom obliku princip superpozicije ima bitno razli- 
čito značenje. U klasičnoj fizici zbrajaju se stvarne amplitude, 
a za foton amplitude vjerojatnosti. 

Za razliku od Comptonova efekta, kad se fotoni raspršuju 
na elektronima uz promjenu impulsa i energije, tu se radi o 
elastičnom raspršenju pojedinih fotona na makroskopskom za- 
storu, pa oni mijenjaju samo smjer impulsa. 


Disperzija svjetlosti i Thomas-Kuhnov zakon zbroja 
oscilatorskih jakosti 


P. Drude je (1900) izračunao indeks loma, a time i dielek- 
tričnost (dielektričku konstantu) e materijala kao funkciju frek- 
vencije normalnih oscilacija ,, oscilatorskih jakosti f, i prigu- 
šenja yx za upadno svjetlo frekvencije o = 2nv 
(co2 — 02) + icoyx 


—orvfov 


do =i= JENESj 
m 


Ph (32) 


gdje je N broj molekula u jedinici volumena. Suma se proteže 
po svim normalnim oscilacijama elektrona u molekuli (atomu). 


Klasični izraz za disperziju svjetlosti u parama i plinovima 
vrlo je važan jer sadrži, osim frekvencija, i amplitude pojedinih 
oscilatora u atomu (virtuelni orkestar), koje se kriju u oscila- 
torskim jakostima, a što se može neposredno mjeriti. Imaginarni 
dio indeksa loma odnosi se na apsorpciju. Za ox +0 | 
Yk < 0%x — o radi se o disperzijskim, a za cx = o o rezonantnim 
procesima (tabl. 2 i 3). 
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Tablica 2 
OSCILATORSKE JAKOSTI ZA VODIKOV ATOM 
Početno ls | 25 2p 3s 3p 4p 4d 4 
Konačno np np ns nd np ns nd np ns nd np nf nd ng 
n=1 — — — 0,139 — - — 0,026 - — 0,010 - - 
2 0,4162 — 0,041 0,145 e — 0,417 — 0,034 —  1-0,073 — —_ 
3 0,0791 [0,4349 | 0,014 0,696 — — — — — 0,161 1—0,018 [—0,371 — — 0,727 > 
4 0,0290 1 0,1028 | 0,0031 | 0,122 0,484 0,032 [0,619 0,011 
5 0,0139 | 0,0419 | 0,0012_ | 0,044 0,121 0,007 | 0,139 0,0022 0,053 0,610 0,028 | 0,890 0,009 | 1,345 
6 0,0078 | 0,0216 | 0,0006 | 0,022 0,052 0,003 | 0,056 0,0009 0,012 0,149 0,006 | 0,187 0,0016 | 0,183 
7 0,0048 | 0,0127 | 0,0003 | 0,012 0,027 0,002 | 0,028 0,0004 0,006 0,063 0,002 | 0,072 0,0005 | 0,058 
8 0,0032 | 0,0081 | 0,0002 | 0,008 0,016 0,001 [0,017 0,0002 0,003 0,033 0,001 | 0,037 0,0003 | 0,027 
n=9-.o0 0,0109 | 0,0268 | 0,0007 | 0,023 0,048 0,002 | 0,045 0,0007 0,006 0,075 0,002 | 0,081 0,0006 | 0,045 
asimptotski | 1,6n-13,7n73| 0,1n-? [3,3n 3 | 6,21 ?| 0,3n_*| 6,1n_?| 0,07n 7? 0,7n-*| 9%1n-?| 031 >| 86n-?| 0,05n-3| 3,5n-? 
Diskretni 
spektar | 0,5650 | 0,6489 | —0,119 | 0,928 0,707 1—0,121 | 0,904 [—0,402 — 0,126 0,912 [—0,406 | 1,267 [—0,715 | 1,658 
Kontinuirani 
spektar 0,4350 | 0,3511 0,008 | 0,183 0,293 0,010 | 0,207 0,002 0,015 0,199 0,006 | 0,133 0,001 | 0,056 
Ukupno 1,000 | 1,000. | —O0,111 | LI11 1,000 [—0,111 | 1111 [—0,400 — 0,111 [ 1,111. 1—0,400 | 1,400 1—0,714 [1,714 


Računane oscilatorske jakosti vodikova atoma (usrednjene preko početnih i zbrojene preko konačnih magnetskih kvantnih brojeva) za prijelaze iz početnih 


stanja 15, 28, 2p, ... 


u konačna stanja sa n=1,2,3,...8. Za prijelaze u n = 9 do n—> o oscilatorske jakosti dane su kao zbroj. Izraz za asimptotsko ponašanje 


oscilatorskih jakosti dan je za velike vrijednosti od n. Konačno je naveden zbroj oscilatorskih jakosti za diskretni, a zatim i za kontinuirani spektar 


(fotoionizacije). 
Tablica 3 
OSCILATORSKE JAKOSTI ZA NEKE IONE 
f-vrijednosti fezbrojevi 
Naboj 2 7 
lon jezgre sPfl2s=no) e mos) | ( dojde : 
Z 2s—2p | 2s—3p | 2s—4p | 2s—5p | 2s—6p | 2s—7p |,S zi ]\de rani 
(Više linije) (Sve linije) (Kentu 

Lil 3 0,753 0,0055 | 0,045 0,027 0,0017 0,0011 0,003 0772. — 0,291 1,063 
Bell 4 0,505 0,0804. | 00315 0,0156 0,0085 0,0052 0,012 0,658 0,287 0,945 
BITI 5 0,366 0,151 0,0528 0,0241 0,0129 0,0078 0,022 0,637 0,338 0,975 
CIV 6 0,286 0,197 0,0650 0,0290 0,0156 0,0092 0,026 0,628 0,342 0,970 
NV 7 0,235 0,233 0,0734 0,0322 0,0170 0,0102 0,028 0,629 0,354 0,983 
OVI 8 0,199 0,257 0,0790 0,0343 0,0181 0,0107 0,028 0,626 0,370 0,996 
F VII 9 0,176 0,277 0,0835 0,0358 0,0188 0,0112 0,031 0,633 0,346 0,979 
Ne VIII 10 0,157 0,293 0,0860 |  0,0365 0,0194 0,0114 0,032 0,635 0,343 0,978 
M (0) | 0,000 0,435 0,103. | 00419 | 0,0216 | 0,0127 0,0349 | 0,649 0351 1,000 


Računane i mjerene oscilatorske jakosti za izoelektronsku sekvencu iona Li te Be*, B** itd, složene u konzistentnu tablicu i uspoređene s onima 


kod vodika. 


Ako je disperzija (prigušenje oscilatora) uzrokovana samo 
reakcijom zračenja, gubitak energije klasičnog oscilatora u jedi- 
nici vremena T piše se pomoću (8) i (10) u obliku 

t 


Ako je frekvencija upadne svjetlosti 0 > 0, može se zane- 
mariti vezanje i apsorpcija u (32), pa će zbroj oscilatorskih ja- 
kosti biti konstantan i jednak broju aktivnih elektrona Z u 
atomu (Thomsonovo raspršenje) prema relaciji 


du u S 5 1 2 eo? 
—= = u=ue '; —=y1=——> m s=2Ž= 
dt < š ro ATI (334) E.Š E Im &ŠE, i. 
k d Do NE g h 2 
Za kvantni oscilator koji je u ravnoteži sa zračenjem gubi- _ rm : 2_ : 2— 
+. . +. . S GL aa == b] š Vpn 1Prmn| E Vns] Pns| ci 
tak energije se nadoknađuje apsorpcijom iz zračenja i emisijom e*h \E,SE, E<E, 


na račun pobuđenja oscilatora, pa vrijedi (za E, < E, < E,) 


GN 
= u. 
Srž To 


u 
—1 7 vanBr — hv, Boju, (33b) 
Uobičajeno je da se oscilatorske jakosti pišu posebno za 
emisiju, a posebno za apsorpciju, i da se izraze pomoću vjero- 
jatnosti spontane emisije. Tako se uz pomoć (30) dobiva 


m = Amla):1 i fu = Alo) 1 (34) 


Princip korespondencije povezuje prijelazne vjerojatnosti s 
kvadratom dipolnog momenta (izračena energija u jedinici vre- 
mena podijeljena s energijom fotona), pa je 


dot 1 
Am = 5 Pan *— H 
33 IP | 


zr 22 


uz EKO)IE zo 400%, kl Cnn—kl: 


nm < 3 
1 2 VnsI Prsl ža 


s=0 


(36) 


U zbroj se mora uključiti i stanje kontinuuma. To je eksperi- 
mentalno provjereni Thomas-Kuhnov zakon zbrojeva oscilator- 
skih jakosti (1925) koji vrijedi općenito i povezuje amplitude i 
frekvencije zračenja, tj. intenzitete i frekvencije spektralnih linija 
atoma u jednu cjelinu (tabl. 2). Formula (33b) potječe od R. 
Ladenburga (1921), a njenu punu važnost za atomske procese 
dna su Kramers, Van Vleck, M. Born i W. Heisenberg 


Kvantizacija u Thomas-Kuhnov zakon zbrojeva ulazi preko 
Planckove raspodjele. 

Problem disperzije svjetlosti može se promatrati i tako da 
se nađe promjena dipolnog momenta šeq oscilatora, primje- 
njujući jednadžbu oscilatora u vanjskom električnom polju, uz 
zanemarenje utjecaja magnetskog polja, 
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š 
2 
p 


2m 
gdje je E, amplituda, a o kružna frekvencija vanjskog elek- 
tričnog polja. 


2 
+257 + eqEgcoso't, (37) 


1 
Uvodeći nove kanonske varijable q = (2Pmo)sinQ i p= 


=(2moP)*cosQsaQ=ovt+pBiP=J/(2:)=nh/(2=), može 
se jednadžba slobodrog harmoničkog oscilatora izraziti u ob- 
liku H = oP = nhv (hv/2 može se zanemariti). Isto se može 
postići i za harmonički oscilator u električnom polju, u najnižem 
redu računa smetnje, uvođenjem nove varijable Q* i P* sa 
H* = oP*. Funkcija je izvodnica te infinitezimalne kanonske 


transformacije (o* —O= sa P*-—P= 15 
LOS PE 


S,(Q,P*,1) = =5 Da expli(kQ + ot)] — 


Ika ološa: Ko 


EP, d 
. > Pada zi 
Da ko SPO — 00] (38) 
koja omogućuje proračun promjene dipolnog momenta 
P / 
šeq = [eq,S,] = e24(Q,P)2S, _ ,24(0,P) 05, 
4n 0 =“ k? 2 
— Egcoswt = 2 S klo(m)iPun)l fo) 


h OnyZo |o(n)kl? — o" 


pa i proračun disperzije. Simbol [eq,S,] znači Poissonovu za- 
gradu, a P,(P*) je Fourierova amplituda dipolnog momenta. 

U proračunu za šeq pojavljuje se dvostruki zbroj od kojeg 
je zadržan samo koherentni dio, tako da je nestalo vremenske 
ovisnosti. Vrlo je karakteristična i pojava derivacije po kvantnom 
broju n u konačnom izrazu za šeq koji obilježava stacionarna 
stanja i preko kojega se provodi kvantizacija. 

Prevedena u smislu principa korespondencije derivacija 
zbroja poprima oblik 


+) 2 
dr 1 € s kon n- Meke m 
h on,2 a 12 aj 
IN k=0 Onn=k AU! 


4n b S [0 konlPn+knli _ e Amal 

h kzo Oak" — o* “VBA — o? | 
a to daje isti izraz kao (36) za oscilatorske jakosti, pa prema 
tome i za disperziju. Očito je da je član s negativnom apsorp- 
cijom ili prisilnom emisijom (n > n — k) dobiven zamjenom deri- 
vacije diferencijom (tj. zamjenom kontinuiranog indeksa diskret- 
nim). Iskustvo Van Vlecka, M. Borna, Kramersa i W. Heisen- 
berga u uspješnom razmatranju disperzije otvorilo je put prema 
strogoj kvantnoj teoriji. 


(40) 


MATRIČNA I KVANTNA MEHANIKA 


Rydberg-Ritzov princip kombinacije (4) daje pravilo zbra- 
janja frekvencija, a Thomas-Kuhnov zakon zbrojeva (36) po- 
vezuje amplitude dipolnog momenta i frekvencije zračenja. 


Prirodno se zato očekuje da će stroga kvantna mehanika funk-- 


cionalno povezivati samo mjerljive veličine. Budući da su to 
Fourierovi elementi staze u klasičnoj fizici, vrlo je prirodna 
misao njihova sustavnog prevođenja u kvantnu fiziku. 

Heisenbergov prikaz. Heisenberg (1925) je prvi uspio u kvant- 
noj fizici konsekventno primijeniti Bohrov princip korespon- 
dencije (28), (29): 


Vom a Vink = Vr> dn) — > bil) Cg «(n) (41) 


diem i DPnn-kEnn-(s-9> D bank Čn-kn—e (42) 


Posljednji odlučni korak načinio je Heisenberg imajući u 
vidu simetriju pri zbrajanju frekvencija i zahtjev da umnožak 
dviju kvantnomehaničkih veličina bude opet takva veličina. To 
su, zapravo, kako se ispostavilo, pravila za zbrajanje i množenje 
matrica. Frekvencije i amplitude predstavljaju matrice, a uvjeti 
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realnosti Fourierovih elemenata vode na hermitičnost matrica 
(Hm sE H#,). 

Derivacija kvantnog uvjeta (16) po n (u obliku koji su dali 
C. Th. R. Wilson i A. Sommerfeld) može se izraziti pomoću 
kvantnomehaničkih veličina kao i pri razmatranju disperzije 


o 


0 0 

Zoahene = —8r2 : E 

S o pdq 6n JE MX kVan-aldnn—al , (43) 
a uz pomoć (40) to daje 

h = 


SBržm = pa —knđnn-kAn— kan = M Op nan) = 


Su Dž V,sldns1*, (44) 
s=0 

što se podudara s Thomas-Kuhnovim zakonom zbrojeva (36) 
(Z=1) 

Prevođenjem kinematičkih i dinamičkih veličina klasične fi- 
zike u: kvantnu, Heisenberg nalazi da one postaju hermitske 
matrice i time daje temelje mehanike matrica. Hermitske matrice 
su prikaz realnih linearnih operatora koji predstavljaju dina- 
mičke varijable. 

Za matrične elemente staze može se pisati 


don = dam &XP(2riV,mi) Sa dm =a i a, =a (45) 


Od klasične staze ostali su samo matrični elementi, analogoni 
Fourierovih elemenata. 

M. Born i P. Jordan (1925) te nezavisno P. A. M. Dirac 
(1925) primjećuju da se derivacija kvantnog uvjeta (43) odnosno 
(44) i Poissonova zagrada za koordinatu i impuls može pisati 
u obliku komutacijskog pravila za konjugirane varijable: 


.h 
qp=pdesizeini qa—aqg=0 pp-pp=0, (45) 
gdje je I jedinična matrica. To je omogućilo da se kvantna 
mehanika formulira u zatvorenom obliku (M. Born i P. Jordan, 
1925; M. Born, W. Heisenberg i P. Jordan, 1926; P. A. M. 
Dirac 1926). 

Matrica ili operator derivira se po parametru tako da se 
derivira svaki matrični element po parametru. Posebna se pažnja 
mora obratiti derivaciji funkcije po operatorima koji ne komu- 
tiraju. Ako operator F(q,p) ovisi o q i p, uz pomoć komuta- 


cijskih pravila (46) nalaze se derivacije 
(47) 


Služeći se Hamilton-Jacobijevom kanonskom formulacijom 
klasične mehanike, dobivaju se nove jednadžbe gibanja 


d OH _ 2ni 


are sE = (Hp-ph) 

i (48) 
d 0H_2rni 
—_a=—>—>=——(Hq-uH) 
ds Kes (Hq—qH) 


gdje je H Hamiltonov operator ukupne energije kvantnomeha- 
ničkog sustava, a q i p jesu kanonski konjugirane varijable 
koje zadovoljavaju komutacijsko pravilo (46). 
Za bilo koji hermitski operator Heisenbergove jednadžbe 
gibanja glase 
2ri 


d AF 
= Fla.p,t) = St RlHr — BB) 


a (49) 


Rješenje tog beskonačnog sustava algebarskih jednadžbi za am- 


plitude i frekvencije u prostoru, kojima su bazični vektori obilje- 
ženi kvantnim brojevima n i m, zamjenjuje jednadžbe klasične 
mehanike (s kvantizacijom i s principom korespondencije) za 
opisivanje atomskih i molekularnih procesa. Tako je dobivena 
stroga kvantna mehanika. 

S matematičkog gledišta kvantna mehanika je prikaz asoci- 
jativne i nekomutativne algebre u Hilbertovu prostoru. 
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Iz Heisenbergovih jednadžbi gibanja vidi se da dijagonalni 
oblik matrice energije ovisi samo o jednom kvantnom broju, i 
vodi rješenju oblika (45) za koordinatu. Dijagonalni elementi 
matrice energije jesu energije mogućih stacionarnih stanja, a 
razlike energije podijeljene Planckovom konstantom jesu frek- 
vencije emitiranih linija. Traženje stacionarnih stanja svodi se, 
dakle, na pronalaženja takvih sustava u apstraktnom prostoru 
u kojima bi energija (ili neka druga dinamička varijabla) bila 
dijagonalna. Dakle, traži se transformacija S sa svojstvima 


E=S 'H(qp)S = H(S-'qS,S 'pS) (50) 
ili 
> (Hu a E,Bur) Sra =0 
Transformacija mora zadovoljavati uvjet da E bude dijagonalna 
matrica s elementima označenim s E,. Kroneckerov simbol 8; 
jednak je li O akojel=F"ili +1. Matrica transformacije 
S mora očuvati oblik Heisenbergovih jednadžbi gibanja, her- 
mitski karakter operatora, komutacijska pravila za konjugirane 
varijable i svojstvene vrijednosti energije. To su unitarne matrice 
(S im = Sž, u kojima su matrični elementi inverzne matrice 
jednaki konjugirano kompleksnom matričnom elementu trans- 
ponirane matrice. Sustav algebarskih jednadžbi (50), (51), rješiv 
je samo za određene vrijednosti energije E, i matrične elemente 
Spa Energije E, svojstvene su vrijednosti, a stupci matrica 
transformacije S,, komponente su svojstvenih vektora X, = la) 
(vektori stanja) hamiltonijana H. 
Jednadžbe (50), (51) mogu se zamijeniti problemom svojstve- 
nih vrijednosti za hamiltonijan _H 


IH(qp)— E]X =0; Hla>=E,|a) 


(51) 


sa Sua = Ku = (nila). 
(52) 

Od komponenata X, svojstvenih vektora X, = |a) u sustavu 
hamiltonijana H može se složiti matrica transformacije Sp = X na 
koja transformira H u dijagonalni oblik. Ako se pri tom uzmu 
svojstveni vektori bilo kojeg hermitskog operatora kao (orto- 
normirana) baza, matrica operatora bit će dijagonalna sa svoj- 
stvenim vrijednostima kao dijagonalnim elementima. 

Ukupna je energija zatvorenog sustava i u klasičnoj i u 
kvantnoj mehanici konstanta gibanja. Svaka fizikalna veličina 
koja komutira s hamiltonijanom i ne ovisi eksplicitno o vre- 
menu, također je konstanta gibanja. Za fizikalne veličine kojima 
operatori komutiraju može se uvijek naći koordinatni sustav u 
kome su one istodobno dijagonalne, a svojstveni vektori tada 
postaju zajednički. Tada su svojstvene vrijednosti i svojstveni 
vektori obilježeni sa dva ili više kvantnih brojeva. Kvantno- 
mehanički problem je prema tome potpuno rješiv ako se nađe 
potpuni sustav komutirajućih operatora (dinamičkih varijabla) 
i njihovi simultani svojstveni vektori. Takav prikaz zove se 
spektralna reprezentacija. 

Potrebna je posebna pažnja kad su koordinata ili impuls, 
uz energiju, dijagonalne matrice. Tada je i svaka funkcija ko- 
ordinata ili impulsa također dijagonalna matrica. Ako je ko- 
ordinata dijagonalna matrica s kontinuiranim vrijednostima q', 
može se za matrične elemente i komutacijsko pravilo pisati u 
obliku (Dirac, 1928) 


(qa = qotq—q') 
205) (53) 


a e raj 
a AJE luta dni 
gdje je č(q' — q") Diracova delta funkcija, koja za kontinui- 
rane indekse odgovara jediničnoj matrici i. 
Schrodingerov prikaz. U koordinatnom ili Schr&dingerovu 
prikazu g postaje obična funkcija, a p derivacija po q, pa se 
dobiva za (51) diferencijalna jednadžba 


d 
Hla-=—|-E, 
\2 sE) 
koja je matematički ekvivalentna beskonačnom sustavu algebar- 
skih jednadžbi (50) ii (51) za /=! =q i predstavlja samo 


Sdq)=0 ii (H-E)yq=0 (54) 
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drugi prikaz istog sadržaja. Stupci matrice transformacije za 
određenu svojstvenu vrijednost energije E, predstavljaju svoj- 
stveni vektor ili valnu funkciju w,(g). 

U Schrodingerovu prikazu energija i koordinata istodobno 
su dijagonalne matrice, pa su konstante gibanja. Vremenska 
ovisnost stacionarnog stanja mora biti u valnoj funkciji, pa 
transformacija koja povezuje dva prikaza ovisi o vremenu i njeni 
stupci moraju zadovoljavati vremenski ovisnu Schrodingerovu 
diferencijalnu jednadžbu: 

Sad) = 5.la)exp| -Z 


:\; (4 —ihl) wa. =0. (55) 
Ci) 


Sve se fizikalne veličine mogu prevesti iz jednog prikaza u 
drugi. Koordinata se, npr., iz Schrodingerova u Heisenbergov 
prikaz transformira ovako 


» 


du=S 4,5; Godi) = | PMaq.0q8(g — q") ",(q",0dq dg" = 


“ 


E —E, 
= exoli če) | vra. (56) 


što se podudara sa (45). i*(q) jesu, naime, reci od S-!. 

Prednost Schrodingerova prikaza očituje se, osim u raču- 
nima, i pri interpretaciji valne funkcije, jer je jedan indeks iz 
apstraktnog prostora zamijenjen koordinatom, što je svakako 
zornije. 

Trivijalno je poopćiti razmatranja od jednog na više stup- 
njeva slobode. 

Iz vremenski ovisne Schrodingerove jednadžbe (55) mogu se 
izvesti veličine (u prostoru i vremenu) 


AKA 
o= PPR) i j=(P*vr- eve) (57 
m 


koje imaju karakter gustoće i struje te zadovoljavaju jednadžbu 
kontinuiteta. Za realne valne funkcije struja iščezava. 

U analogiji s elektromagnetskim valovima mogu se naći 
izrazi koji imaju karakter gustoće i struje, energije i impulsa. 


Valna funkcija. Opće stanje (valni paket) svake fizikalne 
pojave može se prikazati pomoću valne funkcije ili vektora 
stanja u Hilbertovu prostoru. Pomoću ortonormirane baze 
W:(Ft), za valni paket može se pisati 


Ke)=xCviB)=xba0p(P);  Pvžtpdr=,; 
s s (58) 

C, = [vširo Pinder; (iP*nPdr=X1lC,=1 

Opće je stanje u potpunosti određeno komponentama valne 
funkcije €, ili b,(1), gdje je s skup kvantnih brojeva koji služe 
za potpuno određivanje stanja. 

Srednje vrijednosti (mjerljive veličine) pojedinih operatora i 
gustoća bit će izražene pomoću matričnih elemenata operatora 
i komponenata valne funkcije: 


(H>= Hr PP*HYdr= ZOO = CICE; 

“ rs s (59) 
IZeDP=XICKPIv+ X CEC, 
r rhs 

Ako su bazične funkcije svojstvene funkcije operatora H, 
matrica operatora je dijagonalna sa svojstvenim vrijednostima 
E, kao dijagonalnim elementima. Srednja vrijednost operatora 
koji se mjeri tada je zbroj svojstvenih vrijednosti E, s težinskom 
funkcijom |C,1* (relativnim vjerojatnostima). Nedijagonalni ele- 
menti su iščezli, pa su mjerljive veličine realne. U pojedinač- 
nim eksperimentima izmjerit će se samo određena vrijednost 
energije E,, a ponavljanje će dati i druge linije i njihove rela- 
tivne intenzitete. Gustoća uz kvadratične sadrži i interferentne 
članove, pa će se amplitude različitih svojstvenih stanja miješati. 
Promjene stanja i prijelazi između pojedinih stanja atom- 
skih sustava događat će se pri međusobnim srazovima ili pri 
uzajamnom djelovanju s vanjskim elektromagnetskim poljem. 
Ako se polje opiše skalarnim i vektorskim potencijalom Vi A, 
vezana ili slobodna čestica promijenit će impuls i energiju, pa 
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2 
jez -iy A i E > ih=>— 2V, što je u skladu s baž- 


darnom invarijantnošću. e je naboj čestice. 
Valna jednadžba za jednu nabijenu česticu u elektromagnet- 
skom polju poprima oblik 


: (5 24)+ U -ihŽ+ vive) 0 
ja pik i — 53h 24 ()=0: 
2m\ 681) Ot 

(60) 

E 

P+ expli— 

> plići ' 

gdje je A(F1) funkcija izvodnica baždarne transformacije, a U 
potencijalna energija atomskog sustava. 

Uzajamno djelovanje naboja s elektromagnetskim poljem 
isto je u klasičnoj i u kvantnoj mehanici, jer se kvantizacijom 
kanonski konjugiranih varijabla ne mijenja naboj. 

Ako se operatori spina čestice napišu u obliku 


a), 


1 
š=— 
5/8 (61) 
s komponentama 
01 0 —i 0 
dij ah Pos las sosa =D ši (69) 


uz šx S=ihš koje zadovoljavaju komutacijska pravila kao i 
operatori impulsa vrtnje !, pa i ukupnog impulsa vrtnje 
j=1+$, valna se jednadžba mora proširiti relacijom 


7 1dU 
rd 


u kojoj je prvi član energija magnetskog momenta u vanjskom 
magnetskom polju H, a drugi energija veze spina i staze. Oni 
će dati dvolom atoma srebra, Zeemanovo cijepanje i finu struk- 
turu spektralnih linija. U je potencijalna energija čestice u 
središnjem elektrostatskom potencijalu. 

Stupnjevi slobode spina različiti su od stupnjeva slobode 
orbitalnog gibanja, pa će njihovi operatori međusobno komu- 
tirati. 

Valna jednadžba sa spinom, tj. dodatnim članovima (63), 
postaje sustav od dvije povezane parcijalne diferencijalne jed- 
nadžbe, pa će rješenje imati cvije komponente (slično polari- 
zaciji svjetlosti) #(F,t,0) sa c = +1. 

Ako jezgra osim naboja ima i magnetski moment uy, dodatni 
je član odgovoran za hiperfino cijepanje spektralnih linija 


I) ŠT I 1 =; 3(FL Fu) £ ri 
U" = — 3 Heln A(r) ska ps Hela r ein . (64) 


E = l 


(63) 


š 
mc 2m?e? 


Prvi član daje doprinos samo s stanjima, a za ostala iščezava. 
L je impuls vrtnje staze elektrona, a ji, magnetski moment 
spina. 

U atomima helija, litija, bora, ... postoje dva ili više elek- 
trona koji se gibaju u potencijalu jezgre i međusobno se 
odbijaju pa će zasjeniti djelovanje centralnog polja. Elektroni 
u metalu podsjećaju na plin molekula ili fotona u šupljini 
crnog tijela. Osnovna karakteristika stanja višeelektronskih su- 
stava proizlazi iz nalaza da se stanja čestice mogu međusobno 
razlikovati samo pomoću kvantnih brojeva. Bilo koje od dviju 
čestica (elektrona) ne mogu imati sve kvantne brojeve jednake 
(uključujući i spin). Za dvije čestice to je ekvivalentno s tvrd- 
njom da valna funkcija mora biti antisimetrična na zamjenu 
dviju čestica. Antisimetrična valna funkcija za dvije čestice može 
se dobiti ako se množi simetrična funkcija spina s Antisime- 
tričnom funkcijom koordinata i obratno. Te su funkcije: 


ih 


#02 ZVAO MADMADJ. (69 
X.) = -LIXAO KADE XXI (66) 


V2 
gdje su a i b, te r i s kvantni brojevi prostorne i spinske 
funkcije, dok su 1 i 2 prostorne, odnosno spinske koordinate 
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čestica. Umjesto da se posebno pišu prostorne, a posebno 
spinske koordinate i kvantni brojevi, mogu se pisati zajedno, 
a antisimetrična valna funkcija u obliku determinante (Sla- 
terova determinanta): 


w(1,2)=-. VA) PAD. 


Val vd) vl 
[#*(1,2)Y(1,2)dr,dr, = 


Budući da su singletna i tripletna stanja antisimetrična, 
odnosno simetrična u spinskoj funkciji, mora ih se množiti sa 
simetričnim, odnosno antisimetričnim prostornim funkcijama, 
pa se za helij i slične atome dobivaju dvije familije stanja (pa- 
rahelij, singletna i ortohelij, tripletna). 

Matrični element (dijagonalni) za simetrična i antisimetrična 
stanja dvočestičnih operatora može se napisati u obliku 


1f#*(1,2) V(1,2) P(1,2)dr, dr, = 
= [PPD V(L 2) (2) dr, drz + 
+ (PP2() (1) V(1,2) P$(2) PL(2) dr, drz. (68) 


Posljedica antisimetrizirane valne funkcije jesu dodatni (mije- 
šani) članovi u izrazu za energiju međudjelovanja koji smanjuju 
energiju tripletnih, a povećavaju energiju singletnih stanja. Ne 
samo u heliju nego i u manganu i drugim sličnim elementima 
pojavljuju se singletni i tripletni termi između kojih nema 
prijelaza, odnosno taj je prijelaz slab, jer bi se istodobno morao 
promijeniti spin i karakter simetrije orbitalne valne funkcije. 
Uzajamno djelovanje kvantnomehaničke je prirode (posljedica je 
interferentnih članova) i nazvano je uzajamnim djelovanjem za- 
mjene. Čestica 1 i čestica 2, naime, dijelom su u stanju a, a 
dijelom u stanju b (Heisenberg, 1927). 

Prema iskustvu, čini se da su simetrična i antisimetrična 
stanja u sustavima mnogo čestica posebno važna i da su pove- 
zana s cjelobrojnim, odnosno polucjelobrojnim spinom čestica. 
Kako karakter pojedinačnih stanja određuje statističko stanje 
mnoštva, dolazi se do veze spina i statistike. Bozoni su čestice 
s cjelobrojnim spinom, a fermioni su čestice s polucjelobroj- 
nim spinom. Oni se ravnaju prema Bose-Einsteinovoj, (1924), 
odnosno Fermi-Diracovoj statistici (1926). Spektroskopska i sta- 
tistička istraživanja dovode do istog rezultata. 

Schrčdingerova jednadžba za jednu ili više čestica s uza- 
jamnim djelovanjem ili u vanjskim poljima ne može se eg- 
zaktno riješiti, pa se mora pribjeći aproksimativnim metodama 
sličnim onima koje se primjenjuju kad se razmatraju disper- 
zije (38). 


(67) 


VALNA MEHANIKA 


Polazeći od Heisenbergovih jednadžbi gibanja za jednu če- 
sticu i transformirajući ih u oblik u kojem su energija i koor- 
dinata dijagonalne matrice, dobiva se Schr&dingerova diferen- 
cijalna jednadžba. Kako je to valna jednadžba, dobiva se valna 
jednadžba za jednu česticu, a za proračun kvantnih pojava. U 
analogiji s titranjem žica, dvodimenzionalnih ili trodimenzio- 


L] 
-432-101234 -432401234. -43-2101234 
St. 19. Valna funkcija linearnog harmoničkog oscilatora za najniže 
vrijednosti kvantnog broja n. Ravnom crtom označena je širina po- 
tencijala za energiju E, 
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nalnih membrana i sl., očekuje se i rješenje valne jednadžbe 
za valove materije uz određene početne i rubne uvjete kao stojne 
ili putujuće valove. Valna funkcija osim toga mora biti jedno- 
značna u čitavom prostoru. 


Za linearni harmonički oscilator i vodikov atom s poten- 
cijalnom energijom 2mow*q* i —e?/r? svojstvene se vrijednosti 
i svojstvene funkcije koje su regularne (konačne) u ishodištu 
i koje iščezavaju na velikim udaljenostima od ishodišta mogu 
prikazati relacijama 


2n>Z>me* 


h?n? 


/ 1\ 
ije =, Ere (69) 


zan=n+1l+1. 

Sva su stanja vodikova atoma (Z = 1) s glavnim kvantnim 
brojem n degenerirana, a za Z +1 zasjenjenje cijepa stanja 
s različitim |. 

Ortonormirane svojstvene funkcije harmoničkog oscilatora 
proporcionalne su Hermiteovim polinomima H,(č): 


lvl? |? ol? 


LL ; i 

Sua 2 lug TOL 2 E, 423852. ZV N07 441.02 

SI. 20. Raspodjela gustoće vjerojatnosti lip|* za linearni harmonički 

oscilator za najniže vrijednosti kvantnog broja n. Crtkanom krivuljom 
označena je gustoća vjerojatnosti za klasični oscilator 


0% 


Radijalna raspodjela vjerojatnosti Rž(nl) 


SI. 21. Umnožak kvadrata radijalne valne funkcije vodika R4 ir zan=1, 
2,3 4il=0, 1,2 3 kao funkcije udaljenosti od ishodišta u Bohrovim 
polumjerima 
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E or 1 
Pr(a) = (2 n!) ža (252) exp(ig)ep|---22)1,(8), (70) 
ha (2 ie 
gdje je č= | ad a a exp(io,) je neodređena faza 


lexpp,|* = 1 (sl. 19 i 20) 
val?) = Ryu(r) y(9, o) 


svojstvene su funkcije vodikova atoma u kojima su radijalne 
funkcije (proporcionalne pridruženim Laguerreovim polinomima 
La (0): 


(71) 


2Z\? n/! \' a Ta 
nro! 2n[(n+1)]?) s 


ms 
lo Li1' (0) 


rim 


Ru(r) Ek exp(i Pu) \ 
(72) 


2Z 
sao=_—r U (7i) Y"(9,p) ovise samo o kutovima 2 i oi 
Fo 


svojstvene su funkcije kvadrata i komponente z impulsa vrtnje, 
a u (72) n, je broj čvorišta radijalne valne funkcije. Rješenja 
su stojni valovi koji titraju frekvencijama E,/h = v,; ro je polu- 
mjer vodikova atoma (24) (sl. 21 i 22). Da je projekcija angu- 
larnog momenta na os kvantizacije cijeli broj slijedi iz jedno- 
značnosti valne funkcije. 


Primjenom valne funkcije harmoničkog oscilatora mogu se 
naći matrični elementi koordinate u Heisenbergovu prikazu 


Jvž(a,0)p,+1(g,)gdq =4, jer= 


2p m=0 


S 
ll 
to 


GE) 


ND 
pa 
3 
LI 
o 


m=0 


ri 


3s 


o) 

a 
3 
UJ 

KA 


m=0 6f_ m=i 


SL 22. Raspodjela gustoće naboja za nekoliko najnižih stanja vodika 


MEHANIKA, KVANTNA 


1/2 
ep[—i(? 


> Odlep(iov,,,,1). (73) 


= E +1) 
[| 4rmo 


Za slaba homogena vanjska magnetska polja (u kojima je 
cijepanje linija Zeemanovim efektom manje nego zbog vezanja 
spina i staze) može se epo oslužiti prikazom u kojem su iznos va 
larnog momenta j=1+$ i njegova z-komponenta J.) = = 
dijagonalni, pa se u najnižoj aproksimaciji za cijepanje gdo 
iz (63) dobiva (prvi član) 

&hH 


E=———ull + 
= 


jU+10-1(l+1)+s(s+1) 
2j6 +1) 


gdje je H vanjsko polje s potencijalom A, = — Hy/2,A,=Hx/2 
i A, = 0. Formula vrijedi za atom s are i neparnim brojem 
elektrona uz uvjet da se j, / i s odnose na sve elektrone u 
atomu (sl. 4 i 5). 

Za korekciju stanja vodikova i sličnih atoma koja je po- 
trebna zbog vezanja spina sa stazom (63) upotrebljava se 
aproksimacija (do reda a*) Diracove relativističke formule 


(74) 


me?le2Z?2 a*Z*/n 3 
jo = ot S ne i == 
“E 2 n? ji n \k 7) (9) 
( 1/2 
u kodije a = 128 k- + na MENA. 


,2 


€ G g 
& = — (konstanta fine strukture). Tu je formulu izveo A. Som- 
fu 


merfeld (1920) uzimajući u obzir promjenu mase elekirona s 
brzinom. Vidi se da su energije vodikovih terma malene s 
obzirom na masu elektrona u mirovanju. Potrebna su dakle, 
za razliku od (69), dva kvantna broja za definiranje stanja, 
pa će prvobitno degenerirani termi sp, spd,.... san = 2,3,. 
postati &i/xPix sak =1ij= 1/2, papa, sa k =? = 3/2 itd. 
Degenerirani ostaju termi s istim ukupnim angularnim momen- 
tom j (oni se cijepaju tek djelovanjem vanjskih električnih 
polja ili fluktuacija vakuuma). Kad je Z +1, mora se uzeti 
u obzir zasjenjivanje (sl. 2, 5 i 35). 

Za slobodnu česticu kao rješenje valne jednadžbe za odre- 
đenu energiju (frekvenciju) i impuls (valnu duljinu) dobivaju se 
ravni (ili kuglasti) valovi 

PW(F,t) = Aexp|— ZZ Et — 57) (76) 
uzo =|A|* ij =|4|?5. Moguće staze čestica ortogonalne su 
trajektorije na valnu frontu. 

Razlika između fotona i drugih čestica jest u masi miro- 
vanja, naboju i polarizaciji. Da se izjednači kvantnomehaničko 
razmatranje svih čestica, mora se i masi mirovanja my pridi- 
jeliti frekvencija vo. Slijedeći Einsteina, L. de Broglie (1924) je 
proširio dvojnost ponašanja svjetlosti na čitavu materiju, pa je 
postavio relacije 


(77) 


ZA Vo > v. Za relativističku česticu mora se, dakle, računati s 
ukupnom frekvencijom v' u koju je uključena frekvencija miro- 
vanja vo, dok se za nerelativističku česticu može računati s 
kinetičkom energijom Ey;, = p*/(2mo). 

Primjenjujući osnovnu de Broglieovu misao u analogiji s 
Hamilton-Jacobijevom diferencijalnom jednadžbom klasične me- 
hanike, Schrčdinger je tražio valnu jednadžbu koja bi zado- 
voljila relativistički odnos frekvencije i valne duljine za česticu 
s masom. To nužno vodi na vremensku derivaciju drugog reda 
koja ne daje korektne energije stacionarnih stanja vodika. Za- 
državajući se na nerelativističkoj aproksimaciji, Schrodinger je 
izveo (1926) valnu jednadžbu (54). Uskoro zatim pokazao je 
matematičku ekvivalentnost obiju formulacija kvantne i valne 
mehanike. Stojni valovi su rješenja valne jednadžbe za vezana 
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stanja, pa se oni razlikuju od de Broglieovih prvobitnih putu- 
jućih valova. 
Čestica kinetičke energije (E — V) s masom m i impulsom p 


E 1 
ponašat će se kao foton valne duljine Su. 3; mE — V)|', 


pa se očekuju ogibne i interferentne pojave kao i za fotone 
(s nepolariziranim izvorima). Veze između indeksa loma i kine- 
tičke energije, te između grupne i fazne brzine svjetlosnih valova 
i valova materije prikazuju relacije: 


2 
1 2 
(0) =k? = SSlE V); 
: (78) 
do dE ok) E 
A===== h=—=— 
dk dp k p 


C.J. Davisson i L. H. Germer (1921—1927) uspjeli su pokazati 
da snopovi elektrona približno iste valne duljine kao rendgen- 
ske zrake pokazuju pri refleksiji na kristalima nikla istu karak- 
terističnu kutnu raspodjelu. G. P. Thomson i S. Kikuchi (1928) 
ostvarili su ogibne slike za elektrone na tankim metalnim li- 
stićima kositra i monokristalima srebra, te pokazali da one 
imaju istu strukturu kao pripadne rendgenske zrake. Osim za 
snopove elektrona, uspjelo je pokazati valni karakter snopova 
protona, neutrona, te pozitivnih iona litija (sl. 23) i nekih mole- 
kula. To nedvojbeno potvrđuje valni karakter materije i osnovne 
de Broglieove pretpostavke. Treba spomenuti da se pri razma- 
tranju čestica s nabojem i većom masom moraju uzeti u obzir 
površinski efekti i debljina aktivnog sloja (sl. 29). 


rad = 5+10-* 0 
-—3 
SL 23. Raspršenje pozitivnih litijevih iona energije 
30keV na plinu CCL. a ogibna slika, b foto 
metrijska krivulja (strelice prikazuju položaje mak- 
simuma koji se dobivaju kao srednje vrijednosti 
mjerenja) 


Analogija valova materije sa svjetlosnim valovima tako je 
dalekosežna da se ne očekuje da valna jednadžba opisuje kla- 
sične valove s kontinuiranom raspodjelom gustoće naboja, ener- 
gije i sl. u prostoru i vremenu, nego moguća stanja jedne 
čestice. Da se to pokaže, moraju se mjeriti ogibne i interfe- 
rentne pojave sa snopovima tako slabog intenziteta da se mogu 
registrirati pojedinačne čestice na zastoru za detekciju. Uz iste 
početne uvjete pojedine čestice padaju nepredvidljivo po zastoru, 
a njihov zbroj daje ogibnu i interferentnu sliku. Apsolutni 
kvadrat valne funkcije |(r,1)|* na zastoru za detekciju mora 
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se protumačiti kao'gustoća vjerojatnosti (M. Born, 1926). Inter- 
ferentna i ogibna slika posljedica su miješanih (interferentnih) 
članova u apsolutnom kvadratu valne funkcije kao i kod fotona. 


Relacije neodređenosti i interpretacija 
kvantne mehanike 


Schrodingerova diferencijalna jednadžba (55) linearna je di- 
ferencijalna jednadžba (paraboličkog ili difuzijskog tipa), pa se 
može poslužiti superpozicijom ravnih valova da se izgradi valni 
paket širine Ag oko srednje vrijednosti koordinate q. Takav valni 
paket, jer je grupa valova amplituda ravnog vala srednjeg im- 
pulsa p, ograničen je na područje Ag. U eksperimentu oblike 
valnih paketa u prostoru i vremenu određuju otvori, kolimatori, 
monokromatori i sjeckalice (chopper), tj. međudjelovanje čestica 
i mjernih uređaja. Ako je u trenutku t = 0 na bilo koji način 
pripremljeno stanje s amplitudom oblika Gaussova valnog pa- 
keta, čestica je lokalizirana u intervalu Ag oko g. Ono se može 
karakterizirati relacijama 


l 


(4,0) = jE ji PllO)exp(= ikgldk= 
ona pla Tee 
= (2x) '“Aq '"exp =a JE rk (79) 
(1P(a0)Idqg = 1 
d = ('P*(a,0) P(a,0)qdq; Ag? =(q— g). 
Stanje 
a i. : 
P(k,0) = mje 2PL- Aq?(k— k)ZJexp[i(k— k)g] (80) 


predstavlja valni paket u impulsnom (k) prostoru. 
Za lokalizaciju čestice u područje Ag oko q moraju se 


aha Pe : 1 T 
upotrijebiti valovi iz područja Ak > Shi oko k. Da se što toč- 
q 


nije lokalizira čestica u području Ag, mora se upotrijebiti što 
veće područje valova Ak. Vrijedi, naravno, i obrat, pa su veli- 
čine Aq i Ak spregnute (kao i za sve modulacije). Kako je 
Ap = hAk, to je AqAp ž h/2. Neposredna je posljedica nekomu- 
tativnosti konjugiranih varijabli povezanost njihovih fluktuacija 
s Planckovom konstantom; to su Heisenbergove relacije neod- 
ređenosti (1927), ugrađene u matematički formalizam kvantne 
mehanike. Znak jednakosti odnosi se na minimalnu pogrešku 
mjerenja, u smislu najmanjih kvadrata razlika, a to vrijedi za 
Gaussov valni paket oblika prema relaciji (79). Što je u pojedi- 
načnom mjerenju vrijednost jedne od kanonski konjugiranih va- 
rijabli točnije određena, druga varijabla, kojoj je vrijednost 
bila poznata prije mjerenja, pretrpjet će u postupku mjerenja 
to veće promjene u skladu s relacijama neodređenosti koje 
izmiču mogućnosti predviđanja (kontrole). To je fizički sadržaj 
relacija neodređenosti, a vidljivo je da one ne ovise o početnim 
uvjetima. 


Ograničenje trajanja vremenski periodičke pojave frekvencije 
WX, na interval At nužno vodi širenju frekvencije Ao. Uz naj- 
povoljnije uvjete širina frekvencije i trajanje periodičke pojave 
povezane su relacijom 


l 
MAo== (81) 


Budući da je Aoh =AfE, dobiva se za energiju i vrijeme 
Heisenbergova relacija neodređenosti 
AEAt > 5h (82) 

Uz pomoć otvora širine Ay i sjeckalice brzine v, može se 
pripremiti valni paket trajanja At = Ay/v,. S lokalizacijom Ay 
povezana je neodređenost impulsa Ap,, a sa sjeckalicom brzine 
v, neodređenost energije v,Ap, = AE. Pomoću izraza AyAp, > 
2 4/2 dobivaju se relacije neodređenosti za energiju i vrijeme. 
Kutija s pukotinom širine Ay, koja se može zatvoriti po- 
kretnim poklopcem (sjeckalicom) u kojoj su čestice ener- 
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gije E, može poslužiti kao prototip izvora svjetlosti (sl 24). 
Da se što točnije odredi trenutak prolaza (emisije) čestice s 
energijom E uz nepromijenjeni otvor Ay, mora se povećati 
brzina sjeckalice v,, a tada se istodobno povećava i neodre- 
đenost energije AE, u skladu s relacijama neodređenosti. Dok 
je poklopac mirovao, elastično su raspršene samo čestice na 
zastoru (kristalu) kao cjelini i uz promjenu prvotnog smjera 
impulsa čestice (ogib, interferencija). Pokretni poklopac simulira 
reakciju zračenja i omogućuje, osim izmjene impulsa, i izmjenu 
energije čestice i poklopca, pa raspršuje energiju AE oko prvo- 
bitne energije E. Prvotna se linija širi. Svakoj brzini sjeckalice 
i širini pukotine odgovara određena lokalizacija čestice u vre- 
menu (srednje trajanje pobuđenog stanja) At = T i time je odre- 
đeno rasipanje energije AE = T'/2 (prirodna širina spektralne li- 
nije F). Srednja trajanja pobuđenih stanja atoma iznose 107% s, 
pa će pripadne prirodne širine spektralnih linija biti < 107% eV, 
što je znatno uže od širina uzrokovanih gibanjem izvora, sra- 
zovima atoma i sl., pa ih je vrlo teško izmjeriti. Rezonantno 
raspršenje (201), (202) i (203) (apsorpcija) y-zraka, kojima su 
izvori ugrađeni u kristale na istom materijalu od kojega 
je izvor, idealan je model za mjerenje prirodne širine spektral- 
nih linija (R. L. Mossbauer, 1958). Kristal kao cjelina, a ne 
njegova unutrašnja pobuđenja, prima svu energiju odboja zbog 
emisije y-kvanta, pa se položaji emisijske i apsorpcijske linije 


poklapaju. Relativno je jednostavno, kad se postavi izvor na 


rotor, mehanički mijenjati položaj između emisijske i apsor- 
pcijske linije i tako snimiti širinu linije. Dakle, tokom emisije i 
apsorpcije samo se mijenja impuls kao prilikom raspršenja na 
pukotini, a energiju nosi cijeli kristal. 


Sl. 24. Povijesni izvor svjetlosti koji je upotrijebljen 
u diskusijama N. Bohra i A. Einsteina o epistemo- 
logiji kvantne mehanike. U kutiji je zračenje u ravno- 
teži s izvorima i sat pomoću kojeg se otvara i zatvara 
otvor na kutiji. Kutija je obješena _ kako bi se pomakla 
i promijenila hod sata pri emisiji fotona, inače bi se 
mogla vaganjem kutije prije i poslije emisije fotona 
odrediti energija fotona po volji točno 


Mnogo jezgara ima prikladna stanja za mjerenje prirodne 
širine linija. Uhvatom elektrona iz kobalta *"Co nastaje jezgra 
željeza *'Fe (sl. 25) i pojavljaju se dvije y-zrake s energijama 
od 123 i 14,4 keV. Izmjerena prirodna širina apsorpcijske linije 
od 144 keV iznosi T = 4,67 - 107? eV, što daje vrijeme trajanja 
r=141-10 "s, a u skladu je s neposrednim mjerenjima vre- 
mena trajanja i relacijama neodređenosti. Pomoću prvog 
y-kvanta za obilježavanje trenutka nastanka pobuđenog stanja 
od I44keV može se s njim u koincidenciji mjeriti širina 
rezonantnog raspršenja drugog y-kvanta. Ako je vrijeme koinci- 
dencije približno jednako il: dulje od vremena trajanja pobu- 
đenih stanja, T; + r2 = 21, dobit će se prirodna širina linije 
2I'. Skraćujući vrijeme koincidencije isključit će se stanja koja 
dulje žive i proširit će se rezonancija. Ako se pak zakašnje- 
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lim koincidencijama odaberu stanja koja dulje traju, širina će se 
smanjiti (sl. 26). To su vrlo lijepi primjeri modulacije i potvrda 
najboljih uvjeta takvih eksperimenata. Eliminirajući- sve vanjske 
izvore širenja linije, ostaje reakcija zračenja kao unutrašnji me- 
hanizam izmjene energije između izvora i zračenja (chopper) na 
koji ne možemo utjecati. Izborom dijela slobodno emitiranih 
čestica mijenja se trajanje pojave, a time i širina linije. 


SI. 25. Shema niskih stanja jezgre že- 
ljeza (Fe*") koja nastaje uhvatom 
elektrona iz kobalta (Co), a je koe- 
ficijent unutarnje (interne) konverzije 


Ravni val je stanje s određenom valnom duljinom i frek- 
vencijom, a prostire se po cijelom prostoru i vremenski ne- 
prekidno. Stacionarna stanja (stojni valovi) imaju određenu 
frekvenciju i vrlo dugo traju, te neodređenost položaja i im- 
pulsa koji su neovisni o vremenu. 
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SI. 26. Oblici transmisione krivulje mjereni pomoću 
elektronički ostvarene vremenske pukotine (vremen- 
skog filtra) različite širine At. Punom je linijom na- 
crtana teorijska krivulja (za određeni apsorber) s jasno 
istaknutim glavnim i sekundarnim maksimumima. Ši- 
rina transmisionih krivulja dvaput je veća od prirodne 
Širine. Prirodna širina za Fe*" iznosi 0,1943 mm/s, a 
promjena je posljedica vremenskog filtra i debljine 
apsorbera; f_ je debljina apsorbera 


Kako za slobodne valove materije veza valnog vektora s 
frekvencijom nije linearna nego kvadratična, pojavljuje se nji- 
hova disperzija. Pojedine faze grupe ravnih valova imat će 
različite brzine, pa će se valni paket širiti i mijenjati svoj 
prvobitni oblik, što je u skladu sa Schrodingerovom jednadžbom 
(55) za slobodnu česticu 


+ a 


1 ihk? 
Pq,t) = JE | "(ć,Oexplik'q _ 15 rak I 
pt\* 
3 exp « sI 
(22)! “VM ( iht ) ž ž ht \ 
DET 4aq +e 
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BZ 
2mAgq?] 


[2+ p htq 


* sma a4 rr (8) 


exp 


Težište se valnog paketa, koje je u trenutku t=0 bilo 
u ishodištu q = q = 0, giblje u pozitivnom smjeru osi gq brzi- 
nom v, = p/m, valni se paket širi prema relaciji 
kto \Zi2 Ap212\1/2 
BI = (ag? ++ 2 , 
2mAq“| m* | 


a amplituda se smanjuje (sl. 27). Kad je vrijeme t dulje, ši- 
rina paketa postaje 


sro ij (84) 


kt 
Aq==——>1 (85) 


2mAq 

Kad se čestica giba u sporo promjenljivom potencijalu, 

težište grupe valova podudarat će se s klasičnom trajektori- 

jom, tj. srednje vrijednosti kvantnomehaničkih veličina zadovo- 
ljavaju klasične jednadžbe gibanja (P. Ehrenfest, 1928). 


S. 27. Širenje valnog paketa; težište paketa giba se brzinom u, i paket se širi. 


a široki paket, b uski paket. L = V2(4x), ako=k 


Ponašanje dvodimenzionalnog valnog paketa može se izraču- 
nati pomoću umnoška Y(x,t)'P(y,t) sa, npr., jednakim počet- 
nim širinama Ax = Ay. Ay može ujedno biti i širina pukotine 
okomite na smjer gibanja valnog paketa x(p, =0). Ako se 
postavi zastor za detekciju na udaljenost X > Ay od zastora 
s pukotinom, težište će valnog paketa stići do toga zastora 
nakon vremena t= X/v,= Xm/p,, pa će se doprinos od 
PP(x,t)|? svesti na numerički faktor. Za dulja vremena dobiva se 


dy _ AX 
Ay 4rAy 


a to je Fraunhoferov uvjet za ogib. Raspodjela je gustoće 
vjerojatnosti glavnog maksimuma (relativnog intenziteta) u 
smjeru y 


(86) 


r ). (87 


zespl 
exp| — ZAvŽI 


2x AyŽ 

Gustoća vjerojatnosti nije različita od nule samo u težištu 
valnog paketa, što odgovara trajektoriji klasične čestice, nego 
je razmazana po području Ay, proporcionalno valnoj duljini. 
Uz istu valnu duljinu i užu pukotinu valni paket (glavni mak- 
simum) brže će se širiti. Za 1X /(4xAy?) < 1 postaje Ay, = Ay, 
pa je promjena vrlo spora (sl. 27). 

U trenutku formiranja valnog paketa (t = 0) postoji mini- 
malni Gaussov paket, pa je 


PP(x,y,)? = P(X, 2) Pi) = 


(88) 


neodređenost impulsa (kut raspršenja) ostala nepromijenjena. 
Relacija neodređenosti u trenutku t = X/v, glasi 


(Ay)(A Ih AX _1AAX_ 1, 
ooo 2 Ay2p,Ay o 2I4rApž i 20 

Vjerojatnost raspršenja pojedine čestice određena je među- 
djelovanjem čestica sa zastorom u trenutku t = 0, a s vremenom 
se mijenja uz održanje početnih kutova Ap,/p, = tan39 raspr- 
šenja (sl. 27). 


(89) 
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Da se pokaže kako nastaje interferentna slika, može se na 
isti način izračunati ogib na dvije pukotine na udaljenosti a. 
Na prvom zastoru valni paket se dijeli na dva koherentna 
paketa s većim amplitudama oko y=4d/2 i y= —a/2 širine 
pukotine Ay. Za Ax= ly i p, =0 dobiva se 


14) / 14 
Pi) =P,y +54)+ My a+ 


dns Si e e 
— =— co = 
P2jr+ ZojPedP ZA Ai žmay 


Da), (90) 


= 2P(y)(1 + cos AK 

Prva su dva člana raspodjele koje bi se dobile izmjenično 

od jedne i druge pukotine ako je čestica ili grupa valova 
prošla samo kroz jednu pukotinu (glavni maksimumi). Kako su 
pukotine znatno uže od međusobnog razmaka (Ay < a), postoji 
Znatno prekrivanje raspodjele od jedne i druge pukotine na 
zastoru za detekciju, što daje globalnu raspodjelu intenziteta. 
Interferentni član je tipičan za pojave koje potječu od ampli- 
tuda s obje pukotine i vodi izmjeničnim maksimumima i mini- 
mumima udaljenim za X //a kao u optici (Youngov eksperi- 
ment), pa on može poslužiti za mjerenje valne duljine valova 
materije. Lokalizacijom elektrona na zastoru za detekciju mjeri 
se jedna točka iz opće raspodjele, što isključuje da se on 
nađe drugdje (redukcija valnog paketa). Zamjenom y/X = tan9 
dobiva se veza s raspršenjem. Ako nema prekrivanja intenzi- 
teta, nestaju i interferentni članovi. Stvarna mjerenja se izvode 


kao i u optici specijalnim  interferometrima, biprizmama 
(sl. 28 i 29). 
x x4 
Detektor ; 
B R, 
e HI % 
iI% z 7 
niš ---U- ka 
Izvor elektrona 2 
R 
Zid s pukotinama 
a b c 


Sl. 28. Shematski prikaz ogiba elektrona na dvije pukotine. P, i P, su 

raspodjele intenziteta kad je otvorena samo po jedna pukotina (1 ili 2). 

Interferencija P,2 pojavljuje se kad su obje pukotine otvorene i kad se 
intenziteti P, i P, prekrivaju. Nacrtan je samo glavni maksimum 


Na isti način može se tretirati i cijepanje atomskog snopa 
s magnetskim momentom ji u nehomogenom magnetskom polju 
s porastom u smjeru osi z. Prvotni valni paket atoma, npr. 
srebra, širine Az = Ay i srednjeg impulsa p, (k, = 0), magnet- 


(4 
skog momenta ji = TH = —uć u nehomogenom magnet- 
mc 


skom polju imat će energiju međudjelovanja H; sa svojstvenim 
de : OH... jaa: : 
vrijednostima E, = + uz -— i inducirani impuls p, (m je masa 
Oz 


elektrona), pa će vrijediti relacije 


OH 
Hy = 6,255; 
Oz 
(91) 
P: = —uo, HA, 
Oz 


gdje su X, svojstvene funkcije spina, a At = l/v, vrijeme tra- 
janja prolaza atoma kroz magnetsko polje duljine / ili trajanje 
međudjelovanja. Nakon prestanka međudjelovanja pojavljuje se 
razdvajanje općeg stanja u smjeru i suprotno od smjera po- 
rasta magnetskog polja prema valnoj jednadžbi za slobodnu 
česticu. Za razliku od već razmatranih slučajeva, kad je središte 
valnog paketa u smjeru osi y mirovalo i kad se valni paket 
rasplinjavao, sada se, zahvaljujući početnom impulsu p,, težište 
valnih paketa giba brzinom +p,/M u smjeru osi z okomito 
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na smjer gibanja čestice, a paket se širi kao u već razmatra- 
nim slučajevima. 

Prvotno opće stanje razdvojit će se, dakle, u dva valna pa- 
keta bez interferentnih članova. To je rezultat protivan kla- 
sičnoj fizici. Elektron ima magnetski moment orijentiran _pro- 
tivno od spina, pa će se atomi srebra s orijentacijom spina u 
smjeru porasta vanjskog polja gibati suprotno od smjera porasta 
magnetskog polja i obratno. Uz spomenute eksperimentalne 
uvjete neodređenost impulsa Ap, atoma srebra i vremenska 
širina valnog paketa št, zbog fokusiranja i monokromatiziranja 
snopa, mnogo je manja od induciranog impulsa p, i trajanja 
prolaza paketa kroz magnetsko polje At. 


X m 
— HN 


| 


SL 29. Interferentna _ sli- 
ka snopa elektrona kroz 
sustav od tri uzastopne 
biprizme. a bez magnet- 
skog polja, b magnetsko 
polje indukcije 10 * T iza 
druge biprizme, c sa sole- 
noidom između dviju pu- 
kotina 


Može se zamisliti da u prostoru iza zastora s dvije puko- 
tine u ravnini y,x postoji vrpca širine L s homogenim magnet- 
skim poljem u smjeru osi z. Magnetsko će polje upadne na- 
bijene čestice otklanjati okomito na smjer polja u smjeru ili 
protivno od smjera osi y bez promjene iznosa brzine. Kako je 
zastor za detekciju daleko s obzirom na širinu vrpce magnetskog 
polja (Helmholtzovi svici), može se za otklon klasične trajek- 
torije ili težišta valnog paketa napisati relacija 


eXLB sA de 
2 m Baf= = pas 
< Pac 


Umnožak LaB tok je magnetskog polja kroz plohu odre- 
đenu sa zastorom i putanjama od jedne i druge pukotine. Li- 
nijski integral se proteže od izvora preko druge pukotine do točke 
promatranja, pa preko prve pukotine do izvora (u pozitivnom 
smjeru). Otklon čestica ne ovisi o kutu, pa se očekuje očuvanje 
unutrašnje strukture interferentne slike i njen pomak okomito na 
magnetsko polje, što je i eksperimentom potvrđeno (sl. 29a i b). 
Do nešto drukčijeg zaključka dolazi se rješenjem Schrodinge- 
rove jednadžbe za nabijenu česticu u vremenski konstantnom 
vektorskom potencijalu A(F). Rješenje se s obzirom na slobodnu 


(92) 


DIE Dpxdđe 


PERAK ajs Gi do mer : ž 
česticu razlikuje samo za fazni faktor a Ads u kojem in- 
c 


tegral treba protegnuti po cijeloj trajektoriji. Razlika faza ovisi 
osim o predznaku naboja samo o razlici linijskog integrala, pa 
će se pojaviti samo u interferentnom članu kao dodatni fazni 
pomak (sl. 29c). Zaista, taj pomak je i nađen eksperimentalno 
(R. G. Chambers, 1960) uz pomoć solenoida načinjenog u obliku 
fine konusne magnetizirane iglice od željeznog kristala (promjera 
1 um, duljine 0,5 mm i nagiba 10 *), stavljenog između dvije 
pukotine (iza biprizme). Budući da je magnetsko polje solenoida 
izvan solenoida jednako nuli (opada eksponencijalno kao i am- 
plituda valnog paketa elektrona u području solenoida), a vrtlozi 
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su vektorskog potencijala znatni, taj je nalaz moguće protumačiti 
ili kao prividno djelovanje magnetskog polja na daljinu ili kao 
nelokalni efekt vektorskog potencijala. Oba tumačenja ne pro- 
tive se kvantnomehaničkom računu i svjedoče o globalnom ka- 
rakteru rješenja. 

Iz proračuna proizlazi da su interferencija i ogib posljedice 
miješanih članova, pa se može postaviti pitanje što će se do- 
goditi kad se ekran za detekciju položaja u eksperimentu s 
dvije rupice zamijeni uređajem za mjerenje smjera čestice. I bez 
računa je jasno da će interferentne slike nestati ako se od svih 
mogućih čestica u određenoj točki odaberu samo one koje imaju 
određeni smjer, i to takav da su prošle kroz jednu ili drugu 
rupicu i da ne pridonose interferenciji. Može se reći i da je 
mjerenje smjera ujedno i mjerenje impulsa (elastično raspršenje), 
pa to vodi neodređenosti položaja. Što je točnije određen smjer 
čestice, to će joj položaj biti neodređeniji i konačno potpuno 
razrušiti interferentnu sliku. 

Matematički izrazi za ogib i interferenciju su isti za klasičnu 
valnu teoriju (elektromagnetsku ili de Broglieovu) i Schrodin- 
gerovu diferencijalnu jednadžbu za jednu česticu, jer su isti 
rubni uvjeti. Razlika između klasične valne slike i one iz 
Schrodingerove jednadžbe (za jednu česticu) može se odrediti 
samo mjerenjem i tako naći interpretacija valne funkcije. Kla- 
sična valna teorija daje ogibnu sliku u svakom pojedinačnom 
mjerenju (od svakog valnog paketa), a kvantna valna teorija 
nakon mnogo ponovljenih mjerenja s jednom česticom uz iste 
početne uvjete. 


Što se tiče rezultata računa i mjerenja, vidi se da se oni 
podudaraju. Da bi se dobila konačna interpretacija teorije, mora 
se mjeriti ogibna slika sa snopovima čestica vrlo slabog intenzi- 
teta, tako da se može registrirati svaka pojedina čestica. Baš 
takva su mjerenja pokazala da ogibna slika ne nastaje od svake 
pojedine čestice, nego je to kumulativni efekt mnogih nezavisnih 
čestica. Prema tome, sadržaj Schrčdingerove jednadžbe (za jednu 
česticu) nije ni onaj klasične valne ni klasične čestične jednadžbe, 
nego su u njoj i jedna i druga svojstva istodobno. To je situacija 
koja je potpuno strana zoru stečenom na iskustvima klasične 
fizike. 

U mjerenju raspršenja klasične čestice impulsa p, na puko- 
tini širine Ay pojavljuje se raspršenje impulsa u okomitom 
smjeru s iznosom Ap, = p,tan 3. Klasični valni paket (ravni val) 
valne duljine A ogiba se na pukotini širine Ay tako da je za 
male kutove tan& = 1/(4r4y). Za 3=$ izlazi Ap,/p, = 
x A/(4rAy). Za vezu impulsa i valne duljine h/A = p relacija 
neodređenosti glasi Ap,Ay = 4/2. U tom su izvodu, kao i u 
općenitom, iskorišteni istodobno rezultati klasične mehanike i 
klasične valne teorije, pa su: tako dobivene, u relacijama neodre- 
đenosti, granice primjenljivosti klasičnih koncepcija na kvantne 
pojave. Kut raspršenja klasične čestice određen je zakonom o 
očuvanju impulsa, a kut raspršenja klasičnog vala omjerom 
valne duljine i širine pukotine. Kvantna mehanika sadrži i jedno 
i drugo jer povezuje impuls i valnu duljinu. U tom smislu 
često se i kaže da je nalazom relacija neodređenosti omogućena 
zorna interpretacija formalizma kvantne fizike. To što se ne može 
predvidjeti gdje će pojedina čestica pasti na ekran za detekciju 
uz iste početne uvjete (određeni impuls) povezano je s nemo- 
gućnošću kontrole prijenosa impulsa (od mikropojave) na ma- 
kroskopski ekran za ogib, u skladu s relacijama neodređenošti 
i probabilističkom interpretacijom. Zbog toga se često kvantne 
pojave uspoređuju s klasičnima u kojima su nestabilni početni 
uvjeti. 

Svojstvena stanja karakterizirana su s više kvantnih brojeva, 
oznaka u apstraktnom Hilbertovu prostoru i ovise o tri prostorne 
koordinate i vremenu (za više od jedne čestice to je višedimen- 
zijski konfiguracijski prostor). Apsolutni kvadrat svojstvene funk- 
cije daje vjerojatnost da se čestica s određenim kvantnim broje- 
vima (vrijednostima konstanti gibanja) nađe u određenom dijelu 
prostora. Opće stanje razvijeno po svojstvenim stanjima dat će 
težine vjerojatnosti s kojima će se pojedina svojstvena stanja 
pojaviti u eksperimentu (moguće interferentne efekte). Dakle, u 
pojedinom eksperimentu na kraju se uvijek mjeri jedna točka 
u raspodjeli svojstvenih stanja. Tumačenje apsolutnog kvadrata 
valne funkcije kao gustoće vjerojatnosti predložio je M. Born 
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(1926), uočivši dalekosežnu analogiju između raspršenja svjetlosti 
(fotona) i snopova elektrona. 

Matrične elemente matrice transformacije koja projicira jedne 
bazične vektore na druge «w,l,> = S,n može se interpretirati 
tako da |S,,,l2 predstavlja prijelaznu vjerojatnost da se sustav 
nađe u svojstvenom stanju m ako je prije mjerenja bio u 
stanju n. To vrijedi ako je mjerenje od m stvarno izvršeno 
(svojstveno je stanje pripremljeno). 

Razmotrit će se sada odnosi pri dva uzastopna mjerenja. 
Snop atoma u osnovnom stanju w, prolazi kroz dva slična 
međusobno odvojena polja koja mogu pobuditi atome. Si) je 
skup amplituda vjerojatnosti mogućih prijelaza > m pri pro- 
lazu kroz prvo polje, a S'ž/ je skup amplituda za prijelaz m +1 
pri prolazu kroz drugo polje. Ako je određeno (izmjereno) stanje 
Wm atoma nakon prolaza kroz prvo polje (blokirane su ostale 
mogućnosti), vjerojatnost da se on nađe u stanju w,; nakon 
prolaza kroz drugo polje iznosi |S? i neovisna je o stanju 
W,. Ako se između dva polja postavi ista aparatura s pomoću 
koje su razdvojena međustanja 1p,,, ali rezultat nije registriran, 
vjerojatnost prijelaza n—>m —>1 iznosi X/|S',1?| SVI“, što je zbroj 


umnožaka vjerojatnosti za oba pojedinačna prijelaza. Prolaz 
kroz prvo polje raspršit će početno stanje, a aparatura za mje- 
renje uništit će interferentne članove, tj. fazne relacije između 
prvog i drugog mjerenja. Za takva se dva mjerenja kaže da su 
nezavisna i rezultat mjerenja ne ovisi o redoslijedu mjerenja. 
Ako međustanje nije smetano, dobiva se 1S,,l? = 1X Sam Sml“, 


pa ostaju očuvane sve fazne relacije. To je koherentni zbroj 
umnožaka amplituda. 


MJERENJA MIKROPOJAVA 


Sve mikroskopske pojave u prostoru i vremenu mjere se 
makroskopskim mjernim instrumentima (s mnogo atoma ili mo- 
lekula) koji se nalaze u prirodi ili su konstruirani i baždareni 
na temelju zakona klasične fizike. Kako su neposredni efekti 
međudjelovanja mikropojave u klasičnim mjernim uređajima 
maleni, da bi oni reagirali, moraju se efekti pojačati. 

U dosadašnjim mjerenjima, npr. položaja (lokaliziranja) če- 
stice (elektrona) pomoću zastora s pukotinom (isto vrijedi i za 
mikroskop), od prvotnog ravnog vala određenog impulsa i pot- 
puno neodređenog položaja zastor je izdvojio valni paket širine 
pukotine Ay i raspršio početni impuls okomito na smjer širenja 
vala u interval Ap,. Neodređenost položaja čestice određena je 
širinom pukotine i ona je s neodređenošću impulsa povezana 
relacijama neodređenosti. Poslije prolaza čestice kroz pukotinu 
dobiva se vjerojatnost raspodjele smjerova čestice |S; 1? jer nije 


pobliže određen dio pukotine kroz koji je čestica prošla (sustav 
je ostao otvoren). Da bi se to ustanovilo, potrebno je novo 
mjerenje položaja ili impulsa pukotine, a time se pokreće slijed 
daljih mjerenja kojima je prirodni kraj uključenje čitavog koz- 
mosa. Time su, doduše, sačuvane kauzalne veze i stroga mate- 
matička shema u apstraktnom prostoru, ali se time ujedno na- 
pušta jednostavno prostorno-vremensko povezivanje događaja. 
Prostorno-vremensko povezivanje događaja moguće je u grani- 
cama relacija neodređenosti, što nužno vodi na statističku po- 
vezanost u otvorenim sustavima. S tim je usko povezana i ne- 
prekidna i diskretna vremenska evolucija slobodnih sustava i 
onih u međudjelovanju s mjernim uređajima. Prvi je od tih 
procesa povratni kauzalni, a drugi nepovratni statistički proces. 
Ponovljena mjerenja srednje vrijednosti dinamičke varijable 
M u određenom početnom stanju (kvantnom ili klasičnom) re- 
zultirat će općenito skupom vrijednosti (raspodjelom), a određi- 
vanje mogućih svojstvenih vrijednosti m; i pogreške mjerenja 
Am; vezano je uz obradu podataka. Samo mjerenje kvantnih 
pojava teče kao i u klasičnoj fizici. Razlika je u tome što 
klasične konjugirane dinamičke varijable komutiraju, pa im po- 
greške mjerenja nisu povezane s Planckovom konstantom, nego 
su od nje nezavisne. Utjecaj postupka mjerenja na objekt mje- 
renja u klasičnoj fizici u principu je određen pa se on može 
zanemariti ili odračunati. Tako su klasični sustavi zatvoreni. 
Većina mjerenja mikropojava, za razliku od mjerenja klasičnih 
objekata, uništava objekt mjerenja pa su nepovratna. 
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U trenutku t=0 pripremi se opće stanje 'P(x,0) = 
=\Xc,p,(x) dinamičke varijable M (razvija se po svojstvenim 


stanjima od M) kojoj se svojstvene vrijednosti M,,,, ili kraće m, 
žele mjeriti i ono se poveže s mjernim uređajem koji je u po- 
četnom stanju fo = f(y,0) (klasični valni paket). c, su koeficijenti 
koji se žele odrediti. Koordinate dinamičke varijable i mjernog 
uređaja obilježene su sa x i y. Nakon interakcije pojave i 
mjernog uređaja početno stanje združenog sustava prelazi u 
P(x,0) fa > X €, ftp, i dalje se razvija prema slobodnim jed- 


nadžbama. Pod utjecajem međudjelovanja pretpostavljeno je da 
je mjerni uređaj iz početnog stanja fo prešao (skokovito) u 
jedno od svojih mogućih stanja f,, a da pri tom nije promijenio 
svojstveno stanje p(fow—> f,P,). (Tu se gubi kauzalnost, jer 
se ne može predvidjeti koje će to stanje biti) To je moguće 
samo ako operator međudjelovanja pojave i mjernog uređaja 
ima povezane svojstvene vrijednosti s operatorom M, što znači 
da je funkcija od M. w, su prema tome zajedničke svojstvene 
funkcije operatora interakcije i operatora M koje pripadaju za- 
jedničkoj svojstvenoj vrijednosti r. Takvi operatori međusobno 
komutiraju, pa se mogu istodobno (ili u vrlo bliskim vre- 
menskim razmacima) izmjeriti njihove svojstvene vrijednosti. 
Mjerenja te vrste zovu se kompatibilnim, pa se vidi da je 
pretpostavljeno da su promjene uzrokovane interakcijom na 
mjernom uređaju upravo takve naravi. Prema tome, iz promjena 
stanja mjernog instrumenta može se jednoznačno zaključiti o 
stanju pojave u trenutku mjerenja, jer ona odgovaraju stanju 
mjernog uređaja, a pretpostavlja se da se u toku mjerenja nisu 
promijenila. 

Uz spomenute uvjete ni hamiltonijan početnog stanja pojave 
H,, a ni aparature H, neće ovisiti eksplicitno o vremenu, pa 
se opće rješenje združenog sustava može napisati u obliku 


Y(x,y,t) = ap[—i(H, + H,)t/#] Y(x,y,1); 


(8 
az Pi(x,y,t) s H, P(x,y,1) (93) 


HM, y) pab) = Hj(m,y) Pre: M pne) = mp0). 


Iz valne jednadžbe međudjelovanja mogu se najjednostavnije 
eliminirati koordinate pojave pomoću w,,(x) (u kojoj su H, i M 
dijagonalni), pa se dobiva uz 


Pi(x,y,0) = X flotom): 
Ne (94) 
ih or ImlY, t) = Hi(m,y) fm). 


To je tražena diferencijalna jednadžba za valnu funkciju mjer- 
nog uređaja za pojedine svojstvene vrijednosti m operatora M. 
Ako H; ne ovisi o vremenu i derivaciji po y (što je obično 
slučaj), može se rješenje napisati u obliku 


fnl0) = €, f(9,0)exp[ — iHy(m,y)t/h]; 
Is fa x0 zam +n 


Prvobitni valni paket mjernog uređaja, npr. određeni smjer 
kazaljke, razlaže se nakon uzajamnog djelovanja s pojavom u 
diskretni niz mogućih smjerova (valnih paketa) koji ovise (nume- 
rirani su) o svojstvenim vrijednostima operatora koji se mjeri. 
Uređaj će biti prikladan za mjerenje diskretnih svojstvenih vrijed- 
nosti ako se valni paketi pridruženi različitim svojstvenim vrijed- 
nostima ne prekrivaju (uređaj ima dobru rezoluciju). Problem 
mjerenja, redukcija općeg valnog paketa, svodi se na približnu 
ortogonalnost valnih funkcija mjernog uređaja za različite svoj- 
stvene vrijednosti operatora M. 

U primjeru mjerenja spina, dioba prvobitnog valnog paketa 
mjernog uređaja na dva dijela posljedica je razlike prenijetog 
impulsa atoma s različitim orijentacijama spina na mjerni uređaj. 
Do (gotovo) potpunog razlaganja dvaju valnih paketa dolazi jer 
je impuls prenesen na mjerni uređaj zbog međudjelovanja (akta 
mjerenja) znatno veći od rasipanja impulsa uslijed fokusiranja 
snopa (određivanje početnog položaja kazaljke), pa je p,/Ap > 1. 
Pojedini valni paketi razdvajat će se brže nego što se šire. 
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Očito će se i u općenitom slučaju pojaviti izmjena impulsa 
i energije između pojave i mjernog uređaja, pa su uvjeti dobrog 
razlaganja smjerova i vremena određeni relacijama p,/Ap > 1 
i t/At > 1, gdje je t trajanje međudjelovanja, a At vremenska 
širina početnog paketa. 

Dosadašnjim razmatranjem povezane su svojstvene vrijed- 
nosti operatora M s mogućim stanjima (smjerovima kazaljke) 
mjernog uređaja, pa je pokazano da nema interferentnih čla- 
nova. Da bi se završilo pojedinačno mjerenje, mora se ustano- 
viti koji od mogućih smjerova kazaljka zaista i pokazuje. 
To se može pokušati očitavanjem fiksiranog smjera kazaljke 
ili postavljanjem stalnog biljega kao svjedočanstva smjera ka- 
zaljke. Budući da su korelacije uništene, te mjerni uređaj djeluje 
kao klasični, ni očitavanje smjera kazaljke ni postavljanje stal- 
nog biljega se može utjecati na rezultat mjerenja. No, ipak se 
mora naglasiti da je mjerni uređaj klasičan, a uređaj za regi- 
straciju rezultata mjerenja pridodan. Samo tako je moguće 
završiti (zatvoriti) proces mjerenja. Mjerni uređaj i pojava čine 
cjelinu. To je cijena koja se mora platiti za neproturječnu 
interpretaciju rezultata mjerenja u linearnoj teoriji. To su 
osnovne Bohrove misli i rezultati koji se odnose na epistemo- 
logiju mjerenja (N. Bohr, 1927—1928). 

Predočeni postupak mjerenja može se formalno poboljšati 
dosljednim tretiranjem mjernog uređaja (uključujući i uređaj za 
registraciju) kao mnoštva čestica dijelom u stanju labilne rav- 
noteže. Trajni biljezi očitovat će se kao moguća makroskopska 
stanja ravnoteže mnoštva, povezana sa svojstvenim vrijednostima 
pojave koja se mjeri. 

Pretpostavlja se da uzajamno djelovanje pojave i mnoštva, 
za vrijeme 7, promijeni u mnoštvu samo jedno mikroskopsko 
stanje 09 > P,(PoP, > Pp) i nakon toga prestane djelovati. Ta 
promjena inicira u mnoštvu lančani proces ergodskog ili stoha- 
stičkog karaktera kojim mnoštvo tijekom vremena relaksacije 
rz (z> T) prelazi u stanje ravnoteže povezano s određenom 
svojstvenom vrijednosti r. Tijekom evolucije mnoštvo će fluk- 
tuirati i u druga stanja, no na kraju će te fluktuacije postati 
malene, a time izbrisati sjećanje na miješane članove (korela- 
cije), kao i u prijašnjem razmatranju. Objekt mjerenja u tim je 
primjerima postupkom mjerenja uništen. 

U pojedinačnom eksperimentu od općeg stanja (pripremlje- 
noga) "(x,0) operatora M, mjereći svojstvenu vrijednost m, iz- 
mjeren je samo dio stanja y,, koje odgovara toj svojstvenoj vri- 
jednosti (npr. jednoj od dvije moguće orijentacije spina). Od po- 
četnog općenitog stanja pojave ostalo je samo svojstveno stanje 
"Pm (redukcija valnog paketa). Da bi se što točnije izmjerile i 
ostale moguće svojstvene vrijednosti pojave i njihova relativna 
frekvencija |c,|*, mora se mjerenje uz iste početne uvjete mnogo 
puta ponoviti. 

Mjereći komponentu spina elektrona u smjeru ili suprotno 
od smjera porasta magnetskog polja (npr. o,/2), ne mogu se 
u istom mjerenju dobiti obavijesti o ostalim komponentama 
spina (9,/2 i 9,/2), jer aparatura nije za to prikladna. Mjerenja 
koja se ne mogu izvesti istodobno istom aparaturom zovu se 
nekompatibilnima. Operatori koji su pridruženi takvim dina- 
mičkim varijablama ne komutiraju, pa nemaju ni zajedničkih 
svojstvenih funkcija. 

Neka se za mjerenje spina upotrijebi osim prve i druga 
Stern-Gerlachova aparatura koja je u odnosu na prvu zakrenuta 
za kut «. Ako je a = 0 (dvije istovrsne aparature), te ako se 
samo gornji ili donji dio snopa pusti kroz drugu aparaturu, 
oni se neće cijepati. Može se reći da je uz pomoć prvog ure- 
đaja proizveđen polarizirani snop (svojstveno stanje) koji je 
nesmetano prošao kroz drugi uređaj. Bitno nova situacija na- 
staje ako je a +0. Neka je porast magnetskog polja drugog 
uređaja u smjeru osi x. Bez obzira na to da li se propušta 
gornji ili donji dio prvobitnog snopa (ili se oba ponovno spoje), 
ponovno će se rascijepiti snop na dva dijela jednakog inten- 
ziteta. Rezultat je neovisan o početnom stanju. Iz veze dviju 
aparatura proizlazi i veza dvaju operatora i svojstvenih funkcija 
spina u smjeru osi z i x 
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= Zee + el): 


V2 
NE 1 
(x): zli) = ja - zat (96) 
l i 0 
9. Z aa) 


Općenito svojstvene funkcije ip, nekog operatora A (pripremlje- 
nog svojstvenog stanja) mogu se razviti po potpunom ortonor- 
miranom sustavu w svojstvenih funkcija operatora B koji se 
namjerava mjeriti. Razvoj se može nastaviti 


P= X5x Pk = X SpeŠks Ps = X S Ps (97) 
k ks s 
uz 
X SnSks = Soil = x154l* =X1S,1*. (98) 
k k si 


Poslije prvog mjerenja ili pripreme, jer su ostale mogućnosti 
isključene, ostalo je samo određeno svojstveno stanje w,. U dru- 
gom mjerenju mogu se odrediti relativne vjerojatnosti |S,,|2 da 
se nađe svojstvena vrijednost k (prijelazna vjerojatnost). Mije- 
šani članovi (korelacije) mjerenjem su uništeni kao i u pripremi. 
Kad je spin u početnom stanju w, = (x+),, vjerojatnosti za 
orijentaciju spina u smjeru osi x bit će jednake [S%*% |? = 
= [S2%|% =1/2 Isti rezultat se dobiva i za drugo početno 
stanje spina. U trećem mjerenju postoje i interferentni članovi 
koji mogu bitno utjecati na rezultat. Ako se mjeri spin u smjeru 
osi x ili z, dobiva se [S2%*|2 = |S27*>|? = 1/2 ili |S297|=1, 
[S2]2 = 0, a to je rezultat koji bi se dobio i kad ne bi po- 
stojala srednja aparatura. Dakle, srednja aparatura nije utjecala 
na rezultat mjerenja (očuvala je punu koherenciju). Ako se blo- 
kira utjecaj jednog ili drugog snopa srednje aparature, rezultat 
će biti dvolom kao da aparature za pripremu nije ni bilo. 
Kvantna mehanika u takvim serijama eksperimenata predviđa 
simetriju bez obzira na redoslijed eksperimenta i na početno 
stanje. 

Ako se i pojava i mjerni uređaj tretiraju kvantnomehanički 
(J. von Neuman, 1932), očito je da poslije prvog međudjelovanja 
postupak mjerenja nije završen, a nije ni objekt mjerenja uništen. 
Naime, stanje mjernog uređaja i objekta nastalo poslije prvog 
mjerenja (o W, > P, VP, ili PoWo—> XC,e,W, Mora se ponovno 


izmjeriti pomoću novog mjernog uređaja. To daje o PolPo > 
> X GX Prip. Time je povezano početno stanje pojave sa sta- 


njima dvaju mjernih uređaja ili početno stanje pojave i prvog 
mjernog uređaja (kao združenog) sa stanjem drugog mjernog 
uređaja. Započeti niz mjerenja nema prirodnog kraja, jer se 
kvantni mjerni uređaj nakon mjerenja ne nalazi u određenom 
makroskopskom stanju. 

Klasični mjerni uređaj pri mjerenju spina čuva impuls 
vrtnje. Ako je početni impuls vrtnje mjernog uređaja (fol Lo), 
konačni će biti |c,I2(f4IL,1f43 ili le-1*(f-1L1f->, dakle, 
upravo onaj koji mu je predao atom nakon završetka mjerenja. 
Neka se upotrijebi istovjetni kvantni mjerni uređaj za mje- 
renje orijentacije spina u smjeru osi x. Takav kvantni mjerni 
uređaj u početnom stanju &o(x+), ne čuva impuls vrtnje, jer 
je nakon mjerenja 


1 1 
«PolLx1Po? E zA = zio+ + P_)IL,l(p+ +P-)> + 
+ «(0+ —oP_)ILU(P+ — P-)>] (99) 


impuls vrtnje konačnog stanja neovisan o početnoj orijentačiji 
spina u smjeru osi x. U (99) g. +Q_ su valne funkcije 
mjernog uređaja u smjeru osi x. Budući da je u računu isko- 
rišten samo princip superpozicije (za stanja spina) i ortonormi- 
ranost stanja spina i mjernog uređaja, poteškoće očito potječu 
od linearnosti početnih jednadžbi. Mogućnost uključivanja ne- 
linearnih članova u valnu jednadžbu razmatrao je D. Bohm 
(1966). 

Središnji problem provjeravanja konzistentnosti kvantne me- 
hanike svodi se na otkrivanje eventualnih korelacija u sek- 
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vencijama polarizacijskih (ili sličnih) eksperimenata. To je u 
stvari niz uzastopnih mjerenja nekomutirajućih opservabla. Da bi 
se otkrio efekt nesimetrije, intervali sukcesivnih mjerenja moraju 
biti takvi da čuvaju korelacije, tj. znatno kraći od vremena 
relaksacije. 

Takva mjerenja teško je izvesti s većom preciznosti pa se 
mjere spinske korelacije gama-zraka pri raspadu pozitronija 
i n" mezona ili kaskade elektromagnetskog zračenja atoma 
(A. Einstein, B. Podolsky, N. Rosen, 1935). Osnovno stanje z? 
mezona i pozitronija ima negativnu parnost i spin je jednak 
nuli. Fotoni će se gibati u suprotnom smjeru i oba će imati 
suprotno orijentirane projekcije spinova (cirkularna polarizacija), 
kako to slijedi iz zakona o održanju impulsa i impulsa vrtnje 
(vektori spinova će fluktuirati oko tih smjerova). Umjesto mje- 
renja cirkularne lakše je mjeriti linearnu polarizaciju. Kako se 
stanje svakog cirkularno polariziranog fotona može rastaviti na 
dva međusobno okomita stanja linearne polarizacije, ravnine 
linearne polarizacije dvaju fotona zatvarat će međusobni kut od 
n/2. Ako je prvi foton polariziran u smjeru x,, drugi će biti 
polariziran u smjeru y,» i obratno. Ravnina koju tvore smjer 
fotona y, i smjer raspršenog fotona y, može se uzeti kao re- 
ferentna, pa će asimetrija intenziteta raspršenog fotona y> u 
smjeru i okomito na referentnu ravninu (uz isti kut raspršenja 
Y1>Y2 = 8 = 82) svjedočiti o kvantnomehaničkim korelacijama. 

Najpreciznija mjerenja spinskih korelacija do sada su izve- 
dena na kaskadi (4p2'S9) > (4p4s!P,) > (45? 'S4) u kalciju, s 
fotonima duljine 551,3 i 422,7 nm (sl. 30). Ako su smjerovi suk- 
cesivnih fotona približno isti ili suprotni, imat će linearne 
polarizacije isti smjer. Idealna je kvantnomehanička korelacija 
i ona koja uzima u obzir uspješnost analizatora polarizacije 
i najpovoljniji kut između dva fotona određena relacijama 


R(o 


D 


(100) 


1+cos2(p, — P2); = 0,25 + 0,21 cos 2(, — P2), 
gdje je , — &2 razlika kutova polarizacijskih ravnina, R(0) 
broj koincidencija s oba analizatora polarizacije u pogonu, 
a Ra broj koincidencija bez analizatora polarizacije. Na sl. 31 
vidi se teorijska krivulja prilagođena eksperimentalnim uvjetima 
i uspoređena s eksperimentalnim rezultatima. 


Tr 
i 
4p21S9 ma 
03 
o 
a 
< 
202 
Q 
0 
45218 o < 90" 


SI. 31. Mjerene točke i iz- 
računatakvantnomehanička 
krivulja kao funkcija kuta o 
između orijentacija dvaju li- 
nearnih polarimetara 


SL. 30. Shema razina kalcija za mje- 
renje polarizacijske korelacije 


Mjerenje se polarizacijske korelacije često prikazuje kao 
paradoks (EPR), jer se tobože u jednom eksperimentu može 
odrediti cirkularna i linearna polarizacija dvaju fotona nakon 
što je iščezla interakcija. Kao što operatori spina elektrona 
u različitim smjerovima ne komutiraju, tako i operatori li- 
nearne i cirkularne polarizacije fotona ne komutiraju, pa nemaju 
zajedničkih svojstvenih funkcija, a takva mjerenja su u kvan- 
tnoj mehanici inkompatibilna. Kvantna mehanika se tako po- 
javljuje kao približno i nepotpuno usrednjenje potpunije skri- 
vene podstrukture, pa je treba nadopuniti. 

Niti jedan od do sada izvedenih ili zamišljenih eksperime- 
nata nije uspio izbjeći relacije neodređenosti i eliminirati ne- 
predvidljivu promjenu jedne od konjugiranih varijabli pri mje- 
renju druge, a niti naći odstupanja od kvantnih korelacija. 
Utjecaj promatrača (mjernog uređaja) pri mjerenju kvantnih 
pojava nije moguće isključiti, pa promatrač i pojava čine cje- 
linu. Čovjek se mora zadovoljiti da odabere pojavu, da pri- 
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premi mjerni uređaj, da ga stavi u pogon, a da nakon zavr- 
šetka registracije očita rezultat. Time mjerenja dobivaju svoju 
objektivnost i znanstvena istraživanja postaju moguća. Druga 
je spoznaja da se ne mogu provoditi mjerenja i interpretirati 
rezultati bez određenog teorijskog okvira, te da valna funkcija 
osim lokalnih sadrži i globalna obilježja kvantnomehaničkih 
sustava. 


MNOŠTVO ČESTICA I KVANTNA TEORIJA POLJA 


Stanje N čestica P(x,,X,,...Xw) (slobodnih ili u uzajamnom 
djelovanju) može se opisati (približno) pomoću linearne kombi- 
nacije umnožaka ortonormiranih svojstvenih funkcija za poje- 
dine čestice p,(x;), gdje je x; simbol za prostorne (i spinske) 
koordinate i vremensku ovisnost i-te čestice. Svaka svojstvena 
funkcija nosi oznaku stanja i koordinata čestice. Ako su čestice 
jednake (oznaka čestice je očito suvišna), fizikalne veličine ovise 
samo o stanju 1p, i broju čestica n, u tom stanju. Bozonski 
i fermionski karakter čestica u mnoštvu povezan je općenito sa 
simetričnim i antisimetričnim funkcijama mnoštva, s obzirom na 
istodobnu zamjenu svih koordinata (uključujući i spinske) bilo 
kojih dviju čestica. 

Polazeći od osnovnog poretka funkcije mnoštva kao umno- 
žaka jednočestičnih funkcija, za N čestica i ukupnu energiju E, 
dobiva se simetrična i antisimetrična linearna kombinacija zbra- 
janjem svih N! stanja nastalih permutacijom svih čestica: 


\Pa(X1) iPulx2) pon) (101) 


l 1 

VN! p . VN! p 
Za simetrične valne funkcije uzimaju se sve permutacije s istom 
težinom +1, za antisimetrične parne sa +1 a neparne sa —1. 
Parna je, odnosno neparna permutacija ona kojom se parnim, 
odnosno neparnim brojem transpozicija (inverzija) dviju čestica 
dobiva prvobitni poredak. To je simbolički označeno operato- 
rima simetrizacije i antisimetrizacije. Omjer 1/ VN! faktor je 
normiranja, pa je i simetrična i antisimetrična valna funkcija 
mnoštva od N čestica normirana na jedinicu. Integrira se preko 
prostornih, a sumira se preko spinskih koordinata. Fizički 
rezultati očito ne ovise o prvobitnom poretku. 

Budući da se ukupna energija E mnoštva čestica ne mijenja 
zamjenom bilo kojih dviju čestica, hamiltonijan_ mora biti 
simetrična funkcija svih koordinata, a operator permutacije kon- 
stanta gibanja. Vremenska evolucija, prema tome, ne može pro- 
mijeniti početnu simetriju stanja i broj čestica. 

Ukupna energija simetričnih i antisimetričnih stanja može 
se napisati kao zbroj svojstvenih energija jednočestičnog hamil- 
tonijana H, pomnoženih s brojem čestica u stanju n, i zbrojenih 
po svim stanjima (umjesto česticama). Za fermione pojedino je 
stanje popunjeno jednom česticom ili prazno pa je n, jedan 
ili nula (Paulijev princip), dok bozoni mogu imati i više čestica 
u istom stanju, pa se valna funkcija mora ponovno normirati 
diobom faktorom V. n,!n,!.... Jednočestični hamiltonijan pred- 
stavlja kinetičku i potencijalnu energiju čestice u vanjskom 
potencijalu (kutiji) pa su E, svojstvene vrijednosti energije ha- 
miltonijana H, (kao za slobodne čestice). 

Hamiltonijan i ortonormirane funkcije za bozone i fermione 
mogu se napisati u obliku 


H=>naH, 


Su (102) 


1 
Vm!n2!... 
+tln,n2,..) = AN(PgtPo>--- Py). 


Za antisimetrično stanje predznak je neodređen jer je, za- 
davanjem broja čestica u stanju n,, redoslijed zaposjednutih 
stanja ostao neodređen, pa se mora odrediti dogovorom. 

Analogija mnoštva bozona i fermiona s mnoštvom harmo- 
ničkih oscilatora jest očita. E, = Aw, jest energija pobuđenja 
oscilatora frekvencije ,, a n, je broj oscilatorskih kvanata. 


|1;h2,...> = SplIPas Pb» <-> Pg) (103) 
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Umjesto kanonski konjugiranih varijabli p, i q, linearnog 
harmoničkog oscilatora uvode se nove, vremenski ovisne, ka- 
nonski konjugirane varijable kanonskom transformacijom : 


1 
V2mio, 
"zi 

V2m,ho, 


uz uvjet da je nuta = 14, pa se dobivaju nova komutacijska 
pravila i hamiltonijan 


NaNo — Moa = Šapi 


ME 1 
H, = a Ko 5) = kada, + i (105) 


H=XH, 


N= (Pa + 1m,),4), 


(104) 


Na (Pa m im,W,đ4), 


Nitta = na +1 
Hallo — Nella = 0; 
Nato — mini = 0; 


Svakom nezavisnom stanju bozona energije E, pridružen je 
jedan oscilator frekvencije kw, = E,, a broju bozona u tom 
stanju n, odgovara broj oscilatorskih kvanata n,. Mnoštvo 
bozona ekvivalentno je mnoštvu oscilatora. 

Veličine n,, #14 1 1; mogu se protumačiti kao operatori 
broja, stvaranja i poništenja oscilatorskih kvanata. 

Ako se najniže stanje oscilatora (vakuum) označi sa 
ln =0) =[0), tada je y'|0) = 0, a stanja s jednim i n oscila- 
torskih kvanata relacijama 


> 
lu=1)="l0); ==> =1|n9; 


Vn! 
1 S 
nin? = (n + 1)Žin + 13; (Ogg) =a; <00=1, 


dobivaju se normirana stanja bozona i oscilatora koja su 
ekvivalentna 


(106) 


1 
Img,12,-<-> = (MmoTlo --.19)10> = ——— (g9n2...)102. (107) 


Vnmuln, 1 


Radi se, dakle, o dva različita prikaza ekvivalentnog fizi- 
kalnog sadržaja. 

Prikazi koji su do sada razmatrani za bozone i oscilatore 
nisu ničim istaknuti, pa se može poslužiti i koordinatnim 
prikazom da bi se povezalo mnoštvo bozona i oscilatora s 
kvantnom teorijom polja. Način na koji su uvedeni vektori 
stanja bozona i oscilatora pokazuje da se vektori stanja jednog 
bozona pri prijelazu u novi prikaz transformiraju kao opera- 
tori stvaranja u. Isto vrijedi i za operatore n*. Općenito rješenje 
(za svaku komponentu) klasične jednadžbe polja u prostoru i 
vremenu (za jedan bozon, slobodan ili u vanjskom polju) može 
se razviti po svojstvenim stanjima klasične jednadžbe (analo- 
gija s Fourierovim razvojem klasične staze) 


Pe)=YXa(0p(F);  Pir)=xa0pfiP); 


[YYWdr=Xaa,=Xn, 


(108) 


Koeficijenti razvoja a, i a, transformiraju se pri prijelazu 
na novu bazu isto kao nj i y,, pa se kvantizacija klasičnog 
polja (često zvana druga kvantizacija) može provesti zahtijeva- 
jući da oni zadovoljavaju ista komutacijska pravila kao opera- 
tori nf i u, Valna funkcija i njena hermitska adjungirana 
funkcija time postaju operatori i komponente zadovoljavaju 
komutacijsko pravilo (za ista vremena) 


PPO PO — PO P(F,0) = 0(F — FP) Og 
YF,t) Y,(r't) 3 %,(r',1) VF) = 
= Vi P(r,0 — Pi PL) = 0. 


i Heisenbergove jednadžbe gibanja u analogiji s kvantnom me- 
hanikom (48): 


i LW=HY,— VWH; 


Ot 


(109) 


-ih>Wi=HW- WiH; 
CI 
H=H(Y,,P). (110) 
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Sustav bozona ili oscilatora time postaje ekvivalentan 
kvantnoj teoriji polja (P. A. M. Dirac, 1928). 

Schrodingerova jednadžba za mnoštvo bozona u novom pri- 
kazu može se napisati u obliku 


ihzlmoma,..0) = Himna, (11) 
8 
s hamiltonijanom H u kojem prvi član prikazuje uzajamno dje- 
lovanje čestice sa srednjim poljem (uključujući i kinetičku 
energiju), a drugi predstavlja dvočestičnu interakciju: 

H= \Y'HYdr= Xa!cćrlU |s3a, + 


“ 


1 y atatće,slVit,uX,4,a; (112) 


+ 
2 r,5,t,u 


iji 
U (112) i (116) upotrijebljeni su sljedeći simboli za matrične 
elemente jednočestične i dvočestične interakcije: 
oGrlU |s> = fo) U (F)olF)dr; 
Cr,sl Vit,u>sa = If Loš (1) oš (72) Vi F2) pdP)pdF2) + (113) 
+ pF(F1)pš (F2) VF F2) puli) pd(F2)Idr, drz. 
Sumacija se proteže po svim stanjima. Indeksi s i a simboli 
su za dvočestične simetrične i antisimetrične matrične elemente. 
Jednočestični operator za različite vrijednosti indeksa r i s 
predstavlja raspršenje čestice iz stanja s u stanje r. Ako su 
indeksi jednaki, matrični element <r|U|r) = E, znači ukupnu 
jednočestičnu energiju, pa prvi član (112) glasi XE,n,. 


Dvočestični operator predstavlja raspršenje čestica iz počet- 
nog stanja t i u u konačno stanje r i s. 

Problem nejednoznačnosti može se konzistentno riješiti kad 
se razmatra mnoštvo fermiona ako se uvede, umjesto nave- 
denog komutacijskog pravila, novo antikomutacijsko pravilo (P. 
Jordan i E. Wigner, 1928): 


Neo + Moi = Ša; =ni=0 
Nato + mm=0  mm=n (114) 
nm + mni=0;  mm=1-n, 


Antisimetrizirana funkcija mnoštva fermiona ima oblik 


A (Papo. Po) = Nallo.-- 14109. (115) 


Jednočestični operator je isti kao i za bozone, a dvočestični 
se razlikuje u redoslijedu indeksa i definiciji matričnog elementa 


1 
— X mekrssi Vita. (116) 


2 r,S,t,u 


Osim direktnih članova, dvočestični matrični elementi sadrža- 


vaju i članove izmjene (68). Za V = Li XV, 5 Z u (116). 
ijti 

Mnoštvo fermiona u normalnim stanjima (npr. u osnovnom 
stanju atoma u metalu) gotovo je degenerirano, pa se može 
približno uzeti da čestice u parovima sa suprotno orijenti- 
ranim impulsima (B,—P). ili impulsima vrtnje (j+m,j— m) 
popunjavaju najniža raspoloživa stanja. Energija jednočestičnog 
stanja e; degenerirana je (2/ + 1) puta. Ako su u osnovnom 
stanju atoma s parnim brojem elektrona, npr., pune ljuske ili 
podljuske, sva najniža stanja zaposjednuta u parovima nazi- 
vaju se poopćeni vakuum (Hartree-Fockov) i oLilježavaju se sa 
102 0(0) = 1). Budući da se radi o fermionima, sva stanja će 
biti zaposjednuta do Fermijeve energije £,., a ostala će biti za 
V>vr prazna. Operatori emisije (stvaranja) primijenjeni na 
poopćeni vakuum mogu stvoriti česticu samo u stanju iznad 
Fermijeve energije v > vg, jer su sva niža stanja zaposjednuta 
(af10) = |v?). Operator apsorpcije (poništenja) primijenjen na 
poopćeni vakuum stvara šupljinu u popunjenim stanjima 
ispod Fermijeve plohe koja se obilježava kvantnim brojem 
v7/(v ve). Primijenjen na prazna stanja (v > vp) iznad Fermi- 
jeve plohe daje nulu. Prikladno je čestice i šupljine tretirati 
ravnopravno i uvesti operatore stvaranja i popunjenja (uništenja) 
šupljina b*' i b koji zadovoljavaju ista komutacijska pravila kao 


TE VIII, 14 
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i operatori stvaranja i poništenja čestica a' i a. Veza među ope- 
ratorima i stanjima jest 


b->=bBH0 =a; b=a; T=); T*= —1 (117) 

Šupljina u stanju v vezana je s česticom u konjugiranom 
stanju W(Tlv = jm> = (—1)'""lj — m> = |v)). 

Da se, naime, stvori šupljina u stanju |jm), mora se uni- 
štiti čestica u stanju |j— m). Fazni faktor (—1)/'"" prikladan 
je izbor. T je operator obrata gibanja (t > —t) koji je nužno 
antiunitaran, pa su inverzne relacije prethodnim relacijama 


a'())= —b() i ao)= —b'G); at) =0 zav<v. (118) 


Budući da su operatori i stanja čestica i šupljina povezani, 
bit će povezani i jednočestični i dvočestični matrični elementi. 
Operatori čestica i šupljina, kako su definirani, međusobno 
antikomutiraju. 

Jednočestični i dvočestični operatori u (112) i (116) mogu se 
napisati u normalnom redoslijedu pomoću operatora čestica i 
šupljina (slijeva nadesno operatori emisije čestica, stvaranje pa 
popunjenje šupljina i poništenje čestice: a'b'ba) upotrebom 
antikomutacijskih pravila i ograničenja na pojedine indekse 
sumacije. 

Jednočestični operator će pored raspršenja čestica (iznad 
£r) raspršivati i šupljine (ispod £g) te stvarati i poništavati 
parove šupljina i čestica. Dvočestični operator će raspršivati i 
šupljinu na šupljini, stvarati dva para čestica i šupljina, raspr- 
šivati česticu na šupljini i stvarati i poništavati parove čestica 
i šupljina. 

Ako se grupiraju jednočestični (šupljinski) operatori zajedno 
i ako se zanemare dvočestični (nelinearni) članovi, dobiva se 
približan linearni izraz hamiltonijana za skup fermiona 


H= X [o2lUb>+ X «vzklVlv,9] 45,4, — 


Vi>VrF VE VE 
V2>Vr 
— X KoslUlv> + X GCavlVlIvvaXa] bib,, E 
VŠ; ME 
Vaš 


A A zd 
FU Log VI + X Ko2lUlvi> + 
+ X < Vlv;viXa] dob), + 


DESI 


+ X [GU + X GTIVIMNXJ6,,8, + + (119) 
še i 


Matrični element od H s obzirom na jednočestična stanja 
Iv) 1 [v'> jest 


(vIH > = (IU lv) + X Lovi Viva + (01H[0)8,,,.. 


WEvr 


(120) 


Ako su jednočestična stanja takva da je matrica energije 
dijagonalna s dijagonalnim elementima e£,, kaže se da je nađeno 
samosuglasno rješenje, tj. ono za koje je energija osnovnog 
stanja za danu dvočestičnu interakciju najniža: 

A— l 
(01H (0) = X (\AUb>+> X GviVhv>,. (121) 


Uvjet samosuglasnosti obično se piše (D. R. Hartree, 1928, 
i V. Fock, 1930) u obliku 
<CvlUlv> + E <vvi] Vivv)a = &yDuy, 


MSVr 


(122) 


Hartree-Fockova rješenja obično se traže iteracijskim pos- 
tupkom kad se u iteracijskom postupku polazi od srednjeg po- 
tencijala (atoma) V(r) kojeg korekcija zadovoljava diferencijalnu 
jednadžbu (L. H. Thomas, 1926; E. Fermi, 1928): 


A 
Vir) = a0: 


12 A7 
x “2209 = 1%); 


1 /3m\23 ala -1/3 
r= (Eh rZ 5x = 0,885192 71/5, (123) 


4 
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gdje je ro = #i2/(me?) Bohrov polumjer vodikova atoma (r = bx). 
Elektroni atoma u osnovnom stanju promatraju se kao degeneri- 
rani Fermijev plin u stanju ravnoteže. Fermijev karakter plina 
povezuje prosječnu kinetičku energiju plina s prosječnom gus- 
toćom. Uvjet ravnoteže za neutralni atom (kad su kinetička i 
potencijalna energija u svakoj točki jednake) povezuje radijalnu 
gustoću naboja s potencijalom o(r) = V(r)*'*. Zamjenom gustoće 
s potencijalom, Poissonova jednadžba za radijalnu ovisnost ko- 
rekcije potencijala x(x) poprima napisani oblik (123). Rubni 
uvjeti za x(x) jesu: x(0) = 1, x(9) = 0, jer u blizini jezgre vlada 
Coulombov potencijal, a izvan polumjera x,b slobodnog neu- 
tralnog atoma iščezava. 

U Thomas-Fermijevoj aproksimaciji svi su atomi jednaki i 
razlikuju se samo u mjerilu (Z 1). 

Ovisnost Z o angularnom momentu može se uvesti pomoću 
uvjeta da za vezana stanja (za određeni r) srednji potencijal 
mora biti veći od centrifugalne barijere. Tada se dobiva 
3n : 


2,3 1 
312) 2xy(Q)Z*? > (+5) ; Z=0,17(21 +1)? (124) 


4 
pa se vidi da se stanja s,p,d,f,g,... u atomu pojavljuju kad 
je Z =0,17; 4,6; 21,25; 58,3; 123,9 itd. Zaokružene na cijeli broj, 
tri se vrijednosti vrlo dobro slažu s iskustvom (5, 21, 58), dok 
se prva i posljednja ne slažu (nula i 124 umjesto jedan i 118). 

Uz pomoć Thomas-Fermijevih valnih funkcija može se izra- 
čunati korekcija izmjene na srednjem potencijalu i uključiti se 
u poboljšani tretman (P. A. M. Dirac, 1930). Dodatni poten- 
cijal i nova jednadžba glase 

1 1/2 
(2) 
o 


pu e 
v=-5l20) | ga 


b 1/2 (125) 
z = 0,21187 22. 
B rozi O, 
—N 
Rubni su uvjeti: x(0) = 1, x(X9) — asi) = LE gdje je 


Xo udaljenost od ishodišta na kojoj tlak plina iščezava, a N 
broj elektrona. Takva poopćena jednadžba vrijedi i za ione. 

Zasjenjenje naboja jezgre zbog uzajamnog djelovanja elek- 
trona očitovat će se u Hartree-Fockovoj aproksimaciji u pro- 
mjeni jednočestičnih stanja i energija. Kako te promjene ovise 
o kvantnim brojevima stanja, pojavit će se razbijanje dege- 
neracije vodikovih stanja i mogućnost računanja energije ioni- 
zacije, efektivnog naboja, Rydbergovih korekcija (n>+>n+«, 
m —>m + B), te učinak Paulijeva principa (energija izmjene). Na 
sl. 32 i 33 prikazane su parcijalne i ukupne gustoće naboja 
za rubidij (Rb *) izračunate Hartree-Fockovom i Fermi-Thoma- 
sovom metodom. 


m! 55 


SI. 32. Radijalna raspodjela gustoće naboja u elektronskom 
oblaku iona rubidija izračunata prema Fermi-Thomasovu 
(1) i Hartree-Fockovu postupku (2). Crtkano su prikazani 
doprinosi od pojedinih stanja popunjenih elektronima. 
(Atomska jedinica duljine bohr ra = 5,291 71 -10-!! m) 


Provedeni postupak linearizacije (varijacije) neovisan je o 
tome da li su jednočestične valne funkcije ovisne ili neovisne 
o vremenu, pa € će osnovno stacionarno stanje titrati frekven- 
cijom o = (0[H109/š i zadovoljavati vremenski ovisnu Schr&- 
dingerovu jednadžbu (111). 
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Članovi a'b' i ba u lineariziranom hamiltonijanu stvarat će 
i poništavati parove čestica i šupljina, pa je za ispitivanje sta- 
bilnosti (ekvivalentno drugoj varijaciji) dobivenog rješenja pri- 
kladno uvesti novo korelirano osnovno stanje (u Hartree- 
-Fockovu prikazu) 


l0> =exp( X c,;a),b'310); 
išo 
(00) =1+ X IC,;l?+ 
m>vr 
jEvr 


5 4010) =1, 0) 


gdje je prvi član staro osnovno stanje, a zatim slijede dodaci 
s jednim, dva itd. para čestica i šupljina. C,,; su komponente 
stanja čestice i šupljine koje se moraju odrediti iz uvjeta sta- 
bilnosti ili Schrodingerove jednadžbe. Uzima se da su kompo- 
nente € i C* malene, pa se u razvoju zadržavaju samo članovi 
do drugog reda. 


80 
mi! 


40 


3 


s 


Raspodjela naboja D 
in 


m 


0 Li 2 3 4 5 6 
r KI] 
SI. 33. Radijalna raspodjela gustoće naboja iona (D = 4rr?g) rubidija izraču- 


nata kad se uzmu u obzir Paulijev princip i korelacije među elektronima u 
istom mjerilu 


Energija osnovnog stanja je tada bilinearna forma u ampli- 
tudama C i C*: 


«0[H10) = £0[H102<010X + X ((e, — 


ENE 


«v3V2| V|VaVr?a C5,5,C 


VaVa “Vi + 


Tano 


Va > vr 
IZET) 


U .—_ * 
o ERVUVILAZIZ27 C4,5, C 


"3 ut 


E 


Prvi i drugi član u energiji osnovnog stanja potječu od 
jednočestičnog linearnog dijela hamiltonijana koji čuva broj če- 
stica i šupljina. Treći, četvrti i peti član su nelinearnog po- 
rijekla (a'btba, a*atbtb* i bbaa). 

Da Hartree-Fockovo rješenje bude stabilno, mora se naći 
prikaz u kojem je bilinearna forma pozitivno definitna. Taj se 
uvjet može napisati u obliku vezanog sustava algebarskih jed- 
nadžbi kojima su svojstvene vrijednosti A 20 ili u obliku 
Schrčdingerove diferencijalne jednadžbe sa svojstvenim vrijed- 
nostima šo > 0. 

Sustav algebarskih jednadžbi glasi 


(&,, — &)C, s DI [Cvrval Vlv2V3?,C wat 


Va > ve 
Er 


+ (viva VI2šaXa C5,5] = AC, 


5 GralVlvo: X)aC iv CR (127) 


(128) 


(e,—o)Ge ro ZiR mi Vica + 
Va>Y 
ns 
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+ (923 VlvivaXaC),,] = AC), (129) 


Ekvivalentna Schrčdingerova jednadžba ima oblik 


iS C, =(6,-6&,C,;,+ > La Val V|Y29434CY,3, + 
VESI 
+ CiValVl92v3X4C,,5,]. (130) 
Postavkom 
CAT Zune "+, KRA (131) 


dobiva se za X i Y sustav linearnih jednadžbi koji proizlazi 
iz (128) i (129) supstitucijom: C>X, C*>Y, te u jednadžbi 
(128) A> fo, a u (129) > — ko. 

Za realni w osim pobuđenja čestica i šupljina postoje i ko- 
lektivna pobuđenja frekvencije 0, 20, 30, ... Budući da su po- 
buđenja čestice i šupljine pobuđenja dvaju fermiona, to se može 
na ta pobuđenja gledati približno kao na pobuđenje jednog bo- 
zona, pa će kolektivna pobuđenja biti koherentne linearne kom- 
binacije kvazibozonskih pobuđenja semiklasičnog tipa (vibracije, 
rotacije itd.). 

Jednadžbe u kojima je konzekventno provedena približna 
linearizacija za opisivanje pobuđenih stanja često se zovu aprok- 
simacija slučajnih faza (uvjet stabilnosti promatrali su J. Frenkel, 
1934, i D. J. Thouless, 1961, a kolektivni karakter rješenja 
uočili su D. Bohm i D. Pines, 1952). 

Kad se zanemari član izmjene i izjednače svi matrični ele- 
menti koji se označe konstantom V, a konstantna suma preko 
amplituda sa B, za amplitude i frekvenciju dobivaju se pri- 
bližne jednadžbe: 


s VB roje Vl 
MW. am —ho “4 grka 
a5: (132) 
: _ Xe— 8) 
17.9 E. (6, — 8,7 — (0) 


iz" 


Budući da je za najniža stanja energija šupljine uvijek manja 
od energije čestice (e, — £,.) > 0, rješenje je disperzijske jed- 
nadžbe simetrično oko šo = Ze = 0 (sl. 34). Crtkano su ozna- 
čene energije £, — &,, pobuđenja čestice i šupljine u nultoj 
aproksimaciji, a punom linijom desna strana disperzijske jed- 
nadžbe. Presjecišta punih linija s konstantom —1/V daju po- 
pravke slobodnim stanjima. Više od ostalih će se pomaknuti 
stanja kad taj pomak prema višim ili nižim energijama nije 
ometen slobodnim stanjima, pa se zato nazivaju kolektivnim 
stanjima. Za V > 0 kolektivno stanje će se pomaknuti prema 
višim, a za V < 0 prema nižim energijama. Za veliki pozitivni 
V nema stabilnog rješenja. Za veće se frekvencije u promatra- 
noj aproksimaciji amplituda X povećava, a Y smanjuje. Za 
manje frekvencije situacija je obratna. 

Povijesno se kvantna teorija polja razvijala paralelno s pri- 
mjenom kanonskog formalizma kvantizacije na klasična polja 
(M. Born, W. Heisenberg i P. Jordan, 1926; P. Jordan i O. 
Klein, 1927; W. Heisenberg i W. Pauli, 1929). 

Lagrangeova funkcija varijacijskog principa ovisi o kompo- 


nentama polja ,(F,t) i njihovim prostornim >= P(7,t) i vre- 
0X, 


SL 34. Grafički prikaz pojednostavnjene disperzijske 
relacije za približno rješavanje jednadžbi slučajnih faza 
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O 
menskim 5, %(7.0) derivacijama (x; = x,y,z, a =1,2,...f) 


koje su funkcije prostornih i vremenskih koordinata. Varija- 
cijski princip i pripadne Eulerove jednadžbe gibanja, ako se 
variraju komponente polja u ograničenom prostorno-vremen- 
skom području, mogu se napisati u obliku 


zw 2 X W idede = ekstrem ; 
1B (4) Ox, a, Ot :) = , 
OL 0 0 0 0 
0, ža, NIZ % SL ža 621 
dx, a 


Konjugirani impuls i Hamiltonova funkcija definiraju se 
izrazima 


OL 0 
IL=-—> H=XI,—VP— EL, (134) 
0 = ot 
0—*", 
Ot 


pa kanonske jednadžbe gibanja klasičnog polja i komutacijska 
pravila (za ista vremena) glase (48), (109) i (110) 


fa] OH 0 oH 0 JL 
V.= ći “I.== sou 
qr, VA ST Gea m 2 
0x; 


IP, Pr(F',0) — Po, I(8,0) = 0,4 (7 -" (136) 


IL(#,0) 11,(7",0) — ILI.) = 


= P(7,0) (7,0) — 9,0) 7,0) = 0. (137) 


Da analogija s mnoštvom čestica bude očitija, prostor se 
dijeli na kockice konačne veličine Ar“ uz uvjet da se srednja 
vrijednost polja i ostale veličine u kockici označe indeksom s. 


" e 0 0 : 
Tako postoji korespondencija gq; > Y;, aba itd. na 
granici kad volumen kockica teži nuli, između teorije polja i 
mnoštva čestica s beskonačno stupnjeva slobode. Prema tome 
mnoštvu čestica odgovara integrirana Lagrangeova i Hamilto- 


nova funkcija (po čitavom prostoru) 
> e, 0 x 
L= [zar H = [mac = x [mg Pdr— Lo (138) 


Primjenom varijacijskog postupka na L, Eulerove i kanon- 
ske jednadžbe pisane pomoću varijacijskih derivacija jesu 


Gi mda EU 2 š8H. 0 sH 


m3 =0; W=—; <= : 
dY dtr_0 u Ot" 8:3 0 8, 


(139) 


Usporedbom s relacijama (135) izlaze definicije varijacijskih 
(funkcionalnih) derivacija i formalna analogija s klasičnom me- 
hanikom 

LL 2 
8,0, “0x; 


o. CE SL = OL . (140) 
gp op 
Ox ot o“ ONE: 


0 


Posljedica je homogenosti vremena, prostora i izotropije 
prostora invarijantnost jednadžbi gibanja s obzirom na vremen- 
ske i prostorne pomake i prostorne rotacije (neovisnost jed- 
nadžbi gibanja o početku tijeka vremena, o izboru ishodišta 
i orijentacije koordinatnog sustava), te s time povezani zakoni 
o održanju ukupne energije, impulsa i impulsa vrtnje polja. 

Uvijek se može (Noetherov poučak) definirati gustoća struje 
energije i impulsa, a time i četverodimenzionalni (x, = ict) 
tenzor energije i impulsa T;, komponentama prostornih i vre- 
menskih derivacija polja 


BIZ 
0 OL ve 
= —_ . = EKE , 
S NET Papi Pira : 
Ox 
kKe-m = — S keficG, (140) 
tako da divergencija tenzora energije i impulsa iščezava 
4 OT) 
—>=0 za v=123,4 sa T=€1, (142) 
u=1 OXu 


Iščezavanje četvorne divergencije diferencijalni je oblik za- 
kona o održanju energije i impulsa. Simetrija tenzora energije 
i impulsa jamstvo je za održavanje impulsa vrtnje. To su uvjeti 
koje svaka Lagrangeova funkcija mora zadovoljavati. Veza 
komponenata tenzora T;, i Lagrangeove funkcije zadana je 
relacijom 


e OV, OL 
M. = brm g2%a 

Oku 
Da polja opisuju nabijene čestice kojima je ukupni naboj 
očuvan, polje (komponente polja) mora biti kompleksno (to 
slijedi i iz Schrodingerove jednadžbe). 

Dalji je postupak isti kao i u prethodnom razmatranju. 
Razvojem konjugiranih varijabli po prikladnom potpunom 
sustavu ortonormiranih funkcija mogu se izračunati srednje vri- 
jednosti dinamičkih varijabli. 

Navodi se primjer u kojem Schrodingerova jednadžba pred- 
stavlja klasično polje. Lagrangeova funkcija može se pisati u 
obliku (P. Jordan i O. Klein, 1927): 


+ Li (143) 


Ia * ih SV * * 
L= ss Vo + ZEO + eVov* ip — 
Pt , 3 .= s hr 
— 5 [v*(P)o*) GP P)p(F)p)dr. (144) 


Prva dva člana su lagrangian slobodnog elektronskog polja. 
Treći član je energija elektronskog polja u vanjskom potenci- 
jalu V,, a zadnji član je uzajamna energija polja. G(F,r') je 
Greenova funkcija ili jednostavno za elektronsku iišnakciju 
1/7 —rb. 

Varira se nezavisno wi wy*. Varijacijom po w* dobiva se 
kao Eulerova jednadžba gibanja jednadžba elektrona u samo- 
suglasnom potencijalu svih ostalih elektrona i vanjskom poten- 
cijalu Vo. Kanonski konjugirani impuls i ukupna energija polja 
jesu 

h 
N=—- su W*, 


KJE Ve VyW—eV,y* A 


“ 
.. 


S. M py") GPP) (145) 
a to je ista jednadžba kao prijašnja za bozone, pa predstavlja 
simetrična rješenja Schrodingerove jednadžbe mnoštva čestica. 

Antisimetrična rješenja dobiju se kao i ranije kvantiziranjem 
polja prema antikomutacijskim pravilima (P. Jordan i E. 
Wigner, 1928). 

Tako je mnoštvo čestica ili kvantizirano polje aproksimirano 
jednadžbom za jednu česticu. 

Pri emisiji, apsorpciji ili raspršenju elektromagnetskog zra- 
čenja na atomu, uzajamno djelovanje nabijene čestice s elektro- 
magnetskim poljem dano je sa (60) 


— (AB) + 


x. & 
mc 2mec* 


2 , 


#- 


H, - 
1/2 


raz mo Prvo" Tmga + Gen (S)7 "2 + 


x Go) 22)" [gr + Gel Ceo + 
MENI 


+ (mer 1 (62) "'2(8e) "*a7) (146) 
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Primjenom Coulombova baždarenja VA = 0 razvijen je vek- 
torski potencijal u Fourierov red, te su Fourierovi elementi 
povezani s operatorima 1 i y' (kvantizirani). 

A(7,0 = [[AK0Oexp(iozt)exp(—ik?) + 
+ A*(k,O)exp(—icog t)exp(ik7)]d3k, (147) 
k je kontinuirani ili diskretni valni vektor zračenja povezan 
s frekvencijom o = 2nvz = clk|. Za # =0 (dipolne prijelaze) 
izlazi 
4n2A(K,0)1 exp(iogt) = ch"? (vz) "2 mg1(SK)"2; 


[f(Rd'k ->/6 dX(Sg) "?, (148) 
T je jedinični vektor Zok. (S£)!'2 je faktor konverzije 
između kontinuiranih i diskretnih stanja zračenja [A(k) = 
= A(kdX(S;)"?], a pr je projekcija impulsa naboja u smjeru 
vektora polarizacije. Prvo je primijenjena Heisenbergova re- 
prezentacija, a potom se prešlo u Schrodingerovu. 

Matrični elementi za prijelaz iz početnog stanja atoma n 
u konačno stanje m uz emisiju fotona impulsa 3 i polarizacije 
1 bit će (ako je u početnom stanju n; fotona) 
d 


«(BImlHilm = nTadi 


(m 


za svaki nezavisni smjer polarizacije. e71 je komponenta di- 
polnog momenta u smjeru polarizacije; za elastično raspršenje 
matrični element izgleda 


€ 
h(Zmo7\ 


\ i 
n (nr +1). 
/ 


dj 
kod 149 
& mY KE (149a) 


n) = —io(nm)<mle? Tin), 
/ 


S. £2 : 
«plmiH,lp In) = szpevvzjazl1 1) Špme (149b) 


Približna rješenja jednadžbi kvantne mehanike 

Vrlo je mali broj pojava kojima se jednadžbe gibanja mogu 
strogo riješiti, pa se zbog toga pribjegava približnim rješenjima. 
Jednadžba s uzajamnim djelovanjem, npr. elektromagnetskih 
polja s atomima, ne da se strogo riješiti, pa se promjene 
svojstvenih stanja, vjerojatnosti prijelaza i raspršenje određuju 
približno, uzimajući u obzir početne i rubne uvjete. 

U osnovi je svih stacionarnih približnih metoda razvoj 
ukupnog hamiltonijana H, dijagonalne matrice W i matrice 
transformacije S u red po potencijama parametra A (M. Born, 
W. Heisenberg i P. Jordan, 1925): 


H=H,+24H,+2)H,+... 
W=W,+2W,+2A?"W, + 
S=(1+2AS, +428, + ...)S4 
1=8'[1—2S,;+24*(Sf—82)+...] 
uz napomenu da je S 'HS=W 
Skupljajući članove istih potencija od A i rješavajući poje- 
dine algebarske jednadžbe za dijagonalne i nedijagonalne ele- 
mente diskretnog spektra, izlazi 
(W),, = (So "Ho Solin ir A(S9 'H, So) + 


+124, (So H, So) nr (So! H, So) 
ržn (Won — (Wo),r 


(So "S Jnm = (So' So)im + 


(150) 


A (SUH SE: 4001518) 


1 (Sg , H, So)nm 
(Wolam — Wo) 
(So j H, Šahidri H, So)rm 


de ko 
ZESA LANE LAN 
rt&n 


2 (So : H, So)mm(So : H, So)nm 
[(Wo)nm = (Wo)nm 1 
(So e H, So)nm 


ra. i dt 
JESI“ 


zan+m. (151b) 
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Pri tom je iskorišteno svojstvo unitarnosti matrice transfor- 
macije: S'S = 1, 5954 = 1, S, = — 84 1 87 + S2 = 87 itd. 

Matrica S transformira nesmetani hamiltonijan Hy u dija- 
gonalnu formu WW. 

Korekcije svojstvenim vrijednostima nesmetanog hamiltoni- 
jana Hy zađane su srednjom vrijednošću smetnje preko nesme- 
tanih stanja, te doprinosom pojedinih kvadrata nedijagonalnih 
matričnih elemenata smetnje dijeljenih razlikom energije nesme- 
tanog stanja i onoga od kojeg dolazi smetnja. To je potpuna 
analogija s klasičnim računom smetnje koji se primjenjuje u 
astronomiji. “ , 

Korekcija svojstvenim funkcijama (stupcima matrice trans- 
formacije) zadana je stupcima nedijagonalnih matričnih eleme- 
nata smetnje u nesmetanim stanjima podijeljenim razlikom 
energije. 

Uspješnost približne metode ovisi o izboru početne aprok- 
simacije. Ona će općenito biti bolja što su dijagonalni elementi 
veći od nedijagonalnih. Račun smetnje vrijedi ako su sve svoj- 
stvene vrijednosti jednostruke i diskretne. O poopćenju, kad se 
radi o đegeneriranim stanjima, i neprekidnom spektru vidi 
(170), (171) i (172). : 

U ovome dijelu, koji je pretežno tehničke naravi, prikladno 
je uvesti vektorsku notaciju (P. A. M. Dirac, 1947), koja je 
prilagodljiva rješavanju svih problema. 

Vektor stanja |a> (određene energije, impulsa, impulsa 
vrtnje...) i njegov kovektor <ća| može se razviti po potpunom 
sustavu ortonormiranih vektora |ć€'> diskretnog, odnosno konti- 
nuiranog indeksa |q'> (spektra) 


(EE) = Beni <q'\q"> = š(q' a“ q"); 
Uz pomoć relacija potpunosti 


>> «&1+ fla>dg<qi=1 


«&'lq>=0. (152a) 


dobiva se 
(152b) 


ili 
<al = (<alq>dg'<ql; —<čla> = pd); «ala? = pt(a). (1520) 


Koeficijenti razvoja (komponente) vektora stanja <č'la> za 
diskretni ili kontinuirani spektar <alq'> povezani su s kom- 
ponentama valne funkcije wd(ć) i konjugirano kompleksnim 
o*(q') u reprezentaciji koju razapinju bazični vektori |€') i [q> 
(svojstveni vektori energije, koordinate impulsa itd.). 

Pri prijelazu iz sustava |€') u sustav |:') komponente valne 
funkcije transformiraju se s koeficijentima transformacije <w'|€'> 
povezanim s matričnim elementima matrice transformacije S: 


> <m&> (čla) = «laž; <nič) = <miSlE) = Sye. (153) 
ln'> 


Bazični vektori |€'> transformiraju se u pomoću 
(Eo = S, Noe <: 
Razvoj općeg stanja |A) može se napisati u obliku 


lA> = žla><alA> ili 


«(člA) = x<čla) <alA)? = x vdć') pla). (154) 
a a 
Općenito će linearni operator a transformirati vektor |a> 
u vektor |b). Posebno značenje imaju svojstveni vektori |x'> 
operatora a koji zadržavaju smjer, a mijenjaju duljinu za svoj- 
stvenu vrijednost a'. Tako je 


elah=|b> i al) =alx> (155) 
pa je « dijagonalna matrica 
(«a"lala'3 =a va (156) 


Transformacijska svojstva linearnih operatora zadana su re- 
lacijama 


S"laS = f; 


«nlPin'> = ž. «n1S "129 <€lalč"> <&"1Sln">. (1574) 


Za matrični element operatora a u prikazu |gq'> dobiva se 


ćala|b> = ff ćalq'> dg'<qlalq">dg"<q"lb> = 
= (| vž(q)o(q,4") p(g")dg'dq". 
Posebno je važan prikaz |f'>) kad je f: dijagonalan, pa 
je tada 


(157b) 


&S1P'> = SBIB> = P'SIP> ili 
BB: = «B'1S-'aS1P%. (158) 
Kako je f dijagonalan, S1B') svojstveni je vektor operatora 
koji pripada svojstvenoj vrijednosti f“. 

Budući da su stupci matrice transformacije komponente 
svojstvenog vektora hamiltonijana, to se u prikazu energije 
dobiva 

H|H') = H|H'); 
SIm> = |H'> =|H42 + 48,1H0) + 42521H0) +... (159) 
HolHo> = HolH4):; 
Solm> =1H42; — <HolHo> = din, u» 
pa je veza između dva načina pisanja u računu smetnje 

H=Wa i (So"Sm = <nlSo 'Slm> = <HglH'>, (161) 
gdje je «H4IH'> koeficijent razvoja svojstvenog vektora |H'> 
po svojstvenim stanjima nesmetanog hamiltonijana. 

Treba naglasiti da je vektor stanja |H") normiran, jer su 
transformacije S i Sa unitarne: 

(HIH = <m|S *Slm> =1 =<HolH9> + 
+ Hol, + SDIHo> + 
+424 HolS2 + S1 + S, S2)1H0), (162) 
pa matrični elementi uz svaku potenciju od A iščezavaju. Mogu 
se uvesti zamjene: S,|H4> = 113, S2lH4) = 12) itd. 
Matrični element bilo kojeg hermitskog operatora 0 može 


se izraziti pomoću matričnih elemenata 0 i S,, S2 itd. u nesme- 
tanom sustavu 


<H"\01H" = <H4101H9>? + A<Hgl0S, + S101H3> + 
+ 424H410S2 + S10 + S, 0SI1H;) +... (163) 


Najopćenitiji razvoj (Brillouin-Wigner) za svojstvene vrijed- 
nosti i svojstvene vektore može se pisati u obliku (odnosi se 
samo na H=H,+2H,) 


(160) 


«HolH,IH?> 
NIN EE ere 
* <HGlH? 
LA 1 LA f Po H ik. 
IH = 1H0><HolH'> +4 => 11, (164) 
H—H, 
gdje je 

P;=1-|HM><(Hl= X IH (165) 


H4+Ho 
kao projekcijski operator koji isključuje stanje |H4). 


Operator = (H' — Ho) "! zove se u matematici re- 


l 
H—H, 
solventa, a u fizici Greenova funkcija ili propagator operatora 
H., ili općenitije H, pa se rješavanje kvantnomehaničkih pro- 
blema spomenutog (ili općenitijeg) tipa svodi na nalaženje 
Greenovih funkcija. Prethodni primjer pokazuje kako se to radi 
u stacionarnom računu smetnje iteracijom, polazeći od rješenja 
nesmetanog problema i propisujući za rješenje određene rubne 
uvjete (vezana stanja). 

Na primjer u koordinatnom prikazu može se napisati 


«F(H'— HolH> = L<7IH> = QFiH,\H9), (166) 
(FIH') = L'(?IH,1H'> = (<?IGIr>d*P<(FIH,lH'> (167) 

sa 
L<FIG|r> = 8(7— r), (168) 


gdje je £?IG|r'> Greenova funkcija operatora LZ. Posebnom 
(partikularnom) rješenju nehomogene mora se dodati i opće 
rješenje homogene jednadžbe. 


214 
Za kontinuirani spektar i izlazni val [Hg ), npr., vrijedi 
H 
Hg >) =|H4> + lim ——'——— HZ > 0; 
IHo > =IH0> hm H—Horie 0» € 


(169) 

HHH) =HIHG) za H,=H. 
1H4> opće je rješenje homogene (slobodne) i partikularno rje- 
šenje nehomogene nejednadžbe. 

Kad više svojstvenih funkcija ima istu energiju Ho, postojat 
će operator B_ koji komutira sa Hy (ali ne komutira sa 
H,, H.,...), pa se zajednički svojstveni vektori |HofB'> od 
Ho i B mogu iskoristiti da se razlikuju svojstvene vrijednosti 
operatora Hy. 

Korekcije su svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora: 

>I<B"HolH11HoB> — W(Ho) č,, 1<HoB'10>, (170) 
Dfspi «B"HolH,|HoB'><H4B'0> 
Hull? = 
«B"Hgli> > HH 
gdje su <H4fB'|10> komponente svojstvenog vektora |0> = |H4> 
nesmetanog hamiltonijana u prikazu zajedničkih svojstvenih 
vektora |H4f'9. 

Rješenjem sekularne jednadžbe nalazi se da je dijelom ili 
u potpunosti otklonjena degeneracija nesmetanih stanja, već 
prema tome koliko je niža simetrija smetnje od simetrije 
nesmetanog problema. Postupak se može nastaviti. 

Promjenom jačine međudjelovanja (vanjskog polja) pomicat 
će se energije nesmetanih stanja, pa će se i presijecati, i to 
samo ona stanja koja nisu vezana međudjelovanjem. Odbijaju 
se, a ne presijecaju stanja vezana međudjelovanjem. 

Kad hamiltonijan Hy osim diskretnih (vezanih) stanja ima 
i kontinuirana stanja (što vrijedi osim za harmonički oscilator 
i za beskonačnu potencijalnu jamu), mora se dodati i član 
koji uzima u obzir utjecaj slobodnih stanja na vezama. To će 
se postići ako se općem razvoju vektora stanja doda član 


ra AE <KElIH,|H> 
H-E 
(E1E")= 8(E' — E"). 


w. (7) 


A |E? 


E+H, 
(172) 


Primjeri primjene računa smetnje 
Ako je cijepanje stanja u vanjskom magnetskom polju znatno 
veće od cijepanja stanja zbog vezanja spina sa stazom, mora 
se ne samo vanjsko magnetsko polje nego i ono koje potječe 
od staze uzeti kao smetnja (Paschen-Backov efekt). 
Dijagonalni je element smetnje u stanju ILM,SM;> za 
određenu podljusku nl 


16 BAK ave: eh 
ZL) čansMiMs —5Z BM, +2M9, OT) 


2 \mc 
gdje je ču radijalni matrični element vezanja spina sa stazom, 
B iznos vektora magnetske indukcije, Z i S kvantni su brojevi 
ukupnog orbitalnog i spinskog angularnog momenta elektrona 
u podljusci (nD), a yrs numerički koeficijenti koji ovise o 
kvantnim brojevima L i S. Li S su kvantni brojevi ukupnog 
impulsa vrtnje staze i spina. 

Za električne dipolne prijelaze AM s = 0,a AM, =0, +1. U 
najnižem redu, razlika je energije terma dopuštenih prijelaza 


ehB 
AE=h0 “Sa Mae Mr 


Ms h \? 
+ 2) (ČnYLsML — Ču,YLS, M,,). 


Glavno cijepanje, prema pretpostavci, potječe od člana s 
magnetskim poljem (63) i vodi na normalni Zeemanov triplet. 
Za prijelaze sa AM, = 0 cijepanje potječe jedino od uzajamnog 
djelovanja spina sa stazom, a multiplicitet linija određen je sa 
(2L + 1(2S + 1). Poznavajući L, može se jednostavnim broje- 
njem odrediti S. 

Ako je atom (npr. vodika) stavljen u homogeno vanjsko 
električno polje koje ima smjer osi z, smetnja će razbiti dege- 
neraciju u angularnim momentima i veličini projekcije angu- 


(174) 
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larnog momenta, pa će se osim kvantnog broja n pojaviti novi 
kvantni brojevi k,, k» i [m]. Pomak i cijepanje razine vodika 
u prvoj i drugoj aproksimaciji iznose (n = k, + ko +|m| +1): 


3 
— —ni(k, — kojeEro — 


2 
rjE? 
— TE LT? — 3(y — ko)? — 9m? + 19]. (175) 
mm 
20 
10 
ih 
hi 
02 
a 
100 
81 
g rr => > 
2 3 . Pa l 0 l 2 3 4 
4 
Ej 


Sl. 35. Cijepanje Balmerove linije H, u vanjskom električnom polju: a ra- 
čunano cijepanje terma, b računani intenziteti prijelaza komponenata z i o, c 
mjereno cijepanje i relativni intenziteti (fotometrijska krivulja) linije H,. 
Crikanom su linijom prikazane komponente g, a punom komponente rz. 
Kružići označuju prijelaze slabog intenziteta. Termi Kj=Kza=1im=0te 
K,=K,=0im=2 degradirani su. Jedinica je energije F/15620 (F = #Er,) 


Tako će se za n = 2 prvo pobuđeno stanje vodika (sp) cijepati 
u tri komponente, dvije sa Im] =0, ky=1, ko =0 i k, =0, 
k,=1ijednu salm|=1tek, =k, =0. Slično će se zan=3 
drugo pobuđeno stanje cijepati u šest stanja, i to tri sa |m| = 0, 
dva sa |m| = 1 i jedno sa Im] = 2. Vodikova linija H, cijepat će 
se prema tome, simetrično s obzirom na prvotni položaj u tri 
(ili šest) z-komponente (Am = 0) i tri s-komponente (Am = + |), 
gledano okomito na smjer vanjskog polja. Ne samo frekvencije 
nego i intenziteti linija pokazuju simetriju s obzirom na nesme- 
tanu liniju (sl. 35). Zabranjene prijelaze nismo brojali. 


Raspršenje svjetlosti ili čestica (elektrona) na atomima primjer 
je u kojem se pojavljuju vezana (atomi) i slobodna stanja 
svjetlosti ili čestica. Iz početnog stacionarnog stanja |x%> atom, 
meta, u uzajamnom djelovanju s česticom, projektilom, prelazi 
u jedno od mogućih konačnih stacionarnih stanja |x'>, a pro- 
jektil se pri tom rasprši iz stanja |p"> u stanje | P'3. I sada se 
može poći od stacionarnih jednadžbi za slobodni sustav (meta 
i projektil) uz uvjet da smetnja (u najnižem redu) ne mijenja 
ukupnu energiju (impuls i impuls vrtnje) slobodnog sustava, 
nego pobuđuje prijelaze u meti (bez promjena stacionarnih 
stanja) i promjene projektila. Tako je H' = Hy, a valna funkcija 
se za velike udaljenosti od središta raspršenja asimptotski po- 
naša u čitavom prostoru kao upadni ravni i raspršeni kuglasti 
val (169). Za takva razmatranja prikladno je upotrijebiti ili 
koordinatni ili impulsni prikaz. ; 

U koordinatnom prikazu jednadžba za raspršenje (166) glasi 


(Ho — Ho)lIH'> =2AH,l1H'X; (k*+ VKFaAlH'> = 


2 4 ži: 
= 2) (FalH,lra">d?r<ra"lH), (176) 
uz 
p2 
M=H.+H,; H,=s3 
“ go (177) 
2 i : : p*) 
k=550M— Hlo); Ho= HG) +5: 


Možda nije suvišno napomenuti da se tako formulirana 
teorija raspršenja odnosi na raspršenje jedne čestice na jednoj 
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meti, što je, čini se, u većini eksperimenata s tankim metama 
i slabim snopovima i ostvareno. Iz upadnog snopa nezavisnih 
čestica svaka od njih ima svoju metu koje su jednake i na 
njoj se rasprši samo jedanput (višestruko raspršenje je zanema- 
reno), a zatim odlazi u detektor. Dobivaju se karakteristike 
raspršenja kao da potječu od jednog projektila i jedne mete. 
Takvo raspršenje nazvano je nekoherentnim raspršenjem za raz- 
liku od onoga kad je meta kristal ili drugi uređeni (uskla- 
đeni) niz atoma ili molekula, pa su mogući usklađeni, kohe- 
rentni efekti više atoma ili molekula. 

Opće rješenje integro-diferencijalne jednadžbe (često nazvane 
nehomogenom diferencijalnom jednadžbom) može se napisati 
kao zbroj općeg rješenja homogene diferencijalne jednadžbe i 
partikularnog (posebnog) rješenja nehomogene jednadžbe, uz 
određene rubne ČI: npr. upadni ravni i izlazni kuglasti val 


«(Fa|Hg> = (FAH) — Tziaai6“ IPa">d?r(ra"lH,lHd). 


(178) 
Za velike vrijednosti od r: 
«(FA|H9> = exp[ik(a)r]h-*/28(a,2%) + 
+ DIEM pie u ,'). (179) 


Kod elastičnog raspršenja pridonose oba člana, a kod ne- 
elastičnog i reakcija samo drugi. 

Formalno se može riješiti jednadžba raspršenja pomoću 
Greenove funkcije (166), (167) i (168), koja zadovoljava jed- 
nadžbu i rubne uvjete: 


(72 + R2)(FalGIFa") = i . Me (180) 
lr—ri 
(181) 


I exp(ikr) MEJA 
>_ =. nae 
dn M si r ) 


exp(ikr) 
r 


Funkcija uz amplituda je raspršenja: 


+(Q a1 2m Pa?) dr 
Poe) = “graz oP(-ik 7) a7. 
a" a\H,|r P)dP Pa GH! 


Vrijedi da je kr hr=k,j jer se smjer impulsa raspršene čestice 
poklapa za velike vrijednosti koordinate sa smjerom od ?. 

Partikularnom rješenju nehomogene mora se dodati i opće 
rješenje homogene jednadžbe (178). 

Dalje se ne može računati strogo, pa se mora pribjeći ite- 
raciji po potencijama međudjelovanja (i Greenovim funkcijama). 

U impulsnom prikazu polazna jednadžba glasi 


(H,— Hy)«BalH? = x PelIHiip A>d>p«pa"lH); 
H,= HM — Ha). 


(182) 


(183) 


Ako se želi da Greenova funkcija bude samo izlazni kuglasti 
val (prema tome i «p'a'|1H'>), mora joj se ponašanje u singu- 
laritetu H, = H, odrediti tako da je 

(4; — H,KBa'lGlp'a") = 6(p — p)8(,a") 
P 


G* = BE in&(H;— H,) = lim 


(184) 


—H,+ie 


Integral preko prvog člana desne strane od E. treba shvatiti 
u smislu glavne vrijednosti, tj. prilikom integracije treba isklju- 
čiti okolinu singulariteta intervalom —e, +e, te nakon integra- 
cije pustiti da €>0. To je ekvivalentno izjednačavanju H, sa 
H,; nakon integracije, a g je mala pozitivna veličina. 

Budući da je vjerojatnost da se nađe čestica u bilo kojem 
konačnom dijelu prostora vrlo malena (praktički nula), prikladno 
je za mieru raspršenja (diferencijalni udarni presjek dimenzije 
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cm“) uvesti omjer broja raspršenih čestica kroz element plohe 
df i iznosa struje upadnih čestica: 


do E _jserčdg ždQ_ |v| : 
< go = ds “5 = ra1/19,60',0)|dQ. (185) 
I E I 52 


Diferencijalni kvocijent dg/df2 često se označuje i sa o(9',0',X'). 
Integral po prostornom kutu daje ukupni udarni presjek, koji ne 
ovisi o kutovima. U najnižem je redu h"2<«?x'lp*a") = 
= exp(ip"7"/4)8,,e, pa je diferencijalni udarni presjek za ne- 
elastično raspršenje u koordinatnom i impulsnom prikazu: 


do Be | 
dQ_P\ 92) 


> = a 2 
JI exp(—ip'r/h)d3r(ra|H,lr9e) dr exp(ip?7%/H)| = 


, 


2xmh)?|(p'a'1H,lp"a1?, (185b) 


= pol 

gdje je P' iznos vektora p'. Iz početnog stanja mete |a%) mo- 

guće je pobuditi samo stanja |'> koja su u skladu sa zakonom 

o održanju energije (meta je dovoljno teška, pa se energija 
odboja mete zanemaruje (177): 

Pp? 2:2 p9* 

S = m-H(e)=Hfe)— uje)+1—. 


(186) 


Energiju koju je dobila meta izgubio je projektil, a onu 
koju je izgubila meta dobio je projektil pri neelastičnom 
raspršenju. 

Ako se stanje mete ne mijenja o? = a', takvo se raspršenje 
zove potencijalnim [(2m/h)H,(?) = V(7)], pa se za amplitudu 
raspršenja dobiva 


1 ts 
f(9.0) = 1 | oli — k)r] V(F)d??. 
Te 
Kad potencijal ovisi samo o udaljenosti, prikladno je po- 


larnu os orijentirati u smjeru (prenesenog impulsa) K=k-k, 
pa je 


(187) 


1) - PE Vorar 


Ako je V(r)= — kW zar<a,a V(r)=0 za r>a, integral 
je elementaran (trodimenzionalna potencijalna jama), pa je 


(' 


4 
Ki= žksin-—-. 


(188) 


Qu 


Sin — XCOSX hi 
u "= 2kasin>-. 


f(9) = ka ade ; (189) 

Za zasjenjeni Coulombov potencijal (e, e,/r)e "'“ radijalni je 
integral opet elementaran pa se za velike a dobiva Rutherfor- 
dova formula za raspršenje nabijenih čestica na Coulombovu 
potencijalu 


2 
€1€2 1 : €1€2 
2mv? g? 
in? — sin“ — 
sin 3 2 


18) = - 


Kad je konstantni potencijal dvodimenzionalan, može se 
integral (187) riješiti i neposredno, naime, integrirajući (kao u 
optici) po plohi gdje je potencijal različit od nule, pa se dobiva 


a 2x 


f(9)= 2| [expl-i(&' —č)7] rardo - 


_ Ma J,(kasin9) 
2 kasinS 


(191) 


Rezultat je jednak onomu u klasičnoj optici. U (191) J, je 
Besselova funkcija. 
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Totalni udarni presjek (integriran po kutovima) može se iz- 
raziti za potencijalno raspršenje pomoću amplitude raspršenja, 
pa se dobiva 


s48 x Im /(0), (192) 


što se često zove optički poučak. On je posljedica interferen- 
cije upadnog i raspršenog vala, a to je linearni efekt u ampli- 
tudi raspršenja. 

Promatrani procesi zovu se direktni procesi, jer se događaju 
u jednom koraku. Često meta i projektil imaju i vezana stanja, 
pa se prijašnja razmatranja moraju nadopuniti. Ako se vezana 
stanja nesmetanog sustava označe sa |k), a svojstvene vrijed- 
nosti sa E,, može se prva jednadžba (183) napisati u obliku 


(Ho — EJ ĆkIH'> =<KIHIH = X (KIH, K><KIH) + 
(193) 
ex [GIHIpE)0p pH): 


a druga jednadžba u impulsnoj reprezentaciji glasi 
(H; -H)BalH) => |<PelH, Ip'a "dpipa "IH'3 + 
+ X (PeIMIK> KIH). (194) 


To su stroge, vezane jednadžbe za «Ba|H') i <k|H'> koje se 
mogu približno riješiti već opisanim postupkom, iteracije. 
Ako su matrični elementi <kIH,lp'x'>, (palH,ik) za 
apsorpciju i emisiju dominantni (oni između vezanih stanja 
«k|H,|k> jesu zanemarljivi, a oni direktnog raspršenja 
«(Ba|H, še "> jesu drugog reda veličine), mora se uključiti ko- 
rekcija direktnom raspršenju, disperzijski doprinos, pa je 


da + 42 PH9H,| +, 2 
dopo | PRVIĆ 
CBelH,lk> <kIH,lp?a> |? 
+ E 
X HE, (195) 


Drugi član predstavlja doprinose diferencijalnom udarnom 
presjeku od dvostepenih procesa. Foton ili čestica prvo se apsor- 
bira u vezano međustanje mete i projektila, a zatim se foton 
ili čestica ponovno emitira pod utjecajem smetnje. Atom, me- 
đutim, može prvo emitirati foton energije hv', a zatim apsorbi- 
rati drugi foton energije hvo, što vodi do međustanja sa dva 
fotona (219), ravnopravnog prijašnjem. Jednaka su početna 
i konačna stanja direktnog i disperzijskog člana, pa mjereći 
udarni presjek mjere se oba doprinosa i njihova interferen- 
cija. Razlika se može pojaviti na vremenskoj skali, jer di- 
rektni procesi traju po prilici toliko koliko je projektilu po- 
trebno da prođe metu, dok život međustanja može biti znatno 
dulji, pa se te čestice pojavljuju naknadno (sl. 36 i 37). 


Ma Maksimum 
' rezonantnog 
“ \ raspršenja 
ra * _ 
L qs 
& pi 
g Maksimum 
5 potencijalnog 
2 raspršenja , 
i : 
0 Energija —> Ex 


SL 36. Prikaz promjene udarnog presjeka elastično 

raspršenih neutrona (I=0) na jezgrama sa spinom 

nula u okolišu rezonancije. Simetriju rezonancije na- 

rušavaju interferentni članovi s potencijalnim raspr- 
šenjem 


Za vezana međustanja često se kaže da su virtualna, jer se 
u disperzijskim procesima energija H4 (+ £,) ne poklapa se ve- 
zanim stanjima mete i projektila, pa projektil ne može pobuditi 
vezana stanja bez povrede zakona o održanju energije. Dvoste- 
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pene procese preko virtualnog međustanja možemo zamisliti i 
tako da u svakom pojedinačnom procesu dolazi do posudbe 
i vraćanja energije tako da se konačno restaurira zakon o 
održanju energije. Neodržavanje energije ostaje samo privid 
nepristupačan mjerenju (sličan je problem kad čestica prolazi 
kroz potencijalnu barijeru). 

Osobito će biti važni u fizici dvostepeni procesi kad je 
H% = Ej u tzv. rezonanciji. Tada je drugi član beskonačan, pa 
se mora poboljšati aproksimacija. 

Za disperzijsko raspršenje u prvoj jednadžbi (193) zanema- 
ren je prvi član na desnoj strani, a iz najniže aproksimacije 
drugog člana dobiva se <k|H'>, pa se uvrštenjem u drugi dio 
jednadžbe (194) zadržava na prvom i drugom približenju. 
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Sl. 37. Intenzitet koincidencije elastično rezonantno raspršenih y-zraka energije 
144 MeV na apsorberu Na,[F«CN)4]:10H,0 kao funkcija zakašnjenja s 
obzirom na prvu y-zraku energije 123 keV. a za homogeni apsorber, b za 
nehomogeni apsorber s idealnom moći razlučivanja, c za nehomogeni apsorber 
s eksperimentalnom moći razlučivanja 
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Kad je rezonantno raspršenje, iz druge se jednadžbe (194) 
u impulsnom prikazu dobiva 


«BalH'> = h??(palp?e> + KPalH,lp"a"> + 
+ <PBelH,|k><kKIH?] x 
. 


l : : 
x (aru, io 6) (196) 
pa je diferencijalni udarni presjek 
da 4r2h2P'H%H; +, 2, 
KE Zo) ? (Kp'a'|H,|p?a") + 
(197) 


+Xx<PelH,|k'> (KIH). 
m 
Iz prve jednadžbe (193) može se uz pomoć druge (194) eli- 
minirati «Ba'lH'), pa se dobiva 
(Ho — E; — 4 + iby)<kIH> = 


= h*?<kIH,|p?a%) + X <kIHO(ax — ib), (198) 
k+k 


(sa zamjenama: za pomak energije a, vezanih stanja i širinu 
rezonancije na polovici maksimuma 2b,), gdje je pomak energije 
vezanih stanja: 


E HIM lpa od pe => 1 
SIKI PE Bg (199) 
a poluširina rezonancije na polovici maksimuma 
m 2 
yo 
b=mX PH; KIH, |P'eoxaXl? sino dodx. (200) 
z 00 


Nepravi integral a, treba shvatiti u smislu glavne vrijednosti 
integrala, pa mu glavni doprinos dolazi od singulariteta. 
Obje veličine su realne, a b, je pozitivna u skladu s defi- 
nicijom. Pojave dodatnih realnih članova a, i b, neposredan 
su odraz kompleksnog karaktera rješenja «Bx|H'). 
Integracija u izrazu za b, odnosi se na smjerove izlaznih 
čestica, a zbrajanje na sva moguća konačna stanja mete. 
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Kao i za disperzijsko raspršenje, diferencijalni udarni presjek 
za rezonantno raspršenje osim rezonantnog člana ima i direk- 
tni i njihove interferentne članove. Za Hy + E, rezonantni član 
prelazi u disperzijski. 

Kad je energija projektila vrlo blizu energije jednog od 
vezanih (složenih) stanja projektila i mete, doprinos se direktnog 
raspršenja može zanemariti. Ako su nadalje rezonancije uske i 
dobro razlučene, može se zanemariti i doprinos od ostalih 
rezonancija, pa je diferencijalni udarni presjek 


do 4r2h?H$H;P' KBelH,k>lžIKKIH aip? a0d2 
do Gore (H—E—a)'"+bi 
ab, We W, 
 2r(H-E-a)+b; 
Integrirajući po svim kutovima izlazne čestice i zbrajajući 
po svim konačnim stanjima mete, totalni je udarni presjek kao 
funkcija energije projektila i početnog stanja mete (177) H4 
2 ro m0 0\[2 
ja da do = 4rnh*H; šaćkiH1 ip 2 >| = 
e. Jdo 2P (M—-E—-a)+bi 
= by W,/n 
(M-E—a)'+b 


(201) 


(202) 


Udarni presjek za rezonantno raspršenje oko Hy = E; + 4, 
ima izraziti maksimum, pa je broj raspršenih zapravo jednak 
broju apsorbiranih čestica, te se govori o apsorpcijskoj liniji 
širine 2b, = IT, na polovici maksimuma. Nadalje, očekuje se 
da će b, biti povezano s vremenom trajanja rezonantnog stanja 
relacijom r, = 4/(2b,), u smislu relacija neodređenosti (82), ili s 
ukupnom vjerojatnošću prijelaza, integriranom po kutovima 
izlazne čestice i zbrojenom po svim mogućim konačnim sta- 
njima mete, koja iznosi W, = 2b,/li ili T,/A. 

Integrirajući totalni udarni presjek (202) preko svih energija 
Hy, dobiva se udarni presjek za apsorpciju (pri čemu je zane- 
marena energetska ovisnost veličina u brojniku i nazivniku) 


212 p10 
ile | odi, = Iso ŽIKIH la)? = W,(k,p%9), (203) 
što zaista odgovara vjerojatnosti apsorpcije u jedinici vremena, 
ako upadna struja sadrži jednu česticu na jedinicu površine, 
jedinicu vremena i jedinicu energije. Apsorpcija se događa iz 
početnog stanja mete |x%) u vezano (složeno) stanje mete i 
projektila. Svi procesi apsorpcije su rezonantnog karaktera, a 
energija se održava. 
Integrirajući diferencijalni udarni presjek po energijama Hy, 
dobiva se integral 


"da, 
| godii- 
4r2h2H9H4P m 3 
= pop PZ IHANOČKRH, p?ad = 
W, 
sE (204) 
W, 


koji je jednak umnošku vjerojatnosti apsorpcije i emisije podi- 
jeljenom ukupnom vjerojatnošću emisije. 

Vjerojatnost emisije iz vezanog (složenog) stanja čestice 
(fotona) s prijelazom mete u stanje |x'> zadana je relacijom 


zi 2nH,P' 
W4P'e,k) = 5752 KPH)“; 
PH, dP 
=P*——=0[H(P)]; 
Z dH, e[H;(P)] 


2 
ih Wesinow' dw'dx' = da =W,, (205) 


gdje su w i x polarni kutovi emitiranog zračenja ili čestice. 
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To je, zapravo, vjerojatnost emisije čestice u jedinici vremena 
u jedinični prostorni kut uz istodobni prijelaz mete u stanje |x'). 

Ako se rezonantno raspršenje odvija preko najnižeg rezo- 
nantnog stanja, raspršeno će zračenje (čestice) sačuvati sve 
karakteristike upadnog zračenja (polarizaciju, energiju), samo će 
promijeniti smjer, što se vidi iz simetrije vjerojatnosti za emi- 
siju i apsorpciju. Ta se okolnost iskorištava kod Mossbauerova 
efekta i optičkog pumpanja. 

Rezonantni procesi odvijaju se u dva koraka, a za svaki 
od njih posebno ispunjen je zakon o održanju energije. Ako 
se izlazna čestica razlikuje od upadne, takvi se procesi zovu 
reakcije. Ne samo meta nego i projektil može biti složeni 
sustav (s pobuđenim stanjima), pa će osim geometrije matrični 
elementi odraziti i složenost dinamičkih mogućnosti. 

Povijesno su ova razmatranja potekla od lorda Rayleigha 
(1894), koji je razmatrao raspršenje zvučnih i svjetlosnih valova 
na malim nehomogenostima. E. Schrodinger (1926), M. Born 
(1926) i P. A. M. Dirac (1927) prilagodili su metode klasičnog 
računa smetnje problemima kvantne fizike. Rezonantna stanja u 
vezi s a-raspadom promatrao je G. Gamow (1928) te nešto opće- 
nitije V. Weisskopf i E. Wigner (1930). 

Dosadašnja izlaganja temelje se uglavnom na radovima 
P. A. M. Diraca (1927, 1947), a veza sa sličnim stacionarnim, 
B. A. Lippmann i J. Schwinger (1950), i nestacionarnim raz- 
matranjima, W. Heisenberg (1943), dobiva se pomoću relacije 


Da aka age maj pe as 
Pp p 


om 


F i(H,—H,)t 
[emo TA ») 


H,-H 


p p 


1 —expi(H,p — Hpjt/h__ i 
H,-H, h 


= lim 


to 


dt. (206) 
o 


Vremenski ovisna smetnja. Dosadašnja razmatranja odnosila 
su se na promjene stacionarnih stanja atoma u statičkim po- 
ljima i moguće promjene stanja mete i projektila u sudarima 
mjerenih vrlo daleko od mjesta događaja. Oba su modela 
stacionarna, jer vrijeme ne uključuju izravno. Raspodjeli ener- 
gije, impulsa i impulsa vrtnje na sudionike procesa posvećeno 
je najviše pažnje. Prostorno-vremensko odvijanje procesa zanim- 
ljivo je ako se, npr., zračenje nalazi u ravnoteži s izvorima kao 
pri zračenju crnog tijela ili pri vremenskoj diskriminaciji 
procesa. 

Ako je statičko vanjsko polje dovoljno jako, ono će pobuditi 
i prijelaze. Prijelaze će, naravno, pobuditi i vremenski ovisna 
smetnja. Za razmatranje prijelaznih vjerojatnosti prikladno je 
poslužiti se vremenski ovisnom Schrodingerovom jednadžbom 
za valnu funkciju ili ekvivalentnim unitarnim operatorom vre- 
menske evolucije. Naime, ako je vektor stanja |atg> u trenutku 
t=t, nakon vremena t bit će lat). Schrodingerova je dife- 
rencijalna jednadžba linearna, pa su ta dva stanja povezana 
unitarnim operatorom evolucije koji zadovoljava diferencijalnu 
jednadžbu 


lat) = T(tto)lato); —ik-ŠLTt,to) = HOT(1,to) 


. (207) 


uz T(t9,to) == uLA 

Ako se vremenski ovisni hamiltonijan može podijeliti u 
vremenski neovisni nesmetani dio Hy i vremenski ovisnu 
smetnju 14H (tf), prikladno je uvesti operator U, (analogon od 
So) za nesmetani dio, tako da se za (U, !'T) = U(t,to) dobiva 
diferencijalna jednadžba 

ih Š-UG,t) = AUg!"H,(1)UoUt,t9) (208) 
uz Udt,to) = exp[—iHu(t a to)/fi]. 

Ug | transformira vremenski ovisni vektor stanja slobodnog 
sustava u njegovu početnu vrijednost, pa je u tom sustavu u 
smetnji ostala samo specifična vremenska ovisnost za smetnju. 
To je prikaz međudjelovanja (P. A. M. Dirac, 1927). 

Diferencijalna jednadžba za (Ug ' T) ne može se strogo rije- 
šiti pa se opet pribjegava iteraciji [Ug '(f0,t0) T(to,to)= 1 = 
= U(G,to)]: 
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U(,t)= 1-4 U; !H (Uo U(t,to)dt = (2092) 


to 
uz U(t,to)=1+2U5'U,) +42(U4 U) +... 
Skupljajući članove istog reda u /, dobiva se (t'<t"): 


U(E,to) = 1 — F2 Uz GH )U dd — 


t r 
l 
_3aA [ug (€) H,G)U(r)dr' | Uz (0) HC )UAL)dt" +. 
bo to (209b) 


Operator vremenske evolucije često se definira i izrazom 
. 


U(t,to) = opoju T(t,to)exp <, (210) 
što je ekvivalentno s već spomenutom definicijom (208). 

Ako se sa |a'> označi početno (vremenski neovisno) stanje 
slobodnog sustava, npr. atoma i zračenja, a to je ujedno i 
početno stanje hamiltonijana H, jer smetnja počinje djelovati 
tek u trenutku t =, nakon vremena t — ta dobiva se novo 
stanju, kao što i mora biti. 


U(1,to)l'>; — <A1U(Tto)la); 
P(e',a") = Ke"lU |). 


To je vjerojatnost prijelaza sustava iz početnog stanja |a') 
u konačno |a">, u vremenu th>t uz +e". To može zna- 
čiti da se kvant svjetlosti apsorbira ili emitira iz zračenja 
(određene gustoće), a atom iz nižeg (osnovnog) prijeđe u više 
ili iz višeg u niže stanje pod utjecajem međudjelovanja (pri- 
sitna apsorpcija ili prisilna emisija). Energija, impuls i impuls 
vrtnje početnog i konačnog stanja moraju biti jednaki. Da ne 
dođe do zabune, |x'> su sada slobodna i vezana stanja atoma 
i zračenja. 

Vjerojatnost prijelaza je simetrična u početnom i konačnom 
stanju, kao što i mora biti. 

Budući da je operator U4 unitaran, prijelazna vjerojatnost 
je ista za operator U i T tako da do drugog reda iznosi 


Pe) = Ka"lTle>lč = KelUle>P = 


(211) 


i(H;— Ho —t 
jona dr<a"lH,()lr> — 


Ho) — to) a 


t 
3 r jav. =5 
A (+« 


fo i a 


h 
Holt" — to) 
h 


«(a"|H (f)le"> di x 


S H JE. 2 
(UH (eXexpii 9 dila 


(212) 


to 

Osim direktnih prijelaza (kao i za raspršenje), pojavit će se 
i prijelazi nove kategorije za koje se kaže da slijede preko 
međustanja. Najprije sustav iz početnog stanja |x'> kao da 
prelazi u jedno od mogućih međustanja iz potpunog sustava 
stanja |x"3, a zatim u konačno stanje |x"). U eksperimentu 
za određivanje prijelazne vjerojatnosti, od časa ty do časa t, 
mjeri se doprinos obaju članova i njihova moguća interferen- 
cija. Ako međustanje ima znatnije vrijeme trajanja, nakon dužih 
vremena dominirat će doprinos drugog člana. 

Neka se atom s dipolnim momentom —5 nalazi u vremenski 
promjenljivom vanjskom električnom polju E(1), koje ima valnu 
duljinu (dominantnih Fourierovih komponenata) mnogo veću 
od promjera atoma i amplitudu gotovo konstantnu na području 
atoma. Pri toni je zanemarena magnetska komponenta zračenja. 
Neka je nadalje električno polje zračenja linearno polarizirano 
u smjeru dipolnog momenta atoma. Uz te uvjete vremenski 
integrali imaju znatniju vrijednost samo ako Fourierov razvoj 
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E(t') po frekvencijama w' sadrži komponente bliske šow = 
=Ho— Hi, što je, zapravo, Bohrov uvjet za emisiju i apsor- 
pciju svjetlosti. Tako se dobiva 


t 
Ka'lple') | expics(r — to) E(r)dr? = 
to 


= Ka"lple'>l*1E(ow)N*(21)*, (213) 
gdje je E(w') Fourierova komponenta zračenja povezana u kla- 
sičnoj elektrodinamici s tokom energije kroz jediničnu plohu 
po jedinici frekvencije €, = 2nc|E(c')|?. 

Kad su zadane smetnje, vremenski se integrali mogu izraču- 
nati, a ako smetnja ne ovisi o vremenu ili ako je periodička 
funkcija vremena, račun je jednostavan i približno daje 


Aa 77 NO <a"| H, la") «a"| H, la) : 
P(,o") = 2Ka"1H,la> B7 ere 
< E — cosl(Hg — Holt — of] (214) 
(H4 — Ho)“ 


Vremenska integracija daje znatnije doprinose za H4 = Hi, 
pa je eksponencijalna funkcija sa Hg — Hg zanemarena. 


Faktor na kraju relacije (214) može se izraziti, za duža 
vremena (t — to), pomoću delta funkcije: 
= He — Holt — to)/fi t—t 
cos[( L o o)/h] = ( 9)" sag, Hi), 
(Ho — Ho) h 


pa se vidi da su energija atoma i zračenja (slobodnog hamil- 
tonijana) početnog i konačnog stanja vrlo blizu (zakon o odr- 
žanju energije). 

Kontinuirana stanja. Početna i konačna stanja atoma i zra- 
čenja nemaju samo diskretna nego i kontinuirana stanja (što 
se vidi iz razmatranja raspršenja). Ako se uzme da osim kon- 
tinuirane energije konačnog stanja gustoće p(H4) stanje <a" 
ima i dodatnih stanja diskretnog i kontinuiranog kvantnog 
broja BP", «x"|=<H4P"|, integracijom po energiji se dobiva 
[vidi (205)] 

W:(HoB",x) = ( Pl,a")o(Ho)dH4/lt — to) = 
(HoB'IH1l"><a"1H le) 
pi E E g o da H: b 

BO, AH) 
(215) 


Naravno da je Ho = Hy, a o(H4) = e(H4) broj je konačnih 
stanja za interval energije. Tako se izraz za Wy može protu- 
mačiti kao vjerojatnost da u jedinici vremena pod utjecajem 
smetnje sustav prijeđe iz određenog početnog stanja |x'> s 
energijom H4 u jedno od mogućih konačnih stanja iz okoliša 
energije HQ. Ako je smetnja harmonička, kružne frekvencije w, 
tadaje Hg > H,—>(HG— Ho +ko) i (Ho) — 0(0). o(v)dvdQ? = 
= (v*/c*)dvdQ broj oscilatora određene polarizacije, u jedinici 
volumena, u prostornom kutu dQ i u intervalu frekvencije dv. 
Zbrajajući po polarizacijama i integrirajući po kutovima, dobiva 
se 8ro(v) = 8rv?/e?. Vidi (223) i (30). 

Veza W4(H,f",x) (215) i Wap'«,k) (205) može se usposta- 
viti ako se izraze istim prikazom. Identificirajući početna stanja 
la'> =|k> i stanje mete u konačnom stanju, vidi se da je 
razlika samo u prikazu stanja raspršenog projektila ili emitirane 
čestice, koja su predstavljena sa |p'> i IH%,w',x>_i o(Hg)=1. 
Veza je dvaju prikaza |H,,w';yx')—> UdP'/dH, )P? sino Hip). 


Služeći se izrazima za matrične elemente (146), (147), (148), 
(149) i (149b), za vjerojatnost emisije jednog fotona u jedinični 
prostorni kut (oko p') u jedinici vremena uz skok atoma iz 


stanja |a") u stanje <a'| može se pisati za spontanu emisiju 


> 2n 
W(p'a',a") za he "ke lerg 21; 
He) — Ho") 
h , 
=erl projekcija vektora dipolnog momenta u 


2n 
=5 KHoBIHle>— 2 


a "Eda" 


— (aa) = (216) 


gdje je err 


MEHANIKA, KVANTNA 219 


smjeru polarizacije fotona; v(a%,x') je frekvencija emitiranog 
zračenja. 

Množeći vjerojatnost sa hv, dobiva se ukupna emitirana 
energija za određenu polarizaciju. Zbrajajući po dva nezavisna 
smjera polarizacije i integrirajući po prostornim kutovima, 
dobiva se 


4 


5 W(p'a,a)dQ.hy = JS Ka'leFla9)|?sin? 9149 = 
T 
o 


4 o“ 
= gs KeleFle?)i?, 
što se podudara s izrazom za spontanu emisiju izvedenom na 
temelju principa korespondencije, tako da se Fourierov transfor- 
mat dipolnog momenta zamijeni matričnim elementom (35). 
Vjerojatnost apsorpcije. Ako upadni snop fotona sadrži jedan 
foton u jedinici vremena kroz jedinicu površine na jedinicu 
energije, vjerojatnost apsorpcije iznosi (203) i (149) 


(217) 


8r3v 
Wa. p9a9) = 7 Karleri [a)|. (218) 

Isti rezultat izlazi i iz jednostavnog semiklasičnog razma- 
tranja apsorpcije ako se €, = hv zamijeni energijom jednog 
fotona (213). 

Diferencijalni je udarni presjek za direktno raspršenje za- 
pravo isti kao u klasičnoj teoriji i predstavlja samo elastično 
raspršenje fotona na slobodnim elektronima: 

e* dg 
BE 
mel i dQ' 


jer se stanje mete i projektila ne mijenja. Osim spomenutog dva 
su člana simetrična u indeksima početnog i konačnog stanja 
koji doprinose disperziji. Jedan je klasične, a drugi čisto kvantne 
prirode (negativna apsorpcija). 

Uvrštavajući iste matrične elemente u liferencijalni udarni 
presjek za disperziju (195), dobiva se 


' d "n " d 0 
da ety LETE zlu ><a lele > 
dQ2 hžetvo(m e a v — v(a"',09) 

nk sadong 
3 Kire ><a Cuo o 2 (2ne)* o 
v' + v(a"',a9) h2c* 


, 


(219) 


HI | Kalrrla"><e"lrjla*> — <«inšla><e"ir? 3 ; 


VP — v(a",0%) v' + v(a",a9) 


uz H—E=hv+ HA) — Ha") = h[vo — v(e",09)] i Ho— 
—E=—h[v+v(a",x)]. 

To vrijedi za dvostepene prijelaze u kojima emisija slijedi 
apsorpciju i obratno. vo je upadna, v raspršena frekvencija, 
a v(a",a) frekvencija međustanja. Prvi član u (219) odgovara 
direktnom raspršenju, a drugi je normalan član ili koherentni 
dio disperzije, jer ZA V = ima klasični analogon (elastično 
raspršenje). U trećem su članu iskorištene relacije CKHrlp" a) = 
= (ptalH,le) i (pa \H,lk> = «a'\Hlp? Pe"), jer se foton 
prvo emitira na račun energije atoma, a onda apsorbira (ne- 
gativna apsorpcija, prisilna emisija), što je tipičan kvantni efekt 
i nema klasičnog analogona. Od prve formule na drugu prelazi 
se uz upotrebu pravila komutacije, što omogućuje pisanje obaju 
članova u kompaktnom obliku. To je formula za disperziju koju 
su H. A. Kramers i W. Heisenberg (1924) dobili na temelju 
principa korespondencije. Kompaktan izraz svjedoči o konzi- 
stentnosti aproksimacije. 

Promjenu frekvencije svjetlosti pri disperziji otkrili su G. 
Landsberg i L. Mandelstam na čvrstom stanju, a C. V. Raman 
i K. S. Krishnan u tekućim otopinama (1928). 


Statistički operator. Do sada su razmatrane uglavnom pojave 
kojima su stanja (početno, konačno itd.) potpuno određena 
kvantnim brojevima. U analogiji s klasičnom statistikom za 
mnoštvo čestica može se, doduše samo formalno, uvesti statis- 
tički operator o s pozitivnim svojstvenim vrijednostima g': 


o=X|mP,<ml; elo? = elo); 


o<elo>=XP,Kme?l, 


(220) - 


koji zadovoljava diferencijalnu jednadžbu ine =Hoe—eHi 
ima dijagonalne matrične elemente, ćmlolm) = P,, = |C,,|?, 
XP, =1. Ovdje je Im> potpuni skup mogućih kvantnomeha- 
ničkih stanja, a P,, vjerojatnost s kojom su pojedina stanja 
zaposjednuta i koja ovisi o vanjskim uvjetima (ona je do sada 
označavana sa |C,,|?). Poznavajući početno stanje (u trenutku to) 


statističkog operatora, on je određen diferencijalnom  jed- 
nadžbom za sva vremena. 


Srednja je vrijednost operatora fB, s obzirom na čisto stanje, 
«mjB|lm?>, a za statističku mješavinu može se napisati 


xP,<miBlm> = X Pr mi» <&iBim> = 


= 2 <«čloBić> = Tr(oP). (221) 


Matrični su elementi statističkog operatora u prikazu po- 
moću |&') 
«člelč> = XKčImi“P,; 
»šlek>=XP,=|, 
Š m 
a zbroj je dijagonalnih elemenata jednak jedinici ako su stanja 


|€'3 i Im) normirana na jedinicu. 
Ako su stanja |«'> vremenski promjenljiva, dobiva se 


=XUle>P, (10;  <a'lola'> = XP, Ple,a), 


(222) 


gdje je U operator vremenske evolucije, pa je vjerojatnost da 
bude u stanju |x") ako je sustav u početku bio u mješavini 
stanja |a'> s vjerojatnostima P,. 

Za fotone se može iskoristiti relacija 


0 = (Ip>ny<pld*p; — <rlelr>=/[<rip>np (Pir>d*p = 


nA + > h3v2 
SELVAKJE r-dvdQ; I, =nhv/e?, = (223) 


što predstavlja broj fotona u jedinici volumena, prikazan inte- 
gralom preko impulsnog prostora, pa se n7/h? može protuma- 
čiti i kao broj fotona u jedinici faznog prostora. Odatle slijedi 
opći zaključak da je broj fotona u jedinici faznog volumena 
jednak broju n> u diskretnom stanju podijeljen sa h?, pa je 
element volumena faznog prostora h* ekvivalentan diskretnom 
stanju (zaključak vrijedi i za druge čestice). U relaciji (223) dQ2 
jest element prostornog kuta oko smjera p. 

Raspodjeli fotona ng v*/c* odgovara intenzitet I,, koji pred- 
stavlja energiju na jedinicu površine, vremena i frekvencije, i 
gustoća energije 5 hvv/c* u jediničnom prostornom kutu i na 
jedinicu frekvencije. I, je intenzitet upadnog zračenja na jedi- 
nicu frekvencije. 

Faktori n37 +1 i nz; koji se pojavljuju pri emisiji i 
apsorpciji zračenja, mogu se izraziti i pomoću intenziteta 
1 +hv?/e? = (137 + Dhv?/ež i 17 =ngrhvj/e?. Emisija i 
apsorpcija pojavljuju se zbog djelovanja upadnog zračenja in- 
tenziteta I,. Emisija će se, međutim, pojaviti i kad je n;7 =0; 
to je tzv. spontana emisija (često se kaže da ona nastaje 
zbog fluktuacije vakuumskih polja, jer nema realnih kva- 
nata koji bi je pobudili). Stimulirana emisija povećava efekt 
spontane emisije (djeluje koherentno), pa će frekvencija i polari- 
zacija obiju emisija biti jednake. Omjer prisilne i spontane emi- 
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sije u skladu je s Einsteinovim relacijama 1,7:hv?/c%. Treba 
napomenuti da se radi o svjetlu određene polarizacije, jedi- 
ničnom prostornom kutu i intenzitetu, pa nema razlike u od- 
nosu na prije navedene formule (30). 

Veza stacionarnog i nestacionarnog prikaza. Ako je hamilto- 
nijan zatvorenog sustava H, postoji jednostavna veza između 
operatora vremenske evolucije T i rezolvente R prema rela- 
cijama 


T(1,0) = exp(—iHt/H); H- 


R(Z) = 
gdje je 


R(Z) = T(:,0)exp(iZt/h)dr,  uzImZ<0, (225) 


[ks o 


R(Z) = = . T(O)exp(iZt/i)dt, uz ImZ>0. (226) 
š 


Odatle se vidi da za duža vremena rezultati vremenskog i 
stacionarnog pristupa moraju dati isti rezultat. Može se također 
reći da se vremenski ograničena pojava nakon dužeg vremena 
proširi na čitav prostor. 

Raspršenja. Više puta je naglašeno da je velika većina (ako 
ne i svi) procesa u fizici povezana s raspršenjem. Pri raspršenju 
pripremljeni projektili (valni paketi) padaju na metu iz područja 
u kojem nije bilo uzajamnog djelovanja, a nakon raspršenja 
(reakcija) opet se mjere izlazne čestice (valni paketi) nakon što 
je prestalo uzajamno djelovanje projektila i mete. Valni se pa- 
ket može izgraditi iz vremenski ovisnih rješenja u prikazu među- 
djelovanja (Diracov prikaz |at)p) u kojem se vektor stanja ili 
valna funkcija vremenski mijenjaju u ritmu smetnje. Valni paket 
Hpp(t)> složen iz rješenja |at2p zat > —oo i t> +00 prelazi 
u vremenski neovisni valni paket početnog |P.) i konačnog 
IP,> stanja slobodne jednadžbe. Prema tome vrijede relacije 


lim |yo(t)> =18,)>l22; lim |pop(O)=I$>—|b>, (227) 

t>—o t>+o 

gdje su la) i |[b> rješenja slobodne jednadžbe ravni valovi. 
Vjerojatnost da se čestica nađe u konačnom stanju bit će 

proporcionalna kvadratu matričnog elementa matrice S (W. 

Heisenberg, 1943) 


lim <«Erlvp(t2)>= lim lim «$1U(t2,1,)|0;) = (bl Sla), 
ta>+% 2>+%t>-% 
(228) 
koja je granični slučaj operatora vremenske evolucije 
IPo(r2)? = U(t2,t,)lpo(t1)X; lim lim U(t,t) = S. (229) 


t+>*+0%t>-o 


Da se poveže stacionarno i nestacionarno promatranje i da 
se napišu kompaktne formule za matricu S, treba uzeti u obzir 
da je za stacionarni kontinuirani spektar 

Hola) = Ela); Hlat> = Ela*); 
(230) 


lat) = la + lim la+), 


205 E, + ig 
uz (bla) = š(b — a) i «at|bt) =č&(a—b), 
vezana stanja 

Hla> = E,|e> uz <e|B> = &,, i <Bla*) = 0. 


Eksplicitni je oblik operatora vremenske evolucije za nestacio- 
narno stanje 


a za diskretna, 


(231) 


iH,t —iH(t—t —iHyt 
U(t,to0) = €xp > exp id Mew Le, 


š a g (232) 


HiH, ne ovise eksplicitno o vremenu. 
Veza stacionarnog i nestacionarnog promatranja dobiva se 
iz relacije 


(224) 
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lPo(0))? = lim U(Otolpp(to)>= lim U(0,10)|$;) = |a*), 
l>—o lh> — o (233) 
ili iz relacija 
lim U(0,z0)la> =1a'?; lim _U(0,to)la) = la"). (234) 


to>-o lo> +00 


Rješenje vremenski ovisne Schrodingerove diferencijalne jed- 
nadžbe u prikazu međudjelovanja u času t = 0 povezano je s 
izlaznim |a* > i ulaznim |a  xrješenjima stacionarnog problema. 

Račun je proveden razlaganjem valnog paketa | P,> po rješe- 
njima |a> slobodnog hamiltonijana Hy, a zatim stanja |a> po 
potpunom sustavu rješenja |c">) i |B) ukupnog hamiltonijana 
H. Pri tom su za slobodna i vezana stanja upotrijebljene re- 
lacije koje slijede iz o i (231) 


«e*|a) = &(c — a) + lim € IHila) 


«BIH la) 
lim —E, == ig 


E, m E, 
(235) 


3 «Bla? = 


Zbog toga što je 
expli(E, F E) to/4] 


i 0; 
E DERI 
lim fexp[i(E, — E,)to/h] F(EJdE, = 0, (236) 
lo>-o 


ostaje doprinos samo prvog člana neprekidnog spektra. Spektar 
se vezanih i slobodnih stanja ne prekriva, pa ako je f(E,) re- 
gularna funkcija od E,, tako da je integral za th> +00 u 
redefiniranom smislu Riemann-Lebesgueova integrala jednak 
nuli. 

Za matrične elemente matrice S može se napisati 


«biSla> = lim lim  <bIU(2,0)U(0,t,)la) =<b-lat) = 
la> +ot>-o 
= lim epli(E,— E,)t2/4] bla" > = 
t2> 
= 8(a — b) — 2-i8(E, — E,)<biRla*) (237) 
Pri tom su upotrijebljeni izrazi 
i(E, — Et 
im E DEN ie) 
h>+% E —E,—iz (238) 


«b|H,|c)ćclRla") 
(bIRla*> = <bIHla*) = (BIH la) + x SINO Kila» 
a L-E tis 
pa se vidi da su matrični elementi matrice S povezani s matrič- 
nim elementima matrice R koji se, kao i prije, mogu izračunati 
iteracijom. 

Sada se može definirati i prijelazna vjerojatnost da sustav 
iz stanja |a) prijeđe u is vremena u stanje <b|, pa je 

W(a,b) = lim II U(t,to)la>1? = 


BEK 


2 


= £8(6 — a)Im<biRla* > + ZAE, — E,)\<blRla*>12. (239) 


Veza s udarnim presjekom (za a + b) određena je izrazom 
2 6(E, — E,)|<blRla*>|? 
h | Jine| 


Osim ulaznih i izlaznih valova, mogu se promatrati i stojni 
valovi koji zadovoljavaju jednadžbu 


(240) 


Spa = 


s goHi1la2; «biHila) = (biKla?). (241) 


1 
a>=|a>+P 
la) =|a) Em 
Jednadžba se može riješiti iteracijom. Novo uvedena matrica 
K povezana je s matricom R relacijom 


(bIRlat> = (biKla'> Fin X8(E,— E)<bIH,lc><«clRla+>. 
4 (242) 


Isti se rezultat za matricu S (228), (229) i (237) mogao dobiti 
i direktnom integracijom razvoja operatora vremenske evolucije 
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(209b), služeći se koncepcijom adijabatskog uključivanja i isklju- 
čivanja međudjelovanja za t> +00. To se postiže zamjenom 
H,(t)>H(de-"" sa g>0. 

Često je za centralnosimetrična međudjelovanja upotrijebljen 
sferični prikaz da bi se istakla ovisnost o kutu raspršenja izlazne 
čestice. Osim kuta izlazne čestice, u račun se uključuje i fazni 
pomak $/(k) za pojedine parcijalne valove kao mjerilo odstu- 
panja pravog stacionarnog rješenja radijalne Schrodingerove 
jednadžbe od ponašanja upadnog ravnog vala za velike vrijed- 
nosti od r. Taj uvjet daje 


s Cjeič sin(kr — 1n/2 + 8,) P,(c0s 9) = 
I=0 kr 
SŠ . k ikr 
_Sa+ pasi? peos 9) + 1%, (29 
120 


gdje su P,(cos9) Legendreovi polinomi. Na lijevoj je strani sta- 
cionarno rješenje valne jednadžbe za veliki r, uz pretpostavku da 
međudjelovanje iščezava brže od 1/r za r>oo, a na desnoj je 
strani razvoj upadnog ravnog vala i izlazni kuglasti val. 

Usporedbom članova uz eikr i e-ikr za amplitudu raspršenja 
i konstantu S dobiva se 


1(9) = : > (21 + 1)(ež'% — 1) Pi(cos9); C; = 


21+1)i!. 
ZikŽ (21 + 1)i!. (244) 
Diferencijalni : udarni presjek 
2 2 
o(9) = Žž (21+ 1jeišsin&,P,(cos9)| , (245) 


pa se vidi da sadrži i interferentne članove pojedinih parcijal- 
nih valova. 
Integrirajući po kutovima, izlazi 


Žan 


o(9)sin 3 d9 do = 


(246) 


“+ X (21 + 1)sin?8,. 
dB kć izo 


0 


To je, naravno, formalno rješenje, jer fazni pomak ostaje 
nepoznata veličina sve dok se ne nađe asimptotsko ponašanje 
stvarnog rješenja. 

Asimptotski oblik rješenja (243) može se pisati 

: 1 ( l 
x(2/+1 NEG —ilkr— —l 
pa i skr lo il KE ") 


/ 1 \ 
— exp(2id,) exp ilkr— 5-lm) (247) 


| P,(cos9), 


iz kojeg se vidi da za š, = 0 rješenje prelazi u ravni val i da 
nema raspršenja. Nadalje se vidi da je stacionarno rješenje na- 
pisano u obliku linearne kombinacije ulaznih i izlaznih sferičnih 
valova, koja su bila označena sa <7|a*>. Dijagonalni element 
matrice S povezan je s faznim pomakom, a fazni pomaci s 
interakcijom prema izrazima 


Si(k) = exp[2i8(k)]; exp(iš,) sin š, = 
mi 
sk I jlkr) Hat) ćrll' >dr, 
nI) 
gdje je j: sferična Besselova funkcija, (rl|* > radijalna funkcija 
od (243). 
Totalni fazni pomak Š, za [-ti parcijalni val može se rastaviti 
na fazni pomak za potencijalno &f i za rezonantno raspršenje 
Ši, pa su matrice i amplitude raspršenja 


S, = exp(2i8,) = exp[2i(8f + &f)] = Sf + SF 
1 — S, = 1 — Sf + exp(2i0f)(1 — St) = ST(Ar + A0) 
uz AF =exp(—2i8f)-1 i Af=1—Sf. 


Dva su uobičajena načina da se fazni pomaci i matrični 
elementi matrice raspršenja povežu s rezonantnim parametrima 


(248) 
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energije E; + a = E, (199) i širine stanja b = I'/2 (200). Prvi 
iskorištava opće analitičko svojstvo matrice raspršenja kao 
funkcije faznih pomaka koji ovise o valnom vektoru ili energiji 
u ravnini k ili E, pa ne ovisi o detaljima modela. Drugi način 
pretpostavlja konačan doseg i prestajanje uzajamnog djelovanja 
projektila i mete na udaljenosti R od središta raspršenja. Zbog 
neprekinutosti logaritamske derivacije na plohi, moraju logari- 
tamske derivacije slobodnog rješenja (izvan plohe) i rješenja u 
području djelovanja potencijala biti jednake, pa se slobodna 
rješenja na plohi R mogu iskoristiti za prikaz matrice raspršenja. 
Obje metode osnivaju se na svojstvu totalnog udarnog pre- 
sjeka, koji za realne energije projektila E = E,, za koje je 
=(2r+ 5, sar=01,2,..., 
nancije) širine I, na polovici maksimuma (sl. 36). 
Fourierov transformat rezonantne amplitude proporcionalan 
je valnoj funkciji 
( —iEt It 
ex —_—!i: 
ME Sr) 
što se može protumačiti i tako da su za rezonantna stanja ener- 
gija E=E,—if/2=(h"/2m)k? i valni vektor k= +ky Fik' 
kompleksne veličine (svojstvene vrijednosti nehermitskog opera- 
tora), pa uključuju i neelastične procese. Oba predznaka valnog 
vektora vode uz pozitivne ka i k' na vremensko opadanje am- 
plitude rezonantnog stanja. Gornji predznak daje izlazni val s 
porastom amplitude uz povećanje r, a donji vodi na vezano 
stanje. Porast amplitude izlaznog vala s udaljenošću razumljiv 
je iz relacije 


ima izričite maksimume (rezo- 


exp(ikr) = exp(+ikgr + k'r), = (249) 


hp h 
uz k= o E=—(k—k?), (250) 
2m 


2hvo 


jer se u udaljenosti r nalaze čestice koje su se pojavile iz 
izvora u ranijem trenutku t — r/va, kada je izvor bio jačine 


E r 
exXp ga GS 
Isti račun za ulazni val daje 
—iE,t m, BR) : 
e&p—i- ep —>;lt+; . exp(—ikor), (251) 


pa se vidi da se iz ulaznog vala čestice apsorbiraju (sl“ 37). 
Rješenje Schrodingerove jednadžbe izvan područja potenci- 
jala (r > R) može se napisati u obliku 


vw)=—x pa [au; (r) + bur otok JA (21+ 1) 12"! x 


kr»! 
x ja: -i(kr-5-l=) — S, exp i(kr—5-l=) y%9) = 
l sd i \ zo 
_V=y 3. (21+ 1)U2il+ 'exp(id) ep —i \kr-> 7i"+4)- 
krizo 
_ exp ilkr-—in+)|, (252) 


a izraz među posljednjim vitičastim zagradama, koji je sime- 
tričan u ulaznom i izlaznom valu, može se napisati, ističući 
njihovu energetsku ovisnost, 


A(E)exp(— ikr) — AF(E)exp(ikr) = 

= [E — (E, — iF'/2)\C,exp(— ikr) — 
—[E—(E,+irF/2)]Cfexplikr). (253) 
Za kompleksnu rezonantnu energiju E = E, — if'/2 amplituda 
ulaznog vala iščezava A,(E, — if'/2) = 0, pa se može u okolišu 
nultočke razviti u red i zadržati prvi član razvoja. Rezultat je 
napisan na desnoj strani izraza (253) uz istaknutu ovisnost o 
E, E, i T. Izlazni val iščezava za E=E,+1iI/2, pa se 
pojavljuje simetrija u FiT'/2, tj. u emisiji i apsorpciji Sa 
/ dA(E) 


C,= ( ) označena je derivacija po energiji ampli- 
dE /p_p,_irn 
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tude ulaznog vala u nultočki (to je kompleksni broj). Cf je 
derivacija po energiji amplitude izlaznog vala. 

Usporedbom srednjeg razvoja s posljednjim dobiva se opće- 
niti izraz za matricu raspršenja: 


CfE-E-ir,/2 


S, = exp(218;) = exp(il ača Rk i SAAB: 
1 p(2i8;) PUNE E—Erir,/o 19% Uz 
P BE onu PIŽ_i- 
Sr = expliln) >> i ISl*=1; 
C, 
g -E-B-iT2_, ITI 
eV ire“ JES SINJA 
=1-A i ISž=1 (254) 


uz E=E*. 

Fazni su pomaci za elastično potencijalno i rezonantno 
raspršenje realni: 
[C,— (—1tCf. nj 
CG + (-1C* na 
za E=E,, tan&f > +00,a8>(2r+1)r/2 sa r=0,1,2, pa 
fazni pomak ima skok. Udarni je presjek 

i, a oka k 

E=Hrirp*“ 


tan&P=i tan&f = 


(255) 


s=5%X(21+1) 
k*izo 


: 4x“ 
x = X (21 + 1)AFI? =2: X (21 + Osinža, (256) 
I=0 


K"i=0 


gdje je Es E,, AF > AF, pa se A! može zanemariti. Udarni 
presjek ima maksimum. 


10 


Fazni pomak 8(“S5,,) 


lo 


LI4 18. 122 126. 130 134 


Energija upadnih elektrona 


138 


SI. 38. Fazni pomaci za seriju rezonancija pri raspršenju 

elektrona na pozitivnim ionima dušika. Energije su 

upadnih elektrona u rydbergima, Ry = 2,179914. 
+ 107153 = 13,605 eV 


Na sl. 38 i 39 prikazani su fazni pomak i totalni udarni 
presjek za rezonantno raspršenje elektrona na ionima dušika. 
Ion dušika kao da se nalazio u početnom stanju 
[(15)%(2sX2p)*]*S, i [(1s)%2s)%(2p)2] 'S,, a elektron upao u stanje 
3s i stvorio rezonancije ([(1s)'(2sX2p)*]("S2)3s)*S2,, i 
([(15)%(25)(2p)?1(S0)35) 2S,,». Oba su rezonantna stanja dušika 
pobuđena stanja koja emitiraju elektrone (autoionizacija). U 
prvom je jedan elektron 2s u stanju 3s, a u drugom jedan je 
od elektrona 2p u stanju 3s. Udarni je presjek za rezonanciju 
*Si,2. Na sl. 38 prikazan je fazni pomak za raspršenje elektrona 
na dušikovim ionima za seriju [(1s)*(28)%)(2p)%(2S1)ns1*S3,2. 

Ako se logaritamska derivacija radijalnog rješenja Ur) i 
logaritamske derivacije u “(r) ulaznog i u*(r) izlaznog vala za 
r = R označe izrazima 


_ (dut) 1 
ena 
duž 1 (257) 
f*=R FALAP 


dobiva se da su realni i imaginarni dio logaritamske deriva- 
cije ulaznog i izlaznog vala realne veličine, te da je s, još i 
pozitivna. 

Za matricu raspršenja i amplitudu rezonantnog raspršenja 
dobiva se 


MEHANIKA, 


KVANTNA 
S= epQisAzA uz a = exp(2i6;); 
uje ć (258) 
AR m —isS Š ir; 
1 (Ref; — A) +i(Imf; — s) gain 


Konačni se rezultat dobiva ako se zanemari imaginarni dio 
od f, (Imf; = 0) i ako se ograniči na elastične procese i realne 
fazne pomake. Nadalje je realna rezonantna energija E/ defi- 
nirana relacijom (fi — A)g-g: = 0. 

Razvijen je fi— Ar u okolišu E = E! u red i, kao prije, 
zadržani su samo linearni članovi, pa je 


1 

a = —MESE 
o h 
a izraz 2(9)2s, = I! uveden je kao širina stanja. 

Za računanje emisije i apsorpcije fotona i usporedbe s 
iskustvom često se upotrebljava prikaz u kojem su iznos im- 
pulsa vrtnje j i njegova projekcija m na os kvantizacije dobri 
kvantni brojevi. Naravno, iz početnog stanja u konačno mogući 
su oni prijelazi koji osim energije čuvaju i ukupni impuls 
vrtnje i njegovu projekciju na os kvantizacije. 

Vjerojatnost je emisije jednog fotona frekvencije ew u jedinici 
vremena pri prijelazu atoma iz stanja ajm u stanje a'j/'m' u 
prostorni kut dQ2 oko smjera 9 napisana u novom prikazu 


(E- E)= 


(259) 


0? ši LU . 
zo I mler YPlajm»l*f(, udo, (260) 


gdje su a i o dodatni kvantni brojevi. Funkcija f(9,u) ovisi 
o polarnom kutu 3 i indeksu operatora koji predstavlja zra- 
čenje. Za dipolno zračenje ta je funkcija 


f(9,0) = T sing; (9 )=f(9-)= 77U + 0829). (261) 
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rez 
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o energija 


w_| kb. 4 l 
0.1774. 0.1778 01782 0,1786 0.1790 0.1794 0.1798 01802 
Energija elektrona Ry 


SI. 39. Udarni presjek a dušikovih iona N* oko široke rezonancije kao funk- 
cija energije upadnih elektrona IT —0,02eV, a r=3-10-!'*s 


0.1770 


To su isti izrazi koji se dobiju za klasične dipole koji titraju 
u smjeru osi z te onih u ravnini x,y s razlikom faze između 
P,i P, za +u/2. Često se ravni val određene polarizacije, 


“što se prostire u smjeru osi z koja je ujedno i os kvantizacije, 


razvija po sferičnim Besselovim i vektorskim kuglinim funkci- 
jama i time se odvaja radijalni i angularni dio. To omogućuje 
u općenitom slučaju jednostavnu transformaciju u bilo koji 
smjer kao smjer motrenja. Ako je, kao za Zeemanov efekt, 
vanjsko polje aksijalno simetrično, mora se zbrajati preko pola- 
rizacija i rezultat je neovisan o tome da li je kao bazična 
parametrizacija iskorišten linearni ili cirkularni prikaz (ne ovisi, 
naime, o azimutu). 


MEHANIKA, KVANTNA — MEHANIKA LETA 


Izvori zračenja, dipolni momenti atoma u promatranom slu- 
čaju, množeni su skalarno s elektromagnetskim poljem, što 
je skalarna veličina, pa je to jamstvo da se ukupni angularni 
moment atoma i zračenja ne mijenja. To je sadržano u mat- 
ričnom elementu dipola, u kojemu je razlika projekcije impulsa 
vrtnje početnog i konačnog stanja atoma mj — m,y=Am= —u 
jednaka po iznosu i suprotna po smjeru projekciji spina fotona 
u. Zeemanova komponenta s višom frekvencijom uvijek ima 
Am= +1l,au= —1, pa je desno cirkularno polarizirana. Rela- 
cija m; + u = my, koju zadovoljavaju projekcije angularnih mo- 
menata atoma i zračenja, zove se izborno pravilo za mag- 
netske kvantne brojeve i strogo vrijedi. Zračenje povezano s 
prijelazima Am =0 polarizirano je paralelno, a ono sa 
Am = +1 okomito je na vanjsko polje (os kvantizacije). 

Matrični element 


san ; /-m j lji s: B 
Y SE m nr) 
7 mjerYelajm =(-9-"| "umj ĆI ler Vila), (262 


može se faktorizirati u dio koji ovisi o magnetskim kvantnim 
brojevima preko koeficijenata vektorskog zbrajanja angularnih 
momenata i u reducirani matrični element. Komponente angu- 
larnih momenata zbrajaju se skalarno, a angularni momenti 
vektorski, pa su različiti od nule za stroga izborna pravila: 


—m+u+m=0ij+j>1>lj—jlili F+j+1=0. (263) 


Reducirani matrični element odražava složenost stanja, ve- 
zanje angularnih momenata i ovisi o radijalnoj gustoći atoma. 
Reducirani matrični element može približno zabraniti i neke 
prijelaze koji su dopušteni strogim izbornim pravilima. 

Za normalni Zeemanov efekt vidi se da će, gledano u smjeru 
polja, postojati dvije linije sa Am = +1. Ona veće frekvencije sa 
Am = 1 desno je cirkularno polarizirana, a ona manje frekven- 
cije sa Am = —1 lijevo je cirkularno polarizirana. Za 3 > 0 poja- 
vit će se tri. linije s eliptičkom polarizacijom sve do 9 = 1/2. 
Tada je od triju linija ona sa Am = 0 polarizirana paralelno 
s magnetskim poljem i one sa Am= +1 polarizirane_ su 
okomito na polje. 

Budući da je suma apsolutnog kvadrata matričnog elementa 
po magnetskim kvantnim brojevima početnog (m) i konačnog 
(m') stanja neovisna o magnetskom kvantnom broju operatora 
(u), dobiva se 


3 4 
a -5 Y Ka'j'mler Ytlajm)?? [sin?9 + 1 + cos29]d = 
c m,m 
Br A pa 12 
= ———— [ed erl|a će 
TE Ka'lerlaj») 


Dobiva se isti rezultat kao i prije. Za AE = 107% eV dobiva 
ser=107%s. 


Zaključak 


Izlaganje razvoja i sadašnjeg stanja kvantne mehanike po- 
kazuje da je kvantna mehanika plod napora da se, u krajnoj 
liniji, sistematski prouče i ugrade u teoriju posljedice postojanja 
univerzalne prirodne konstante h, koja se mora odrediti iz 
iskustva, jer se ne može izraziti pomoću drugih konstanti. 
Konstanta h povezuje valne i čestične, dakle kontinuirane i dis- 
kretne mikropojave (h/A = p i hv = E) u jednu neproturječnu 
cjelinu, nezamislivu u makroskopskim mjerilima. Time je omo- 
gućeno povezivanje pojedinačnih i globalnih karakteristika čes- 
tica i mnoštva s njihovim spektroskopskim svojstvima, u čemu 
je zatajila klasična fizika. Matematički je to izraženo u komu- 
tacijskim pravilima qp—pq=ik i relacijama neodređenosti 
AgAp ž 4/2. Formulirana teorija je linearna, a valna funkcija 
jednoznačna i konačna u cijelom prostoru. 

Valna funkcija, tj. rješenje kvantnomehaničkog problema 
(uz određene početne i rubne uvjete) općenito, kompleksna 
je veličina, pa joj se za razliku od klasične staze, električnog 
i magnetskog polja klasične fizike, ne može pridijeliti isti stu- 
panj realnosti (zornosti). Unatoč tome pomoću valne funkcije 
može se predvidjeti frekvencija pojedinih rezultata pri mjerenju 
određenih fizikalnih veličina za to prikladnim uređajima (u 
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određenom okolišu). Time u kvantnoj mehanici pojava i pro- 
matrač postaju nerazdvojno povezani u jednu cjelinu. 

Kvantnomehaničke korelacije, tipične za povezivanje iz- 
vjesnih svojstava dijelova kvantnomehaničkih sustava, ostaju 
sačuvane i nakon separacije tih dijelova, svjedočeći o globalnom 
karakteru valne funkcije. 
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G. Alaga 


MEHANIKA LETA, analiza, opis i ispitivanje letenja 
ili gibanja letjelica u zračnom i gravitacijskom prostoru da 
bi se odredile matematičke relacije potrebne pri projektiranju 
letjelica, kako bi se osigurala njihova poželjna svojstva i odre- 
dilo njihovo ponašanje u svim fazama leta. U tim relacijama 
pojavljuju se mase letjelice i raspodjela tih masa, interakcije 
letjelice i okolice, brzine i ubrzanja, pa je pomoću njih moguće 
razviti računske postupke za projektiranje novih tipova letjelica 
s unaprijed definiranim karakteristikama. Interakcija s okoliš- 
nim zrakom ovisi o obliku letjelice, a sile se zbog tih_.interak- 
cija pojavljuju u relacijama mehanike leta. Pomoću tih:relacija, 
prema svojstvima koje treba da ima, mogu se odrediti i para- 
metri vanjskog oblika letjelice. 

Interakcija letjelice s okolišnim zrakom proučava se u aero- 
dinamici, a u mehanici leta ona se uzima kao poznato op- 
terećenje zadano glavnim vektorima aerodinamičke sile i mo- 
menta. 

Mehanika leta može se razvrstati na kinematiku leta, dina- 
miku leta, te upravljanje i stabilnost leta. 


KINEMATIKA LETA 


U kinematici leta definiraju se: referentni koordinatni su- 
stavi, transformacije temeljnih vektora pri prijelazu iz jednog 
u drugi koordinatni sustav, te transformacije kinematičkih rela- 
cija vektora položaja, brzine, ubrzanja, kutnih brzina i kutnih 
ubrzanja letjelica uopće, a posebno za određene ciljeve letenja 
kada se radi vođenja određuju potrebne koordinate letjelica. 

Koordinatni sustavi u mehanici leta. U analizama gibanja letje- 
lica upotrebljavaju se različiti koordinatni sustavi, nekad radi 
jednostavnijega formalnog opisa, a često zbog toga što su u 
počeiku razvoja mehanike leta neki sustavi bili najprikladniji 
za tadašnje potrebe i mogućnosti proračuna. 

Položaj letjelica u prostoru određuje se trima linijskim i 
trima kutnim koordinatama. Linijske koordinate određuju po- 
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ložaj težišta letjelice, dok kutne koordinate određuju orijenta- 
ciju letjelice. 

Sustavi koji su vezani na Zemlju u mehanici leta nazivaju 
se geodetskim koordinatnim sustavima, koji su vezani na težište 
i tijelo letjelice dinamičkima, koji su vezani na težište, brzinu 
ijednu od ravnina letjelice aerodinamičkima,a oni koji su vezani na 
težište i brzinu letjelice te na zemaljsku okomitu ravninu kine- 
matičkima. 

Geodetski koordinatni sustav pravokutni je i desni sustav 
vezan na Zemlju, s ishodištem u težištu letjelice prije polije- 
tanja te s koordinatnim osima: xo u pravcu i smjeru horizon- 
talne komponente početne brzine; yo okomita na xa, usmjerena 
od Zemlje; za okomita na ravninu određenu osima xg i yo, 
a usmjerena tako da čini desni sustav. 

Dinamički koordinatni sustav pravokutni je i desni sustav 
vezan na tijelo letjelice, s ishodištem u njezinu težištu i s 
koordinatnim osima: 1 uzdužna glavna središnja os inercije 
usmjerena prema prednjem dijelu letjelice; 2 glavna središnja 
os inercije koja je pri polijetanju najbliža okomici na os 1 i 
koja je usmjerena od Zemlje; 3 glavna središnja os inercije 
koja s osima 1 i 2 tvori desni pravokutni sustav. 

Aerodinamički koordinatni sustav pravokutni je i desni sustav 
vezan na brzinu i jednu ravninu simetrije letjelice, s ishodi- 
štem u njezinu težištu i s koordinatnim osima: x u pravcu i 
smjeru vektora brzine letjelice s obzirom na okolicu; y okomita 
na x u jednoj od ravnina simetrije i usmjerena od Zemlje; 
z okomita na ravninu određenu osima x i y, a usmjerena da 
tvori desni sustav. 

Kinematički koordinatni sustav pravokutni je i desni sustav 
vezan na brzinu i vertikalnu ravninu, s ishodištem u težištu 
letjelice i s koordinatnim osima: ć u pravcu i smjeru vektora 
brzine letjelice; 1 okomita na os č u vertikalnoj ravnini i 
usmjerena od Zemlje prije polijetanja; Ć okomita na ravninu 
određenu osima ć i 1, a usmjerena tako da tvori desni sustav. 


Odnosi koordinatnih sustava. Položaj letjelice u prostoru i 
promjene položaja mogu se odrediti samo kad se definira sustav 
kutova pomoću kojih će se mjeriti odnosi jednoga koordinat- 
nog sustava prema drugome ili, općenito, prema zemaljskom 
sustavu kao referentnom, a nerijetko i inercijskom sustavu kada 
kretanje Zemlje nema većeg utjecaja na opis gibanja letjelice. 

Geodetski i dinamički sustavi. Na sL 1 oznake su kutova koji 
određuju odnos geodetskog i dinamičkog koordinatnog sustava. 
Ti se kutovi zovu: » kut skretanja, 9 kut penjanja i y kut 
valjanja. 


Sl. 1. Međusobni odnos geodetskog i dinamičkog koordinatnog 
sustava 


Iz sl 1 vidi se da kut skretanja w nastaje rotacijom dina- 
mičkog sustava oko vertikale, kut penjanja 9 okretanjem oko 
osi 3', dok kut valjanja y obrtanjem oko uzdužne dinamičke 
osi 1. Komponente kutnih brzina što odgovaraju opisanim ro- 
tacijama određene su pomoću derivacija kutova », 3 i ). 

Vektori, kao veličine neovisne o izboru koordinatnog su- 
stava, mogu se izraziti komponentama u različitim sustavima. 


MEHANIKA LETA 


Stoga je potrebno odrediti postupke transformacija koordinata 
kada se treba prijeći iz jednog sustava u drugi. 

Pri rotaciji sustava za kut skretanja wy (prva rotacija), 
izmijenit će se komponente nekog vektora CP = 4. Prema ozna- 
kama na sl. 2 bit će 


d=4a,3, +4,92 +433 (1) 
d=ađi+ad+adi (2) 


Ortovi geodetskog sustava obilježeni su sa 3,, 5, i Ja, dok 
su ortovi dinamičkog sustava d,, d, i da, a crtica (") desno 
gore uz ort označuje da je sustav zakrenut za jedan od triju 
kutova koji određuju odnos između dva koordinatna sustava 
(tzv. prva rotacija), dvocrtica (“) označuje rotaciju za dva od tih 
kutova (tzv. druga rotacija), a trocrtica ('") rotaciju za sva tri 
kuta (tzv. treća rotacija). U matričnom zapisu vektori se pišu 
pomoću baznih redaka i baznih stupaca, s komponentama u 
pripadnom koordinatnom sustavu. Bazni redak je označen crtom 
ispod slovnog simbola i oznakom T u desnom gornjem kutu, 
a bazni stupac samo crtom ispod slovnog simbola. Slovo T 
na mjestu eksponenta slovnog simbola jest oznaka za transpo- 
niranje. Tako se bazni redak geodetskog sustava, odnosno dina- 
mičkog sustava nakon prve rotacije, piše: 


g" = [319233], Vk s [d| d, 43]. 


Jednakosti (1) i (2) pisane u matričnom obliku, ali za vektor 
glase: 


> sra I NE *o 
Va" lij=g"lo ) 
3 Za 


gdje su Vr, V; i V; komponente brzine u dinamičkom koordi- 
natnom sustavu nakon prve rotacije, a Xa, Po i Zo kompo- 
nente brzine u geodetskom koordinatnom sustavu. Komponente 
uređene u formi stupca zvat će se vektor-stupcem i ozna- 
čivat će se simbolom “ iznad slova. 


PALA 


\ 


orač ža) 


SI. 2. Rotacija sustava za kut skretanja 1 
(prva rotacija) 


Ako se izraz (3) pomnoži slijeva s baznim stupcem istog 
dinamičkog sustava, dobiva se 


A Kr _ [X 
V=|MWki=T|y |, (4) 
Le Zo 


gdje je V vektor-stupac, a ši je pravokutna matrica transfor- 
macije za rotaciju za kut skretanja w 


= di:di di:32 di:38a| [cosp 0 —siny 

IE d) di d.d, dh |= 9 i O |. (5) 
h dd d9 đ Da. sinp 0 cosy 

Crta iznad slovnog znaka označuje pravokutnu matricu. 


Sličnim postupkom dobivaju se matrice rotacija za kut 
penjanja 9 i kut valjanja y: * 


= cos9 sing 0 — li 0 0 
T=|—sin9 cos9 0|; T=[10  cosy siny |. (6) 
0 0 (14 0 —siny cosy 


MEHANIKA LETA 


Lako se može dokazati da je totalna rotacija dinamičkog 
sustava, s obzirom na geodetski sustav, određena matricom 
transformacije geodetskih u dinamičke koordinate 


Ta=1:b M (7) 


Budući da su sve matrice transformacije ortogonalne, vrijedi i 
relacija 


Tag = gd = as (8) 
»a se dinamičke koordinate dobivaju iz geodetskih ako se 
uzme inverzna ili transponirana matrica transformacije geodet- 
skih u dinamičke koordinate. 

Eulerove relacije kutnih brzina. Za odnos dinamičkoga i 
geodetskoga koordinatnog sustava karakteristična je relacija 
komponenata kutnih brzina za dinamički sustav [0203] = 0" 
i kutnih brzina rotacije dinamičkoga prema geodetskom sustavu 
[99]. Iz sl. 1 neposredno se izvodi 


0 sing 0 1]fp 
W= cos9cosy_ siny_ 0113], (9) 
03 —cosgsiny_ cosy 0/| 7; 
ili obrnuto 
[(] [0 cosy/cos3  —siny/cos9] | 0, 
š|=|0 siny cosy 02 |. (10) 
koa 1 —tan9cosy  tan9siny || 03, 


Ako se rotacija letjelice mora izraziti za fiksni geodetski 
sustav, dolazi se do izraza 


[03 O sinp = cosgcosiy 1 [ 1p 
AX=|Q,|=i1 0 sin9 41, (11) 
Q.,| [0 cosp —cosgsiny || 7: 


gdje £2 označuje kutnu brzinu s komponentama s obzirom na 
geodetski sustav. 

Odnos geodetskog i kinematičkog sustava. Prema definiciji, 
0S yo geodetskog sustava i os 1 kinematičkog sustava nalaze 
se u vertikalnoj ravnini, tako da je y još 1 okomiti pravac 
sa smjerom od Zemlje. Da bi se od geodetskoga koordinatnog 
sustava prešlo na kinematički sustav, dovoljne su samo dvije 
rotacije: prva oko osi yg s kutom skretanja 'Y, i druga oko 
osi Ć s kutom propinjanja 6 (sl. 3). Matrica je transformacije 
kinematičkih u geodetske komponente 


cosOcosY  —sinOcosY sin 
Tk = sin & cosO 0 (12) 
— cos 0 sin PV sinOsinY cos, 


Budući da je prema definiciji os č u pravcu i smjeru brzine, 
bit će 


(13) 


Sl. 3. Rotacija kinematičkog sustava za kut 
skretanja i kut propinjanja & 


Odnos dinamičkog i aerodinamičkog sustava. Kutovi rotacije 
dinamičkog sustava s obzirom na aerodinamički nazivaju se: 
napadni kut a (kut između projekcije brzine u ravnini simetrije 
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i uzdužne glavne središnje osi inercije letjelice, tj. osi 1), i 
kut klizanja B (kut između pravca brzine, tj. osi x i projekcije 
brzine u ravnini simetrije). 

Matrica je transformacije aerodinamičkog sustava u dina- 
mički sustav 


= cosacosf sina  —cosasinf 
Ma = | —sinacosf  cosa sinasin f |, (14) 
sin B 0 cosf 


gdje indeks a označuje aerodinamički sustav, a indeks d dina- 
mički sustav. 

Odnos kinematičkog i dinamičkog sustava. Osim za kutove 
xi B (tj. napadni kut i kut klizanja), kinematički sustav 
rotira još i za kut valjanja y, pa je matrica transformacije: 


cosacos$ Cosyesina ar sinasin ye = 
me +sinyccosasinB —cosy,cosasin B 
kd _sinacosf  00S7e00Sa — cosasinyy + | (15) 
— sinyesinasinB + cosycsinasinfB 
sin 8 — sin y, cos B COS COS B 


gdje indeks k označuje kinematički sustav. 
Zbog svojstva ortogonalnosti transformacijskih matrica, vri- 
jedi relacija 
Tak = Ta = Na", (16) 
tj. analogno relaciji (8), dinamičke koordinate dobivaju se iz 
kinematičkih pomoću transponirane matrice transformacije ki- 
nematičkih u dinamičke koordinate. 


Sl. 4. Međusobni odnosi kinematičkog, aerodina- 
mičkog i dinamičkog koordinatnog sustava 


SI. 4 prikazuje kinematički koordinatni sustav (osi ć, n, Ć) 
i dinamički koordinatni sustav (osi 1, 2, 3) s definicijom ku- 
tova rotacije y, Bi e, koji dovode od kinematičkog do dina- 
mičkog sustava. Na sl. 4 posebno je istaknut aerodinamički 
koordinatni sustav (osi x, y, z) kojega os y leži u ravnini 
simetrije letjelice. 

Matrica je transformacije aerodinamičkog sustava (osi x, y, 
z) u kinematički koordinatni sustav (osi ć, y, Č) 


— 1 0 0 
Ta =10 cosy, —siny |, (17) 
0 sinyx COSYe 
a matrice pojedinačnih rotacija jesu: 
— Cosa sina _ 0 
T.=|—sina cose 0, 
0 0 1 
“ cosB_ 0 —sinB 
m=t aos 0 : (18) 
sinB 0 cosB 
_ “1 0 .0 
hh =1|0 COSY  Siny 
[0 —siny, Cosy. 
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Matrice transformacije mogu se dobiti iz matrica _pojedi- 
načnih rotacija ako se ove posljednje množe obrnutim redom 
od reda rotacija, npr. 


Ta= TD 1 Ta=TNh:. 
sara m=nEr 


Na si. 5 vidi se odnos svih četiriju koordinatnih sustava 
s pripadnim kutovima rotacije, a sl. 6 prikazuje shemu mogućih 
transformacija tih sustava. 


28 F 3 
SL 5. Međusobni odnosi četiriju koordinatnih sustava s pripadnim kutovima 
rotacije 
z.E:R 
Geodetski _  —-_-F-F<"W]N._-Č_—_—_—_—- 
Kos Na+ Zo -_-_-_-_-_-_Jljjoa o o o jo o:jpbp 
& 


SL 6. Shema mogućih transformacija koordinatnih sustava 


Dopunske trigonometrijske relacije. Dosad definirani koordi- 
natni sustavi i njihovi uzajamni odnosi nisu uvijek dovoljni za 
analize i opis gibanja letjelica. Često je potrebno naći još i 
pogodne jednakosti koje povezuju kutove rotacije. Za tu svrhu 
uzimaju se skalarni umnošci ortova različitih sustava, ali istoga 
geometrijskog značenja. 

Budući da svaki element matrice transformacije predstavlja 
kosinus kuta između pripadnih osi, mogu se konstruirati mnoge 
relacije koje u različitom obliku utvrđuju istu geometrijsku 
činjenicu. Matrica transformacije dinamičkog u aerodinamički 
sustav glasi: 


ZAO 4:d 4:4 dd, 
Ta = 4, [d, d,d,] =|4- đ, đ, a, Ad: d, (19) 
d, (d4-:d, 8, .d, 4,:d, 


Iz matrice (19) i transponirane matrice (14) proizlazi da prvi 
redak daje kosinuse osi x aerodinamičkog sustava (s ortom 4,) 
i osi 1 dinamičkog sustava (s ortom d,), pa se dobiva: 


d, = cosacos fd, — sinacos fd, + sin fa, (20) 
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d, = —cosasin Bd, + sinasin Bd, + cos fd. (21) 
Analogno je za geodetski i dinamički sustav: 
, = sin9d, + cos9cosyd, — cos9sinyd,, (22) 
I; = —sinpcos9d, + (coswpsiny + sinypsin3cosy)d, + 
+ (cosipcosy — sinipsin 3sin y)d:. (23) 


Kosinus kuta između osi x aerodinamičkog sustava (s 
ortom đ,) i osi yy geodetskog sustava (s ortom 52) određen 
je skalarnim umnoškom &, *d, i elementom matrice (T,g)21 = 
=sin6, pa je 

d,:d2 = cos(4,,32) = sno = sin9cosxcosf6i — 
(24) 


Kosinus kuta između osi x aerodinamičkog sustava (s 
ortom đ,) i osi za geodetskog sustava (s ortom 33) određen 
je skalarnim umnoškom d, : 43, odnosno elementima matrice 
(Ta)1a = — cos Osin Y, pa je 


d,:d3 = —cosOsin |Y = —sinpcos3cosacosB — 


— cos9cosysinacosfi — cos9sinysinB = $,. 


— (cosipsiny + sinpsin9cosy)sinacos B + 


+ (cos cosy — sinwpsin9siny)snfi = — ?.. (25) 
Sličnim rasuđivanjem dobiva se i treća, često upotrebljavana, 
trigonometrijska relacija u obliku: 


da+3,= —cosOsiny, = — cosasinfisin 9 + 
(26) 


Relacije (24), (25) i (26) služe kad je zbog primjene matrica 
transformacija potrebno formirati dopunske uvjete koji pove- 
zuju kutove ", 8 i x s kutovima a, Bi 9. Već prema 
posebnim potrebama nekog problema, mogu se sličnim postup- 
kom formirati i sasvim nove relacije kao dopunski uvjeti. Tako, 
prema sl. 6, vrijedi općenito: 


Ti i i PS BEČ DA (27) 


Usvojene konvencije i izvedene transformacijske matrice 
skupa s Eulerovim i trigonometrijskim relacijama često se pri- 
mjenjuju u mehanici leta kada se opisuje gibanje letjelica. 

Kinematika vođenja. Vođenje letjelica služi da bi se ostvarili 
zadaci leta prema nekom unaprijed utvrđenom planu ili zbog 
nekog zadanog razloga. Razlikuje se vođenje letjelica bez ljudske 
posade od vođenja letjelica s ljudskom posadom. Kinematika 
vođenja razvijena je samo za letjelice bez ljudske posade, jer 
se one pretežno vode radi susreta s nekim pokretnim ciljem. 

Letjelice bez ljudske posade vode se po posebno odabranim 
trajektorijama koje omogućuju dovoljno pouzdan susret s 
ciljem. Pri tom se uzimaju u obzir sva ograničenja zbog stvarnih 
svojstava konstrukcije letjelice, odnosno svojstava uređaja u 
letjelici u kojoj je isključeno upravljanje ljudske posade. 

Vođenim letenjem naziva se let letjelice po nekoj familiji 
trajektorija koje osiguravaju da letjelica ostvari zadani cilj leta. 
Trajektorije vođenja samo su idealizirane krivulje u prostoru, 
pa se zovu željenim ili potrebnim trajektorijama. Stvarna trajek- 
torija, međutim, uvijek će odstupati od potrebne, a zadatak je 
sustava upravljanja da se smanje greške, tj. da odstupanja 
stvarne od željene trajektorije budu što manja. 

Da se odrede greške. položaja letjelice, treba raspolagati 
potrebnim koordinatama ovisnim o odlukama koje se odnose 
na ciljeve letenja. Funkcije koje osiguravaju tu relaciju, tj. koje 
određuju potrebne varijable gibanja prema ciljevima letenja, 
zovu se kinematičkim vezama ili kinematikom vođenja. 

Kinematika vođenja najviše se primjenjuje na letjelicama 
bez ljudske posade i vođenim raketama radi susreta s pokret- 
nim ili nepokretnim ciljevima u prostoru. 

Funkcija veze, ili kinematika vođenja, zadaje se pretežno 
intuitivno. Vrlo često se vođena letjelica prvo dovodi u odre- 
đenu ravninu, a zatim i u pravac, što povećava vjerojatnost 
susreta. Općenitiji je oblik funkcija veze 


bz E(€,, B, Ye, Če Be še sas ) 
B = B(€, Be TočePoFe Ka ) 


+ sinasinficos3cosy — cosBcossiny = — 0,. 


(28) 
(29) 
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= R(&, B. kobepete .. i) (30) 


Izrazi (28), (29) i (30) moraju osigurati da se letjelica, 
nakon određenog vremena kretanja, susretne s ciljem. Pri tom 
se cilj predstavlja točkom u prostoru sa sljedeća tri podatka 
koji su funkcije vremena: udaljenost od određene fiksne točke 
na Zemlji r,(t), elevacija vektora položaja &(t) i azimut vektora 
položaja B.(t). Uvjet da se ostvari susret nakon vremena t, 
piše se u obliku 

E = et), B = BE), r=rt), (31) 
gdje koordinate bez indeksa označuju potrebnu poziciju vođene 
letjelice u prostoru. 

Zasad nije poznat način da se točno odrede funkcije vođenja, 
nego se one zadaju kao intuitivne hipoteze, pa se potom pro- 
vjerava da li zadovoljavaju uvjete susreta. Zbog toga se pod 
pojmom metode vođenja podrazumijeva zakon približavanja 
vođene letjelice i cilja. Taj zakon, već prema varijablama rela- 
tivnog kretenja cilja, određuje potrebne varijable kretanja vo- 
đene letjelice, da bi nakon nekog vremena došlo do dovoljno 
pouzdanog susreta. 

Razvijene su sljedeće dvije grupe metoda vođenja: metode 
triju točaka, što uspostavljaju relacije između pozicije vođene 
letjelice, cilja i komandnog mjesta na tlu ili u zraku, i metode 
dviju točaka, što uspostavljaju relacije između pozicije vođene 
letjelice i cilja u prostoru. Prva grupa metoda vođenja pri- 
mjenjuje se u sustavima daljinskog upravljanja letjelicama, dok 
metode dviju točaka služe u sustavima samovođenja. 
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Najvažniji je zadatak dinamike leta da definira, opisuje i 
određuje letačka svojstva (performanse) letjelica u relevantnim 
uvjetima leta. Letjelica se kreće u prostoru djelovanjem po- 
gonskih, aerodinamičkih, inercijskih i upravljačkih sila i mo- 
menata. Relacije tih sila i momenata izvode se iz drugog 
Newtonova zakona, odnosno zakona promjene količine gibanja 


dK - 

—=f, 32 

i (32) 
i promjene kinetičkog momenta 

dH > 

—=M. 33 

Tr (33) 


Količina gibanja jest K=mV gdje je m masa letjelice, a V 
brzina njezinog težišta. Kinetički moment H = 3.6; x čim, izra- 


i 
žava se kao zbroj momenata količina gibanja čestica 8; x O;m; 
s obzirom na težište, gdje je m; masa čestica, a 6; vektor 
položaja čestica s obzirom na težište letjelice. 
Diferencijalne jednadžbe leta. Skalarni oblici jednadžbi leta 
razvijaju se uvođenjem zapisa s baznim retkom. Tako su vektori 
brzine i položaja: 


P= Nd +Vd4+Vd,=dP (34) 
či=01đi +020đ +03d, =d70,, (35) 
gdje je: 
pi 
V=|M (36) 
V; 
vektor-stupac brzine s komponentama u dinamičkom sustavu, 
. [Qu] 
Qi = 102 (37) 
Qi3_ 


vektor-stupac vektora položaja također s komponentama u di- 
namičkom sustavu, a 


d" kb; [d,d, EI (38) 


bazni vektor-redak s ortovima dinamičkog sustava kao ele- 
mentima. 

Ako se uvede operacija transformacije vektor-stupca u 
kososimetričnu matricu pomoću simbola K, a kososimetrična 
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se matrica označi znakom — iznad slovnog simbola, bit će 


. Qi k NO —0 9: 
oO*=|!om| =o=| 0 —a|, 
(3 —0 AW 0 


pa se ubrzanje dobiva u obliku 


dV a B 

—=d'(V+ ov), 
rao (V+ OV) 
i kinetički moment za dinamički sustav 


H=xd806 =dJ0, 


(39) 


(40) 


odnosno derivacija kinetičkih momenata 


dH 


EI 5 
Ed 6 + BJ 0), (41) 


gdje je 0 = [010,20;]" vektor-stupac kutnih brzina, a 


dho 0 
| (42) 


matrica glavnih središnjih momenata inercije. 

Na temelju prethodnih transformacija, diferencijalne jed- 
nadžbe leta su u matričnom obliku za dinamički sustav i kad 
se izostavi bazni redak: 

mV+moV= Ta: Fa+ Ta: G+F,+R, (43) 

Ib +06 = Ta: Ma+M, +0. (44) 

Komponente aerodinamičkih sila Fa i momenata M, zadane 
su najčešće u aerodinamičkom sustavu, te ih treba transformi- 
rati u dinamički sustav pomoću matriceT,a. Težina G je u 
geodetskom sustavu, pa se transformira u dinamički pomoću 
matrice Tga. Sile upravljanja F, i momenti upravljanja Mu 
zadani su obično u dinamičkom sustavu pa se, isto kao i reak- 
tivna sila R i reaktivni moment (O, ne transformiraju. Razu- 
mije se da u svakom konkretnom slučaju, već prema konstruk- 
ciji i namjeni letjelice, treba posebno odrediti transformacije. 

Gibanje letjelice najčešće se opisuje pod pretpostavkom da 
je ona kruto tijelo konstantne mase. Reaktivna sila R je 
potisak mlaznog motora, ili vučna sila pogonske grupe motor-. 
-elisa, ili potisak raketnog motora. Reaktivni moment O tada 
se često svodi na okretni moment motora. U svim takvim 
slučajevima diferencijalne jednadžbe (43) i (44) predstavljaju šest 
relacija nepoznatih :varijabli leta, i to komponenata brzina i 
kutnih brzina 

X = [MW bhoroo]. (45) 

Budući da su opterećenja često zadana prema kutovima ae- 
rodinamičkog sustava, a neke sile se vežu za geodetski sustav, 
dodaju se jednadžbama (43) i (44) još i Eulerove kinematičke 


relacije (9), te dodatne trigonometrijske relacije (24), (25) i (26). 
S Eulerovim izrazom (9) za relacije kutnih brzina dobiva se 


01 5 
o |1=E,|3|, (46) 
03 M 
a s dopunskim trigonometrijskim relacijama (24), (25) i (26) 
sin O Đ, 
cosHsnYi=|,|, (47) 
cosOsiny | |?3 


gdje je relacija (24) primijenjena u prvom retku matrice, rela- 
cija (25) u drugome, a relacija (26) u trećem retku, 
Za polijetanje, slijetanje i određivanje trajektorije dodaju se 
još i relacije 
Xo = VcosO cos PY 


Yo = Vsno (48) 
ža = VcosOsin VP, 


da bi se završnom integracijom odredile i koordinate težišta 
letjelice u prostoru kao funkcije vremena. 
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Prema jednadžbama (28), (44), (46) i (47) poznato je dvanaest 
relacija za određivanje dvanaest varijabli leta kad su zadani 
početni uvjeti. 

Nepoznate varijable leta, koje se određuju zadanim sus- 
tavom jednadžbi, mogu biti brzine = [V, V, Va] ", kutne brzine 
o =[000]', kutovi kinematičkog sustava s obzirom na 
geodetski sustav [/ 00] i kutovi dinamičkog sustava s obzirom 
na geodetski sustav [3y], pri čemu su posredno određeni i 
svi ostali kutovi i koordinate, osobito napadni kut a, kut 
klizanja B i koordinate trajektorije Xo, Yo i Zo. 

Opis leta letjelice promjenljive mase i promjenljivog geome- 
trijskog oblika. Suvremene letjelice imaju snažne motore s vrlo 
velikom potrošnjom goriva koja se u dinamičkoj analizi pone- 
kad ne može zanemariti. Osim toga, proturječni zahtjevi, oso- 
bito s obzirom na svojstva pri velikim brzinama i malim br- 
zinama pri polijetanju i slijetanju, riješeni su tako da letjelica 
ima krila promjenljive površine, odnosno promjenljivih geome- 
trijskih svojstava. 

U nekim posebnim stanjima leta potrebno je letjelicu sma- 
trati krutim tijelom promjenljive mase i promjenljivog geome- 
trijskog oblika. Najčešće se promjenljivost oblika letjelice tretira 
samo preko promjenljivosti ograničenog broja parametara. 
Krilo koje se odvlači i privlači uz tijelo letjelice može se 
smatrati kao da je samo strijela krila xy jedan promjenljivi 
parametar. Jasno je da su tađa masa i momenti inercije funk- 
cije vremena, pa se na to mora paziti već pri izvođenju dife- 
rencijalnih jednadžbi gibanja da bi se obuhvatili svi učinci 
tih složenih zbivanja. 

Kad letjelica ima promjenljivu masu i jedan parametar 
promjenljivog geometrijskog oblika, kojim se mijenja pravac 
vektora potiska, u diferencijalnim jednadžbama (43) i (44) reak- 
tivna opterećenja imaju oblik 


Ros (BP, sh 2mbe sk mb), (49) 
k=1 


O = X (Miu + Boii + mb) Šajo 
k=1 


(50) 


gdje je k redni broj mlaznice ili usisnika, my potrošak goriva 
ako se radi o mlaznici, odnosno dobava zraka ako je usisnik, 
a b, vektor položaja što spaja težište letjelice sa središtem 
izlaznog presjeka mlaznice ili usisnika (sl. 7). Konvencionalni 
potisak P, sastavljen je od dinamičke i aerostatičke kompo- 
nente, dok je Mx spreg neravnomjerne raspodjele tlakova u 
mlaznici, odnosno usisniku, a obično je dovoljno malen da se 
može zanemariti. 

Momenti inercije su promjenljivi zbog istjecanja plinova ili 
usisavanja zraka, ali se mogu mijenjati i zbog uvlačenja stajnih 
organa, krila i drugih dijelova koji mijenjaju geometrijski oblik 
letjelice. Promjena oblika redovno utječe i na interakciju između 


SL 7. Raspored sila i momenata na letjelici s mlaznim pogonom 
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zračnog okoliša i letjelice, pa se zato ti faktori moraju također 
uzeti u obzir pri opisu gibanja letjelice. 
Kad se, dakle, svi spomenuti faktori uzmu u obzir, dobiva 
se sljedeći sustav diferencijalnih jednadžbi leta 
mP+ m&VP=fF, + R, 
Jb+0J60=M,+0, 


(51) 
(52) 


gdje su vanjska opterećenja označena sa F, i M,, a reaktivna 
opterećenja R i Q zadana su izrazima 


R=P+2mb +08) + ib, (53) 
O=biP+mob)-—Jo, (54) 
što je u razvijenom obliku za dinamički sustav: 
Ri Pi 
Ri=|P.|+ 
Ra, P, 
Tb, [u = (03 02" bi, \ bi 
+2 hlel os 0 —ališzlj+mlb|, (69 
bs, —0VwW 0 bs ba 
QA 0 —ba b, , Pi, 0 —03 4W Ib, 
Q|=| by 0 Kars + M, o 0 —ow bh )- 
Q3, —bz b, 0 |\[Ps, —0W, 0 |Iba], 
Ji 0 OT 
—|0 J, 0 02 |, (56) 
0 0 Jl 03 


gdje su m i jm prva i druga derivacija mase letjelice po vre- 
menu, a b; derivacija komponenata vektora položaja središta 
izlaznog presjeka mlaznice, odnosno usisnika. 

Izrazi (55) i (56) ujedno tumače prihvaćeno označivanje u 
jednadžbama (53) i (54) te predstavljaju reaktivnu silu i reak- 
tivni moment samo jedne pokretne mlaznice. Promjenljivost 
momenta inercije tijela letjelice izražava se još i posljednjim 
članom u jednadžbi (54) u obliku derivacije matrice glavnih 
momenata inercije J pomnožene sa stupcem kutnih brzina za 
dinamički sustav d. 

Horizontalni let. Let zrakoplova je horizontalan kad letjelica 
leti na stalno istoj visini od Zemlje. Veliko praktično i teorijsko 
značenje ima najjednostavniji slučaj kad se za mali interval 
vremena razmatra pravolinijski let na istoj visini. 

Pri pravolinijskom horizontalnom gibanju sve sile i momenti 
koji djeluju na zrakoplov nalaze se u ravnoteži (sl. 8). Ne 
postoji rotacijsko gibanje zrakoplova, jer su momenti koji ga 
pobuđuju u statičkoj ravnoteži. Budući da zrakoplov leti stalno 
na istoj visini, suma je vertikalnih sila jednaka nuli, tj. i one 
su u ravnoteži. U pravcu horizontale moguće je ubrzano gibanje, 
odnosno dinamička ravnoteža potiska P, otpora R, i inercijskih 
sila mV. 


SL 8. Sile i momenti koji djeluju na zrakoplov u horizontalnom letu 


Vlastita težina zrakoplova G uravnotežena je uzgonom krila 
Ry i uzgonom repa Ry, kao što je prikazano na sl. 8. 
Rezultirajući je uzgon Ry = Rx — Ry, pa je 

R,—G+Psino =0, (57) 


gdje je € kut između osi motora i referentnoga horizontalnog 


pravca. 
Ravnoteža horizontalnih sila, tj. horizontalne komponente 
vučne sile (odnosno potiska) P, otpora R, i inercijske sile mV 
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određena je izrazom 
Pcosp — R,—mV=0. (58) 


Moment uzgona Ryxc — Rxyd u ravnoteži je s momentom 
vučne sile Pt i aerodinamičkim momentom M4 (momentom 
nultog uzgona letjelice), pa je 


—RaCc+Ryud+Mya + Pt =0. (59) 


Kut pod kojim je krilo pričvršćeno. na trup zrakoplova 
(smještajni kut) može biti različit za desno i za lijevo krilo, 
zbog čega nastaje razlika između aerodinamičkih sila na lijevom 
i desnom krilu. Ta razlika sila stvara aerodinamički moment 
koji uravnotežuje obrtni moment motora Q. Ako su smještajni 
kutovi za oba krila jednaki, ravnoteža obrtnog momenta mo- 
tora Q postiže se nekim drugim sredstvima. Radi jednostav- 
nosti pretpostavit će se ravnoteža obrtnog momenta motora i 
obrtnog momenta elise, a zanemarit će se svi sekundarni 
faktori koji izravno ne utječu na svojstva letjelice u horizon- 
talnom letu. 

Za male kutove g osi motora s obzirom na referentni 
horizontalni pravac, jednadžba (57) može se pojednostavniti 
tako da izražava samo jednakost uzgona letjelice i njezine 
vlastite težine: 


R=G. (60) 


Isto tako, za male iznose kuta o i jednoliku brzinu V 
letjelice jednadžba (58) izražava samo jednakost vučne sile (ili 
potiska) P s aerodinamičkim otporom R,: 


P=R., (61) 


Ako je gibanje ustaljeno, bez ubrzanja, tada jednadžba 
(59) više nije važna, jer se pretpostavlja da upravljanje idealno 
funkcionira i osigurava stalnu ravnotežu momenata, koja je 
uvjet za horizontalni let. Ravnoteža aerodinamičkih momenata 
elise M, i okretnog momenta motora Q određena je jed- 
nadžbom: 

Q=M, (62) 


Tako definirane relacije (60), (61) i (62) još uvijek su vrlo 
složene za analizu, jer su za zadana geometrijska svojstva 
letjelice njena aerodinamička opterećenja zavisna od njenih 
aerodinamičkih karakteristika, visine leta i kvadrata brzine leta. 
Potisak ili vučna sila ovisi o karakteristikama elise i o brzini 
vrtnje motora na određenoj visini. To isto vrijedi i za jednakost 
okretnog momenta motora s aerodinamičkim momentom elise. 
Za rješavanje problema horizontalnog leta najpoznatija je me- 
toda potrebne i raspoložive snage. Ako se jednadžba ravnoteže 
potiska P i otpora R, napiše u obliku: 

PV= 5e V?SC,, (63) 
gdje je o gustoća zraka na visini leta, V brzina leta, €, 
koeficijent aerodinamičkog otpora, a S neka uvjetno prihvaćena 
površina (npr. površina uzgonskih ploha na letjelici). Lijeva 
strana jednadžbe (63) raspoloživa je snaga koju razvija pogon- 
ska grupa motor—elisa, dok je desna strana potrebna snaga 
koja ovisi o svojstvima letjelice i njezinu stanju gibanja. Ako 
se raspoloživa snaga N,; = PV nacrta u dijagramu snage i 
brzine odvojeno od potrebne snage N, = 20V?SC,, dobit će 
se dvije krivulje koje se sijeku u karakterističnim točkama, 
a predstavljaju režime horizontalnog leta (sl. 9). 


nA 
PV 


S 

V 

Sl. 9. Dijagram brzina—-snaga s krivuljama raspoložive snage 
(N,) i krivuljom potrebne snage (N;) 
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Raspoloživa snaga može se dobiti množenjem jednadžbe (62) 

s brzinom vrtnje, jer ona tada izražava jednakost snage koju 

apsorbira elisa i raspoložive snage motora. Ako je y stupanj 

iskoristivosti elise, a N snaga motora pri zadanoj brzini vrtnje, 
bit će: 

nN=PY, (64) 


što prikazuje jednakost apsorbirane snage pogonske grupe 1N 
i snage koju troši letjelica PV 

Ukratko, metoda potrebne i raspoložive snage svodi se na 
konstruiranje krivulja raspoložive snage N,(V) zajedno s kri- 
vuljom potrebne snage N,(V). Prema jednadžbama (63) i (64) 
potrebna se snaga može pisati i u obliku 


l 2 
N,=nN = 50V"SC, (65) 


Jednakost težine letjelice G i sile uzgona R, može se izra- 
ziti i na sljedeći način: 


1 
G=5eV?sc,, (66) 


gdje je C, koeficijent uzgona. Ako se jednadžbe (65) i (66) 
podijele, bit će 


Per (67) 
ei 
Iz jednadžbe (66) slijedi da je brzina: 
/ 
-Izas: (68) 
( oC, S 
što uvršteno u (67) daje 
Ne CG 26 
—=—;I/——. 69 
Pam Mo g7 


Proračun potrebne snage izvodi se prema shemi na sl. 10, 
polazeći od napadnog kuta a kao nezavisne varijable. Dakle, 
za zadani napadni kut a, iz polare letjelice dobiva se koeficijent 
otpora Cy i koeficijent uzgona C,. Računa se s konstantnim 
iznosima zadane težine letjelice G i uvjetno prihvaćene povr- 


Početni podaci 
G,S,H,0 
Be GravAH.Aa,0(H) 


;A . Aerodinamičke 
karakteristike letjelice 


Krivulje potrebne snage 


Si. 10. Shema toka za proračun potrebne snage letjelice 
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šine S, a s različitim iznosima visine leta H; i različitim na- 
padnim kutovima &, te njihovim proračunskim  prirastima 
AH; i AQ. F 

Krivulje raspoložive snage proračunavaju se počevši s 
definiranim karakteristikama motora i elise. Iz krivulja snage 
motora N(n,py), za zadanu brzinu vrtnje n i prihvaćeni tlak 
punjenja px, odnosno otvor usisnog sustava, određuje se snaga 
motora N, zatim koeficijent snage C, = N/(0n*D*), gdje je D 
promjer elise. Iz aerodinamičkih karakteristika elise konstan- 
tnog koraka za poznati C, dobiva se koeficijent rada elise 
y= V/(nD) i njen stupanj iskoristivosti 1. Iz tih podataka lako 
se odredi raspoloživa snaga N,(V) za različite tlakove punjenja 
i konstantnu visinu leta. 

Sličnim se postupkom određuje raspoloživi potisak kad se 
radi o mlaznom motoru; tada se metoda modificira tako da 
se računa s krivuljama potrebnog i raspoloživog potiska (sl. 11). 


k 


Potrebni 
potisak 


 Raspoloživi 
potisak za 
različite visine 


Sl 11. Dijagram brzina—potisak s krivuljama raspoloživog 
potiska (P,) i krivuljom potrebnog potiska (Pp) 


Početni podaci 
D.H,An, OPP 


Pi mars Piman 09+0(H) 


n=na+dn 


arakteristike 
elise st 


Krivulje raspoložive | 


SL 12. Shema toka za proračun raspoložive snage letjelice s elisom stalnog 
koraka 
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Početni podaci 
H,,D, m. AH,AV, Va 
Vana» 0(H), Hua 


n 


y 


Krivulje raspoložive 
snag 


SI. 13. Shema toka za proračun raspoložive snage letjelice s elisom promjen- 
ljivog koraka 


Na sl. 12 prikazan je tok proračuna raspoložive snage 
letjelice s elisom stalnog koraka i promjera D, za visinu H 
i za različite brzine leta KV Na sl. 13 prikazan je isti proračun, 
ali s elisom promjenljivog koraka i s konstantnom brzinom 
vrtnje. 

Metode potrebne i raspoložive snage ili potrebnog i raspolo- 
živog potiska služe za izračunavanje performansi letjelica. U 
točkama gdje se krivulje potrebne i raspoložive snage, odnosno 
potiska, sijeku definiran je horizontalni let (sl. 9 i sl. 11). Vidi 
se da postoje dva rješenja: horizontalni let u režimu malih 
brzina i horizontalni let velikih brzina. Pozitivna razlika između 
raspoložive i potrebne snage može se iskoristiti za penjanje 
letjelice. Ako se izjednači snaga penjanja s razlikom raspolo- 
žive i potrebne snage, dobiva se 


Gw=N>N,, (70) 
pa je vertikalna brzina penjanja 
N.>N, 
= e, 71 
w=—— (71) 


| 

Osim toga, krivulje potrebnih i raspoloživih snaga, odnosno 
potisaka, mogu korisno poslužiti da se izvedu mnogi zaključci 
o tehnici pilotiranja i o svojstvima zrakoplova pri promjeni 
pojedinih faktora koji utječu na let. 

Polijetanje i slijetanje. Polijetanje letjelice počinje s vrlo krat- 
kim periodom zaleta kada se repni točak (ako postoji) podiže 
zbog momenta vučne sile s obzirom na točku oslonca prednjih 
stajnih organa (sl. 14). U početku zaleta vučna sila elise rela- 
tivno je malena i moment Pt polako preteže moment GI. 


MEHANIKA LETA 


SL. 14. Sile na početku zaleta letjelice 


Kad se rep letjelice odvoji od tla, započinje zalet pod punim 
otvorom usisnog sustava da bi se dosegla brzina poleta (odraza). 
Letjelice s prednjim (nosnim) točkom počinju zalet odmah, bez 
faze podizanja repa. Dinamički uvjeti zaleta određeni su ravno- 
težom inercijskih sila, vučne sile, reakcije stajnih organa, vla- 
stite težine i aerodinamičkog opterećenja. 
Diferencijalna je jednadžba zaleta 
dV 

ia =P(V)-u(G-—R)—R, 
gdje je vučna sila P funkcija brzine, jer pri punom otvoru 
usisnog sustava i konstantnoj brzini vrtnje ovisi o koeficijentu 
rada elise y = V/(nD), a u je koeficijent trenja između točkova 
letjelice i poletno-sletne staze. Težina G se relativno malo sma- 
njuje zbog potrošnje goriva, a aerodinamički koeficijenti ostaju 
praktički konstantni. Diferencijalna jednadžba zaleta je neline- 
arna, ali se lako rješava numeričkim metodama programiranim 
za digitalno računalo. Rješenje daje trajektoriju zaleta i pro- 
mjene ubrzanja i brzina do faze uzleta (sl 15). Brzina poli- 
jetanja ili odvajanja od tla mora biti najmanje 10% veća od 
Minimalne brzine leta, radi rezerve pri prijelazu iz zaleta u 
trajektoriju uzleta. . 


(72) 


Ee Staza polijetanja 


SL 15. Zalet i polijetanje letjelice 


50ft 


. (152m) 


Približavanje 


Zaustavljanje 
Dužina slijetanja 


Sl. 16. Slijetanje, pristajanje i zaustavljanje letjelice 


Proces slijetanja ima tri karakteristične faze (sl. 16). U prvoj 
fazi, ili fazi približavanja, letjelica se spušta k poletno-sletnoj 
stazi s konstantnim kutom planiranja i s vrlo velikim napadnim 
kutom a, upotrebljavajući uređaje za hiperpotisak i zračno 
kočenje. Budući da je to režim malih brzina, reakcije letjelice 
na komande su obrnute nego u normalnom letu; smanjivanjem 
napadnog kuta a letjelica se penje, a povećavanjem se spušta. 
Međutim, zbog rezerve sigurnosti od kovita, pri slijetanju se ne 
smije povećavati napadni kut iznad neke zadane granice. Stoga 
se letjelicom upravlja mijenjanjem snage motora pri stalnom 


231 


napadnom kutu, što omogućuje korekture procijenjene trajek- 
torije. 

Druga faza slijetanja je krivolinijska i zove se faza prista- 
janja. U prvom dijelu te faze, ili prilazu, trajektorija letjelice 
podešava se tako da tangira stazu slijetanja. Prilaz započinje 
na vrlo malim visinama, od tri do jednog metra iznad tla. 
Nakon toga dolazi kratka faza pridržavanja, koja traje do do- 
dira s tlom. 

Od trenutka kad točkovi dodirnu sletnu stazu počinje treća 
faza, ili faza zaustavljanja, koja se sastoji od usporavanja i 
kočenja sve do brzine rulanja. Svaka od tih faza posebno se 
ispituje, a dužina i trajanje svih faza određuje dužinu i trajanje 
slijetanja. 

Posebno je važno da se odredi staza zaustavljanja. U 
toku zaustavljanja na letjelicu djeluju otpor zraka i otpor trenja 
između točkova i sletne staze. Ti se otpori stalno mijenjaju 
zbog upotrebe kočnica, a na većim i bržim suvremenim zrako- 
plovima mijenjaju se i zbog obratnog potiska na kraju faze zau- 
stavljanja. Sve se to može opisati diferencijalnom jednadžbom 
zaustavljanja 


si P,—u(G-R)—R 
mess == = —_ Nag 
di š Ž 
gdje je Pz potisak pri zaustavljanju. Potisak zaustavljanja je 
funkcija vremena i iznosi 


0 Zak žt20 
P= 
— Pat) zatkžt>hk 


gdje je Px obratni potisak, tx trenutak kad se uključi obratni 
potisak, tp trenutak kad se dostigne brzina rulanja. Koeficijent 
trenja u također je zadana funkcija vremena, ovisna o tehnici 
zaustavljanja. 

Diferencijalna jednadžba zaustavljanja (73) je nelinearna, a 
osim toga uključuje i zadane empirijske funkcije za vrijednosti 
aerodinamičkih koeficijenata i koeficijenata trenja, pa se zato 
rješava numeričkim metodama pomoću digitalnog elektroničkog 
računala. 


(73) 


(74) 


UPRAVLJANJE LETOM I STABILNOST 


Kad se rješava neki zadatak vezan za varijable gibanja 
letjelice, obično se prvo pišu jednadžbe gibanja težišta letjelice 
i obrtnog gibanja oko težišta, pa se tek potom analiziraju i 
ograničenja s dopunskim obavijestima e zadatku. Na primjer, 
polazi se od jednadžbi težišta u kinematičkom koordinatnom 
sustavu i jednadžbi obrtnog gibanja u dinamičkom sustavu. 


SL 17. Sile i momenti upravljanja letjelicom 


Opterećenja su zadana-za različite baze; potisak ili vučna sila 
s obzirom na dinamičku bazu, težina za geodetsku, a aerodi- 
namičko opterećenje za aerodinamičku bazu. Upravljačke sile 
i momenti nekad su posljedica djelovanja komponenata potiska, 
a nekad nastaju kao dodatne aerodinamičke sile i momenti. U 
oba ta slučaja komponente sila i momenata upravljanja poznate 
su s obžirom na dinamički sustav, jer su posljedica djelovanja 
upravljačkih organa koji pripadaju konstrukciji letjelice (sl. 17). 

Varijable leta i vektor stanja. Iz diferencijalnih jednadžbi gi- 
banja letjelice izdvajaju se sljedeće grupe varijabli leta uređenih 
u matričnom obliku: 


varijable brzine 
varijable kutne brzine 


X =MRVT, 
Ka > [0 0203] , 
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varijable kutova dinamičke baze 2, =[v9W], 
varijable kutova kinematičke baze Ze=[Voo], 
varijable kutova aerodinamičke baze X, =[afBy]". 
To je pet vektorskih ili četrnaest skalarnih varijabli koje se 
mogu podvrgnuti upravljačkom djelovanju. Ima šest diferenci- 
jalnih jednadžbi, a njima se moraju pridružiti još i tri Eulerove 
relacije i tri trigonometrijske relacije. Eulerove relacije kutnih 
brzina jesu: 
Mu 
9 


y 


0, 
%W2 
03 


=E,., ili kraće X, =E,,, X (75) 


p 


Trigonometrijske relacije jesu tri kinematičke relacije između 
kutova [«fBy], [#00] i [p9y] što se dobivaju iz transfor- 
macijskih matrica (19) kao trigonometrijske relacije u obliku 
izraza (24), (25) i (26) ili, kraće, u obliku matrice (47). 

Time je problem formukran pomoću šest diferencijalnih 
jednadžbi gibanja, tri diferencijalne Eulerove relacije i tri trigo- 
nometrijske relacije. To je dvanaest analitičkih, uzajamno neo- 
visnih relacija gibanja, koje određuju dvanaest varijabli leta u 
funkciji vremena. U vektorskom obliku te su varijable 


BAG) w,(t) wp(t) "(ty &(t) 
O Gt) i; 9(t) |: 9(|: BD) |. (76) 
[0 03(0), BUN 0 Yet) 


Umjesto [V00]' i [€ &0]" može se uzeti samo jedan vektor- 
-stupac s trima komponentama brzine za dinamičku bazu 
[KK]. 
Ako je potrebno odrediti još i koordinate trajektorija, 
pisat će se 
Vcos 0 cos '" 
Vsin O 
— Vcos& sin 


što nakon integriranja daje varijable položaja letjelice u pro- 
storu [xgYoZo] = Xo. Tri nove varijable uvjetovale su i uvo- 
đenje triju novih relacija s varijablama X, i Xo&. 

Da se riješi problem gibanja, potrebno je još znati i po- 
četne uvjete, a to se svodi na poznavanje dvanaest vrijednosti 
nepoznatih funkcija za početni trenutak f = ty. 


Aerodinamičko opterećenje u jednadžbama gibanja. Aerodi- 
namičke sile i momenti poznati su tek nakon ispitivanja mo- 
dela i prototipa letjelice. Aerodinamičke karakteristike moraju 
se prikazati u obliku prikladnom za jednadžbe koje se žele 
primijeniti, te se uglavnom zadaju prema varijablama leta, 
Reynoldsovu broju Re i Machovu broju Ma. Kad se izračunaju 
trajektorije ili sposobnosti letjelice u manevarskom letu, do- 
voljno je ako se koeficijenti aerodinamičkog momenta Cp i 
aerodinamičke sile Cp zadaju kao funkcije napadnog kuta i 
Machova, odnosno Reynoldsova broja. Aerodinamička sila je 
definirana relacijom 


žao 


Šo=ibi= = (77) 


“0 


l 
Ra = 32 VSC, 
gdje je CR(a,fB,Ma,Re), a S neka uvjetna površina, dok je aero- 
dinamički moment: 


(78) 


M, = Zov?siCa, (79) 
gdje je Cn(a,fB,y,Ma,Re), a | neka uvjetna duljina (npr. tetiva 
krila). 

Međutim, kad se analiziraju procesi upravljanja ili stabili- 
zacije letjelice, aerodinamičko opterećenje mora se izraziti 
prema varijablama koje se namjeravaju kontrolirati sustavom 
upravljanja. Tako se aerodinamičke sile Ra i momenti M, 
mogu prikazati kao funkcije varijabli leta, njihove derivacije 
po vremenu i Machova broja, odnosno Reynoldsova broja, 
već prema tome da li je režim leta supersoničan, kad je mje- 
rodavan Machov broj, ili je supsoničan s relativno malim br- 
zinama, kad je mjerodavan jedino Reynoldsov broj, pa je 


Ra = Ra(X,X,Ma,Re) 
M, = MA(X,X,Ma,Re). 
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Vektor varijabli leta X = [V, WW, 0,03]! sadrži samo šest 
samostalnih komponenata u bilo kojoj kombinaciji. 


Varijable upravljanja. Sile ili momenti upravljanja. mogu 
biti aerodinamičke naravi ako ih stvaraju pokretna krilca, ili 
reaktivne naravi ako se uređaji za upravljanje sastoje od pokret- 
nih mlaznica ili dodatnih uređaja za promjenu smjera vektora 
potiska, odnosno vučne sile. Otkloni cijelih krila ili otkloni 
samo dodatnih aerotijela stvaraju dodatne aerodinamičke sile 
upravljanja R, koje, ako su dovoljno udaljene od težišta, mogu 
ostvariti zadovoljavajuće momente upravljanja (sl. 17). 

Dodatne sile upravljanja proporcionalne su otklonu 6 kri- 
laca (sl. 18) ili mlaznica ako su ostali uvjeti nepromijenjeni, a 
definirane su izrazom 


l 
koe V.SC48, 
gdje je C4 gradijent sile upravljanja. Izraz (82) pokazuje da 
je sila upravljanja R, proporcionalna otklonu & za zađana 
geometrijska i aerodinamička svojstva organa upravljanja S CA, 
te za zadanu visinu leta određenu gustoćom zraka o i brzinu 
leta V 


(82). 


SI. 18. Dodatne sile upravljanja letjelicom 


Otklon uređaja za upravljanje & ima indeks prema momentu 
upravljanja koji se tim otklonom ostvaruje. Za letjelice su 
prihvaćeni sljedeći nazivi: 8, otklon krmila (elerona) koji po- 
buđuje valjanje ili rotaciju oko uzdužne osi 1; 8, otklon krmila 
(vertikalnog repa) koji pobuđuje skretanje oko poprečne osi 2; 
Šp otklon krmila (stabilizatora visine) koji pobuđuje propinjanje 
oko poprečne osi 3. 

Termin otklon treba nekad shvatiti i u prenesenom smislu, 
npr. kad se ne radi o običnom krilcu ili krilu koje se stvarno 
pomiče ili otklanja za kut &, nego kad se upravlja letjelicom 
pomoću promjene nekog od parametara koji nisu izravno ve- 
zani s uređajima za upravljanje. Tako je, npr., s komandama 
motora, gdje se sa ču označuje otklon krmila motora, koji 
pobuđuje promjene snage ili sile potiska, odnosno vučne sile 
motora. 

Letjelica kao objekt upravljanja. Kad su zadani početni 
uvjeti, diferencijalne jednadžbe gibanja, uz dodatne kinematičke 
relacije, predstavljaju sustav od dvanaest jednadžbi za određi- 
vanje dvanaest nepoznatih varijabli. Uz dosta teškoća taj se 
sustav može integrirati numeričkim metodama pomoću digital- 
nog elektroničkog računala. Numerička rješenja korisna su oba- 
vještenja o općim sposobnostima letjelice u manevarskom letu, 
a kompjutorski programi često služe za istraživanja najboljih 
dinamičkih i konstrukcijskih rješenja letjelice. Cesto se uz 
pomoć jednadžbi gibanja analiziraju samo specijalni slučajevi 
leta, kao što su polijetanje, slijetanje, zaokret, horizontalni let 
itd. Međutim, procesi upravljanja i stabilizacije letjelice ne mogu 
se istraživati pomoću jednadžbi u prvobitnom obliku. Uprav- 
ljanje nekom letjelicom zahtijeva dogovor o željenoj trajekto- 
riji, izbor varijabli leta i upravljanja, odnosno dogovor o tome 
što će se smatrati poremećajima, a što će se prepustiti da se 
spontano ponaša bez upravljanja. Drugim riječima, odabrat će 
se varijable koje će se korigirati djelovanjem pilota, za razliku 
od varijabli koje se mijenjaju spontano. 

Kad se priprema opis letjelice kao objekta upravljanja, 
prije svega treba prihvatiti skup varijabli na koje će se djelo- 
vati sustavom upravljanja. Nakon toga odrede se željene vari- 
jable leta za neke posebne slučajeve, npr. za vođeno slijetanje. 
Zakoni koji zadovoljavaju postavljene zahtjeve upravljanja do- 
bivaju se na različite načine, već prema potrebama vođenja 
letjelice. 
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Zbog toga stvarno stanje varijabli leta razlaže se na dva 
dijela: nominalno i poremećajno stanje, i to samo za one vari- 
jable koje će se kontrolirati. Sve ostalo se tretira kao spon- 
tane funkcije istih potrebnih i stvarnih vrijednosti, dakle, koje 
se ne kontroliraju, nego se samom konstrukcijom letjelice _po- 
stiže da zakon promjene tih spontanih funkcija zadovoljava 
unaprijed postavljene zahtjeve. 

Ako je X vektor-stupac kojemu su elementi varijable leta, 
onda je stvarno stanje varijabli leta zbroj nominalnog (željenog) 
i poremećajnog dijela: 


B.drama = Kidjeno + 8X. (83) 


Poremećajni dio 8X obilježava se u nelinearnim sustavima s 
malim slovom % i zove se vektorom stanja. Treba znati da se 
u linearnim sustavima vektor stanja ne razlikuje od varijabli 
gibanja ili leta. Međutim, opis je gibanja letjelice nelinearan i 
prema jednadžbama (43) i (44) zadan je relacijama 
mV+maP=R+*hR, (84) 
Jb+0J0=M+M,, (85) 
gdje je R vanjska sila, M vanjski moment, R, sila upravljanja, 
a M, moment upravljanja. 
Imajući u vidu oznaku & = 6", gdje K preslikava vektor 


& u kososimetričnu matricu 6, mogu se jednadžbe (84) i (85) 
transformirati u oblik 
0! XKm| o 
---+---- 
0 68 
gdje je još uzeto da su vektor upravljanja U = [8,6.8 pm]! 
i vanjsko opterećenje F = [R'M']' _ funkcije varijable gibanja 
X i njezine derivacije X, dok je K pravokutna matrica uz 
sile i momente upravljanja. Lijeva strana jednadžbe (86) očito 
je nelinearna, a budući da je aerodinamičko opterećenje neod- 
ređeno, ta je jednadžba vrlo nepovoljna za analize upravljanja 
i vođenja. Teškoća se može svladati linearizacijom jednadžbe, 
te ako se promatraju samo poremećaji s obzirom na dogovoreno 
potrebno stanje. 

Treba napomenuti da uređaji za upravljanje mijenjaju uvjete 
interakcije letjelice i zračne okolice, a ti izmijenjeni uvjeti stva- 
raju opterećenja koja mijenjaju trajektoriju letjelice. 


[m 


Ž=F&%)+K-U, (8 


U mehanici leta ispituju se sposobnosti uređaja za uprav- 
ljanje da obave određene zadatke, te je dovoljno ako se rad 
organa upravljanja odredi za uvjete kad su razlike između 
stvarnih i potrebnih vrijednosti varijabli leta jednake nuli. 

Za analizu sustava upravljanja treba poznavati veze između 
poremećaja varijabli leta i korekcijskih aktivnosti organa uprav- 
ljanja. Rad uređaja za upravljanje daje uzročne poremećaje, 
dok su poremećaji varijabli leta posljedični poremećaji za sustav 
upravljanja letjelicom. Pri uspostavljanju veze između uzročnih 
(ili ulaznih) poremećaja i posljedičnih (ili izlaznih) poremećaja 
koji uvjetuju aktivnost sustava upravljanja, pretpostavlja se da 
su poremećaji male veličine s obzirom na polazne vrijednosti 
varijabli. Zbog toga se poremećaji tretiraju kao varijacije vari- 
jabli leta, odnosno upravljanja. Stvarne veze između jednih i 
drugih varijacija dobivaju se iz sustava diferencijalnih jednadžbi 
gibanja uz dodatne Eulerove kinematičke relacije i trigonome- 
trijske relacije. 

Primjenjujući operator varijacije na inercijska i vanjska op- 
terećenja dobiva se jednadžba stanja u obliku 

XxX=Ax+Bu, (87) 


gdje je = [8V'60"]" odziv letjelice, # = 8U = [u,uxuyug]" 
vektor upravljanja, a matrice su u jednadžbi stanja (87) 


- [m-Srl —-S8 VT[S&-mš | S, +mV 
1 ses us= +- = A 
| —My ITEM, My |1M,-[0J — IJE], 
(88) 
s M=S| 25% TP TR 
B=|--——--l----—=-| .|— (89) 
—Myg |J—M,, u 
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Budući da su vektori vanjskog opterećenja S i M, submatrice 
u matricama (88) i (89) imaju sljedeći oblik: 


06M, 6M, 6M, 
00, 00 003 
M, = = 0M, OM, 0M, (90) 
co Oj 002 003 
M, Ma 2M, 
00, 00, 0 
dok je submatrica za upravljanje 
E ORu oRu ORu ORu 5 
08. 08; 0Šp dm 
— 0Ra2 6Ru2 6Ra2_6R 
Ru = =. 2 2 0 2 0 u2 (91) 
08, 08. 08, 6dm 
ORu3 ORu3 0Ru3 ORu3 
08, 08; 08, = Odmu 


Uz jednadžbu stanja treba poznavati i linearizirane Eulerove 
relacije 


šo, | _ [& _ [8] 
2802 |=E,,|88/+E,109 |, (92) 
803 oy dy 
gdje je 
= 0 peosg : 0 
Eg =|0 —:psingcosy 9c0sy — 1pcosgsiny |. (93) 
0 —ypcos9siny —9siny — psin3cosy 


Varijacija trigonometrijskih relacija dovodi do linearne jed- 
nadžbe 


To-že+F, 8% +, =0, (94) 
u kojoj su matrice 
- 0 cos O Ši 
Ta=(|cos0cosY —sinOsin'P |, še= hE (95) 
0 — sin 6siny, | 
= 4 M 0 No 
rn,=|9m m 0 2, =19B |, (96) 
4 BP —cosOcosye dve 
E 0 Pi Đ dp g 
T,=|-8e 0 |, %,=[89 (97) 
0 di h. 8y 


U matricama (95), (96) i (97) oznake funkcija s gornjim i donjim 
indeksom znače derivacije tih funkcija po gornjem indeksu, pa 
je npr. 

0o 
—_ = —sinypcosJcosf sina + 
Oa 


d, = 


+ (coswysiny + sinpsin9cosy)cos«cos fi, (98) 


gdje je funkcija &, definirana jednadžbom (25). 

Dakle, za analizu i sintezu sustava upravljanja i stabili- 
zacije letjelice mogu poslužiti relacije (87), (92) te (95) do (97), 
ili matematički model letjelice kao objekta upravljanja. 

Uobičajena analogna shema jednadžbe stanja letjelice (87) 
prikazana je na sl. 19. Takva analogna shema često se upo- 
trebljava u sustavima automatskog upravljanja letjelicama kao 
model letjelice u kojem je za zadani ulaz vektora upravljanja 
4 određen odziv letjelice *. 


B.u 


SI. 19. Analogna shema linearnog modela letjelice 
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Jednadžba stanja za krivolinijski let u vertikalnoj ravnini. 
Specijalni slučaj gibanja letjelice u vertikalnoj ravnini redovno 
služi za analizu sposobnosti propinjanja letjelice i preoptere- 
čenja njezinih uzgonskih elemenata. Gibanje se promatra za 
uvjet da je skretanje letjelice izvan vertikalne ravnine stalno 
unutar dopuštenih uskih granica, tj. ako je željeni azimut 
P(t)=0, mora i stvarni azimut biti Y.(f)=0, pri čemu se 
stvarni azimut izjednačuje s mjerenim vrijednostima. 

Diferencijalne jednadžbe gibanja za manevar u vertikalnoj 
ravnini jesu: 


mV= Pcosa — Gsin0 — R,, (99) 
mVO = Psina+R,— Gcos0 +R,,, (100) 
noz=M,E RIE (101) 

ža = Vcos6; I=0+a«, (102) 
Jo=Vsno; W=. (103) 


Značenje oznaka u jednadžbama (99).--(103) vidi se na sl. 20. 

Budući da se pretpostavlja idealno upravljanje, dakle nema 
nikakvih poremećaja, to se za proračun trajektorije letjelice 
može uzeti da su aerodinamičke sile i momenti funkcije je- 
dino napadnog kuta a i Machova broja. 


SI. 20. Sile, momenti i kutovi za određivanje jednadžbe gibanja 
letjelice u vertikalnoj ravnini 


Varijacije jednadžbi gibanja izvode se za sljedeće tri vari- 

jable: brzinu V, napadni kut « i kutnu brzinu propinjanja 3, 
pa se dobiva sustav od triju linearnih jednadžbi: 

moV = 8P + mgcos(9 — a)&a — R,, 

moV(3 — a) + mV(893 — 68) =8P-a+P-84+8R, — 

— mgsin(9 — 84 + Ru, (105) 

J;89 = 6M, + LARu,. (106) 

Varijacijom potiska i aerodinamičkog opterećenja dobiva 


se jednadžba stanja (87), u kojoj su ii = [u, Oug]' vektor uprav- 
ljanja, *š = [&V8a69]' vektor stanja letjelice, a matrice “ 


(104) 


Cc C: e -1 
- B mV i 
A= Cc —- C; 
y qS BA y 
/ a " J 
— Ca — Ck, ga 
i mz mz SI J 
2 KIEL G . 
—C (Go C# +— (9 — (6 
po 1 sva Pine Zo a) M 
2 lom 
sky t==Cy; “+ X 
V Na 2, P+ Gsin(9 — a) ) 
A 2 GOhs==S C, |. (107) 
me -8)_ #4 dS 
gS [7 2 
2 1 4 
pom + € Ci: . 
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C Će đ 
— mV 
B=| —C S raki C, 
LL =a 6 
asl 
Beg. ot 
qS 
P*% I 
SU 0 Ch (108) 
lu 8 
0 0 7; 


Kao što se vidi iz oznaka, članovi matrice A većinom su 
derivacije aerodinamičkih koeficijenata. 

Automatsko upravljanje letjelicom. Autopiloti, koji se re- 
dovno upotrebljavaju u zrakoplovstvu, grade se na temelju 
jednadžbe stanja leta letjelice. Na sl. 2! prikazana je blok 
shema automatskog upravljanja letjelicom. 


Poremećaj interakcije s okolicom 


Odziv 
letjelice 


Uređaj za 
proračun 
potrebnih 

trajektorija 


Uređaj 
autopilota 


Letjelica 


Potrebne varijable Varijable upravljanja 


le 
Raspoložive varijable leta 


Objekti 
identifikaci- 
je ciljeva 
letenja 


Raspoložive Ponašanje objekata 


Ciljeva 


varijable cilja letenja identifikacije 


Sl. 21. Funkcionalna shema automatskog upravljanja letjelicom 


Pomoću senzora mjere se varijable leta letjelice, koje se 
zovu raspoloživim varijablama, jer se zbog grešaka mjerenja 
razlikuju od stvarnih varijabli. Ako je cilj leta također neki 
pokretni objekt (npr. treba susresti ili presresti neku drugu 
letjelicu, brod u plovidbi itd.), senzori mjere ponašanje tog 
objekta i određuju raspoložive varijable gibanja cilja. Na 
temelju ponašanja cilja i letjelice, a s unaprijed definiranom 
metodom, izračunavaju se potrebne trajektorije ili potrebne 
varijable leta u promatranom trenutku. Uspoređivanjem potreb- 
nih i raspoloživih varijabli leta, uređaj autopilota određuje 
potrebne aktivnosti uređaja za upravljanje, ili varijabli uprav- 
ljanja, da bi se razlika između potrebnih i raspoloživih vari- 
jabli leta svela na što je moguće manji iznos i time ostvarili 
ciljevi leta. 

Mehanika leta bavi se određivanjem kinematičkih uvjeta 
za proračun potrebnih trajektorija i modeliranjem ponašanja 
letjelice pomoću jednadžbi stanja, što je u shemi na sl. 21 
sadržano u bloku uređaja autopilota. — 

Stabilnost letjelice. Osnovni zadatak ispitivanja stabilnosti 
letjelice sastoji se u proračunu svojstava poremećajnog gibanja 
opisanog jednadžbom stanja (87). Ako se po prestanku djelo- 
vanja poremećajnih faktora poremećaji varijabli leta (varijable 
stanja) smanjuju, odnosno ako vrijednosti amplituda postaju 
sve manje, tada je stanje gibanja ili stanje leta stabilno. Ako 
varijacije varijabli leta stalno rastu ili pak teže nekoj granici 
koja je izvan prihvatljive vrijednosti, tada je stanje leta nesta- 
bilno. 

Jednadžba stanja je, zapravo, sustav linearnih diferencijalnih 
jednadžbi kojega je rješenje 
(109) 


gdje je t vrijeme. Da bi rješenje bilo stabilno, moraju biti 
zadovoljeni određeni uvjeti, pa se zato moraju ispitati korijeni 
karakteristične jednadžbe 


detl4 — AI| =0, 


X = RexpA(t — to), 


(110) 
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gdje je_A matrica uz poremećajnu varijablu * u jednadžbi 
stanja, I je jedinična matrica, a A su korijeni karakteristične 
jednadžbe. 

Letjelica je stabilna ako su u izrazu (110) negativni svi 
realni korijeni A; i svi realni dijelovi kompleksnih korijena. 
Neutralno kritično stanje nastaje ako se samo jedan realni 
korijen svede na nulu, ili ako se samo jedan realni dio kom- 
pleksnog korijena svede na nulu, a svi ostali su negativni. 

Neko je zadano stanje ravnoteže ili stanje ustaljenog gibanja 
stabilno ako utjecaj ili odziv, zbog nametnutog poremećajnog 
impulsa ili opterećenja koje djeluje u konačnom intervalu vre- 
mena, postaje definitivno zanemariv. Stoga je stabilnost svojstvo 
ustaljenog gibanja nakon što prestanu djelovati poremećajna 
opterećenja. Pri tom se mora imati u vidu i to da je sta- 
bilnost pojam vezan ili uvjetovan konačnim posljedicama na- 
stalim djelovanjem malog i kratkotrajnog poremećaja na tijelo 
u gibanju. To, međutim, vrijedi za letjelicu bez uređaja za 
upravljanje i stabilizaciju. Ako se letjelica promatra zajedno 
s uređajima autopilota, onda se govori o sintetičkoj stabilnosti. 

Mehanika leta daje samo potrebne podatke i modele pona- 
šanja letjelice, da bi se ona s uređajima i pilotom, dakle kao 
cjelina, mogla tretirati na sintetički način metodama teorije 
sustava i automatskog upravljanja, odnosno stabilizacije. 


LIT.: W.J. Duncan, Control and stability of aircraft. University Press, 
Cambridge 1952. — C. A. Top6amenno, MexaHuKa HoJieTa. Matiiioc poelinte, 
Mockia 1969. — M. Momirski, Raketodinamika i konstrukcija vođenih pro- 
jektila. Tehnički školski centar JNA, Zagreb 1971, — E. Roberson, Lectures on 
rotational dynamics of orbiting gyrostats. International Centre for Mechanical 
Sciences Udine, Dubrovnik 1971, — M. Nenadović, Stabilnost i upravljivost 
letelica. Mašinski fakultet Univerziteta Beograd, Beograd 1972. — M. Mo- 
mirski, Opšte jednačine kretanja rakete s jednim parametrom "promenjive geo- 
metrije. Radovi Tehničke vojne akademije br. 9, Zagreb 1976. — M. Vuko- 
bratović, Dinamika robota. Institut Mihailo Pupin, Beograd 1977. — A. M. 
Mxumapan, IluHamuka nojera. Mauuuocrpoemue, MockBa 1978. 
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MEHANIKA TLA, grana mehanike koja proučava 
ponašanje diskontinuiranog materijala, sastavljenog od dijelova 
raspadnutih stijena (u slučajnom rasporedu koji se među sobom 
dodiruju, ali nisu vezani), od vode i plinova između tih di- 
jelova, pri djelovanju sila na obodu ili unutar toga materijala. 
Primjenjuje se za određivanje granične otpornosti i deformacije 
tla opterećenog temeljima građevina, sila što djeluju na potporne 
konstrukcije, te graničnog i stabilnog nagiba prirodnih kosina, 
kosina nasipa i brana. 

Graditelji starih epoha rješavali su zadatke koje je nametalo tlo kao pri- 
rodna podloga. Njihove metode vrednovanja tla i povratne veze između 
građevine i tla danas nisu poznate, ali ostaci građevina govore da se tražilo 
pogodno tlo. Vjerojatno je da su tradicija ceha i osobno iskustvo bili osnova. 
Stari spomenici koji još traju svjedoče o mnogim uspjelim rješenjima. Ima i 
nekoliko primjera neuspjeha (Pisa, 1180, sl. 1 i 2), ali je većina neuspjeha, 
jer su građevine propale zbog slabih temelja, nestala u zaboravu prošlosti. 

Racionalna mehanika tla počinje 1773. god. kad je Ch. A. Coulomb 
(1736-1809), francuski vojni inženjer, objavio Esej o primjeni teorije maksi- 
muma i minimuma na neke probleme u arhitekturi. U tom je radu riješen 
problem aktivnog tlaka i pasivnog otpora. Istodobno je eksperimentirao s 
uzorcima tla i postavio zakon otpornosti tla na smicanje, koji je i danas jedan 
od osnovnih zakona mehanike tla. W. J. Rankine (1820—1872) analitički je 
riješio problem graničnih stanja ravnoteže mase bez kohezije u neizmjernom 
poluprostoru pri vodoravnom rastezanju ili zbijanju i odredio orijentaciju ploha 
sloma (to se naziva aktivno, odnosno pasivno Rankineovo stanje). J. Resal je 
kasnije (1910) analitički riješio taj zadatak za masu s kohezijom s vodoravnom 
i nagnutom površinom. K. E. Pettersson i S. Hultin prvi su analizirali (1916) 
stabilnost terenskog skoka s pretpostavljenom kružnom plohom sloma, što je 
dalje razradio W. Fellenius (1927). 

Do prvih desetljeća XX stoljeća prevladavaju u graditeljskoj praksi analitičke 
analize tlaka na potporne konstrukcije prema veoma jednostavnom fizičkom 
modelu zrnastog tla i Coulombovu zakonu linearne zavisnosti tr = € + g,tanp. 
Smatralo se da su c i o konstante svake vrste tla. Nije bilo teorije za 
proračun kritičnog opterećenja tla pod temeljima. To je područje ostalo u 
empirijskoj procjeni dopuštenog opterećenja na temelju prijašnjeg iskustva s 
veoma ograničenim podacima o svojstvima nevezanih i vezanih vrsta tla. 

Teorijsku osnovu za proračun deformacija opterećenog prostora postavio je 
1865. J. Boussinesq analitičkim rješenjem raspodjele naprezanja unutar ela- 
stičnoga, homogenoga, izotropnoga poluprostora opterećenog koncentriranom 
silom na površini. Iako je taj fizički model neprikladan za tlo koje nije ni 
elastično ni homogeno, a većinom ni izotropno, primjena je tog rješenja bila 
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ograničena još i činjenicom da dugo nije postojala metoda ispitivanja kojom bi 
se mogli ustanoviti elastični parametri tla. Kao palijativ služilo je probno opte- 
rećenje tla, koje iz mnogo razloga ne može biti mode! za prototip opterećenja 
građevinom. Tek su eksperimentalni i teorijski radovi K. Terzaghija dvadesetih 
godina našeg stoljeća dali nove fizičke konkretne osnove za pouzdaniju spoznaju 
o ponašanju tla pod građevinama i tla kao građevnog materijala. 
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SL 1. Kosi toranj u Pisi — posljedica | Nu 
1955 ] 

pogrešne procjene svojstava tla 
Sl. 2. Presjek kroz kosi 
toranj u Pisi s dijagra- 
mom naprezanja u tlu 


U djelu Erdbaumechanik auf bodenphysikalischer Grundlage (1925) K. 
Terzaghi je postavio osnove nove znanstvene grane — mehanik> tla. To 
je otvorilo nov put rješavanju složenih zadataka građenja na tlu i u tlu u 
doba kad je razvitak mehaničkih pomagala omogućivao izvođenje sve većih i 
složenijih zahvata u tlu. Tako se nova znanstvena grana brzo proširila, a 
danas je predmet temeljnog obrazovanja svakog graditelja. 

Klasična mehanika tla (tako se nazivaju teorijska rješenja iz XIX stoljeća) 
osniva se na dvije idealizacije realnog tla: a) pretpostavlja se da je Wo kruto 
plastično tijelo kad se razmatra problem sloma, odnosno graničnog opterećenja, 
b) pretpostavlja se da je tlo elastično tijelo kad se razmatra problem deformacija. 
Ta su dva modela u određenim granicama prikladna za analitičko rješenje više 
tipičnih zadataka, jer se karakteristike materijala određuju jednostavnim eksperi- 
mentima na uzorcima tla u laboratoriju. Baš su ti eksperimenti i teorijska 
razrada rezultata osnova za napredak mehanike tla. Realno tlo, naime, ne 
odgovara ni jednome od dva modela, jer je to diskontinuirani nelinearno 
elastični materijal s malim povratnim deformacijama pri rasterećenju i s viskoz- 
nim deformacijama. 

Eksperimentalno proučavanje odnosa između naprezanja i deformacija 
uzoraka tla omogućilo je definiranje veza između stanja tla, promjena na- 
prezanja, deformacija i vremena koje znatno vjernije opisuju njegova svojstva. 
Rezultati eksperimentalnih radova ne bi međutim imali većeg značenja za 
inženjersku praksu bez suvremenog razvitka numeričkog računa i elektroničkih 
računala. Rješenja više nisu ograničena mogućnostima analitičkog računa, pa 
se mogu primijeniti moddi nelinearno elastičnog materijala s viskoznim ele- 
mentima koji traže znatno složenije proračune. S tim se postupcima može 
proučavati ponašanje tla, i to od malih dodatnih opterećenja, kad se ono 
ponaša približno kao elastično tijelo, pa do opterećenja koja uzrokuju veliki 
prirast deformacija uz mali prirast naprezanja, kad se ono ponaša približno kao 
plastično tijelo. Osnovna proturječnost da se u matematičkim moddima diskon- 
tinuirani materijal zamjenjuje kontinuumom s pogodnim konstitutivnim vezama 
nije još prevladana, Ona ima manje posljedice kad se promatra ponašanje 
sitnozrnatog tla s veoma mnogo vrlo sitnih čestica u jedinici volumena. Kad se 
proučava materijal krupnih zrna (krupan šljunak, kameni nasipi, stijenske mase) 
model kontinuuma sve nepotpunije opisuje svojstva i ponašanje materijala što 
su fragmenti veći. R. J. Marsal (1977) je sa uspjehom uveo stohastičke i 
statističke metode da bi dobio prikladniji model za diskontinuirani materijal 
sastavljen od krupnih fragmenata. 

Suvremena teorija mehanike tla omogućuje da se i praktični zadaci rješavaju 
potpunije i pouzdanije nego što je to bilo moguće klasičnim dualističkim 
pristupom. Detaljnije istraživanje na terenu, složenije ispitivanje uzoraka u 
laboratoriju i primjena kompleksnih programa za elektronička računala uvjeti 
su za uspješnija rješenja. 

Primjena tih kompleksnih metoda potrebna je za sigurno projektiranje 
velikih, složenih i osjetljivih građevina. Ostaje otvoreno pitanje do kojeg stupnja 
treba u praksi primjenjivati produbljenu teoriju na materijal koji je po svom 
postanku veoma heterogen, puno više nego što se u razumnim granicama 
može obuhvatiti računskim mod&ima 

Sigurno je da će se klasična rješenja na dualističkoj koncepciji svojstava 
materijala još dugo primjenjivati za rješavanje standardnih zadataka. 

Zbog toga će se izložiti ta rješenja, a samo će se skicirati nove mo- 
gućnosti koje su upravo počele davati rezultate. 
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Primjena mehanike tla u graditeljstvu veoma je važna. Teret 
svake građevine prenosi se na tlo preko temelja i uzrokuje 
u njemu promjene naprezanja i deformacije. One su to 
veće što je tlo jače stišljivo a njegova čvrstoća manja. Izbor 
i dimenzije temelja na određenom tlu ovise o ukupnoj vri- 
jednosti sila i o deformacijama koje građevina može podnijeti, 
a metode i parametre za takve proračune daje mehanika tla. 
Dvije ekstremne koncepcije temelja vidi se na sl. 3: laganija 
zgrada na čvrstom tlu (sl. 3a), konstruktivni elementi stoje na 
pojedinačnim temeljima; teška zgrada na slabom tlu (sl. 3b), 
konstruktivni elementi stoje na stopama pod kojima su šipovi 
zabijeni ili izrađeni u tlu do dubljeg, dovoljno čvrstog sloja. 
Silos za žito u riječkoj luci (sl. 4), težine 60000 tona, trebalo 
je postaviti na bunare koji bi se oslanjali na čvrstu vapnenačku 
stijenu. Bunare je trebalo ukopati kroz sloj nasutog kamena 
i srednje zbijenoga prašinastog pijeska debljine 13 do 27 m. Sloj 
kamenog nasipa onemogućio je spuštanje bunara do stijene, pa 
jenakon ponovne provjere svojstava sloja pijeska silos postavljen 
na ploču. Izračunato je da će slijeganje ploče iznositi 25---45 cm, 
što je uzeto u obzir pri postavljanju potrebnih priključaka 
(pruga, rampe, toranj s dizalicama). Izračunata su slijeganja 
premašena za — 5cm, ali silos radi bez poteškoća. Nejednako 
slijeganje može prouzročiti teškoće kad tlo nije jednolično 
uslojeno ; tako se npr. stambena zgrada u Zagrebu (sl. 5) nagnula, 
pa su temelji na strani većeg slijeganja naknadno poduhvaćeni 
da se spriječi dalje naginjanje. 

Na mekom tlu velike debljine može se primijeniti kompen- 
zirano ili plutajuće temeljenje. Razina temelja postavi se tako 
duboko da se težina tla u dovoljnoj mjeri zamijeni znatno 
lakšim volumenom podrumskih katova (sl. 6). 

Tlo je veoma često građevni materijal od kojeg su izgrađene 
velike građevine kao što su nasipi za različite namjene (ceste, 


Građevina 


Temelji 


Čvrsto tlo 


Čvrsto tlo 


SI. 3. Primjeri temelja građevina. a plitki temelj, čvrsto tlo, lagana građevina, 
b meko tlo, teška građevina 


SIS 


» 
B 


SI. 4. Silos za žito u riječkoj luci 


MEHANIKA TLA 


SI. 6. Kompenzirano temeljenje na slabom tlu 


željeznice, obrana od poplava i sl) i velike nasute brane 
za stvaranje umjetnih jezera (opskrba vodom, proizvodnja 
električne energije, zadržavanje vode za smanjenje opasnosti od 
poplave i sl). Brana Lokvarka u Gorskom kotaru (sl. 7 “i 8) 
jedan je od primjera upotrebe tla kao građevnog materijala. 
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Racionalno projektiranje i sigurnost takvih građevina zahtijeva 
opsežna proučavanja vrsta i svojstava zemljanog materijala za 
nasipanje građevine i tla ispod nje. Najpovoljniji raspored 
materijala u presjeku brane, siguran nagib kosina za sve uvjete 
pogona (naprezanje nakon dovršenja građenja, uz puno jezero 


i na brzo pražnjenje jezera, djelovanje potresa), ukupni iznos. 


slijeganja brane i tl na kojemu brana leži od tereta brane 


i usporene vode u jezeru, neki su od problema koji se rješavaju 
metodama mehanike tla. 
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Smrzavanje vode u porama tla uzrokuje lokalna vlačna 
naprezanja i kapilarno upijanje vode iz dubine. Tako se voda u 
tim zonama koncentrira u lećama leda. Za vrijeme duge zime 
površina se na tim mjestima podigne i do 30 cm. Kad se led 
otopi, voda ostaje na mjestu leća. Gnječenje pri opterećenju 
i rasterećenju pretvara na tim mjestima čvrsto tlo u blatnu kašu. 
To je mehanizam koji npr. oštećuje kolnik cesta u rano pro- 
ljeće. 


SI. 7. Poprečni presjek nasute brane Lokvarka. 1 glina, 2, 3, 4 kamen, 5, 6 
drenovi 


SL 9. Iskop platoa za koksaru u Bakru. B širina platoa 


SI 8. Nasuta brana Lokvarka za vrijeme gradnje 


Sve nagnute površine terena u osjetljivoj su ravnoteži, pa 
i male promjene prirodnih uvjeta mogu pokrenuti manje ili veće 
mase. To su prirodne pojave koje su djelovale kroz geološka 
razdoblja i sudjelovale u oblikovanju današnjih terenskih oblika, 
a aktivne su i danas. Zato i svaki ljudski zahvat na nagnutom 
terenu može poremetiti ravnotežu i uzrokovati deformacije i 
klizanje (te su pojave veoma česte npr. na usjecima novih cesta). 

Za plato koksare u Bakru trebalo je izvesti zasjek dubine do 
60 m u geološki nepovoljno uslojenom i razlomljenom vapnencu 
s prostranim zonama djelomično trošnih siltita. Za osiguranje 
stabilne padine valjalo je izgraditi masivan potporni betonski 
zid visok do 20 m, usidren u stijenu čeličnim zategama (sl. 9 
i 10). Dozvoljena strmina nagiba, potrebna visina i dimenzije 
zida proizašle su iz proračuna ravnoteže metodama mehanike tla. 

Podupiranje strmih ili vertikalnih iskopa u terenu čest je 
zadatak graditelja. Dimenzije potpornih zidova, zagatnih stijena 
ili dijafragma proračunavaju se iz graničnog stanja aktivne 
i pasivne ravnoteže s parametrima čvrstoće tla. 

Deformacije tla mogu nastati i bez promjene naprezanja. 
Promjena volumena tla zbog promjene vlažnosti osobito se 
pojavljuje u nekim vrstama prekonsolidirane gline. Pri sma- 
njenom naprezanju (npr. ispod dubokih iskopa, u potkopima i sl.) 
tlo može primiti veće količine vode (neposredno ili higroskopski) 
pri čemu ono buja, a čvrstoća mu se smanjuje, što valja uzeti 
u obzir u projektu i proračunu konstruktivnih elemenata. 

Sadržaj vlage u većem obujmu tla može se smanjiti i bez 
promjene opterećenja. Velika stabla u vegetacijskom razdoblju 
izvlače vlagu iz tla, a volumen se pri tom smanjuje. To je 
češće uzrokovalo na oko neobjašnjivo oštećenje zgrada u blizini 
drvoreda kad su stabla narasla. 


Sl. 10. Potporni zid na platou koksare u Bakru 


Racionalno rješenje takvih i sličnih problema pri gradi- 
teljskim ostvarenjima ne bi bilo moguće bez primjene spoznaja 
i metoda mehanike tla. 


SVOJSTVA I KLASIFIKACIJA TLA 


Svojstva tla znatno se razlikuju od svojstava homogena 
materijala zbog njegove zrnate strukture. Sila na konturi prenosi 
se u homogenom materijalu kontinuirano promjenljivim tenzo- 
rom naprezanja bez promjene strukture. Sila na konturi prenosi 
se unutar prostora koji zauzima zrnata masa pojedinačnim si- 
lama na kontaktima između susjednih čestica. Te sile drobe, 
pomiču, ili savijaju čestice, sile se među česticama i pri kon- 
stantnom opterećenju mijenjaju s vremenom u nekoj vrsti di- 
fuzijskog procesa. R. J. Marsal (1973) mjerenjem je pokazao 
kako broj kontakata po zrnu ovisi o veličini zrna, zbijenosti 
i granulaciji uzorka. Prosječno ima oko 6 točaka dodira na 
svakom zrnu u tipičnoj šljunčanoj smjesi koja se sastoji od 


Tablica 1 


VRIJEDNOSTI KONTAKTNIH SILA 
NA KONTAKTIMA ZRNA ZRNATE STRUKTURE 


, Prosječna kontaktna sila N 
Promjer za naprezanje kN/m? 

zrna 

da 10 100 1000 
Šljunak 60 21 210 2100 
Pijesak 2 0,02 0,21 2:1 
Prah 0,06 2,1+10 75 2,1+10 + 2,1 +107? 
Glina 0,002 2NEKOsE 205? 2,1 +105 
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zrna s promjerom od 1---200 mm i od zrna promjera 18:--37 mm. 
Specifičan broj kontakata po jedinici volumena uzorka ovisi o 
veličini zrna, a sile na kontaktima pri zadanom prosječnom 
naprezanju rastu s veličinom zrna. 

Tipične vrijednosti kontaktnih sila vide se u tabl. 1. 

Naprezanje u zrnatoj masi nije hemogeno raspodijeljeno po 
plohi presjeka, nego je rezultanta pojedinačnih koncentriranih 
sila koje prenose reakcije vanjskog opterećenja normalnim N 
i tangencijalnim silama T u točkama dodira među česticama 
(sl. 11). Naprezanje u tlu statički je pojam koji se u ravnini, 
x, y na razini z, (sl. 12) može izraziti relacijama: 


1 n n 1 n 
s.,= a2 Ž, Nu Taz = a2 Ž jeva Ty = 42, > To (1) 
gdje su Nj, Tixi 1 Tzyi komponente sila na kontaktima zrna 
na razini z, odnosno na presjecima kroz zrna koje ona siječe. 
Naprezanje je zbroj komponenata sila među zrnima po jedinici 
plohe. Intenzitet naprezanja varira od točke do točke iako je 


u promatranom predjelu naprezanje konstantno. 


SI. 11. Sile na dodirima zrna unutar zrnate 
mase 


Smjer pomaka 
——- 


SL 13. Deformacije u zmatoj masi a deformacija na kontaktima zrna, b 
savijanje pločastih zrna, c klizanje i rotacija, d drobljenje zrna 


Promjena naprezanja uzrokuje deformacije koje nastaju 
djelovanjem više pojava u zrnatoj masi: deformacije zrna od 
sila na kontaktima, klizanje i rotacija susjednih zrna, savijanje 


MEHANIKA TLA 


pločastih tankih zrna, drobljenje i promjena rasporeda zrna, 
kako je to shematski prikazano na sl. 13. Djelovanjem tih 
pojava smanjuje se volumen pora među česticama pri povećanju 
opterećenja. 

Energija akumulirana pri elastičnoj deformaciji i savijanju 
pojedinih zrna uzrokuje nakon smanjenja naprezanja povratno 
povećanje volumena, ali to je samo manji dio promjene, jer 
klizanje, rotacija i drobljenje zrna uzrokuju veći, nepovratan 
dio promjene. Ponašanje takvog materijala pri promjeni na- 
prezanja bitno određuje medij u porama: zrak ili voda, odnosno 
zrak i voda. 


Deformacije nastaju uz svladavanje otpora na kontaktima. 
Ako je u porama zrak u kojem male promjene volumena 
ne uzrokuju znatniju promjenu tlaka, stišljivost je pora znatno 
veća od stišljivosti zrnatog skeleta. Odnosi su znatno drukčiji 
ako su pore ispunjene vodom, jer je stišljivost vode znatno 
manja od stišljivosti skeleta zrnate mase. Promjene volumena 
tada su moguće samo kad se iz pora evakuira dio vode. Taj je 
proces polagan, to polaganiji što su pore sitnije, što je skelet 
više stišljiv i što je veće područje zahvaćeno promjenom 
naprezanja. Tada valja istisnuti više vode na veću udaljenost, 
a za to treba više vremena. U času promjene opterećenja preuzet 
će voda u porama veći dio dodatne sile, pa na skeletna zrna 
otpada manji dio te sile, Tlo zasićeno vodom može se she- 
matski prikazati pomoću nepropusne posude napunjene zrnatim 
materijalom s poroznom pločom koja raspodjeljuje silu P na 
cijelu površinu (sl. 14). S povećanom silom P povećava se 
naprezanje za s = P/A, što uzrokuje deformaciju AH i pokazuje 
za koliko će se smanjiti visina uzorka kad zrna preuzmu cijelu 
silu P. SL. 15 pokazuje mehanički model u kojem je zrnato 
tlo zamijenjeno elastičnim perima visine H koja podupiru ploču. 
Prije opterećenja silom P zatvori se ventil u stapu. 


P(t=t) 


SL. 15. Mehanički model zasićenog tla sa tri faze deformacije 


Ako se u trenutku tf = ft ploča optereti silom P, visina H 
per4 neće se promijeniti, jer voda ne može istjecati iz posude, 
a ravnotežu sili P održavat će tlak u vodi 


P 
“==, 2 
Z 0) 
gdje je A površina presjeka posude. Kad se otvori ventil, voda 
će početi istjecati, a pera će se postepeno stiskati uzimajući 
sve veći dio sile P. Na kraju će pera uzeti cijelu silu, pa 
će se skratiti za 
P 
AH =—, (3) 
nK 
gdje je n broj jednakih pera, a K konstanta pera. Za ravno- 
težno stezanje sustava u svakom trenutku vrijedi 


nP, +uA = P, (4) 
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gdje je P, sila koja djeluje na jedno od pera. Prema tome, za 
t=0 vrijedi relacija (2) jer je Pp =0, za t> oo dobiva se 
u =0, pa je nP, = P, jer pera nose cijelu silu (sl. 16) 

Za zmato tlo prosječno ukupno normalno naprezanje na 
ravnini okomitoj na silu iznosi 


(5) 


oa= 


A , 
pa se može, u skladu s jednadžbom (4), napisati da je 
g=o+u (6) 


gdje je o“ efektivno prosječno naprezanje među česticama tla, 
a u tlak vode u porama. 

Pojava da se s vremenom smanjuje sila koju preuzima voda, 
a povećava sila koju preuzimaju pera, odnosno zrnato tlo, po 
fizikalnim je svojstvima difuzijski proces. 


Sl. 16. Dijagram promjene sile u vodi P, i perima 
P, s vremenom u modelu na sl. 15 


Specifična promjena volumena po jedinici površine (AV/A) 
za promjenu naprezanja (Ag = AP/A) izračunava se iz izraza 
AV AsH 

==, 7 

TNT (7) 
gdje je M modul stišljivosti, a H debljina sloja. Brzina je 
istjecanja vode (prema Darcyjevu zakonu) 


Ao 
=k— 8 
v=kir> (8) 
gdje je k propusnost sloja. Budući da je specifična promjena 
volumena jednaka količini vode koja istječe po jedinici površine, 
ta je specifična promjena volumena također jednaka produktu 
brzine istjecanja vode i vremenu, pa je 


AV X: 9 
a vt. (9) 
Odatle se dobiva vrijeme 
H? 
t=—>-. 
Mk uo) 


Prema tome, trajanje prijenosa sile s vode na skelet tla 
proporcionalno je kvadratu debljine sloja, a obrnuto propor- 
cionalno modulu stišljivosti M i propusnosti sloja k. 


Proces konsolidacije. Postepeno prenošenje naprezanja s vode 
u porama na skelet tla zove se proces konsolidacije, koji je 
prvi obradio Terzaghi (1925). 

U zrnatom tlu s krupnim zrnima propusnost i modul stiš- 
ljivosti imaju veliku vrijednost pa je trajanje konsolidacije kratko. 
U sitnozrnatom tlu vrijeme potrebno za konsolidaciju je dugo 
jer je tada modul stišljivosti za red veličine manji, a pro- 
pusnost za 4:6 redova veličine manja, pa je trajanje kon- 
solidacije za 5---7 redova veličine dulje nego u pijesku. Kad 
je sloj vrlo debeo, konsolidacija može trajati i stotine godina 
nakon promjena opterećenja. 

Svojstva zmate mase kao što su stišljivost i bujanje, pro- 
pusnost za vodu, čvrstoća itd., ovise o nekim karakteristikama 
koje se mogu samo opisati i o nekim koje se definiraju 
mjerljivim parametrima. 

Npr., mineraloški sastav čestica, oblik i svojstva površine 
zrna, čvrstoća minerala skeleta i slično mogu se samo opisati. 

Da se odredi druga vrsta svojstava, potrebno je poznavati 
karakteristične parametre tla. Oni se računaju iz volumena 
uzorka V, mase vlažnog uzorka W i mase Wa, nakon sušenja u 
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toku 24 sata na temperaturi od 105 *C. Masa vode u uzorku jest 
W, = W — W,, volumen čestica u tlu KV, = Wa. a volumen 
pora V, = V— V.. Svojstva tla jesu: 


W, 
gustoća zma tla: o, Sa (11) 
'y, 
relativna poroznost: n = e (12) 
m V, 
koeficijent pora: e = ZI (13) 
V, 
zasićenost: S,=—*, (14) 
V, 
W, 
vlažnost: w = —". 100%, (15) 
Wu 


gdje je V,, volumen vode. Iz tih svojstava dobivaju se omjeri 
e n 

= d e= A 16 

1+e l1—-n 19 


Pomoću navedenih svojstava dobivaju se nova: 


gustoća tla: o=(!—n)o; + no, (17) 
gustoća suhog tla: o, =(1—n)o., (18) 
gustoća uronjenog tla: o' = (1 — nX(0, — 0,), (19) 


gdje je 0, gustoća vode. 
Najčešće su vrijednosti gustoća: 


gustoća zma tla: o, = 2500---2800 kg/mž, 
gustoća tla: o = 1750-:-2000 kg/m*, 

gustoća suhog tla: ga = 1400---1700 kg/m?, 
gustoća uronjenog tla: o' = 800-.-1000 kg/m?. 


Ostala svojstva služe za klasifikaciju vrsta tla u grupe s 
karakterističnim sličnim svojstvima, kao što su stišljivost, pro- 
pusnost, čvrstoća. To su: granulometrijski sastav i granice konzi- 
stencije. 


Granulometrijski sastav prikazuje se omjerom mase grupe 
zrna unutar intervala promjera dpax — dmin prema ukupnoj masi 
uzorka. To je statistički podatak koji se dobije prosijavanjem 
na odabranim sitima (za zrna veća od 0,06 mm Bameraj ili 
sedimentacijom u vodi (za zrna manja od 0,06 mm). Kao promjer 
zrna označuje se promjer oka na situ kroz koje zrno prolazi, 
odnosno promjer kuglastih čestica koje prema Stokesovu zakonu 
tonu u vodi određenom brzinom. Granulometrijski sastav pri- 
kazuje se granulometrijskom krivuljom (sl. 17). Na ordinati 
je postotak mase zrn4 koja prolaze kroz sito određena pro- 
mjera oka, a na apscisi je promjer oka u logaritamskom 
mjerilu. Granulometrijske krivulje materijala statistički su apro- 
ksimacije bez velike točnosti, ali daju sliku o nekim svojstvima 
tla, kao što je propusnost i kapilarnost pjeskovitih i praši- 


SL 17. Grafički prikaz granulometrijskog sastava zmate mase. Djg promjer 
efektivnog zrna, Do promjer dominantnog zrna, Cy = D49:D,o9 koeficijent 
jednoličnosti 
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nastih materijala. Potrebne su za projektiranje filtarskih slojeva 
za zaštitu nasipa i brana od erozije i sl. 

Svojstva glinovitih materijala znatno više ovise o minera- 
loškom sastavu zrna, geološkoj prošlosti i strukturi nego o 
veličini čestica. 

Atterbergove granice i indeksi koji se iz njih izvode znatno 
bolje karakteriziraju svojstva sitnozrnata tla. Sitnozrnato tlo 
nalazi se u jednom od četiri konzistentna stanja, već prema 
sadržaju vode; ono je čvrsto kad je suho, a gnječenjem s vodom 
prelazi u polučvrsto, u plastično i u tekuće stanje. Vlažnost 
na granici među tim stanjima definira granicu stezanja w., 
granicu plastičnosti w, i granicu tečenja wi. 

Granica stezanja w; određuje se sušenjem uzorka propisanih 
dimenzija kao vlažnost pri kojoj prestaje smanjivanje volumena. 
Granica je plastičnosti w, vlažnost pri kojoj se valjčići promjera 
od 3mm pri daljem valjanju počinju drobiti. Granica je te- 
čenja w, vlažnost pri kojoj se žlijeb propisanih dimenzija, 
urezan u uzorku razmazanom u zdjelici propisana oblika 
i dimenzija, zatvara nakon 25 udaraca u standardnoj treskalici. 
Pobliži opis pokusa može se naći u udžbenicima mehanike 
tla i u JUS U.B1.020. S granicama konzistencije definiraju se 
indeksi: 


plastičnosti IP=w—w,, (20) 
konzistencije IK = Llkea (21) 
W—W, 


gdje je wo prirodna vlažnost tla. 
Grubu mineralošku klasifikaciju glinenih tala, o kojoj ta- 
kođer ovise njihova svojstva, daje aktivnost gline. To je omjer: 


A 


= A 22 
Woo02 = 
u kojem je Woo, postotak čestica promjera manjeg od 0,002 mm 
u masi uzorka. A. W. Skemptonova klasifikacija minerala prema 
omjeru (22) vidi se u tabl. 2. 
Jedinstvena klasifikacija razlikuje dvije osnovne grupe tla; 
nekoherentno i koherentno tlo s pet grupa navedenih u tabl. 3. 


Tablica 2 
AKTIVNOST GLINE 
Kvarc 0 Ilit 0,90 
Kalcit 0,18 Ca-montmorilonit 1,50 
Muskovit 0,23 Na-montmorilonit 7,20 
Kaolinit 0,35 
Tablica 3 
KLASIFIKACIJA TLA 
Promjer zrnaca Onak 
I znaka 
Šljunak 60---2 G 
Pijesak 2+:+0,06 S 
Prah 0,06---0,002 M 
Glina 0,002 C 
Organsko tlo 0,06---0,002 oO 
Tablica 4 
OZNAKE NEKOHERENTNIH MATERIJALA 
Dobro graduiran, široko granulometrijsko područje W 
Dobro graduiran s dovoljno glinenih veziva da veže | Cc 
krupna zrna 
Slabo graduiran, usko granulometrijsko područje P 
Slabo graduiran s mnogo prašinastih čestica | F, 
| Slabo graduiran s mnogo glinenih čestica Fe 
Jednolično graduiran, malo sitnih čestica U 
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_ Tlo je u prirodi redovno smjesa dviju ili više grupa tla. 
Šljunak i pijesak su nekoherentni materijali. Čine šest podgrupa 
što se označuju dodavanjem drugog slova osnovnom simbolu 
(tabl. 4). Šljunak i pijesak svrstavaju se u grupe prema tabl. 5. 

Od tih se 12 grupa u tabl. 5 može 10 identificirati prostim 
okom, dok su za razlikovanje SF, i SF, potrebni identifikacijski 
pokusi. Neke karakteristične granulometrijske krivulje neko- 
herentnih materijala prikazane su na sl. 18. 

Sitnozrnato-koherentno tlo čini tri podvrste prema plastič- 
nosti (tabl. 6). 


Tablica 5 
KLASIFIKACIJA ŠLJUNKA I PIJESKA 
Šljunak Pijesak 
Dobro graduiran, nevezan GW SW 
Pjeskovit s glinenim vezivom GC SC 
Slabo graduiran, čist, manjkaju neke grupe zrna GP SP 
| Jednoličan, uskog granulometrijskog sastava GU SU 
SR A NEI praha, smanjena stabilnost GE, SF, 
f Pjeskovit, s mnogo glinenih veziva GF, SF, 


Šljunak Pijesak 


srednji | sitni 


1 06 Q2 OJ 006 004 002 ODI 0005 (002 Q0OI 
Promjer zrna D mm 


SI. 18. Tipične granulometrijske krivulje tla 


Tablica 6 
PODVRSTE SITNOZRNATOG TLA 


SA Oznaka 
Neke plastičnost We <35 A L 
Srednja plastičnost 35 <W <50 I 
Visoka plastičnost We > 50 H I 


0 20 40 60 80 
W 100 


e % 


Suha čvrstoća 
plastičnost, stišljivost 


Propusnost NB 


SL 19, Dijagram plastičnosti 
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Razlikuju se prah, glina i organsko tlo niske, srednje i 
visoke plastičnosti, koji se označavaju simbolima: ML, MI i 
MH za prah, CL, CI i CH za glinu, OL, OI, OH za organsko 
tlo. Treset ima oznaku Pt. Svega, dakle, 10 skupina. 

Prema toj klasifikaciji ima 22 karakteristične skupine ma- 
terijala. U prirodi su materijali često na granici između dviju 
skupina. Takvo se tlo označuje sa dva simbola, npr. CL/CH 
za glinu na granici između niske i visoke plastičnosti, ili CL/SC 
za mršavu pjeskovitu glinu i sl. Dijagram plastičnosti s indeksom 
plastičnosti (IP) i granicom tečenja (w;) na koordinatnim osima 
(sl 19) pokazuje područja takvih vrsta koherentnog tla. 

Uzorci tla lako se klasificiraju u jednu od 22 grupe jedno- 
stavnim pokusima na terenu bez posebna pribora, a granulo- 
metrijski sastav i Atterbergove granice određene u laboratoriju 
daju podatke za sigurnu klasifikaciju. 

Klasifikacijom se razvrstavaju uzorci iz različitih sonda 
i dubina u grupe materijala jednakih ili sličnih svojstava, 
povezuju se slojevi među susjednim bušotinama i približno se 
ocjenjuju njihova svojstva. Klasifikacijski podaci dopunjuju se 
još konzistentnim stanjem koherentnih materijala u tlu (žitko, 
lako, lako/teško, teško gnječivo i kruto) te mjerenjem otpora 
prodiranju alata u nekoherentne slojeve (penetracijski pokusi). 

Ravnoteža sila na elementu tla. U zemljinu gravitacijskom 
polju tangencijalna su naprezanja na vodoravnim ravninama 
u tlu s vodoravnom površinom jednaka nuli. To vrijedi zbog 
uvjeta ravnoteže i za uspravne ravnine. Normalna naprezanja 
djeluju okomito na te ravnine i one se nazivaju ravninama 
glavnih naprezanja, jer su ta naprezanja glavna naprezanja. Za 
element tla dx dz na sl. 20 s tenzorom naprezanja u gravi- 
tacijskom polju izvode se iz ravnoteže sila i momenta oko središta 
elementa relacije 


Dax | OT 0 (3) 
0x oz 
da, + ODE draao (4) 
Oz Ox PR 
Txz 7 Tra: (25) 


Sl. 20. Naprezanje na elementu tla 


Naprezanja na ravnini pod kutom 9 prema osi x (sl. 20b) 
određuju se iz uvjeta ravnoteže sila, uz dz = dxtan8, di = 
e 
= cosg" 

Kad se sredi, dobiva se 

a =6,5in29 + 9,00529 + 2c,,sin9 cos 9 (26) 


62— 6, 


T= sin29 — T,;C0S29. (27) 


Nagib ravnine (S =) na kojoj je z=0 glavni napon 
g nalazi se iz jednadžbe (27) 


9x 


(28) 


sin2a — T,,C0s24x = 0, 


pa je < 
2 
PaljA (29) 


92 — 0, 


tan2a = 


TE VIL 16 
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Ako se uvrsti kut « iz gornjeg izraza (29) u jednadžbu 
(28), dobiva se intenzitet glavnih naprezanja 


6, +0, : 
| + e 


ose NE (30) 


3 


Iz poznatih se glavnih naprezanja izračunaju naponi na 
ravnini koja je nagnuta za kut I prema prvoj glavnoj ravnini 
iz relacija: 

(31) 
(32) 


o=63sin? 9+ 910829 = g3 + (g, — g3)cos? 9 
T=(g, — g3)sin9cos g, 


Izrazi (31) i (32) mogu se prikazati tzv. Mohrovom kruž- 
nicom u ravnini ra (sl 21a) (v. Nauka o čvrstoći). 

Naprezanjima o, i T,, na ravnini x određena je točka I, 
a naprezanjima g, i T,, na ravnini z točka 2 u koordinatnom 
sustavu ar (sl. 21a). Te dvije točke leže na polumjeru kruž- 
nice, pa su koordinate središta kružnice O, (g, + g,)/2. Sjecištima 
kružnice s osi apscisa određena su glavna naprezanja 6, i da. 
Iz trokuta 013 (sl. 21a) dobiva se 


2 2 
[== 7) 2 kidakaj 


| +=|(-= (33) 


/\ 7 


pa je za ri, =0 
Gi — 03 
ro 


(34) 


t2 


To pokazuje da je zadovoljena jednadžba (30), jer se zbrajanje 
dviju jednadžbi s različitim predznacima pred korijenom dobiva 
upravo (34). Kut što ga polumjer kroz točku 1 zatvara s osi 
apscisa jednak je kutu 2a koji je određen relacijom (29). 
Kružnicom sa spomenutim koordinatama središta koja prolazi 
točkama 1 i 2 određena su naprezanja g i z u bilo kojoj 
točki u ravnini xz. 


SI. 21. Mohrova kružnica (a), naprezanje na ravninama klina (2) 


Smjer tih ravnina naći će se ako se na kružnici odredi 
točka P, koja se zove pol ravnina. Paralela s odnosnom 
ravninom siječe kružnicu u točki kojom su određena naprezanja 
g ir (npr. točka H na sl. 21a). Ako naprezanja g, i T,, 
djeluju na ravninu x elementa, paralela s tom ravninom kroz 
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točku 1 siječe kružnicu u točki P. Analogno se može naći točka 
P, polazeći iz točke 2 kojom su određena naprezanja o, 1 T,, 
na ravnini z. Pravcima I i III koji prolaze kroz P i napreza- 
njima o, i s, koja su na apscisi određeni su smjerovi ravnina 
glavnih naprezanja g, i o, (sl. 21b). 

Grarvitacijska naprezanja. U prostoru ispod vodoravne povr- 
šine gravitacija djeluje okomito na površinu, pa su naprezanja 
na vodoravnim ravninama ispod te površine okomita na te 
ravnine. To su dakle, glavna naprezanja. Također će naprezanja 
na vertikalne ravnine djelovati vodoravno, pa su i to glavna 
naprezanja. Iz uvjeta ravnoteže vertikalna su naprezanja 
G;y, = g0z, dok se vodoravna naprezanja ne mogu odrediti iz 
uvjeta ravnoteže. Ona naime ovise o pojavama pri postanku 
slojeva, a mogu biti manja ili veća od vertikalnog naprezanja 
u toj dubini. Općenito za vodoravna naprezanja vrijedi da je 
62h = Kogoz, gdje je Ke koeficijent tlaka mirovanja, koji ima 
vrijednost koja je između vrijednosti aktivnoga i pasivnog tlaka, 
K<Ko<Kyp J. Jaky je predložio da se koeficijent tlaka 
mirovanja izračuna pomoću kuta čvrstoće o na smicanje prema 
relaciji K, = 1 — sino. Stvarna vrijednost koeficijenta Ky ovisi, 
osim o načinu postanka slojeva, i o deformaciji u horizon- 
talnom smjeru koja se pojavila nakon postanka sloja. 


Sl. 22. Gravitacijska naprezanja u tlu 


T. 0% 


_ Raspon _. 
> naprezanja 4, 


| 
bb 
ue 
554 


SI. 23. Odnosi između uspravnih i vodoravnih naprezanja u tlu 


a=90- 
a=K;a 


<, 


Takvi jednostavni odnosi vrijede približno i za horizontalno 
uslojeno tlo s vodoravnom površinom. Ukupna vertikalna 
naprezanja u uslojenom tlu s razinom podzemne vode na dubini 
Z» prikazuje sl. 22, Prosječno naprezanje koje djeluje među 
česticama tla, efektivno naprezanje, dobiva se kad se od 
ukupnog naprezanja odbije hidrostatski tlak u dubini z. 

Efektivno naprezanje iznosi: 


Ox =g9 X 0d2—(2—Z,)904 (35) 
i=1 
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gdje je i redni broj sloja, o; gustoća, a Az; debljina sloja 
homogenog materijala; z je dubina za koju se određuje na- 
prezanje, z, dubina razine podzemne vode a 0, gustoća vode. 

Na sl. 23 prikazan je utjecaj promjena na površini na 
horizontalno naprezanje. Na sl. 23a tlo je nastalo taloženjem 
do današnje razine površine, bez tektonskih deformacija u vodo- 
ravnom smjeru, pa je vjerojatni koeficijent tlaka mirovanja 
Ka<1; na sl. 23b tlo je taloženo do razine za D m iznad 
današnje površine. Prije nego što je sloj debljine D uklonjen 
(erozija, ljudska djelatnost), vertikalno naprezanje u dubini z 
bilo je veće nego danas, pa je i bočno naprezanje bilo veće. 
Zbog toga bočno naprezanje može danas biti veće od vertikal- 
noga K, > 1. Nasl. 23c vidi se raspon mogućih vrijednosti koefi- 
cijenta Ky4 i vjerojatne vrijednosti za prilike na sl. 23a i 23b. 

Naprezanje od opterećenja na površini ila. Pri proračunu 
dodatnih naprezanja od opterećenja na površini tla pretpostavlja 
se da je tlo linearno elastični, homogeni i izotropni medij. 
J. Boussinesq izračunao je naprezanje za koncentriranu silu 
Q na površini poluprostora. Zadovoljenjem uvjeta ravnoteže 
i kompatibilnosti deformacija te graničnih uvjeta određene su 
četiri komponente tenzora naprezanja u bilo kojoj točki (sl. 24). 
Tenzor naprezanja u nekoj točki od opterećenja s više sila Q; 
na površini dobiva se zbrajanjem parcijalnih udjela pojedinih 
sila. Ako na dijelu površine djeluje raspodijeljeno opterećenje, 
dobiva se promjena tenzora naprezanja u pojedinoj točki 
integracijom prinosa sila što djeluju na infinitezimalnim dijelo- 
vima opterećene površine dQ(x,y) = g(x,y)dA, što je i za 
jednostavni slučaj zamašan rad, pa se u praksi upotrebljavaju 
dijagrami ili u složenim slučajevima programi za elektroničko 
računalo. 


| 
| 
| 
| 
| 
| 


. Sl. 24. Naprezanja od sile Q na granicama 
elementa tla u (z, 9) sustavu 


Na sl. 25 nalazi se dijagram (W. Steinbrenner) za vertikalno 
naprezanje g, od jednolično raspedijeljena opterećenja g na 
pravokutnu površinu BL ispod ugia T, u dubini z. Kombi- 
nacijom pačetvorina može se izračunati prirast naprezanja ispod 
točke unutar ili izvan opterećene površine. Na sl. 26 prikazani 
su u parametarskim omjerima prirasti većega i manjega glavnog 
naprezanja ispod neizmjerno duge jednolično opterećene trake, 
na sl. 27 ispod trokutno opterećene trake. 


Sl. 25. Steinbrennerov dijagram i kombiniranje udjela ploha za napon 
ispod točke koja nije na uglu pačetvorine 
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SI. 26. Prirast glavnih naprezanja od jednoličnog opterećenja trakom 
na površini tla 


m 


mje 


mes BEZ soli 
S a i Do ok a PE 


SI. 27. Prirast glavnih naprezanja od trokutnog opterećenja trakom 
na površini tla 


Rezultati takva računa teorijski nisu točni jer tlo nije ni 
homogeno ni linearno elastično. Ima teorijskih rješenja raspo- 
djele naprezanja i za neke tipične primjere uslojenoga homo- 
genoga elastičnog medija (D. M. Burmister, J. Sovinc, D. Milović) 
koja bolje aproksimiraju stvarna naprezanja. Točnije se raspo- 
djela naprezanja može izračunati pomoću elektroničkog računala 
za nejednolično uslojeno, nelinearno elastično tlo. Dosadašnje je 
iskustvo međutim, pokazalo da je primjena teorije elastičnosti 
za praksu dovoljno točna ako se tenzori naprezanja ne pribli- 
žavaju previše granici čvrstoće materijala. Taj je uvjet većinom 
ispunjen za temelje građevina, za koje je faktor sigurnosti 
protiv sloma F, uvijek veći od 2. 


ODNOSI IZMEĐU NAPREZANJA I DEFORMACIJE 


Da se pojednostavni matematička analiza svojstva se materi- 
jala idealiziraju i prikazuju jednostavnim analitičkim izrazima. 
Stvarna karakteristika deformacija pri smicanju vidi se na sl. 28, 
a pri aksijalno simetričnom opterećenju zemljanih materijala na 
sl. 29. Matematičko je formuliranje tih odnosa komplicirano 
bez idealizacije materijala. Najčešće idealizacije, primijenjene u 
teorijskim proučavanjima, prikazane su na sl. 30. Dijagram na 


sl. 30a pokazuje idealno elastični materijal na kojemu se temelji * 


teorija elastičnosti. Dijagram na sl. 30b model je idealno pla- 
stičnog materijala na kojem se temelji teorija plastičnosti. Na 
dijagramima sl. 30c, d i e vide se kombinacije idealno plastičnog 
i idealno elastičnog materijala sa svojstvom očvršćivanja ili 


243 


omekšavanja pri porastu deformacije. Uz dijagrame na sl. 30 
prikazani su i tzv. dinamički modeli tih materijala s elementima 
pera za elastični i trenja za plastični prijenos sile u različitim 
kombinacijama. 


+Ah 


-Ah > 
SI. 29. Promjena naprezanja, pornog 


tlaka i volumena s deformacijom u 


Sl. 28. Promjena naprezanja r i defor- 
triaksijalnom pokusu 


macije pri smicanju 


| 


hhhhiiaahi 


SI. 30. Deformacijski i dinamički modeli tla 


Najčešće se pri rješavanju problema klasične mehanike tla 
materijal idealizira kao kruto plastičan, prema shemi na sl. 30b. 
Model elastoplastičnog materijala omogućuje realističnije prou- 
čavanje deformacija koje nastaju prije konačnog plastičnog 
sloma. 

Takvi se odnosi mogu izraziti jednostavnim analitičkim 
jednadžbama: 

linearno elastični materijal (sl. 30) 


a=EE, (36) 

idealno plastični materijal (sl 30b) 
<, £=0, (37a) 
=, £>0, (37b) 


idealno plastični materijal s očvršćivanjem ili omekšava- 
njem (sl 30c) 
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< € =0, (38a) 
= tE. £>0, (386) 
linearno elastično-plastični materijal (sl. 30d) 
a=Eeczao<o, (39a) 
G= £—>00 (396) 


linearno elastično-plastični materijal s očvršćivanjem i omek- 
šavanjem (sl. 30e) 


g=Eczag<o, (40a) 


s =, Eye Za &% > €. (40b) 


Iz jednadžbi idealno plastičnog materijala (37) i (38a) vidi 
se da naprezanje nije određeno deformacijom do naprezanja 
popuštanja (sloma) nakon kojeg deformacija raste pri konstan- 
tnom naprezanju kao u (37), odnosno da naprezanje raste ili 
opada s deformacijom kao u (38a). Teorijom koja se osniva 
na idealno plastičnom materijalu nije, dakle definirana deforma- 
cija ovisna o naprezanju. 

Kruto plastični model materijala najviše se u mehanici tla 
primjenjuje za rješavanje problema u vezi sa slomom. Tlo se 
prema tom modelu ponaša kao kruto nedeformabilno tijelo 
sve dok naprezanja u nekim točkama ne dosegnu granicu 
čvrstoće. Na tim mjestima dalje povećanje naprezanja nije mo- 
guće. Tada se povećava deformacija uz istodobni porast na- 
prezanja s opterećenjem u područjima gdje još nije dostignuta 
granica čvrstoće. Kad u svim točkama nekog područja na- 
prezanja dosegnu granicu čvrstoće, nastaje potpuni plastični 
slom, odnosno granično stanje s velikim deformacijama i uz 
konstantnu silu. 

Granična stanja plastične ravnoteže. Sustavi koji se proučavaju 
u mehanici tla višestruko su statički neodređeni. Određivanje 
opterećenja koje u takvu sustavu uzrokuje slom može biti 
povezano s velikim poteškoćama. U rješavanju statički neodre- 
đenih građevinskih konstrukcija uz model idealno elastičnog 
materijala, uobičajena je koncepcija dozvoljenog naprezanja, 
koja se definira kao granično naprezanje s velikim deformacijama 
podijeljeno s odabranim faktorom sigurnosti. Smatra se, naime, 
da u trenutku kad se u bilo kojem elementu konstrukcije 
pojavljuje slom, da je stvarno naprezanje doseglo granicu iste- 
zanja, odnosno da je tada postignuta granična sila koju kon- 
strukcija smije preuzeti. Takva bi koncepcija odgovarala modelu 
krhko elastičnog materijala, u kojem se na granici velikih 
istezanja prekida kontinuitet. Primjena modela plastičnog mate- 
rijala (sl. 30) omogućuje dru! “iji pristup izračunavanju optere- 
čenja, pri kojem konstrukcija postaje neupotrebljiva (optere- 
ćenje sloma). To je koncepcija graničnog stanja ili opterećenja 
plastičnog sloma pri kojem djelovanjem sila nastaje kontinuirana' 
zona u graničnom stanju. 

Mnogostruko su statički neodređeni problemi u mehanici tla, 
npr. slom tla ispod temelja, tlak na potporne konstrukcije, 
stabilnost kosina, reakcija između temelja i tla i sl. Granično 
stanje nastaje kad se plastično stanje postigne u svim elementima 
konstrukcije. Tada su za proučavanje mjerodavnih naprezanja 
potrebne samo jednadžbe ravnoteže sila i uvjet sloma. Kad su 
sustavi složeni i mnogostruko statički neodređeni kao u mehanici 
tla, nije moguće naći točno rješenje ni metodom graničnog 
stanja. Rješenje se tada može naći samo unutar donje i gornje 
granice plastične ravnoteže, unutar kojeg se intervala nalazi i 
točno rješenje (A. A. Gvozdev, (1938). 

Donju granicu plastične ravnoteže daje ona raspodjela 
naprezanja koja uravnotežuje vanjske sile tako da su naprezanja 
svugdje jednaka i na granici čvrstoće. Na donjoj granici ravnoteže 
opterećenje neće uzrokovati slom, ili je područje na granici 
sloma sve dok postoji mogućnost preuzimanja dodatnih sila 
unutrašnjom raspodjelom naprezanja. Na gornjoj granici pla- 
stične ravnoteže postoji zona plastične deformacije za koju je 
brzina prirasta opterećenja jednaka ili veća od brzine prirasta 
unutrašnjeg rasipanja energije. Ako je moguća dalja deformacija, 
povećanjem sile nastat će slom. 

Uz ta dva poučka vrijede i pravila da na donjoj granici 
plastične ravnoteže dodavanje materijala bez težine ne može 
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uzrokovati slom i da povišenje granice popuštanja u bilo 
kojem dijelu konstrukcije ne može oslabiti konstrukciju. 

Rješenja koja se osnivaju na teoriji plastičnosti, npr. za 
pritisak tla na potporne konstrukcije, za stabilnost kosina i za 
napon sloma tla ispod temelja, temelje se na modelu kruto 
plastičnog materijala. Prema toj teoriji dobiva se iz ravnoteže 
statičkog polja naprezanja donja granična vrijednost sile sloma. 
Omjer čvrstoće tla i tangencijalnih naprezanja potrebnih za 
uravnoteženje sila donja je granica faktora sigurnosti. 

Prema definiciji, statički je kompatibilno polje naprezanja 
ono koje je u unutrašnjoj ravnoteži i u ravnoteži s vanjskim 
opterećenjem, a nigdje ne prekoračuje naprezanje sloma (granicu 
plastičnosti). Kinematički je kompatibilno polje brzina ono 
koje zadovoljava ograničenje brzina (ili pomaka) na granicama 
kad je rad vanjskih sila u tom polju pozitivan. 

Rješenja za realni materijal što ih daju granična stanja 
plastične ravnoteže osnivaju se na idealiziranom maierijalu s 
karakteristikama deformacije kao na sl. 30b. Dijagram na sl. 
30e za elastoplastični materijal s karakteristikama bilo omek- 
šavanja bilo očvršćivanja mnogo realističnije prikazuje svojstva 
materijala tla. Do deformacije & materijal se ponaša kao 
elastoplastični, a nakon te deformacije kao idealno plastični 
materijal u kojem otpornost raste ili se smanjuje s porastom 
deformacije. 

Klasičnom teorijom mehanike tla rješavaju se problemi de- 
formacija pod opterećenjem i sigurnosti od sloma. Deformacija 
pod djelovanjem radnih naprezanja računa se za idealno elastični 
ili za stišljivi materijal, a sigurnost od sloma za idealno 
plastični materijal. Prijelaz između ta dva idealizirana stanja 
s obzirom na deformaciju ostaje nedefiniran. 

Posebno značenje u određivanju sigurnosti od sloma imaju 
materijali s karakteristikom omekšavanja, jer u njima slom 
nastaje progresivno i širi se od područja najveće koncentracije 
naprezanja na sve šire područje uz postepeno smanjivanje 
otpornosti i povećanje deformacije. Konačni slom cijelog po- 
dručja nastaje uz minimalnu rezidualnu čvrstoću, pa sigurnost 
od sloma može biti znatno manja nego što to odgovara 
maksimalnoj otpornosti. 

Ta podjela mehanike tla na probleme deformacije s mo- 
delom idealno plastičnog materijala, ograničuje mogućnost pred- 
viđanja razvitka deformacija s opterećenjem i realističnog 
prognoziranja ponašanja građevine na tlu ili tla oko nje. 
Primjenom metoda numeričke analize pomoću elektroničkih 
računala stvorile su se nove mogućnosti kontinuiranog ra- 
čunanja deformacija i sloma tla. Metoda konačnih elemenata 
(O. C. Zienkiewicz, 1967. W. H. Smith, 1971) omogućila je 
praćenje razvitka deformacija i naprezanja te pojave zona plasti- 
fikacije kad postepeno raste opterećenje područja koje se prou- 
čava. Promatrano područje podijeli se na trokutne ili pače- 
tvorinske elemente konačne veličine (sl. 31) za ravninske, od- 
nosno na tetraedre ili paralelepipede za prostorne probleme. 


SI. 31. Primjer mreže konačnih elemenata kosine 


Kontinuum se zamijeni elementima koji se dodiruju na vrhovima, 
odnosno uglovima, u kojima se kontinuirano prenose sile i 
deformacije. Relativni pomak uglova u, v, w svakog elementa 
računa se iz promjena sila W na čvorovima s deformacijskom 
karakteristikom elementa, iz čega se u matričnom obliku izrazi 
pomak točaka i naprezanje (sila) unutar granica i na granicama 
promatranog područja. Uzimajući u račun uvjete deformacija, 
kompatibilnost deformacija i kontinuiranost područja, ravnoteže 
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sila i uvjeta na granicama može se izraziti ovisnost između 
sila, krutosti i deformacija 


W = KA (41) 


gdje je W matrica sila, K matrica krutosti, a A matrica po- 
maka čvorova. 

Definiranje konstitutivnih veza za nelinearno elastični mate- 
rijal traži složeno ispitivanje neporemećenih uzoraka i formi- 
ranje matematičkog modela ponašanja pri promjeni naprezanja 
na različitoj razini tih naprezanja sve do sloma. Metoda ko- 
načnih elemenata zbog matematičke složenosti primjenjuje se, 
u prvom redu, za znanstvena istraživanja i za parametarske 
studije. Za zadatke iz dnevne prakse taj postupak dolazi u 
obzir samo za neke veoma važne probleme, jer je za sada još 
previše složen i skup. 

Mnogi problemi uspješno se rješavaju dualističkom koncep- 
cijom; raspodjela naprezanja za linearno elastični materijal i 
deformacije s inkrementalno promjenljivim modulom stišljivosti 
koji je određen jednostavnim pokusima na uzorcima u labora- 
toriju, a granično stanje ravnoteže za idealno plastični materijal 
s parametrima otpornosti'za stanje sloma. 


Voda u tlu. Voda ispunjava sve pore u tlu ispod razine 
podzemne vode. Zbog kapilarnih pojava voda se u sitnozrnatom 
tlu diže i iznad te razine, to više što su pore sitnije. Do 
visine podizanja vode u najkrupnijim porama tlo je zasićeno, 
iznad te visine sve je više pora bez vode. Iznad visine kapilarnog 
podizanja sve su pore bez vode, osim vode koja je adhezivno 
vezana za površine čestica i oko njihovih dodira (sl. 32). Razina 
zasićene zone ovisi i o oborinama, isparivanju i trošenju vode 
u biljkama, a promjenljiva je u toku godine. 


Suha zona 
oro jA 
—— g Nivo kapilarne vode 


— 


Zona adhezijske vode 


Nezasićena zona 


Zasićena zona 


s Nivo podzemne vode 
X 
ge ža 4 , Gravitacijska voda 
Ze 


SL. 32. Gravitacijska i kapilarna voda u tlu 


Visina kapilarnog dizanja vode ovisi o površinskoj napetosti 
vode T N/m i o idealiziranom promjeru pora 2r, prema izrazu 


IR 
JO. 


Visina h, iznosi od nekoliko centimetara u pijesku do više 
desetaka metara u glinenom tlu. 

Voda s vodoravnom razinom u tlu smanjuje efektivnu spe- 
cifičnu težinu tla zbog djelovanja uzgona ispod razine podzemne 
vode, povećava efektivnu težinu u zoni iznad podzemne vode, 
pa se efektivna naprezanja u tlu mijenjaju pri promjeni razine 
podzemne vode i pri promjeni debljine zone kapilarne vode. 
Voda sa stalno nagnutom razinom, međutim, skreće gravitacijsko 
polje u smjeru strujanja vode. 

Veoma nepovoljno stanje može nastati kad voda teče oko- 
mito prema gore. Tada strujni tlak djeluje suprotno od gravitacije 
pa se efektivno naprezanje u toj zoni znatno smanjuje. Pri 
kritičnom gradijentu tlaka 


h = (42) 


k=— (43) 


efektivna specifična težina tla iznosi 
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9" =7-kYu=0, (44) 


pa zmca nekoherentnog tla lebde u vodi i nastaje hidraulički 
slom područja, što može uzrokovati neželjne posljedice. 

Pri promjeni tenzora naprezanja mijenja se koeficijent pora, 
(13), što zahtijeva istjecanje vode iz zone s povećanim na- 
prezanjima prema površini, prema propusnijim granicama i 
prema okolišnim zonama s manjom promjenom naprezanja ili 
bez njega. Nastaje privremeno stanje, u kojem veći dio povećanog 
naprezanja preuzima povećani tlak vode u porama uz malu 
promjenu efektivnog naprezanja. Voda pod većim tlakom poste- 
peno istječe, porni tlak se smanjuje, a efektivno se naprezanje 
povećava. 

Brzinu strujanja vode v u porama sitnozrnatog tla izražava 
Darcyev zakon 

v= gd = ki, (45) 
dn 
gdje je i = dh/dn gradijent tlaka u smjeru okomitom na plohe 
konstantnog potencijala h, a k je koeficijent propusnosti. 


10% p- 
oj Šljunak 
10 (- 
Med Pijesak 
; agi m 
SL 33. Vrijednost koeficijenta pro- Sitni pijesak 
pusnosti prah i smjese 
10 
E 
LV 
Glina 
(ud 


Koeficijent propusnosti ovisi o granulometrijskom sastavu 
i o koeficijentu pora tla, a mjeri se na uzorcima u laborato- 
riju ili crpenjem vode iz bunara na terenu. Red veličine kocefi- 
cijenta propusnosti vidi se na sl. 33. 

Stišljivost tla mjeri se u laboratoriju jednosmjernim optere- 
ćenjem uzorka uz spriječenu bočnu deformaciju. Neporeme- 
ćeni ili poremećeni uzorak ugradi se u metalni prsten, koji 
ima promjer oko 4 puta veći od visine. Prsten se položi na 
propusnu krutu podlogu, a na gornju se površinu stavi pro- 
pustan disk i metalna ploča koja prenosi i raspodjeljuje silu 
kojom se uzorak optereti. Uređaj za mjerenje stišljivosti tla 
zove se edometar (sl. 34). 

Povećanjem opterećenja uzorka u edometru (sl. 35) za 
A6;=đ—0_,, gdje je 6; , opterećenja prije povećanja, a 
6; nakon njega, smanjit će se visina uzorka za Ahj=h;—hi_u, 
gdje je h; visina uzorka kad djeluje opterećenje o; a h;_, 
kad djeluje opterećenje g; _ , s obzirom na visinu uzorka hy prije 
opterećenja (a = 0). Iz tih podataka određuje se promjena koefici- 
jenta pora 


(46) 


gdje je he visina nakon povećanja opterećenja, koeficijent 
stišljivosti 


a ze (47) 
. Agi' 
a modul stišljivosti 
ME (48) 
&i 
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SL 35. Promjene visine uzorka u edometru 


U (48) e; je specifična deformacija definirana relacijom 


Ah; ej 
Ej = - —_ = < 
ho 1 + € 


. (49) 


gdje je e koeficijent pora prije opterećenja, pa je modul 
stišljivosti 


1+e 


My = AG;. (50) 


fi 


Uzastopnim povećanjem opterećenja raste deformacija \h 
pa se smanjuje koeficijent pora e (sl. 36). Omjer između Ae i 
Ag nije konstantan. Također ni M, nije konstantan nego- je 
ovisan o opterećenju, ali i o tome da li se opterećenje pove- 


SL 36. Dijagram eo i promjena M, s naprezanjem u ciklusima opterećenja 
i rasterećenja 
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ćava ili smanjuje. Modul stišljivosti mijenja se i za homogeni 
sloj (ez = const.) s dubinom, jer opterećenje ovisi o dubini 
z(a, = goz). Ako se materijal nakon opterećenja sa g, rastereti, 
povećava se koeficijent pora, ali trajna deformacija ostaje uz 
smanjenje koeficijenta pora (krivulja 2 na sl. 364). Ponovno 
opterećenje do o, uzrokuje znatno manju deformaciju (krivulja 
3), a modul stišljivosti veći je za ponovno nego za prvo 
opterećenje do opterećenja gp. Promjene modula M, za prvo 
i M,p ponovljeno opterećenje i M,, za rasterećenje vide se 
na sl. 36b. 

Kad se ovisnost koeficijenta pora o opterećenju prikaže u 
polulogaritamskom dijagramu (sl. 37a), ona se može aproksi- 
mirati pravcima za prvo, za ponovljeno opterećenje i za rastere- 
ćenje. Promjena koeficijenta pora za prvo opterećenje izračunava 
se iz relacije 


6, +46 


le= e, —e, = Celog (51) 
S 
a za rasterećenja i ponovno opterećenje iz 
61 +dg6 
Me, = C,log_'———, (52) 
O, 


gdje su €. i C, indeks stišljivost, odnosno indeks bujanja. 
Oni se određuju iz edometarske linije i približno su konstantni 
za široki raspon promjene napona (sl. 37b). 


\ 
N\ 
x 
+ 


- > 
a+44_ a loga 3 loga 


SI. 37. Prikaz odnosa eloga i koeficijenti stišljivosti €, i €, 


Promjena visine sloja 4z; = z; — Z;_ , jednaka je, za edome- 
tarski model, promjeni volumena po jedinici površine. Iz toga 
se računa slijeganje opterećene površine pomoću modula stišlji- 
vosti iz izraza, 


(53) 


gdje je M, = M(g,e,). Njegova vrijednost ovisi o tome da li 
se radi o opterećenju, rasterećenju ili ponovljenom opterećenju. 
Pomoću indeksa stišljivosti računa se slijeganje opterećene 
površine iz izraza 


w= Ce log “2 ke a 
1+ fo Oiz 
: S 
gdje su C, i €, konstante, a C, = C, ako je a, + Ao < Sp. 

Za dodatna naprezanja Ag, od opterećenja g na površini 
sloja proračun se provodi za inkremente konačne debljine 
dz = iz. Proračun s indeksom stišljivosti daje korektnije rezul- 
tate nego s modulom stišljivosti koji se mijenja s intenzitetom 
naprezanja. 

Deformacijske karakteristike mogu se općenito izraziti s. 
bilo kojim parom slijedećih parametara: K sferični modul, E 
modul aksijalne deformabilnosti (elastičnosti), G distorzijski 
modul, v Poissonov koeficijent, koji su za radijalno simetri- 
čan tenzor međusobno ovisni prema izrazima: 


(54) 


pata (55) 
= (529) 
E 
SETE) ja 
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Spomenuti moduli, kao i modul stišljivosti, nisu linearno ovisni 
o promjeni naprezanja, pa pokus valja izvesti s promjenom 
naprezanja koja nastaje djelovanjem gravitacijskog i dodatnog 
opterećenja u dubini uzorka. 

Moduli deformacije određeni pokusom u edometru omogu- 
čuju vjernu reprodukciju slijeganja koje je nastalo opterećenjem 
na velikoj površini stišljivog sloja relativno male debljine, ali 
kad je zanemarljiva bočna deformacija. Kad je debljina sloja 
velika s obzirom na opterećenu plohu, ne može se zanemariti 
utjecaj bočne deformacije na slijeganje, jer promjena tenzora 
naprezanja zbog opterećenja na površini sloja općenito uzro- 
kuje deformacije ne samo u vertikalnom nego i u horizon- 
talnom smjeru. Tada pokus u edometru nekorektno prikazuje 
deformacije, pa parametre za korektni proračun slijeganja 
opterećene površine valja mjeriti na cilindričnim uzorcima 
uz promjenu tenzora naprezanja koji se pojavljuje na tom mjestu 
u tlu. U pokusu valja, dakle, slijediti put naprezanja od posto- 
jećega do ukupnog naprezanja nakon opterećenja površine. 
Takvi pokusi na cilindričnim uzorcima mogu se izvesti u 
triaksijalnom aparatu. 
|q-a=aq 


' 


qa, 


SI. 38. Radijalno simetričan tenzor naprezanja i deformacije cilin- 
dričnog uzorka 


Moduli deformacije za radijalno simetrični tenzor naprezanja 
na valjkastom uzorku u triaksijalnom pokusu (sl. 38) jesu 
sferični modul 


3 
na (57) 
& 
i modul linearne deformacije 
E=". (58) 
& 


Poissonov koeficijent može se izračunati pomoću specifične 
promjene volumena &, = €, + 2e, i aksijalne deformacije e, za 
tenzor 6,, 62 = 63, pa je 

1 Ej& 

v=—|1— ————. 

2 2(g, + 203) 
Specifična deformacija volumena €, u dreniranim pokusima na 
zasićenim uzorcima jednaka je volumenu vode istisnute iz 
uzorka. U nedreniranom pokusu valja mjeriti radijalnu defor- 
maciju uzorka ga, za što se primjenjuje električni mjerač 
deformacije. 

Triaksijalno ispitivanje uzoraka omogućuje da se u pokusu 
slijedi put naprezanja koji odgovara promjeni opterećenja u 
prirodi. Rezultati takvih pokusa mogu se primijeniti za točniji 
proračun deformacija, kad edometar ne reproducira vjerno 
pomak površine, npr. kad je stišljivi sloj velike debljine opterećen 
na malom dijelu površine. 

U triaksijalnom aparatu mogu se pratiti dvije komponente 
ukupne aksijalne đeformacije: distorzijska w,, koja nastaje bez 
promjene volumena odmah nakon opterećenja, i konsolidacijska 
Wa, koja nastaje promjenom volumena sa zakašnjenjem, što je 
jednako trajanju dreniranja količine vode koja odgovara pro- 
mjeni volumena uz promjenu opterećenja za Aga i Ag. Nar 
prije se uzorak postepeno optereti sa ga i 6, uz istodobno 
dreniranje do naprezanja g, = goz što vlada u dubini iz koje 
je uzorak izvađen. Slijedi se pri tom promjena K, praćenjem 
na drenu uvjeta da je AV=0. Zatim se zatvori dren, uzorak 


(59) 
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dodatno optereti s Ag i Ag, i mjeri se aksijalna deformacija 
lu i porni tlak u. Nakon toga se ponovno otvori dren, uzorak 
se konsolidira i izmjeri aksijalna deformacija €a i promjena 
volumena AV. 

Iz toga pokusa dobiva se parametar 


S3 


Ko=— (60) 
S, 
modul nedrenirane linearne deformacije 
a\ 
G=, (61) 
Šiu 
modul drenirane linearne deformacije 
ay 
Ei==" (62) 
&ld 
i Poissonov koeficijent 
1 E4&, 
ne= ie, 63 
PAM "eros o 
Tim se parametrima izračuna nedrenirani i konsolidacijski 
pomak opterećene plohe u smjeru sile 
nag (64) 
“ E, 
0 
ki 
m = |*Zdz, (65) 
Eq 


o 


a ukupni pomak je w=w, + We. 

Konsolidacija. Izračunato slijeganje vodom zasićenog tla pri 
promjeni opterećenja nastaje s određenim zakašnjenjem. To je 
vrijeme potrebno da se iz pora evakuira volumen vode koji je 
jednak promjeni volumena pora za promatranu promjenu napre- 
zanja. To zakašnjenje ovisi o koeficijentu propusnosti, o 
stišljivosti i o duljini puta koji voda mora prijeći. U pjes- 
kovitom tlu velike propusnosti slijeganje će pratiti tok optere- 
čivanja bez zakašnjenja, a porni se tlak neće povećati, dok 
će u glinenom tlu male propusnosti konačno slijeganje nastati 
dugo vremena nakon opterećenja, a porni tlak će narasti do 
vrijednosti promjene naprezanja. 

Proces konsolidacije određen je jednadžbama ravnoteže ele- 
menta tla, omjerom naprezanja i deformacije mineralnog skeleta 
te jednadžbom kontinuiteta vode u porama. 

Kad se izvodi jednadžba konsolidacije, pretpostavlja se: 
a) da je mineralni skelet tla lineamo elastični medij, a zane- 
maruje se promjena modula stišljivosti s promjenom efektivnog 
naprezanja; b) da su ukupne deformacije male, a zanemaruje 
se promjena debljine sloja zbog slijeganja; c) da je koeficijent 
propusnosti konstantan bez obzira na promjene poroznosti. 

Uz te pretpostavke dobiva se diferencijalna jednadžba pro- 
cesa konsolidacije, koja je za ravninsko polje pretlaka u(x,z) 
s konstantnim opterećenjem 


(66) 


v 


U toj je jednadžbi €, = koeficijent konsolidacije, t vrijeme 
a u porni pretlak. 

Kad je porni pretlak u(x) konstantan u svim paralelnim 
presjecima gradijent je u tom smjeru 0u/0x = 0, pa je jednadžba 


za jednosmjernu konsolidaciju 
02u Bu 
fa E =5 (67) 


Analitičko rješenje te jednadžbe moguće je za c, = const. i za 
jednostavne početne i rubne uvjete. 
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Na sl. 39 vidi se stišljivi sloj male propusnosti debljine 2 H 
na dubini između z, i z». Iznad toga sloja i ispod njega nalazi 
se propusni pijesak. Tlo je zasićeno ispod razine podzemne 
vode koja je u gornjem sloju pijeska. Područje je na veoma 
velikoj površini jednolično opterećeno tlakom p. 

Efektivna naprezanja prije opterećenja iznose o(z)%. U tre- 
nutku opterećenja efektivna naprezanja u slojevima pijeska 
narastu na g(z) = o(z) + p, a u malo propusnom sloju porni 
pretlak naraste na u = p, pa se u tom trenutku efektivno na- 
prezanje ne mijenja u malo propusnom sloju. 


p 


——. od 


LEI — 
— sas 


SI. 39. Naprezanje i porni pretlak od opterećenja 
pona velikoj površini 


Rubni uvjeti jesu: 


t=0, Z;<z<z+2H, u=p, (68) 
t1>0, z£zizžz+2H, u=0, (69) 

0 
t>0, z=2+H, Njen (70) 

Oz 

uz te rubne uvjete i za 

l 

M=>"2N +1) (71) 


kad je N prirodni broj, analitičko rješenje diferencijalne jednadž- 
be glasi 


lie: Z S 
u(z,t) = ug > meilM jel M*T,), (72) 
m. 
gdje je 
Cut 
In = TI (73) 


vremenski faktor, a z ordinata od sredine sloja. Krivulje 
u(z,t) kojima je definirana raspodjela pornog tlaka u sloju 
zovu se izohrone. Iz raspodjele pornog tlaka može se za svaki 
trenutak izračunati raspodjela dodatnih efektivnih naprezanja 


o(zt)=p—u(z,0, (74) 
a odatle slijeganje sloja u trenutku t 
w() = "re (75) 
Uz M, = const. dobiva se 
>. d N (z,t)d (76) 
"0 =)" “M, u(z,t)az. 


Prvi je član u jednadžbi (76) jednak 2Hp, a drugi član je 


proporcionalan površini između izohrona u(z,0) i u(z,t) (sl. 40). 
Stupanj je konsolidacije u bilo kojoj točki 
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t 
Ven=1="6 (7) 
p 
a prosječni je stupanj konsolidacije 
t 
Ve=1="9, (78) 
p 
gdje je 
u(t) = ! ja tidz (79) 
“5H. (z,rdz. 


Nakon integracije uz rubne uvjete prosječni je stupanj kon- 
solidacije 
(80) 


o j 
U()=1—2 X —;exp(— M*T)). 
M=x/. M 


2 


Slijeganje sloja s opterećenjem p i povećanjem naprezanja 
6(z) = p iznosi 


2pH 
sra (81) 
pa je slijeganje u toku konsolidacije (0 < t < oo) 
w(t)=wU(t). (82) 


Prosječni stupanj konsolidacije za konstantan porast tlaka 
vidi se u tablici 7 kao funkcija vremenskog faktora T,. 


Tablica 7 


PROSJEČNI STUPANJ KONSOLIDACIJE ZA LINEARNU RASPODJELU 
PORNOG TLAKA OBOSTRANO DRENIRANOG SLOJA 


| T, 10,008] 0,031 | 0,071 | 0,126 | 0,197 0,287 | 0,403 | 0,567 | 0,848 
| U | 010 0,20 | 0,30 0.40 | 0,50 | 0.60 | 070 | 0,80 | 090 
z 
H dz 
Kate) —-—— — > 


SI. 40. Izohrone pornog pretlaka i prosječni porni 
pretlak u sloju H 


Mnogi se problemi konsolidacije sa složenim rubnim uvje- 
tima u ravninskom, radijalno simetričnom ili u prostornom polju 
pornog pretlaka, u uslojenom i anizotropnom tlu ne mogu 
riješiti analitički. To vrijedi i za opterećenje koje nije kon- 
stantno, za materijal s različitim parametrima stišljivosti u toku 
opterećenja, rasterećenja i ponovnog opterećenja. Takvi se 
problemi rješavaju diskretizacijom prostora i vremena, računa- 
jući s intervalima konačnih vrijednosti Ax, Az, At, pa se 
rješenje diferencijalne jednadžbe konsolidacije dobiva pomoću 
sustava jednadžbi diferencija. Kad se npr. izračunava ravninska 
konsolidacija, porni pretlak u točki polja O u trenutku t + At 
računa se pomoću vrijednosti u okolišnim točkama (sl. 41) 
iz izraza 


u(0,t + A0) = u(0,10) + N,[u(1,0) — 2u(0,0) + u(G3,0)] + 


+ N,[u(2,0) — 2u(0,1) + u(4,1)], (83) 
gdje je 
Cyx Mt C,z At 
= ai" = Az (84) 


Točnost aproksimacije raste sa smanjenjem operatora N,,N,, 
a greške se u računu smanjuju kad je Ny = Ny < 0,5. Kad 
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je tlo uslojeno, valja na granici među slojevima uvažiti uvjet 
kontinuiteta protoka 


(85) 


Račun se provodi na elektroničkom računalu. 

Na sl. 42 prikazan je rezultat proračuna razvitka pornog 
tlaka i slijeganja sloja za opterećenje koje nije konstantno 
i s različitim koeficijentima konsolidacije za opterećenje i 
rasterećenje, a na sl. 43 i 44 razvitak pomog tlaka i kon- 


| 


SI. 41. Oznake za diskretizaciju u numeričkom proračunu kon- 
solidacije 


M:M,=4,69 


a:ed$=37 


SI. 42. Izohrone pornog pretlaka i slijeganja pri promjenljivom opterećenju 
i rasterećenju 


16.5 15,0 


rai k=3k 
| sokNAnŽ oda 


[r=25 1065] 


Ž 
SI. 43. Izohrone dreniranog uslojenog tla pod nasipom 
i razvitak slijeganja 


SL 44. Tok slijeganja terena s 
vremenom za primjer sa sl. 43, 
s drenovima i bez njih 


solidacije pod opterećenom trakom u uslojenom anizotropnom 
tlu s cijevnim drenovima. Primjena takvih metoda za proračun 
konsolidacije dozvoljava znatno pouzdaniju prognozu toka sli- 
jeganja tla pod građevinama nego što je to moguće primjenom 
analitičkih postupaka uz jednosmjernu konsolidaciju. 


ČVRSTOĆA TLA 


Čvrstoća zemljanih materijala, o kojoj ovisi granični nagib 
nagnutih površina terena, mogućnost opterećenja i sl., definira 
se otporom smicanju prema Mohrovoj teoriji sloma. Već je 
Ch. A. Coulomb definirao otpor tla smicanju linearnom ovis- 
nošću o normalnom naprezanju sa dva parametra prema izrazu: 


Tt=c+dtanop (86) 


u kojem je c kohezija, ovisna o vrsti i poroznosti materijala, 
o kut otpora smicanja (kut trenja), a s, normalno naprezanje 
na ravnini sloma. 

Pri hidrostatskom naprezanju s jednakim naprezanjima u tri 
ortogonalna smjera g, = 6, = o, tangencijalna su naprezanja u 
svim smjerovima jednaka nuli (zg =0), pa se tlo pri takvu 
opterećenju homogeno deformira, ali bez sloma. Kad jedno od 
glavnih naprezanja raste, pojavljuju se tangencijalna naprezanja, 
pa će se konačno postići stanje kad se na najnepovoljnije 
orijentiranoj plohi postigne čvrstoća Tr (86). Za radijalno 
ravninsko simetrično naprezanje s glavnim opterećenjima 
G, >, = oz granično glavno naprezanje iznosi 


1+sino /1+sino 
1—sino / 1—sino 


(87) 


Oi =03 


Promjena tenzora naprezanja uzrokuje, dakle, i promjene 
volumena i distorziju. Promjenom volumena mijenja se i tlak 
vode u porama u, pa se prije konsolidacije pornog tlaka samo 
dio naprezanja prenosi na kontakte među česticama tla. Čvrstoća 
Tr ovisi samo o naprezanju među česticama tla koje iznosi 
o'=d6—u gdje je s ukupno naprezanje. Dugotrajna istraživanja 
pokazala su da Coulombov zakon dosta vjerno izražava čvrstoću 
tla kad se parametri c i o odrede za efektivna naprezanja 


(cp) pa je 


u=c+dgtano, (88) 
odnosno 
; 1 + sing 1/1 +sino' 
Oli =03 : A 2c|/ : zA (89) 
1—sno (\1-sino 


Parametri c' i g određuju se ispitivanjem uzoraka tla u 
laboratoriju ili različitim pokusima na terenu. 

U aparatima za smicanje uzorak se ugrađuje u kutiju koja 
se sastoji od dva okvira. Ispod uzorka i iznad njega nalaze 
se porozne ploče kroz koje se u toku pokusa iz uzorka može 
ispustiti voda ili dovesti u njega već prema promjeni volumena 
pri promjeni naprezanja. Uzorak se optereti okomitom silom P, 
a zatim se vodoravnom silom H jedan okvir pomiče prema 
drugome, što uzrokuje smicanje uzorka po ravnini među okvi- 
rima. Sila H postepeno se povećava do sloma kad pomak među 
okvirima brzo naraste. Tim se pokusom određuju ukupna nor- 
malna naprezanja g, i tangencijalno naprezanje sloma qr. 
Iz poznatih vrijednosti sila P i Hr i površine presjeka uzorka A 
dobiva se 
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P Hi 
Oaa=—: tu=-—. (90) 
A 
U koordinatnom sustavu za (sl. 45) rezultat daje jednu točku 
na graničnoj liniji koja definira slom uzorka. Dva parametra 
čvrstoće c' i g' mogu se izračunati iz dva pokusa pri razli- 
čitom normalnom naprezanju. Ako se želi odrediti točnost 
rezultata, valja ispitati barem tri uzorka pri različitim napre- 
zanjima gn. Točke pojedinih pokusa najčešće ne leže točno 
na pravcu, a rasipanje nastaje zbog heterogenosti uzorka 
(vlažnost, sastav) ili pogrešaka u izvođenju pokusa (brzina 
ispitivanja, ugrađivanje u aparat i sl). Ako rasipanja prelaze 
granicu tolerancije, valja ispitati uzorke i prema potrebi ponoviti 
pokus. Pokus ponovljen s istim materijalom, ali s manjom ili 
većom početnom vlagom, dat će jednaki kut o, ali će pokazati 
veću, odnosno manju koheziju. Pri manjoj vlagi manja je 
poroznost n, manji je razmak između čestica tla, pa je kohezija 
ovisna o privlačnim silama među česticama koje djeluju i pri 
normalnom naprezanju (g, = 0). Pokusi s materijalima različite 
krupnoće zrna pokazuju da je kohezija zanemarljivo malena 
ako su čestice tla krupnije od 0,06mm (pijesak), a veoma je 
velika u tlu s većom količinom veoma sitnih, koloidnih čestica. 

Parametar čvrstoće g odražava otpore pomicanju među česti- 
cama koji nastaju zbog klizanja na kontaktima, uklještenja i 
rotacije. Zato je tano uvijek osjetno veći od koeficijenta trenja 
među hrapavim površinama čestica tla. Tako npr. za suhi i 
vlažni pijesak parametar o varira između 30" i 45“, već prema 
zbijenosti, a kut je trenja među suhim česticama kvarca oko 
7,5, a među česticama u vodi oko 26% Kad su čestice od 
kalcita parametar je 8% odnosno 34" 


df | . 
4% % 0,0 0,0, 

SI. 46. Čvrstoća uzorka pri različitim 

uvjetima dreniranja CC, CU i UU 

i brzina smicanja. / sporo smicanje, 
2 brzo smicanje 


Ce Zla 


SI. 45. Rezultat pokusa u aparatu za 
smicanje 


Vidi se da rezultat pokusa ovisi o načinu i o brzini opte- 
rećivanja uzorka normalnim i tangencijalnim naprezanjima, ali 
i o prethodnom opterećivanju. Razlike su to veće što je uzorak 
manje propustan, jer o propusnosti ovisi brzina konsolidacije 
pornog tlaka što nastaje pri promjeni srednjega glavnog i 
distorzijskog naprezanja. Zbog toga se uzorci ispituju tako da 
je: a) porni tlak za vrijeme cijelog pokusa u = O — drenirani 
pokus CC, b) porni tlak od normalnog naprezanja u = 0, a od 
tangencijalnog opterećenja u S 0 — drenirani nekonsolidirani po- 
kus CU i c) porni tlak od normalnog i od tangencijalnog 
napona u > 0 — nekonsolidirani pokus UU. U normalno kon- 
solidiranom uzorku najveća čvrstoća se dobiva pokusom CC, 
a najmanja pokusom UU (sl. 46). Razlika je to veća što je 
materijal manje propustan. Zbog toga valja odabrati vrste po- 
kusa prema propusnosti tla i uvjetima konsolidacije. U uzorku 
tla, koje je bilo jače prekonsolidirano (gp > Xgo4z), može 
smicanje uzrokovati povećanje volumena, a time negativan porni 
tlak i povećanje efektivnih naprezanja i čvrstoće u konsoli- 
diranom brzom pokusu CU, odnosno smanjenje pornog tlaka u 
brzom pokusu UU. Veličina tog efekta također ovisi o pro- 
pusnosti uzorka i o brzini smicanja. 

Rezultat pokusa UU bit će mjerodavan za ocjenu sloma pod 
građevinom koja će se brzo graditi i opteretiti na malo pro- 
pusnom tlu velike debljine, a pokus CC za građevinu koja će 
se sporo graditi i opteretiti na propusnijem tlu. 

Najveća brzina izvođenja dreniranog pokusa (CC) može se 
izračunati iz dimenzija i propusnosti uzorka. Pokus CC za 
pjeskoviti materijal traje od jednog sata do više sati a za 
glineni materijal više dana. Budući da se u aparatu za smicanje 
ne može mjeriti porni tlak za vrijeme pokusa, jednoznačni 
su jedino rezultati pokusa CC i pokusa UU na zasićenom uzorku. 
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Rezultati pokusa CU ne mogu se pouzdano primijeniti kad tlo 
nije zasićeno i kad je konsolidacija pod građevinom djelomična. 

Ta se poteškoća izbjegava ispitivanjem cilindričnih uzoraka 
u triaksijalnom aparatu (sl. 47), s radijalno simetričnim ten- 
zorom glavnih naprezanja, g, > g, =63. Uzorak se postavi 
na postolje, na uzorak kapa i oko njega gumena membrana 
koja sprečava dodir uzorka s vodom u komori aparata. Uzorak 
leži na propusnoj pločici zasićenoj vodom, a u postolju je provrt 
koji ga spaja sa uređajem za dreniranje ili za mjerenje por- 
nog tlaka u uzorku. Nakon što je uzorak ugrađen, zatvori se 
komora a kroz provrt u gornjoj ploči postavi se šipka na 
kapu uzorka, preko koje se uzorak opterećuje silom u smjeru 
osi. Uzorak se najprije optereti sferičnim naponom g, = 5, = 63, 
zatim se povećava sila u smjeru osi uzorka (g; > 62 = 63). 
U pokusu s otvorenim drenom mjeri se volumen istisnute vo- 
de AV,, što odgovara promjeni volumena uzorka AV. U pokusu 
sa zatvorenim drenom može se mjeriti tlak vode (u) u porama. 


% 


SL 48. Rezultat triaksijalnog pokusa CU. a u koordinatnom sustavu gq, b u 
koordinatnom sustavu p'q 


U triaksijalnom aparatu mogu se izvesti sva tri prije opi- 
sana tipa pokusa. U fazi konsolidacije mjeri se promjena vo- 
lumena ili se mjeri porni tlak u fazi nedreniranog opterećenja. 
Tako se rezultati mogu prikazati u ovisnosti o efektivnim 
naprezanjima. 

Rezultati pokusa mogu se prikazati kružnicama glavnih na- 
pona u ravnini ra (sl. 48a) ili točkama u ravnini p' = 
= (54 +53)/2,q = (o, — o3)/2 (sl. 486). U p'q ravnini prikazuje 
se i put naprezanja u toku pokusa (linija 0-—-2—29. Posebno 
se prikazuje promjena volumena AV, odnosno pornog tlaka u 
i promjena glavnih naprezanja Ag,, Agz u zavisnosti o defor- 
maciji za različito opterećenje uzorke (sl. 29). Kružnice za 
granično opterećenje sloma barem dvaju uzoraka tangiraju anve- 
lopu sloma u sustavu ar kojom su ravnini određeni parametri 
C; i og. U koordinatnom sustavu p'q granična linija Kr pod 
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nagibom a i odsječak na ordinati definiraju parametre čvrstoće: 


: (91) 


= —> 


sino = tana, = : 
cos p 


Čvrstoća se ispituje u triaksijalnom aparatu i u aparatima 
za smicanje dreniranim, drenirano-nekonsolidiranim i nekonso- 
lidiranim pokusom. Uzorci se mogu konsolidirati izotropno 
(g, = 63) ili anizatropno, (g, > g2). pa se skraćeno označuju: 
CIC, CIU, CAC, CAU, i UU. 


G=12 BSK: ig=yz 


Si. 49. Ravnine sloma i naprezanja. a pri rastenju, b pri vodoravnom 
zbijanju poluprostora 


Coulombov zakon samo približno opisuje graničnu liniju 
sloma, koja je stvarno zakrivljena. Pri velikom normalnom 
naprezanju sile na kontaktima zrna tla postaju veoma velike, 
pojedina se zrna drobe te se smanjuje uklještenje među zrnima 
i otpor na smicanje. Ta je pojava eksperimentalno dokazana. 

Ukupni otpor za smicanje zrnatog i koherentnog tla sastoji 
se od više komponenata, a njihov udio u ukupnom otporu 
ovisi o poroznosti. Te su komponente: trenje na kontaktima 
zrna, promjena rasporeda zrna i dilatacija volumena. Smicanje pri 
maloj poroznosti prati povećanje volumena, pa se troši energija 
za pomak u suprotnom smjeru od normalnog naprezanja. Pri 
veoma velikom normalnom naprezanju to povećanje volumena 
postaje manje, jer se više energije troši za drobljenje zrna. 
Što je poroznost manja to je manja i energija za promjenu ras- 
poreda zrna. Kad je poroznost velika smicanjem se smanjuje 
volumen, a dio energije troši se za raspoređivanje zrna. Pri 
kritičnoj poroznosti ne mijenja se volumen u zoni smicanja, 
a energija se troši samo na trenje i promjenu rasporeda zrna. 

Tipične vrijednosti čvrstoće na smicanje nekoherentnih ma- 
terijala daje tabl. 8, a utjecaj oblika zrna i granulometrijskog 
sastava na čvrstoću na smicanje nekoherentnog tla tabl. 9. 


Tablica 8 - 
TIPIČNE VRIJEDNOSTI ČVRSTOĆE NA SMICANJE (KUT 0) 
NEKOHERENTNIH MATERIJALA 


Rahlo Srednje Zbijeno | Kut prirodnog 

tlo tlo tlo pokosa 
Jednoličan sitan do | 
srednji pijesak (SU) i o e o o 
prašinast pijesak 25---30 28---33 30- +35 25-.-30 
(SF,) 
Dobro graduiran a s o o 
pijesak (SW) 29.34 34..-40 39..-45 29...34 
Šljunkovit pijesak 2.250 o Mereo o 
(GW) 32.35 35--.42 42:45 32--:35 

Tablica 9 


UTJECAJ OBLIKA ZRNA I GRANULACIJSKOG SASTAVA NA 
ČVRSTOĆU NA SMICANJE (KUT #) _ NEKOHERENTNOG TLA 


| Rahlo Zbijeno 
tlo tlo 

Zaobljena zrna, jednolično graduirano (U) 30% S 
Uglasta zrna, jednolično graduirano (U) 35 | 43% 
Zaobljena zrna, dobro graduirano (W) 34% 40% 
| Uglasta zrna, dobro graduirano (W) 39" 45% 
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Navedeni podaci su informativni i mogu služiti samo _za 
ocjenu vrijednosti. Pri rješavanju problema valja ustanoviti para- 
metre iz pokusa na mjerodavnim uzorcima. 

Parametri čvrstoće za koherentne materijale znatno ovise 
o prethodnom opterećenju i o mineraloškom sastavu, a čvrstoća 
i o brzini opterećenja, uvjetima dreniranja i veličini nastale 
deformacije. Zato ni informativni podaci o c i o nemaju 
nikakve vrijednosti. Za svaki slučaj valja ispitati uzorke u 
laboratoriju, a način ispitivanja valja prilagoditi problemu koji 
se obrađuje. 


Geostatički računi za granična stanja ravnoteže 


Poluprostor. Ako se zemljana masa u poluprostoru vodoravno 
homogeno ekspandira ili zbije (sl. 49), promijenit će se vodo- 
ravna naprezanja na okomitim ravninama. Vodoravna napreza- 
nja smanjit će se pri ekspanziji, a povećati pri zbijanju, ali samo 
do nekog graničnog intenziteta, nakon čega dalja ekspanzija, 
odnosno zbijanje, samo povećavaju deformaciju bez promjene 
vodoravnih naprezanja. Granična naprezanja u nekoherentnom 
tlu računaju se iz Mohrovih kružnica (sl. 50). Kružnica 0 
vrijedi za početno stanje kad je ox < o, gdje su a, i oz glavna 
naprezanja. Ekspandiranjem se smanjuje s,, a promjer kružnice 
se povećava sve dok u točki A kružnica naprezanja ne dodirne 
Mohr-Coulombov pravac zr = sptan o. Tada na svim ravninama 
u prostoru s nagibom +9, nastaje slom uz naprezanje 
(Sna, Tra), pa je tada postignuto aktivno granično stanje ravno- 
teže s minimalnim vodoravnim naprezanjem g, = g,. Obratno 
je kad se prostor zbije u vodoravnom smjeru. Tada se prvobitno 
vodoravno naprezanje povećava, Mohrova kružnica se najprije 
smanjuje pa se ponovno povećava sve dok ne tangira anvelopu 
sloma u točki B (sl. 50). Tada na ravninama«pod kutom + 3, 
nastaje slom uz naprezanje (Gpp, Trp), pa je tada postignuto 
pasivno granično stanje ravnoteže s maksimalnim vodoravnim 
naprezanjima g, = op. 


G=0, 


SI. 50. Mohrove kružnice i vodoravna naprezanja. 1 za aktivno, 2 za pasivno 
stanje sloma poluprostora 


Iz geometrijskih odnosa dobiva se: 


l1—sino 
do = Na , 92 
tose jere 902 (92) 
1+si 
6p=g Br - P _ K,goz. (93) 


Može se lako pokazati (pomoću Mohrova dijagrama) da za 
koherentno tlo vrijedi 


(94) 
(95) 


Oa=K,goz—2cVK.,, 
Sp = Kpg0z + 2cVKy. 
gdje je c parametar čvrstoće iz (91). 

Tlak na potpome konstrukcije. Određivanje toga tlaka po- 
trebno je za proračun sila koje djeluju na konstrukcije denive- 
lacije na površini terena (potporni zidovi, zagatne stijene i sl.). 
Kad je zid uspravan, teren vodoravan i njegova stražnja ploha 
glatka (koeficijent trenja f = 0), vodoravne ravnine jesu ravnine 
većih, a uspravne ravnine su ravnine manjih glavnih naprezanja. 
Naprezanja na plohu uspravnog zida računaju se tada pomoću 
koeficijenta _K,. 
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Ako je zid visine H okomit (sl. 51), aktivni je tlak pro- 
porcionalan vertikalnom naprezanju u tlu iza zida, pa je dijagram 
naprezanja prikazan trokutom. Najveći je napon na dnu zida 
iiznosi 6,g =goH K,, a ukupna je sila koja djeluje na 1 m zida 


(96) 


Ona djeluje u težištu trokuta naprezanja na visini H/3 od 
osnovice zida. 


rH:K, 
Sl-51. Aktivni tlak i raspodjela naprezanja 


na uspravni zid uz vodoravno nekohe- 
rentno tlo 


Kad ti uvjeti nisu ispunjeni, ravnine su glavnih naprezanja 
zaokrenute i koeficijent tlaka K, = K (9,8, f,x) ovisi o kutovima 
označenim na sl. 52a. Vrijednosti kutova i koeficijent tlaka 
određuje se iz dijagrama u priručnicima za ravnine sloma, ili 
se dobivaju postupkom Caquot-Kerissel za zakrivljene plohe 
sloma, koje bolje zadovoljavaju uvjete ravnoteže na konturama. 


SI. 52. Aktivni tlak i raspodjela naprezanja na nagnuti zid uz nagnuto 
koherentno tlo 


Dijagram naprezanja djelovanjem aktivnog tlaka na zid koji 
podupire koherentno tlo vidi se na sl. 52b. Naprezanje u svakoj 
točki na plohi zida određeno je relacijom (94), pa je ukupni 
tlak 

1 =: 

E, = 590H*K, > 2cHVK., (97) 

Visina na kojoj djeluje sila E, dobiva se izjednačenjem mo- 
menata, pa je 


(1 H —_ 4 
e ([zveHčKo= — 2eHVK, SEKA. (98) 


Dobiva se da je e < H/3. 


Slom u opterećenom tlu. U tlu s vodoravnom površinom, koje 
je samo na dijelu površine jednolično opterećeno (npr. duga traka 
temelja), mijenja se tenzor u području dodatnog opterećenja, 
pa tada osi glavnih naprezanja rotiraju, različito u pojedinim 
točkama, a mijenja se i odnos među glavnim naprezanjima. 
Kad opterećenje dosegne kritični intenzitet gr, nastaje u nekom 
području koje je omeđeno plohama sloma stanje granične 
ravnoteže. Nastaje slom tla u tom području, što je praćeno 
pojavom velikih slijeganja pod opterećenjem i izdizanja tla oko 
njega. Veličina pomaka i oblik područja sloma ovisi o para- 
metrima čvrstoće i o zbijenosti tla kako je prikazano na sl. 53. 
U zbijenom tlu postiže se veliko kritično opterećenje qr pri 
malom slijeganju, u rahlom tlu već malo opterećenje uzrokuje 
velik pomak uz malo kritično opterećenje qr. 

Za ilustraciju utjecaja koji definiraju kritično opterećenje 
qr u ovisnosti o otporu tla na smicanje može poslužiti shema 
zone granične ravnoteže s ravnim plohama sloma (sl. 54). Klin 
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Sl. 53. Zona sloma i slijeganje prema opterećenju. a zbijeni, b srednje 
zbijeni, c rahli pijesak 


SI. 54. Shematizirana aproksimacija zone sloma i sile na granicama 


I ispod opterećenja nalazi se u aktivnoj, a klin II u pasivnoj 
graničnoj ravnoteži. 

Uz prethodno rješenje graničnih stanja, uvažavajući da je 
Ko=1/K,, i prema sl. 52 dobiva se rezultantna sila P na 
zajedničkoj ravnini između oba klina, za klin II 


B= až /Ki+ g geB? K5. (99) 
a za klin I 
P=q-—=+ obe (100) 
2VK, ZoadkA 
Izjednačenjem izraza (99) i (100) dobiva se 
ži Ja 
a=90,\K, -K |+qkg. (101) 
Ako se uvedu oznake 
5 1 
N, “< Kukolja Nk (102) 


te se sa q=g0D označi opterećenje od težine okolišnog tla 
na razini temelja, dobiva se za opterećenje sloma 


goB 


; N,+goDN,. 


a = (103) 


N, i N, su faktori nosivosti i ovise samo o kutu čvrstoće 


na smicanje, kao i Kp =(1 +sino)/(1 — sino). 
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Takav proračun s ravnim graničnim plohama zone sloma 
daje prema iskustvu, prenisko naprezanje sloma qr. Prvo zato 
jer zona sloma nije omeđena ravnim nego zakrivljenim plohama, 
kao na sl. 53, a drugo jer su na granici između klinova I i II 
zanemarena tangencijalna naprezanja. Takav proračun, me- 
đutim, pokazuje da na povećanje naprezanja sloma (gr) ima 
znatan utjecaj dubina ukopavanja, da postoji utjecaj širine baze 
temelja i da je bitan utjecaj kuta g s kojim naprezanje sloma 
naglo raste. 

Točnije rješenje problema daje primjena teorije plastičnosti 
uz određene aproksimacije. 

Mjerenja na modelima pokazuju da se stvarni oblik sloma 
znatno razlikuje od onoga pretpostavljenoga u približnom rje- 
šenju. Primjenom teorije plastičnosti, Prandti je dao strogo 
rješenje za koherentni materijal, ali je zanemaren doprinos 
težine zone sloma na otpor uzduž ploha sloma. To rješenje 
glasi kad je površina tla opterećena sa g: 


q=cN;+qN,, (104) 


gdje su faktori nosivosti N, i N, funkcije kuta o. Oblik zone 
sloma (sl 55a) ovisi o trenju između baze temelja i tla; 
za f=0 dobiva se p=0,a kad je f=tano dobiva se 
W= 45" + 0/2. 


SI. 55. Zone sloma ispod glatkog i hrapavog temelja. a glatka baza, b hrapava 
baza, c hrapava baza ispod površine terena 


Granica je zone sloma logaritamska spirala. Terzaghi je 
približnim računom odredio da je povećanje naprezanja djelo- 
vanjem težine materijala u zoni sloma: 


Agre = 5 BgeN, (105) 
Tako je za trake ukupno naprezanje sloma: 
dr —€N.+ 590BN, +40DN, (106) 
a za kvadratične temelje 
q= DAN AE JOBIN. S goDN, (107) 


Vrijednosti koeficijenta nosivosti prema Terzaghiju, s punim 
trenjem na bazi temelja, nalaze se u tabl. 10. 

Terzaghi preporuča da se koeficijent nosivosti pri određivanju 
naprezanja sloma tla lako gnječive konzistencije, u kojem nastaju 
veće deformacije već pri znatno nižem opterećenju od naprezanja 
sloma odrede za smanjeni kut 0, = tan! (Žtan o), i da se računa 
sa smanjenom kohezijom cy = 2c/3. 

Dozvoljeno opterećenje dio je naprezanja sloma, pri kojem 
su deformacije dovoljno male. Faktor sigurnosti F, kvocijent 
je naprezanja sloma i dozvoljenog opterećenja, pa je dozvo- 
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ljeno opterećenje. 
zu 


m (108) 


a 


Faktorom sigurnosti obuhvaćene su slučajne pojave nejedno- 
ličnosti sastava tla, pogrešna procjena čvrstoće tla, opterećenja 
i slučajna preopterećenja konstrukcije. Najčešće je faktor si- 
gurnosti 2<F,<3. 


Tablica 10 
VRIJEDNOSTI KOEFICIJENTA NOSIVOSTI 
p> N N, N, 
0 SKU 1,0 0,0 
S 7.3) 1,6 0,5 
10 9,6 21 1,2 
15 12,9 44 25 
20 17,7 74 5,0 
2 Zs Ka 9,7 
30 Goi do 19,7 
34 52,6 36,5 35,0 
35 57,8 414 424 
40 96,7 81,3 100,4 
45 172,3 173,3 297,5 
48 258,3 287,9 780,1 
50 347,5 415,1 1153,2 


Stabilnost nagnutih površina terena. Što je površina terena 
više nagnuta, veća su tangencijalna naprezanja potrebna za 
održavanje ravnoteže. U prirodi su nagnute površine često na 
granici ravnoteže, a tangencijalna su naprezanja na granici 
čvrstoće, pa su dovoljni mali dodatni poremećaji da nastane 
slom, što se manifestira klizanjem dijela kose površine. Pore- 
mećaje mogu uzrokovati prirodne pojave kao na npr. obilne 
oborine nakon otapanja snijega u proljeće ili u toku otapanja. 
To može biti konačan rezultat geološkog procesa kad se poste- 
peno mijenjaju svojstva tla i smanjuje njegova čvrstoća. Trajni 
tektonski procesi, erozija površine terena od oborina, djelo- 
vanje leda i mraza te produbljavanje vodenih korita u dolinama 
uzrokuju morfološke promjene terena, svojstva i čvrstoće materi- 
jala, koji u određenom trenutku mogu prouzročiti slom i 
klizanje. Često su to antropogeni zahvati, kao npr. promjena 
nagiba padina, dodatno opterećivanje, namjerno ili nenamjerno 
natapanje i sl. Pokrenuta masa u klizištima može iznositi samo 
desetak m, ali i više km?. Brzina kretanja nestabilnih masa 
tla može biti vrlo malena (nekoliko cm/god), ali i vrlo 
velika (do 400 km/h). 

Nestabilnost padina i zbog toga nastala klizanja tla uzro- 
kovala su u geološkoj prošlosti veoma velike morfološke pro- 
mjene pa se mogu smatrati važnim elementom geoloških pro- 
cesa. Neka su klizanja uzrokovala prave katastrofe s hiljadama 
ljudskih žrtava i golemim materijalnim štetama. Švicarski prirod- 
njak i istraživač A. Heim iscrpno je obradio velika klizanja u 
dolinama alpskih masiva na osnovi povijesnih opisa događaja 
u prošlosti i izjava svjedoka nekoliko većih nesreća što su 
se desile u prošlom stoljeću. Zajednička je značajka tih pojava 
da su one bile uvjetovane geološkim procesima ili ljudskim djelo- 
vanjem i da su se dugo vremena prije katastrofe primjećivale 
pukotine na čelu nestabilnih područja. Značenje tih pukotina 
nije bilo na vrijeme shvaćeno ni u blizini naselja, pa su neka 
klizanja uzrokovala mnogo žrtava. I u nedavnoj prošlosti bilo je 
takvih pojava. 

Klizanje padina Monte Toca u Italiji. Na padini tek dovršenog 
akumulacijskog jezera Vajont, na kojoj je 3 godine promatrana 
velika obodna pukotina krenulo je u noći 6. X 1963. 250 
milijuna m? stijenja velikom brzinom u jezero Te su stijene 
dijelom zatrpale jezero i dosegle suprotnu obalu. Preko brane 
izbačeno je više od 25000 m* vode koja je preplavila dolinu 
Piave i uzrokovala 1900 poginulih i goleme štete. 

Klizanje tla u Peruanskim Andama nakon potresa 31. V 1970. 
Tada se s vrha Huascaran na visini od 6400m odvojilo 10 
milijuna m? stijenja i milijun m? leda i krenulo niz dolinu br- 
zinom od prosječno 300 km/h. Pri kraju puta, dugog gotovo 
16 km, potpuno je zatrpano mjesto Yungay a djelomično i selo 
Matacato, gdje je poginulo oko 20000 ljudi. 
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Razumljivo je da je proučavanje uvjeta stabilnosti nagnute 
površine terena jedan od važnijih zadataka mehanike tla. 
Ono obuhvaća: projektiranje sigurnog nagiba kosina zasjeka i 
nasipa, prognoziranje opasnosti od klizanja postojećih padina 
te projektiranje zahvata za smirivanje već nastalih klizanja. 

Takvi se problemi rješavaju za stanje granične ravnoteže. 
Neka se pretpostavi područje s granicom sloma tla i neka se 
izračunaju naprezanja na graničnoj plohi koji zadovoljavaju 
ravnotežu segmenta. Iz toga se izračuna faktor sigurnosti F, za 
pretpostavljeno područje sloma kao kvocijent između čvrstoće 
Tr oi mobiliziranog otpora zm koji zadovoljava ravnotežu, 
F, = ti/tm. Račun se ponavlja za više segmenata padine dok 
se ne nađe onaj s najmanjim faktorom sigurnosti. Granična 
ploha toga segmenta naziva se plohom sloma. 

Proračun, međutim, nije jednostavan jer je zadatak statički 
neodređen. Raspolaže se samo jednadžbama ravnoteže sila i 
uvjetom sloma dok veze između naprezanja i deformacija za 
tlo nisu dovoljno određene, pa se ne mogu iskoristiti za 
postavljanje dodatnih jednadžbi Zato se u proračun uvode 
pretpostavke kojima se povećava broj jednadžbi To se može 
ilustrirati na segmentu s kružnicom kao granicom sloma u 
poprečnom presjeku padine od homogenog materijala (sl. 56). 


SL 56. Grafički račun faktora sigurnosti padine za kružni segment 
nekoherentnog materijala. a segment s oznakama, b sile na elementu d/ 
plohe sloma, c trokut sila na segmentu 


Neka na segment djeluje rezultanta P sila teže i strujnog tlaka. 
Na plohu sloma djeluju normalna _g,(l) i tangencijalna na- 
prezanja <(l). Rezultante su tih naprezanja: 


l 
N = [a,(Ddl, 
0 


(109) 


1 
T= (1(Ddl (110) 
0 


Uvjeti su ravnoteže sila 
XV = Pecos — Ncosa — Tsina = 0, 
XH = PsinB + Nsina — Tcosa = 0, 


(111) 
(112) 
a uvjet je ravnoteže momenata oko središta kružnice 


Pr=TR,, (113) 


jer sila N mora prolaziti kroz središte kružnice. Uvjet je 
sloma 


Ntano+ceL=TF.. (114) 


Dobiva se, dakle, sustav od četiri jednadžbe s pet nepoznanica: 
N, Tv Roi F4 Sustav se može riješiti samo ako se 
jednom pretpostavkom uvede dodatna jednadžba. To može biti 
raspodjela napona g,(!) uzduž kružnice kojom je određen 
položaj sile N, ili polumjer R, kojim je određeno sjecište sila 
N, T iP, što zadovoljava uvjet ravnoteže momenata. Od mno- 
gih mogućih pretpostavki neke se mogu unaprijed isključiti, 
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20 40 60 80 100 120“ 
Sl. 57. Koeficijent x, za nekoherentni i x, za koherentni materijal 


jer su fizički nemoguće, pa ostaju pretpostavke koje se mogu 
upotrijebiti. Pretpostavka da je Ri = R znači da su naprezanja 
koncentrirana u točki b na kružnici (sl. 56). Pretpostavka da 
je R>R daje raspodjelu koja ima sve manja naprezanja 
SG, u točki b, a neka maksimalna vrijednost za R, daje 
koncentraciju naprezanja sa dvije sile na krajevima kružnice 
u točkama A i B. Rješenje se nalazi između tih dvaju ekstrema, 
što daje granične vrijednosti faktora sigurnosti F,, između kojih 
je i njegova prava vrijednost. Više će se približiti pravoj vri- 
jednosti ako se pretpostavi da je naprezanje d,(/) jednoličnije 
raspodijeljeno uzduž kružnice, uvažavajući i uvjet da na kraje- 
vima A i B nema naprezanja (a, = 0). Dijagram na sl. 57 daje 
omjer x = R/R za jednolično raspodijeljeno naprezanje an(l) = 
= const. za koherentno tlo i za sinusnu raspodjelu sa g, = 0 
na krajevima i dmax U sredini luka za nekoherentno tlo. Za 
koherentno tlo rr = z(c,o) valja primijeniti iterativni postupak, 
da se zadovolji uvjet 


Tr (a tan p 
mi=sosri (115 
Ra E 


Na sl. 58 nalazi se primjer grafičkog rješenja. 

U nehomogenoj bi se kosini, uz pretpostavke o raspodjeli 
normalnih napona gg(l) dobilo znatno veći raspon mogućih 
vrijednosti F., pa se segment iznad plohe sloma podijeli na 
lamele male širine b na kojoj su c i g konstantni. Iz uvjeta 
ravnoteže svake lamele (sl 59) dobivaju se tri jednadžbe, a 
iz uvjeta sloma jedna jednadžba za svaku lamelu. Prema tome, 
4n jednadžbe za n lamela. Za svaku lamelu nepoznanica je 
iznos sile Q, njezin položaj i nagib, a na svakoj granici između 


Sl. 58. Grafički proračun faktora sigurnosti padine za kružni segment, kohe- 
rentni materijal, a segment s oznakama, b poligon sila za pretpostavljeni F, 
c grafička iteracija za dobivanje F, = Fi = Fo 


el 
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lamela nepoznanica je iznos sile E, njezin nagib 9 i visina 
hvatišta v, te zajednički faktor sigumosti F,. Ima, dakle, 
3n+3(n—1)+1=6n—2 nepoznanica i 4n jednadžba, pa 
ostaje 2n — 2 prekobrojnih nepoznanica. Valja, dakle postaviti 
2n — 2 pretpostavki da bi se riješio sustav jednadžbi. To može 
biti npr. n— 1 smjerova 9 i n—1 položaja sila Q. Uz 
pretpostavku da je 9 =0 i da sile Q djeluju u sredini svake 
lamele dobiva se faktor sigurnosti za plohu sloma kružno 
cilindričnog oblika 

"= x[c'b +(W, +W, — ub)tano']:m, 


SUM + Wjsina ti 


gdje je 
tano 


S 


m, = cosa + sna (117) 


Rješenje se dobiva iterativnim postupkom koji se nastavlja 
dok se ne postigne Fpr = F,z. Postupak konvergira u nekoliko 
koraka. Postoje programi za elektroničko računalo kojima se 
mogu istražiti plohe sloma općeg oblika i s različitim pretpo- 
stavkama o smjeru sila među lamelama. Točnost tih rješenja 
zadovoljava proučavanje stabilnosti prirodnih padina, projek- 
tiranje nagiba kosina nasipa i usjeka te projektiranje mjera 
za smirivanje već pokrenutih klizanja padina. 


i_Rsin a 


W=b(h—z)y 
W,=bz:y" 


Sl. 59. Shema za numerički račun stabilnosti kosine. a segment 
podijeljen na lamele, b dimenzije i sile na lameli, c poligon sila 
za lamelu 


Rezultati proračuna bit će pouzdani toliko koliko su pouz- 
dani parametri otpornosti tla c(x,z) i o(x,z) u padini te podaci 
o raspodjeli pornog tlaka u(x,z) koji se uvode u proračun. 
Zato valja pažljivo istraživati na terenu i ispitivati uzorke u 
laboratoriju. Istraživanjima na terenu valja ustanoviti mjero- 
davne geološke činjenice, vrste i raspored različitih materijala 
u padini i stanje podzemne vode u širokom području. Ispitivanja 
u laboratoriju daju klasifikaciju vrsta tla u padini i parametre 
njihova stanja i svojstava — poroznost, propusnost, parametri 
čvrstoće i pornog tlaka. Tim se podacima može shematizirati 
područje onoliko koliko treba za proračun stabilnosti. 


LIT.: K. Terzaghi, Erdbaumechanik auf bodenphysikalischer Grundlage. 
F. Deuticke, Leipzig 1925. — O. K. Frčhlich, Druckverteilung im Baugrunde. 
Springer Verlag, Berlin 1934. — H. Krey, Erddruck, Erdwiderstand. W. 
Ernst & Sohn, Berlin 1936. — K. Terzaghi, Theoretical soil mechanics 
J. Wiley Sons Ltd., New York 1943. — A. Caquot, J. Kerissel, Tables 
for the calculation of passive pressure, active pressure and bearing capacity 
of foundations (prijevod na engleski). Gauthier-Villars, Paris 1948. — D. W. 
Taylor, Fundamentals of soil mechanics. Wiley and Sons, New York 1948. 
— A. Caquot, J. Kerissel, Trait€ de mćcanique des sols. Gauthier-Villars, 
Paris 1949. — G. P. Tschebotarioff, Soil mechanics, foundations and earth 
structures. McGraw-Hill, New York 1952. — B. Hansen, Farith pressure 
calculation. The Danish Technical Press, Copenhagen 1954. — B. B. Co- 
KonoscKuti, CTaTuKa cbinyueši cpenibi. ToccTpolin3naT, MocKkBa 1960. (Engleski 
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prijevod: Butterworth Scientific Publications, London 1960.) — L. Šuklje, 
Rheological aspects of soil mechanics. Wiley-Interscience, New York 1969. — 
D. Milović, Analiza napona i deformacija u mehanici tla. Inst. za građevi- 
narstvo SAP Vojvodine, Subotica 1974. — E. Nonveiller, Mehanika tla i 
temeljenje građevina. Školska knjiga, Zagreb 1979. 


E. Nomveiller 


MEHANIKA ŽIVIH SUSTAVA, biomehanika, 
grana mehanike koja proučava mehaničko ponašanje živih 
organizama ili njihovih dijelova u normalnom i patološkom 
stanju, biološke reakcije na mehaničke podražaje i promjene, 
te primjenu uređaja i pomagala u medicini, veterini i biologiji. 


Iako nema pisanih podataka, može se smatrati da se počeci biomehanike 
poklapaju s početkom razvoja civilizacije, što pokazuju pronađeni crteži ljudi 
i životinja u pokretu. Aristotel je tražio vezu fizike i života, a Hipokrit je 
razvio teoriju životnih sokova u čovječjem tijelu (krv, sluz, žuč i melankolija), 
koji su kasnije identificirani sa četiri prirodna elementa (zrak, vatra, zemlja 
i voda). 

Razvoj znanstvene biomehanike, međutim, počinje u razdoblju renesanse. 
Crteži Leonarda da Vincija (1452—1519) pokazuju da je imao jasnu predodžbu 
o radu mišića i o njihovu djelovanju na kosti tokom kretanja. Proučavanje 
anatomije i leta ptica navelo je Leonarda da je konstruirao neuspjeli stroj za 
letenje. G. Galilei (1564—1642) u radu o čvrstoći materijala raspravljao je i o 
čvrstoći kostiju. W. Harvey (1578—1658) u djelu Exercitatio anatomica de motu 
cordis et sanguinis in animalibus proučavao je krvotok, pa je zaključio da uz 
masu krvi u ljudskom srcu od —60g i sa 72 otkucaja u minuti srce u 
jednom satu potisne —260kg krvi. Iz toga je zaključio da postoji stalno 
kruženje krvi u tijelu podržavano djelovanjem srca. S. Santorio je utvrdio 
vezu između težine ljudskog tijela i životne dobi, pa je ustanovio da tijelo 
stalno gubi težinu, što je nazvao nevidljivim disanjem. Ta su istraživanja poslužila 
kao polazna ideja za suvremena istraživanja metabolizma. G. Borelli 1608—1679) 
u djelu De motu animalium proučavao je mehaničke probleme kostura, zglobova 
i mišića. Osim toga, Borelli je proučavao dinamiku tijela, let ptica, plivanje 
riba, rad srca itd. R. Hooke (1635—1703) bavio se proučavanjem svojstava 
mekanog ljudskog tkiva, utvrdio je funkciju zraka u vodi u vezi s disanjem 
riba, a uveo je u biologiju pojam klijetke kao oznaku za elementarnu životnu 
česticu. L. Euler (1707—1783) opisao je strujanje krvi u žilama u djelu 
Principia pro motu sanguinis per arterias determinando. Th. Young (1773—1829) 
proučavao je astigmatizam, srce i krvne žile, a istraživanja u području vibracija 
posljedica su njegova proučavanja ljudskog glasa. Iz tih je istraživanja proistekao 
princip interferencije (1801). H. Helmholtz (1821—1894) proučavao je mehanizam 
sluha i načinio rezonator koji nosi njegovo ime. Prvi je odredio brzinu 
širenja nervnog impulsa (30 m/s). 
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Smatra se da postoji veza između strukture kostiju i njihove 
funkcije, ali te veze nisu još potpuno rastumačene. 


Analiza mehaničkih svojstava (čvrstoća, modul elastičnosti 
i dr.) koštanog tkiva pokazuje da postoje velike razlike između 
zbijenog (kompakta) i spužvastog (spongioza) koštanog tkiva. 
Pokusi C. Hirscha o nosivosti bedrene kosti pokazali su da 
se nakon odstranjenja dijela spongioze nosivost kosti relativno 
malo smanjuje, približno 10---15%. Poznato je, također, da se 
starenjem smanjuje udio spužvastog tkiva u ukupnom koštanom 
tkivu. Odatle se može zaključiti da je utjecaj spongioze na 
nosivost kostiju još neizvjestan. Vjerojatno je da je njezino 
postojanje dokaz evolucijskog razvitka kostiju. 

Sigurno je, međutim, da je nosivost tijela primarni zadatak 
kostiju, slično kao što je to zadatak elemenata tehničkih kon- 
strukcija, ali s tom razlikom da se oblik kostiju, te njihova 
fizikalna i kemijska svojstva mogu mijenjati u skladu s uvjetima 
opterećenja. 

Proučavanje naprezanja kostiju nailazi na ozbiljne teškoće. 
Najosjetljiviji problem je način opterećivanja pri ispitivanju, jer 
se pojednostavnjenjima mogu potpuno promijeniti karakteristike 
promatrane pojave. Poznata su ispitivanja naprezanja bedrene 
kosti kad je opterećenje svedeno na tri ili četiri sile, dok na 
bedrenu kost u živom tijelu djeluje sustav od 20 mišića. Osim 
toga, najveći dio površine bedrene kosti pokriven je hvatištima 
snažnih mišića, pa se za ispravno rješenje ne smiju zanemariti 
rubni uvjeti. J. Paul je do sada najtemeljitije analizirao optere- 
ćenje bedrene kosti, premda je i on proveo analizu uz podjelu 
djelovanja mišića na skupine, upozoravajući da je to pojedno- 
stavnjena analiza. On je mjerenjem pritiska stopala, a na os- 
novi oblika ekstremiteta, odredio vrijednosti sila i momenata 
koje zadovoljavaju ravnotežne uvjete za trenutne položaje. 
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Struktura koštanog tkiva. Koštano tkivo ima vrlo složenu 
strukturu, tj. raspodjelu prema vrsti, obliku i dimenzijama. 
H. Peterson i K. Knese svrstali su strukturu koštane tvari 
prema redu veličine dimenzija u šest grupa: /. raspodjela na 
zbijeno i spužvasto tkivo, 2. topografska raspodjela spužvastog 
tkiva, 3. lamelarni sustavi, osteoni (čestice koštanog tkiva) i 
tangencijalne lamele, 4, ostale lamele, 5. organska i anorganska 
supstancija i 6. molekularna (ultrastrukturna) komponenta sup- 
stancija. 


Zbijeno koštano tkivo (kompakta) složeni je materijal nastao 
prirodnim putem, djelovanjem ne samo genetskih uvjeta razvitka 
nego i mehaničkih sila. Promatrajući kompaktu kao petu grupu 
reda veličine dimenzija, njenu strukturu čini mnoštvo kristala 
hidroksiapatita, Ca(PO,),, koji su poredani jedan iza drugoga. 
U četvrtoj grupi kompakte pojavljuju se snopovi kolagenih 
vlakana koja su većinom usporedna i koja sadrže spomenute 
kristale, a uz to postoji čvrsta veza između vlakana i kristala. 
Snopovi vlakana namotani su helikoidalno, pa promatrajući 
ih kao treću grupu prema redu veličine dimenzija izgledaju kao 
valjci s nekoliko slojeva (sl. 1). Kut uspona tih snopova iznosi 
45 s obzirom na uzdužnu os. Jedna skupina valjaka ima 
pozitivni, a druga negativni kut uspona. Takav slojeviti sustav 
valjaka oblikuje osteone, unutar kojih se nalaze uzdužni (tzv. 
Haversovi kanali, sl. 2) i poprečni (tzv. Volkmannovi) kanali 
u kojima su smještene krvne žile. 


Prošireni 1 
Haversovi _ 
kanali 


Spongioza 


SI. 1, Presjek kroz dio kompakte koji je 
sastavljen od helikoidno namotanih slojeva 
kolagenskih vlakana 


Kao i svaki živi organski sustav, koštano tkivo stalno raste 
i odumire. Dinamika rasta ovisi o životnoj dobi, ali i o bio- 
kemijskim i biomehaničkim činiocima. Zbog toga u kompakti 
zajedno s neoštećenim osteonima postoje i oni koji odumiru 
ioni koji se stvaraju. Neoštećeni osteoni međusobno su povezani 
osnovnom ljepljivom tvari ili su povezani s osteonima koji 
odumiru, odnosno koji se stvaraju. Zbog takve građe mogu se 
protumačiti razlike među fizikalnim svojstvima kompakte u 
različitim smjerovima. 

Spužvasto koštano tkivo (spongioza) jest, prema strukturi, 
prostorni sustav pločica koje tvore koštane stanice i osnovna 
koštana tvar. 

U raspravi o tzv. arhitekturi spongioze H. Meyer (1886) 
pokušao je rastumačiti nosivost spongioze. K. Culmann je 
poslije zajedno s Meyerom razradio teoriju o konstrukciji 
lamela s mehaničkog gledišta (sl. 3), za koju su mislili da je 
idealna konstrukcija koja može biti uzor za konstrukciju di- 
zalica. J. Wolf postavio je u skladu s Meyer-Culmannovom 
teorijom zakon o prilagodbi kostiju, pa je smatrao da najveće 
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opterećenje bedrene kosti iznosi 800 N. U raspravi o prilagodbi 
kostiju W. Roux je djelomično prihvatio Wolfov zakon i uveo 
pojam funkcionalna prilagodba kostiju (1893). 

Meyer-Culmannova teorija, međutim, nije općenito pri- 
hvaćena, jer uvjeti opterećenja u stvarnosti nisu tako jedno- 
stavni kako se to pretpostavljalo. Da bi se, naime, odredile 
trajektorije naprezanja, potrebno je poznavati sveukupno opte- 
rećenje kosti. 

Fizikalna svojstva kostiju ovise o smjeru djelovanja sila, 
ali i o dijelu kosti. 


SI. 2. Presjeci kroz slojeve kompakte i spongioze 


Tablica 1 
MODUL ELASTIČNOSTI KOMPAKTE 
(prema Dempsteru) 
EL ER ET 
kN/em? % kN/cm? % kN/em? % 
1157 100 1020 88 843 183 
1353 100 755 56 853 63 
1059 100 628 59 657 62 
1324 100 461 35 647 49 
Srednja vrijednost macerirane suhe kompakte 
1206 + 255 100 755 +206 | 52+17 | 628 + 160 | 32.413 


Haversovi 
- kanali 


SL 3. Sustav nosivih lamela 
u kostima 


Kompakta 


Zbijena kost. Podaci o vrijednostima modula elastičnosti (E) 
i tlačne čvrstoće (g) kompakte prema ispitivanjima W. T. 
Dempstera nalaze se u tabl. 1 i 2. Ispitivani su prizmatični 
uzorci duljine 3--:5cm koji su izrezani iz macerirane (isprane) 


Tablica 2 


TLAČNA ČVRSTOĆA KOMPAKTE 
(prema Dempsteru) . 


SL SR [ 21 

kN/em? % kN/em? % kN/cm? % 
23,05 100 19,22 ši 83 16,67 12 2 
21,67 100 14,81 69 15,20 70 
18,83 100 12,01 64 10,44 56 
20,79 100 13,34 63 13.39 64 

Srednja vrijednost macerirane suhe kompakte 
20,45 + 1,78 100 [| 13,24 + 2,16 | 65 + 10,7 1[,12,85 + 2,11 | 63+10,4 


Srednja vrijednost macerirane vlažne (24 sata u vodi namočene) 
kompakte 


1167+ 3,16 | 89+24 l 10,59 + 1,92 


13,14 100 82 + 146 
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kosti (suha kost) i iz macerirane kosti koja je 24 sata odležala 
u vodi (vlažna kost). Podaci se odnose na naprezanja u uzdužnom 
(indeks L), radijalnom (R) i tangencijalnom (T) smjeru. 

Na sl. 4 prikazana je ovisnost tlačne i vlačne čvrstoće zbijene 
kosti o relativnoj deformaciji, također za suhu i mokru kost. 


20 
kN/em: a 
T i 
ZI III 
15 + 
g 10 
1 
il 
u 2 
ate TFT I ra i [ali 
0 + 
107" 5107 107 lo 5:10 107? 
E La 


Sl. 4. Ovisnost čvrstoće a kompakte o relativnoj deformaciji e. 
a za vlačno, b za tlačno naprezanje: / suhi, 2 namočeni uzorak 


Treba spomenuti da se pojavljuju znatne teškoće pri ispi- 
tivanju fizikalnih svojstava kostiju, i to uglavnom zbog izradbe 
koštanih uzoraka potrebnih dimenzija i zbog složenosti pripreme 
tih uzoraka (ostvarenje paralelnosti osi uzorka sa smjerom 
vlakana i sl.). 

Ispitivanja K. Knesea provedena sa svježom kompaktom, 
i to u uzdužnom smjeru, dala su sljedeće vrijednosti čvrstoće. 
kompakte (kN/cm?): 


tlak, valjak 6, = 12,10-::20,15 


pravokutna prizma 6, =12,0 
vlak, pravokutna prizma 6, = 6,6-:13,2 
savijanje, pravokutna prizma g, =9,3--21,1 
torzija, valjak T= 05759, 


i sljedeće vrijednosti modula elastičnosti (kN/cm?): 


tlak E, = 2065---2380 
savijanje E, = 570-:-2190 
torzija G = 500,4 


Zanimljivo je da svježa kompakta ima vrijednosti modula 
elastičnosti i čvrstoće vrlo slične vrijednostima za bakar i neke 
aluminijske legure. Osim toga, drvo ima manju tlačnu od vlačne 
čvrstoće, dok ljudska kost ima redovito veću tlačnu od vlačne 
čvrstoće. 


Tablica 3 


TLAČNA ČVRSTOĆA I MODUL ELASTIČNOSTI SPONGIOZE 
(prema Evansu) 


: o E 
Mjesto Uzorak N/cm2 N/cm? 
jel u š naja E 

Superiorno- S 276,5 24517 

-inferiorno GG 211,8 12454 

Anteriorno- S 210,8 20888 

-posteriorno 429,5 16867 

1 

Uzduž vrata S 4324 38442 

Lateralno- S 412,8 61291 

-medijalno G 1159,1 45601 
Uzorak: S: 0,8 x 0,8 x 2,5 cm 
C: 0,8 x 0,8 x 0,8 cm 


TE VIII, 17 
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Osim ispitivanja za određivanje statičke čvrstoće, provođena 
su i dinamička ispitivanja. Tako su F. G. Evans i M. Lebov 
odredili da dinamička čvrstoća zbijene kosti iznosi du, = 
= 3,5 kN/cm?, što je približno polovica srednje vrijednosti vlačne 
čvrstoće svježe kosti. 

Broj je ciklusa opterećenja pri određivanju trajne dinamičke 
čvrstoće 47 goljeničnih kostiju iznosio (prosjek, a u zagradama 
granične vrijednosti): 


proksimalni (gornji) dio 
srednja trećina 
distalni (donji) dio 


914583(57000---2 564000) 
2800 117(47000-:-6 191000) 
1775000 (84000-:-6 541 000) 


Uz rezultate tih ispitivanja, na žalost, nisu navedeni podaci o 
starosnoj dobi ispitivanih kostiju, a niti detaljniji podaci o 
mjestu odakle su uzimani uzorci, pa navedeni rezultati mogu 
služiti samo kao gruba orijentacija. To pogotovo zbog toga jer 
bi se iz tih podataka moglo krivo zaključiti da srednji dio 
ima najveću dinamičku čvrstoću. 

Ispitivanje fizikalnih svojstava kompakte još ne daje pouzda- 
niji sustav podataka. Da bi se on dobio, potrebno je, naime, 
uvesti standarde za ispitivanje, a koji, međutim, još ne postoje. 

Spužvasta kost je istodobno i anizotropna i nehomogena 
tvar. Zbog toga je i teško odrediti fizikalne karakteristike. 
Osim toga, struktura, npr., u glavi bedrene kosti navodi na 


Anteriorno- 


Lateralno- zposteriorno 


== 
j 


\ 


Superiorno-inferiorno 


Superiorno-inferiorno 


tz 
Anteriorno- 
Lateralno- -posteriorno 
-medijalno 
SI. 5. Položaji uzoraka za ispitivanje čvrstoće i modula elastičnosti 
spongioze 
a 
kN/em: 
Dre 
N 05-10 
VA 10-15 
= 1.5:::20 
GE 20-507 
N:: 


SI. 6. Područja spongioze jednake tlačne čvrstoće 
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pomisao da su gredice spužvaste kosti istog smjera i smisla 
kao i trajektorije naprezanja. 

Ispitivanja za određivanje tlačne, čvrstoće i modula elas- 
tičnosti (F. Evans i A. King, tabl. 3, sl. 5) pokazuju da postoje 
vrlo velike razlike fizikalnih svojstava spongioze, što otežava 
određivanje odnosa između čvrstoće i deformacija. Osim toga, 
pri ispitivanju pojavljuje se koncentracija naprezanja na dodirnim 
plohama (St. Venaniov princip), pa na rubovima nastaje po- 
puštanje materijala. Zbog toga se rezultati ispitivanja bitho 
razlikuju od stvarnog stanja, što još više smanjuje vrijednost 
rezultata ispitivanja. 

Na sl. 6 vidi se raspodjela spongioze na područja s jednakim 
vrijednostima tlačne čvrstoće prema Dietrichu. Ispitivanja su 
pokazala da tlačna čvrstoća ovisi o gustoći spongioze. Područja 
manje čvrstoće mogu se smatrati elastičnim jastukom. 


Osnovne jednadžbe za kompaktnu kost. Prema utvrđenim 
fizikalnim svojstvima očito je zbijena kost neizotropan materijal. 
Ako se, međutim, pretpostavi da su moduli elastičnosti u 
pravcu tangencijalne i radijalne osi jednaki, ali različiti od onoga 
u pravcu uzdužne, ali ortogonalne osi, tada je takav materijal 
transverzalno izotropan. 

Generalizirani je oblik Hookeova zakona 


9% = Amnć (1) 


ik,mn “mn 


a u razvijenom obliku glasi 


ma. mn (2a) 
za SEA a EVO EE 
=-—g daa 1 (2b) 
pr ENE E E EŠES A 
v" Vu 1 
&= _ E" g9tp"% (2c) 
1 
Vz = Goe (2d) 
1 
Yxz = G Tar (2e) 
l 
Vxy m G Tao (20) 


gdje je E modul elastičnosti u ravnini izotropije xy, G=3E(1+v) 
modul smicanja u ravnini izotropije xy, E' modul elastičnosti 
u smjeru okomitom na ravninu xy, G' modul smicanja u smjeru 
okomitom na ravninu xy, v Poissonov koeficijent koji karakte- 
rizira skraćenje u ravnini izotropije pri rastezanju u toj ravnini, 
v' Poissonov koeficijent koji karakterizira skraćenje u ravnini 
izotropije pri rastezanju u smjeru okomitom na tu ravninu, a 
v“ Poissonov koeficijent koji karakterizira skraćenje u pravcu 
okomitom na ravninu izotropije pri rastezanju u toj ravnini. 


Uzevši u obzir da vrijedi — 
vE=vE, (3) 
jednadžba (2a) može se napisati u obliku 
v v l 
6,=—6 _EOTE (4) 

Fizikalne konstante sadržane su u sljedećim veličinama: 
E, E', G, G', v i v. Iz teorije elastičnosti (v. Nauka o čvrstoći), 
međutim, poznato je da se pomoću pet poznatih konstanata 
može odrediti i šesta. Kad je materijal izotropan, potrebno je 
poznavati dvije konstante (npr. E i v), pa se pomoću njih može 
odrediti treća (G). 

Kad se promijeni orijentacija osi koordinatnog sustava, 
mijenjaju se i vrijednosti elastičnih konstanata, što slijedi iz 
generaliziranog Hookeova zakona. Te se promjene mogu prika- 
zati prostornim zakrivljenim plohama. Tako se za transverzalno 
izotropno tijelo dobiva sljedeća jednadžba plohe smjera modula 
elastičnosti: 
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+-Zpe=o (5) 


pa je krivulja smjera koja nastaje presjekom plohe s ravninom 
Oxy: 


4x +2Bxy?+y=1, (6) 
gdje je 
SM Do E 
A=< i B=56-" (7) 


U sličnom obliku dobivaju se i jednadžbe ploha smjerova ostalih 
fizikalnih konstanti. Npr. jednadžba koeficijenta smjera modula 
elastičnosti u ravnini elastične simetrije glasi 


(x —9)+4C,x2y"=1, (8) 
gdje je 
1+2v i\ 
c,=d| E tE! (9) 


Krivulje smjera modula elastičnosti mogu se odrediti pomoću 
sljedećih fizikalnih konstanti (podaci iz literature i rezultata 
mjerenja): E' = 2065---2380 kN/cm? (E:, = 2222 kN/cm?), G' = 
= 500,4kN/em?,v=0,25iv =0,50. UzZE/E =192.2iB=1, 
dobiva se E = 1130 kN/cmž i G = 760 kN/cm?. Uz te vrijednosti 
fizikalnih konstanata krivulja je smjera modula elastičnosti u 
ravnini Oxz 

1,97x% + 3,44x222 + zf = 1,97, 
a u ravnini Oyz 
197y%* +3,44y?22 + 24 = 1,97. 
Krivulja je smjera modula smicanja u ravnini Oxy određena 
jednadžbom 
(x2— 2)? +4C,x2y?=1, (10) 
gdje je C, konstanta određena relacijom (9), pa za navedene 
konstante vrijedi 
x +436x2y2+zt=1. 
U ravnini Oxz jednadžba je krivulje smjera modula smicanja 
02 — 22) +4C,x222=1, (11) 
gdje je konstanta 
sh (12) 
E)" 
pa uz već navedene vrijednosti konstanata vrijedi 
x*+156x2z2+z=1. 


1 +2v 


Napokon, u ravnini Oyz jednadžba je krivulje smjera modula 
smicanja 


(*— 2) +4C,y*z=1, (13) 
2 


pa vrijedi 
y*+156y222+zf=1. 


Iz navedenih jednadžba vidi se sva složenost međusobnih 
odnosa fizikalnih konstanata prema odabranom smjeru za njihov 
prikaz. 

Poznavanje fizikalnih konstanata, a time i naprezanja (g) i 
deformacija (e), otežano je i zbog promjenljivosti fizikalnih 
svojstava kostiju. J. D. Currey utvrdio je, naime, da se moduli 
elastičnosti kompakte vrlo brzo mijenjaju prema sadržaju mi- 
nerala. Te su promjene vrlo nagle, pa za promjenu sadržaja 
minerala od 4% one mogu iznositi gotovo 100%, pa i više. 
Svakako da promjene vrijednosti modula elastičnosti imaju 
utjecaja i na vrijednosti ostalih fizikalnih konstanata, pa i na 
fizikalna svojstva. 

Zbog toga se bez poznavanja relativno točnih podataka o 
sadržaju minerala u kostima (što se za sada može smatrati 
nedostižnim) ne mogu odrediti komponente tenzora naprezanja 
u granicama željene točnosti (—5-::7%). To znači da se u istoj 
točki, ako se promijeni sadržaj minerala, može pojaviti sasvim 
drukčija vrijednost naprezanja i bez promjene opterećenja. 
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Geometrijske značajke presjeka kostiju. Za različite morfološke 
i funkcionalne analize, u vezi s djelovanjem mehaničkih čim- 
benika, često je potrebno izračunati naprezanja ili deformacije 
kostiju. Zbog toga je potrebno poznavati geometrijske značajke 
presjeka kostiju u kojima se nalaze točke za koje se računaju 
naprezanja i deformacije. Te su geometrijske značajke: površina 
presjeka, momenti tromosti, momenti otpora i drugo. 


SI. 7. Oznake presjeka proučavanih bedrenih kostiju 


x ik. 


Sl. 8. Karakteristični presjek bedrene 
kosti 


SI. 9. Presjek kompakte bedrene kosti 
na sl. 8 s ucrtanim koordinatnim 
osima 


i n 

xd U io 

Sl. 10. Presjek kompakte bedrene kosti podijeljen na pravilne 
likove za određivanje momenata tromosti 
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Geometrijske značajke ljudskih kostiju relativno su slabo 
izražene, pa se u literaturi nalazi vrlo malo podataka. Da 
se prikaže postupak određivanja tih značajki, poslužit će analiza 
presjeka bedrene kosti. Desna i lijeva bedrena kost, i to dio 
gdje je kompakta, podijeljene su poprečnim presjecima uda- 
ljenim po 1em (sl. 7). Kosti su razrezane i presjeci fotografski 
povećani (sl. 8), a zatim odijeljena kompakta od spongioze 
(sl. 9). Utvrđeno je da su presjeci desne i lijeve bedrene 


i0 


SI. 11, Glavni momenti tromosti uzduž bedrene kosti. I, moment tromosti 
s obzirom na os 1, /, s obzirom na os 2 


30% 20 rd o 10 


SI. 12. Zaokret glavnih osi tromosti uzduž bedrene kosti s obzirom na 
referentni koordinatni sustav 


260 


kosti simetrični na jednakoj udaljenosti od krajeva. Zbog toga 
je dovoljno proučavati geometrijske značajke samo jedne bedrene 
kosti. Razlike među izračunatim geometrijskim značajkama, 
naime, nisu veće od 3%. Površine presjeka zatim su podijeljene 
u različite pravilne likove (sl. 10), za koje je jednostavno izra- 
čunati geometrijske značajke. Za odabrani referentni koordinatni 
sustav (x,y) određeno je težište presjeka. Momenti tromosti 
određeni su pomoću Steinerova pravila, pa se dobivaju sljedeće 
vrijednosti 


(14) 


(15) 


gdje su 1,; 1 1,; momenti tromosti lika i s obzirom na osi koje 
prolaze njegovim težištem, a koje su paralelne s osima x i 
y, a i b najmanje udaljenosti težišta lika od osi x i y, dok 
je A, površina lika i. 

Proračun je proveden za svih 29 presjeka bedrene kosti, 
a rezultati su prikazani na sl. 11 do 13. 
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SI. 13. Torzijski moment inercije /, i torzijski moment otpora W, presjeka 
bedrene kosti 


Strukturna shema ljudskog kostura kao kinematičkog lanca. 
Biomehanička teorija gibanja živog tijela (čovjeka i svih živih 
sustava) većinom se temelji na pokusima tokom kojih se mjeri 
položaj, brzina, ubrzanje, sile i dr. za vrijeme različitih pokreta 
(hod, pokreti pri radu, pokreti u sportskim aktivnostima i sl.). 
Rezultati takvih pokusa, pogotovo njihova matematička for- 
mulacija i analiza pomoću elektroničkih računala, mogu se 
iskoristi u ortopediji. fizikalnoj terapiji, ergonomiji, studiju 
rada, kineziologiji. 

Da se omogući matematička formulacija gibanja živih sustava, 
uvedene su sljedeće temeljne postavke: a) živi sustav smatra 
se mehanizmom (v. Mehanizmi) sastavljenim od članova (kostiju) 
koji su povezani u kinematičke lance, te od mišićnog sustava kao 
pogonskog dijela toga mehanizma, b) kosti se zbog-svoje čvrstoće 
smatraju u prvoj aproksimaciji krutim tijelima i c) zglobovi su 
svrstani u tri skupine: zglobovi s jednim, sa dva i sa tri stupnja 
slobode gibanja. Posebno se razmatraju zglobovi s promjenljivim 
brojem stupnjeva slobode. Takav je, npr., koljenski zglob, koji 
tokom ekstenzije ima samo jedan, a tokom fleksije dva stupnja 
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slobode gibanja. Na osnovi temeljnih postavki moguće je posta- 
viti strukturnu shemu kostura kao kinematičkog lanca (sl. 14). 
Ljudski kostur može se smatrati kao skup od šest kinematičkih 
lanaca, od kojih je jedan zatvoreni (kralježnica s grudnim košem), 
a pet otvorenih kinematičkih lanaca (glava, ruke i noge). 

Normalni ljudski kostur ima — 250 stupnjeva slobode gibanja, 
a prema shemi na sl. 14 ima 95 zglobova s jednim, 80 zglobova 
sa dva i 75 zglobova sa tri stupnja slobode. Od toga ruka s 
ramenom ima 28 stupnjeva, a noga 25 stupnjeva slobode gibanja. 
Prema tome, udovi imaju 106 stupnjeva, odnosno 40% od 
ukupnog broja stupnjeva slobode gibanja. Kralježnica ima 54 
stupnja ili 20% svih stupnjeva slobode gibanja. Ostalih 40% 
odnosi se na zglobove prsnog koša, vrata i glave. 


-t—t—t— 


SI. 14. Strukturna shema ljudskog kostura 


Za neke kinematičke analize nije potrebno razmatrati sve 
zglobove i sve stupnjeve slobode gibanja, ali i tada se mora 
obuhvatiti relativno mnogo stupnjeva. 

Poznavanje stupnjeva slobode gibanja potrebno je za ma- 
tematičku formulaciju suradnje u pokretu (sinergije) dijelova 
živog sustava. 

Odnosi biomehaničkih i bioelektričnih parametara vrlo su 
složeni i ovise o vrsti gibanja promatranog kinematičkog para 
ili lanca. Prema istraživanjima A. Moreckog i K. Fideliusa 
integrirane vrijednosti elektromiograma (napon U) ovise o 
množini aktivnih mišićnih vlakana koji sudjeluju u pokretu, te 
o djelovanju ostalih čimbenika. Da se isključi djelovanje tih 
čimbenika, izmijenjene vrijednosti napona uspoređuju se s 
maksimalnim naponom (U,,,,) koji bi se pojavio kad bi bila 
aktivirana sva vlakna mišića. Prema K. Fideliusu kooperacija 
pokreta u zglobu djelovanjem jednog mišića definirana je 
momentom 

M; =a, 4 LETI 
Gesu 


imax “io 


(16) 


gdje je a; koeficijent kooperacije određen iz uvjeta djelovanja 
sprega sila M,, U, integrirani napon i-tog mišića za položaj 
određen kutom &% U,,,,, maksimalni integrirani napon elektro- 
miograma, S;/S;o omjer sila (S,g je početna sila), a 1/1, omjer 
duljina za promatrani pokret i-tog mišića (l;, je početna duljina), 
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r; krak sile i-tog mišića, dok je kut zakreta kinematičkog 

para (sl. 15). Izraz za moment odnosi se na gibanje članova 

kinematičkog para u istoj ravnini (planarno gibanje). Parametri 

u jednadžbi za moment određuju se neposredno na prepariranim 

mišićima i simulacijom živih udova. Kad se poznaju parametri 

svih sudionika u nekom pokretu, kooperacija je određena 
izrazom 

s Bede 

M.=*%a=— E ). 

: 2 U naa Sa lb (a 

pa se konačno dobiva ovisnost M, = M,(x,), pomoću koje je 

moguće programirati gibanje, odnosno imitirati gibanje proma- 

tranog dijela organizma. To je potrebno za određivanje opti- 

malnih pokreta (sportska medicina), za konstruiranje robota i sl. 


(17) 


SI. 15. Model zgloba u 
ravnini kao jednostavni 
kinematički par 


Središte masa ljudskog tijela. Za određivanje središta masa 
ljudskog tijela potrebno je poznavati takvo središte za svaki 
dio tijela. Na sl. 16 prikazana su središta trupa i dijelova 
uđova prema podacima W. T. Dempstera (1961). Pridruže li 
se dijelovima tijela njihove mase, dobiva se sustav sila kojim 
sila teže djeluje na ljudsko tijelo. Sve su sile paralelne, a njihova 
su hvatišta u središtu masa pojedinih dijelova. Na rezultanti 
tih paralelnih sila (v. Mehanika) nalazi se središte masa cijeloga 
tijela. Zakrene li se tijelo za 90“ (sl. 17), pojavljuje se opet 
paralelni sustav sila, pa se na njihovoj rezultanti također nalazi 
središte masa cijelog tijela. U presjecištu pravaca tih dviju 
rezultanata nalazi se središte masa tijela. 
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49,4 50,6% 


42,9% 


57,1% 
SI. 16. Središta masa dijelova ljudskog tijela 


Masa dijelova tijela određuje se iz umnoška volumena i 
gustoće. Podaci o gustoći dijelova tijela nalaze se u tabl. 4. 
Masa trupa izračuna se kao razlika između mase cijelog tijela 
(koja se određuje vaganjem) i mase ekstremiteta. Volumen 


Tablica 4 
SREDNJA GUSTOĆA I OMJERI DULJINA DIJELOVA LJUDSKOG 
TIJELA 
Sai dt Omjer duljina do Granice 
Dio tijela Bi ae s središta masa, dijela 
g/dm gornji: donji dio tijela 
di 
: 43,6:56,4% od središta 
Nadlaktica 1,07 (približno 3:4) nadlaktice 
do lakta' 
; 43:57% od lakta 
Podlaktica 1,125 (približno 3:4) do zapešća 
: od zapešća 
Šaka 1.155 Moe do ruke za- 
(približno 1:1) tvorene šake 
43,4:56,7% od kuka do 
Bedro 1.05 (približno 3:4) središta koljena 
u 
BR od koljena 
Potkoljenica 1,09 43,3:56,7 do skočnog 
zgloba 
43,9:57,1 od pete do 
Stopalo 1.095 (približno 3:4) prstiju 
60,4: 39,6 od vrha glave 
Trup (približno 3:2) [do središta kuka 


Ero 
wm 


SI. 17. Shematski prikaz određivanja središta masa S ljudskog 
tijela 


dijelova tijela određuje se najjednostavnije pomoću posebnih 
posuda u koje se uranjaju dijelovi tijela (sl. 18). Volumen dijela 
tijela jednak je volumenu vode koja se prelije preko ruba u 
vanjski dio posude. Iz tog vanjskog dijela vode se ispusti kroz 
slavinu u menzuru na kojoj se očita volumen prelivene vode, 
odnosno volumen dijela tijela. 

U tabl. 5 nalaze se srednje vrijednosti udjela dijelova u 
ukupnoj masi ljudskog tijela. Podaci prema W. T. Dempsteru 
bolje odgovaraju stvarnosti jer su određeni prema više mjerenja. 


SI. 18. Posude za određivanje volumena dijelova ljudskog tijela 
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Tablica 5 

MASA DIJELOVA LJUDSKOG TIJELA KAO DIO MASE CIJELOG 
TIJELA 
Prema Braunu Prema Dempsteru 
Segment i Fischeru (1889) (1955) 
Yo Yo 
Glava i trup 53,02 + 2,87 57,35 + 2,17 
Svi ekstremiteti 46,98 + 2,87 42,65 + 2,17 
Nadlaktica 3,33 + 0,21 2,10 + 0,20 
Podlaktica 2,09 + 0,24 1,58 + 0,13 
aka 0,84 + 0,04 0,63 + 0,05 

Bedro 10,73 + 0,85 10,22 + 0,85 
Potkoljenica 4,80 + 0,40 4.72 + 0,46 
Stopalo 1,71 + 0,12 1,49 + 0,17 


Mjerenje kinematičkih veličina. Često je za kliničke ili ergo- 
nomske analize važno poznavati ponašanje dijelova tijela pri 
izvođenju određenih pokreta. Premda pokreti izgledaju koji 
put jednostavni, biomehanička su zbivanja obično vrlo složena. 

To se može prikazati na primjeru hoda. Normalan je hod 
niz izmjeničnih pokreta obiju nogu prema naprijed. U toku 
jednog koraka sinhroniziranim se pokretima stavlja jedna noga 
ispred druge. Razlikuju se dvije faze. U prvoj je tijelo oslo- 
njeno na obje noge, a u drugoj samo na jednu, dok se druga 
kreće naprijed. Trajanje oslanjanja na obje noge mnogo je kraće 
nego oslanjanje na jednu nogu. Dok je tijelo oslonjeno na jednu 
nogu, druga se pomiče naprijed. 

Pokreti dijelova tijela mogu se proučavati stroboskopskim 
snimanjem ili snimanjem položaja žaruljica koje su pričvršćene 
na karakterističnim mjestima tijela, a koje se u određenom 
ritmu pale i gase. 

Pri stroboskopskom snimanju rasvjetljuje se osoba s odre- 
đenom frekvencijom paljenja. Tako se dobiva niz snimaka kako 
je to pokazano na sl. 19a. Snimanjem položaja žaruljica, koje 
su spojene s izvorom električne energije tankim, laganim vodičima, 
dobiva se slika kretanja dijelova tijela na kojima su smještene 
žaruljice. Na sl. 19b vidi se položaj kuka, koljena i stopala 
pri hodanju. 


peta DV sim 
| 
M Ž Ć 
b 


- . *<e. 
= . 


SI. 19. Normalan hod. a pomaci nogu snimljeni stroboskopskim postupkom, 
b trajektorije karakterističnih točaka noge određene pomoću žaruljica koje 
se pale i gase 


SI. 20. Pomična traka za snimanje 
hoda 


Osim toga, postoji mogućnost snimanja brzom kamerom. 
Analizom snimaka mogu se odrediti svi pokreti dijelova tijela. 
Pri snimanju obično se pojavljuju pogreške zbog promjene 
kuta promatranja. To se može eliminirati pomoću pomične 
trake (sl. 20). Pogonskim uređajem P stavlja se u pogon pomična 
traka T, a promatrani šetač korača po njoj, ali stalno ostaje 
na istom mjestu. Promjenom brzine gibanja trake mijenja se 
i brzina hoda ispitanika. 


Mekana tkiva. Mehanička svojstva mekanih tkiva znatno 
se razlikuju od mehaničkih svojstava konstrukcijskih materijala 
koji se upotrebljavaju za inženjerske konstrukcije. 

Na sl. 21 prikazano je rastezanje 8 uske trake od trbušne 
maramice kunića s obzirom na silu F. Početna duljina trake 
iznosila je 4, a njezina se duljina približno udvostručila gotovo 
bez povećanja sile. Nakon toga s povećanjem sile tek se malo 
povećava duljina trake. Ne postoji, dakle, linearna ovisnost 
produljenja i sile. Točka T na sl. 21 prikazuje stanje trbušne 
maramice prije nego je iz nje izrezana ispitivana traka. 
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SI. 21, Kvalitativni prikaz ovisnosti 
sile i rastezanja trbušne maramice 


kunića (brzina deformacije 25 
mm/min). T stanje u živom kuniću 


SI. 22. Kvalitativni prikaz ovisnosti 
sile i rastezanja trbušne maramice 
kunića (brzina deformacije 


—250mm/min) 


SI. 23. Dijagram rastezanja do loma 
trbušne maramice kunića. T stanje u 
živom kuniću. 


Ako se mnogo poveća brzina promjene sile, pojavit će se 
razlika između duljine trake pri opterećenju i rasterećenju (pojava 
histereze, sl. 22). Ta pojava, međutim, nema utjecaja na konačnu 
duljinu trake nakon rasterećenja. 

Veza između sile i produljenja do prekida trake prikazana 
je na sl. 23. Prekid se pojavljuje postepeno, a granično produ- 
ljenje je veliko. Prekid se pojavljuje uz različite nepredvidive 
sile. 
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Proučavanje strujanja bioloških tekućina nailazi na mnoge 
teškoće zbog nedovoljnih podataka o svojstvima tekućina i 
svojstvima tkiva u kojima struje te tekućine. Tu se još pojavljuje 
i nepoznavanje utjecaja vremena, odnosno nepoznavanja zako- 
nitosti utjecaja prethodnih naprezanja i deformacija (utjecaj 
povijesti naprezanja i deformacija). 

Jedna od glavnih teškoća pri proučavanju veze između 
naprezanja i deformacija za živa tkiva jest određivanje počet- 
noga napregnutog stanja. Takvo bi stanje trebalo biti ishodište 
prema kojemu bi se određivale deformacije tokom životnog 
vijeka. Poznavanje toga stanja omogućilo bi utvrđivanje zakona 
koji bi povezivao povijest naprezanja i deformacija. Bez pozna- 
vanja tih zakonitosti može se govoriti samo o zakonu koji 
povezuje priraste naprezanja s pripadnim prirastom deformacija, 
i to za anizotropni materijal, pa i onda ako je materijal u 
početnom stanju bio izotropan. 


Strujanje u krvnim žilama. Strujanje tekućina u cijevima 
može biti laminarno i turbulentno. Kad Reynoldsova značajka 
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(v. Mehanika fluida) ima malu vrijednost, strujanje je laminarno, 
pa se kaže da je strujanje sređeno jer sve strujnice teku paralelno 
s osi cijevi. Za veće je vrijednosti Reynoldsove značajke strujanje 
turbulentno, koje je karakterizirano nepravilnim kretanjem 
čestica, pa strujnice nisu stabilne. Reynoldsova značajka pro- 
porcionalna je srednjoj brzini strujanja tekućine uz konstantni 
polumjer cijevi, a obrnuto je proporcionalna kinematičkoj vis- 
koznosti tekućine. S porastom brzine strujanja raste vrijednost 
Reynoldsove značajke, pa kad dostigne kritičnu vrijednost, 
strujanje prelazi izlaminarnoga u turbulentno. Za većinu tekućina 
kritična vrijednost Reynoldsove značajke iznosi — 1000 ako se 
Reynoldsova značajka izračuna pomoću polumjera cijevi. Tako, 
npr., Reynoldsova značajka postiže kritičnu vrijednost pri stru- 
janju vode brzinom od 10cm/s u cijevi promjera 1 cm, ili pri 
strujanju brzinom od 100m/s u cijevi promjera 0,1 cm. To se 
također postiže pri strujanju zraka brzinom od 140cm/s u 
cijevi promjera 1 cm, jer zrak ima manju kinematičku viskoznost. 
Tlak potreban za laminarno strujanje iznosi 
_ 81 ak (18) 


S 


: 
gdje je v kinematička viskoznost, g protok tekućine u sekundi, 
1 duljina cijevi, a r slobodni promjer cijevi. Energija potrebna 


a Tekućina b 


SI. 24. Strujanje tekućine u kapilari. a tekućina koja se giba slijeva 
nadesno između dva zračna jastuka, b deformacija crvenih krvnih 
zrnaca u kapilari 


SI. 25. Prikaz transporta tvari iz krvne plazme kroz krvne žile. / krvni tok, 
2 unutrašnje prijenosno područje, 3 središnje prijenosno područje, 4 vanjsko 
prijenosno područje, 5 perfuzijska struja, 6 mikropinocitoza, 7 vezikularni 
lanac, 8 povratna resorpcijska struja, 9 limfna drenaža, 10 vasa vasorum, 
11 limfne žile, 12 endotel, 13 bazalna membrana, 14 elastični interni sloj, /5 
muscularis, 16 elastični eksterni sloj, /7 adventicija (vanjski sloj žile) 
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za protjecanje tekućine jednaka je umnošku protoka i potrebnog 
tlaka za protjecanje. Potrebni tlak za turbulentno strujanje 
približno je proporcionalan kvadratu protoka. Prema tome, 
potrebna je veća energija za prostrujavanje nekog volumena 
tekućine u određenom vremenu kad strujanje nije ravnomjerno 
(na mahove), nego kad tekućina struji ravnomjerno djelovanjem 
konstantnog tlaka. 

Najveća je brzina strujanja u središtu cijevi, a najmanja 
(praktički jednaka nuli) neposredno uz stijenku cijevi. Ako se 
u cijevi nalazi tekućina među mjehurićima zraka (sl. 24a), te 
ako se voda i zrak gibaju udesno s obzirom na cijev, tekućina 
se oko središta cijevi giba brže od mjehurića, a uz stijenku 
se tekućina giba sporije, pa se s obzirom na zrak giba ulijevo. 
Takvo strujanje krvne plazme ostvaruje se u kapilarama zbog 
toga što se eritrociti (crvena krvna zrnca), koji imaju nešto 
veći promjer od promjera kapilare, deformiraju i gibaju jedan 
za drugim (sl. 24b). 


SI. 26. Strujanje krvi pri povišenoj (a) i normalnoj (b) viskoznosti: / središnja 

krvna struja, 2 gusti valjkasti oblik nakupine eritrocita, 3 trombociti i 4 krvna 

plazma — u rubnoj struji, 5 spljošteni profil struje, 6 endotel, 7 bazalna 

membrana, 8 elastični interni sloj, 9 muscularis, /0 rahla nakupina eritrocita, 
11 parabolični profil struje 


Plazma struji u mahovima kroz kapilare između eritrocita. 
To je strujanje potpomognuto difuzijom tvari iz krvi u tkivo 
i iz tkiva u krv. Tako se, npr., kisik iz središta eritrocita 
prenosi na stijenku kapilara. Na sl. 25 prikazan je prolaz 
krvne plazme kroz stijenku krvne žile, a na sl. 26 utjecaj 
viskoznosti na raspodjelu brzina strujanja. Na sl. 27 vidi se 
mreža kapilara, a na sl. 28 presjek kapilare s crvenim krvnim 
zrncima. 

Crvena krvna zrnca mijenjaju oblik prolazom kroz kapilare 
i pri tom se naprežu uz uzajamno djelovanje između sebe 
i endotelnih klijetki kapilarnih žilica. Razmjena vode i otopina 
ovisi o gustoći krvnih zrnaca. Omjer između tlaka i brzine 


>< 7 


A 


Si. 27. Prikaz kapilarne mreže s vezama između arterija i vena. / arteriole, 

2 metarteriole, 3 venole, 4 vene, 5 kapilarna mreža, 6 pretkapilarni sfinkter, 

7 Schwannove stanice, 8 eferentna živčana vlakna, 9 arterijsko-venozne anas- 
tomoze 


crvenih krvnih zrnaca prema brzini strujanja 
krvi. a brzo strujanje, b sporo strujanje i c mirovanje 


SI. 29. Raspodjela 
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SI. 28. Funkcionalno morfološki prikaz kapilara. | arteriole, 2 pretkapilarni 

sfinkter, 3 eferentna živčana vlakna, 4 Schwannove stanice, 5 endotel, 6 bazalna 

membrana, 7 pretkolagena vlaknasta mreža, 8 pericit, 9 fibrocit, /0 mitohon- 

driji, // endoplazmatski retikulum (mrežica), 12 Golgijev aparat, 13 monocit 
u stadiju makrofaga, 14 elastična vlakna 


strujanja ovisi o tangencijalnim naprezanjima između stijenki 
kapilara i crvenih krvnih zrnaca. 


Reološka svojstva krvi. Da bi se shvatila reološka svojstva 
krvi, potrebno je poznavati način gibanja crvenih krvnih zrnaca 
u plazmi tokom strujanja u krvnim žilama. U svim istraživanjima 
krvnožilni sustav uspoređivan je sa sustavom cjevovoda. 

Oblik nakupina eritrocita važan je čimbenik u tim istra- 
živanjima, jer se tako može rastumačiti pojava tzv. nepravilne 
viskoznosti. Te se nepravilnosti, naime, očituju u stvaranju 
mrežastih struktura u različitim uvjetima strujanja. Promatranje 
tih procesa vrlo je teško zbog teškoća u registraciji i praćenju 
tih pojava. Da se omogući promatranje ponašanja krvi, upo- 
trebljava se rotacijski viskozimetar. Tako se stvara umjetna 
struja krvi proizvoljne brzine, pa se postiže prividna viskoznost 
cijele tekućine. Takvim postupkom utvrđuje se ovisnost između 
viskoznosti i brzine strujanja. S pomoću posebnog uređaja za 
transparentno snimanje brzom filmskom kamerom može se 
utvrditi raspored krvnih zrnaca prema brzini strujanja. Na 
sl. 29 vidi se položaj krvnih zrnaca za različite brzine strujanja 
krvi. Kao što se vidi, krvna zrnca su pri većim brzinama 
jednoličnije raspoređena, dok se pri malim brzinama stvaraju 
elastične mrežne strukture tvoreći tzv. Rouleauxove fragmente. 
Stvaranje je tih fragmenata reverzibilan proces koji ovisi o 
brzini strujanja krvi. Međutim, taj je oblik međustanične adhezije 
ovisan o prisutnosti bijelih krvnih zrnaca (bijele plazme). Zbog 
toga se nastanak patoloških promjena tumači tvorbom tih 
mrežastih fragmenata koji utječu na viskoznost krvi. 

Na dijagramima na sl. 30 i 31 prikazane su ovisnosti 
tzv. prividne viskoznosti o tangencijalnim naprezanjima između 
struje krvi i stijenke. U dijagramu na sl. 30 vidi se velik 
utjecaj tzv. kritičnog krvnog faktora, koji je volumenski udio 
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(%) krvnih zrnaca u ukupnom volumenu krvi. U dijagramu 
na sl. 31 prikazana je ovisnost tangencijalnog naprezanja i 
prividne viskoznosti krvi zdravih osoba (kritički krvni faktor 
45%) i osoba oboljelih od srčanog infarkta. Pokazuje se utjecaj 
stanja pacijenata na prilike u krvnim žilama. 


Ekstrapolirana tangencijalna naprezanja 
3,6 11,5 mPa 


Pas 
0,5 
H 
Soo 
pi 
s] 
g. Hct 40% 
E Het 75% 
= 
E 0.01 
0,005 Hct 50% 
Hct 25% 
ITC Plazma 
0.001 +: - —— 
0,001 0,01 0 lo lop 100,0 
Tangencijalna naprezanja Pa 


SI. 30. Viskoznost normalne ljudske krvi kao funkcija tangencijalnog 
naprezanja i kritičnog krvnog faktora (hemokritični broj, Het) 


Zdrave osobe 


% ] \ 
a Bolesne osobe I 
v 


Za : B 
a4 LI 


Prividna viskoznost 


10: 107 I lo 

Tangencijalno naprezanje Pa 

SI. 31. Viskoznost kao funkcija tangencijalnog 

naprezanja normalne krvi i krvi sa zgusnutim 
nakupinama eritrocita bolesnih osoba 


Tangencijalno naprezanje ovisi o dimenzijama krvnih žila, 
o protoku krvi, o presjeku svih krvnih žila. Budući da je takvo 
naprezanje ovisno o dimenzijama žila, provedena je klasifikacija 
krvnih žila prema dimenzijama. Za izračunavanje tangencijalnih 
naprezanja može se upotrijebiti izraz 


čase 

Ts DIMA 

gdje je p razlika tlaka, r polumjer krvne žile, a ! njezina 
duljina. Na sl. 32 prikazana je podjela krvnih žila prema vri- 


(19) 


Dio ukupnog volumena 
% 0 SAN Ogi 5000195 


[Taneenijano naprezanje 

0 Pa 
Promjer 
Ilomm 


IO S 


Aorta 

Velike arterije 
Glavne grane 
Završni ogranci 
Male arterije 
Arteriole , 
Kapilare 
Postkapilar. venole 
Venole 
Male vene 
Glavne vene 
Velike vene 
Vena cava 


SI. 32. Aproksimativna raspodjela tangencijalnih naprezanja i udjela ukupnog 
volumena krvi u grupama krvnih žila 
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jednostima promjera uz naznaku približnih tangencijalnih na- 
prezanja i udjela ukupnog volumena krvi u krvnim žilama. 
Vidi se da se najveći dio krvi nalazi u krvnim žilama malih 
promjera. 


Krvne žile. Kapilare su krvne žile vrlo malih promjera. 
To su cilindrične cijevi kružnog presjeka s unutrašnjim prom- 
jerom od 8-10 *em kolike su i dimenzije krvnih zrnaca. 
Kapilare su pokrivene slojem endotelnih stanica i nalaze se 
okružene ostalim tkivom. Prosječna duljina kapilara iznosi 
0,01-.:0,L em, a krv struji kroz kapilare brzinom 1:2 mm/s. 
Uz tako mali promjer otpor je strujanju vrlo velik usprkos 
maloj duljini kapilara. Od ukupnog otpora strujanju krvi u 
krvotoku 27% otpada na otpor kapilara. Prema tome, od 
ukupnog tlaka od 16kPa (120 mm stupca žive) proizvedenog 
radom srca potrebno je više od četvrtine za održavanje strujanja 
kroz vrlo kratke kapilarne krvne žile. 

Male arterije (duljina —0,2 cm, promjer _— 0,002 cm) račvaju 
se u kapilare koje prelaze u male vene (duljina —0,2cm, 
promjer —0,003 cm). Za održavanje strujanja krvi u malim arte- 
rijama potrebno je 41% ukupnog tlaka, a u malim venama 
samo 4% ukupnog tlaka. Na prijelazu iz malih arterija u 
kapilare nalazi se poseban mišić (pretkapilarni sfinkter) koji, 
kako se pretpostavlja, upravlja dotokom krvi u kapilare. 

Krvne žile malog promjera mnogo su manje rastezljive od 
žila većeg pomjera. Tako je, npr.. promjena promjera kapilara 
u potrbušnici štakora tako mala da se pri povećanju tlaka za 
+ 13kPa (100mm stupca žive) ne može ni zapaziti običnim 
mikroskopom (granica zapažanja —0,5:10 *cm). Djelomično 
se takva smanjena rastezljivost može rastumačiti smanjenjem 
dimenzija, čak i ako elastična svojstva ostaju nepromijenjena. 
Postoje, međutim, i drugi čimbenici. Za male arterije takvo 
ponašanje može se rastumačiti povećanjem kolagenih vlakana 
u stijenkama žila. Na povećanje krutosti kapilarnih žila, međutim, 


utječe okolno tkivo, pa se kapilare, s mehaničkog gledišta, 


ne mogu smatrati cilindričnim cijevima, nego tunelima u žela- 
tinoznom tkivu. 

Kad bi i arterije imale jednaka mehanička svojstva kao 
kapilare i male arterije, krv bi i kroz te žile maloga promjera 
protjecala u ritmu rada srca, tj. krv bi strujala u razdoblju 
kontrakcije srca, a mirovala do sljedeće kontrakcije. Budući 
da su arterije elastičnije od kapilara, arterije se za vrijeme 
kontrakcije srca šire, skupljajući pri tom krv uz povišenje tlaka 
koji djeluje i između dviju kontrakcija te tjera krv kroz male 
arterije i kapilare. Zbog toga je brzina strujanja krvi kroz 
žile malih promjera mnogo konstantnija nego što to odgovara 
radu srca, pa je za strujanje krvi po cijelom tijelu potrebno 
manje energije od one koja bi bila potrebna da arterije imaju 
krute stijenke. 

Postojanjem elastena u stijenkama arterija osiguravaju se 
njihova elastična svojstva. Krvne žile također sadržavaju i vlakna 
od kolagena koja su manje rastezljiva od elastena. Ta su vlakna 
tako raspoređena da su opterećena na vlak samo kad se arterija 
rasteže. 

Dio arterije koji se nalazi u grudnom košu osobito je 
rastezljiv. Tako se, npr., promjer grudne aorte u psa pri svakoj 
kontrakciji srca povećava za 10%, dok se promjeri ostalih 
dijelova aorte i bedrenih arterija povećavaju samo za 3--4%. 
U grudnoj aorti sadržaj elastina iznosi 30% od suhe tvari 
stijenke, dok je u drugim dijelovima aorte i u arterijama 
sadržaj elastina — 15%. Prema tome, grudna arterija, zahva- 
ljujući elastinu, može sakupiti više krvi tokom kontrakcije srca 
i tako regulirati strujanje krvi kroz ostale žile. 

Fizikalna svojstva krvnih žila. Postoji u literaturi više pris- 
tupa za analizu fizikalnih svojstava krvnih žila. Jedan se od 
njih (E. G. Tickner i A. H. Sachs) osniva na analizi ponašanja 
cilindričnih cijevi konačne duljine s tankim stijenkama na koje 
djeluje osim unutrašnjeg tlaka i vlačno naprezanje (sl. 33). 
Pretpostavka o tankim stijenkama znači da se smatra da su 
deformacije i naprezanja jednoliko raspodijeljeni u materijalu 
stijenki. Računato je da je materijal stijenki transverzalno 
izotropan, a primijenjena je teorija velikih deformacija zbog 
pojave velikih deformacija i nelinearnog ponašanja krvnih žila 
s obzirom na odnose naprezanja i deformacija. Zanemarena 
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su plastična svojstva materijala, pa je pretpostavljeno da je 
materijal stijenki elastičan i homogen, da bi se dobile konstante 
elastičnosti neovisne o mjestu promatranja. 

Budući da se pojavljuju velike deformacije, one se mogu 
prikazati koeficijentima rastezanja s obzirom na nenapregnutu 
cijev: 


(20) 


gdje je r vanjski polumjer cijevi, / njezina duljina, a s debljina 
stijenke. Indeks 0 odnosi se na nenapregnutu cijev (nema 
unutrašnjeg tlaka i nema vlačnog naprezanja). Energija defor- 
macija Egg Općenito je funkcija šest komponenata tenzora de- 
formacija (po tri linearne i kutne deformacije). Zbog toga što 
cijev ima vrlo tanke stijenke, što su deformacije jednoliko ras- 
poređene po presjeku i što je cijev aksijalno simetrična, ne 
mogu se pojaviti smične deformacije, pa je energija deformacije 


EGer = f (4,42943). (21) 


Uz pogodan izbor koordinatnog sustava i uz napomenu da 
invarijante tenzora deformacija ne ovise o tom izboru, energija 
deformacija može se prikazati izrazom 


Ear =f(11:12.13), (22) 

gdje su 
lh=hMH+14+4, (23) 
1=2245+1222+12242, (24) 
Amok (25) 


Budući da je volumen materijala cijevi s tankim stijenkama 
V=2rrsl, za invarijantu 1, može se postaviti 
rsl V 


bh = =—, 
3 roSolo Vo 


(26) 


pa se uz pretpostavku o nestlačivosti materijala stijenke dobiva 
da je I, = 1. Osim toga, moguće je pokazati da i ostale dvije 
invarijante imaju konstantnu vrijednost iako nemaju jedno- 
stavan fizikalni smisao. To znači da sve invarijante ovise o 
svojstvima materijala stijenki i o njihovu opterećenju. 
Deriviranjem energije deformacije po invarijantama do- 
biva se 
Gip=MP+MUQ2 +42) + E, 
2, = MP +4 +23)P +, 
033 = 130 + 237 +22) p + €, 


i+j, 


(27) 


o,=0 za 


<) 


71) ja S“: 


o 


A 


Pas 


Sl. 33. Model krvne žile u koordinatnom sustavu s 
komponentama naprezanja 
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gdje su a naprezanja (sl. 33), a 0, wi ć veličine ovisne o 
parcijalnim derivacijama Eq po invarijantama 
o = 2 Eg p 2 Ewe s 2V/3 BE ue 
Vie 6L, VI LIZA o) EN 
Iz dijagrama parcijalnih derivacija za pretpostavljena optere- 
ćenja moguće je odrediti funkciju Ey. Da bi to bilo moguće, 
treba pretpostaviti da su druge derivacije po različitim inva- 
rijantama jednake nuli, odnosno da je 
8*Eqe 
01,01, 
što je i pokusima potvrđeno. Budući da su za nenapregnuto 
stanje Ay =A,= A, =1, energija deformacija može se prikazati 
izrazom 


=0 zali (29) 


Eo =filliy — 3) +242 — 3) + 1403 — 1). (30) 
Funkcije f,, f2 i fa nisu poznate, ali je poznato da one prolaze 
ishodištem koordinatnog sustava za nenapregnuto stanje. Zbog 
toga se one mogu prikazati redom potencija veličina (I, — 3), 
(I2—3)i(1;—1), pa se dobiva: 
Ewr=8Bi4(l1,—3)+ B,(1, — SE pode Bl, — 3) + 
+C,42—3)+C,U2— 3) ++ +C,(1,— 3)" + 
PD = [ED =a BSD Eh (31 
Pokusima je utvrđeno da je dovoljno točno ako se uzmu u 
obzir članovi do treće potencije. 


Da se odrede koeficijenti u relaciji (31), derivira se Eg (31) 
PO li, pa je 


JE 3 
S E EE US (32) 
6I, 
Koeficijenti u (32) određeni su jednadžbom 
xd (i Ew 
Fua = [55 dla — 3) +fU2d3), (33) 
1 
pa nakon uvrštenja u (29) slijedi 
A A 
Ear = Al —3)+ (0, — 3) +0, — 3) +021). (34) 
Iz jednadžba (31) i (34) slijedi da je 
A, A 
B=A, B==. B=- (35) 


Ostale se konstante u (31) određuju analogno pomoću de- 

rivacija 6Eq/0I, i 6E,,/0I3, dok se E, određuje pokusom. 
Za zadanu razinu deformacija elastične se konstante od- 

ređuju prema lokalnim naprezanjima. To znači da se prirast 

naprezanja za zadanu razinu deformacija može prikazati jedna- 

džbom 

1 (au dla | E orajira dA. 

Ola 


u kojoj indeks p označuje da je deriviranje provedeno uz pret- 
postavku konstantnog tlaka. Omjer dA/4 predstavlja porast 
deformacija, pa je 


OA2 /p m 


&i= a , 822= si #33 = _ (37) 
A1 A2 43 
Ako se još uvedu oznake 
Bu = u , Bia = MEL Bia = ma (38) 
može se relacija (36) napisati u obliku 
doji = Bričri + Pi2622 + Bi 3633. (39) 


Analogno se dobiva za prirast naprezanja 62, i 633, pa je 
do22 = Parni + B22822 + P23 633, (40) 
do33 = Parčri + Pa2č22 + Pa3633. (41) 
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Kocficijenti B su elementi matrice B, pa se nakon njezine 
inverzije dobivaju koeficijenti a;; pomoću kojih se mogu izra- 
čunati moduli elastičnosti E; i Poissonovi koeficijenti v;; za 
svaku od koordinata prema relacijama: 
E=—: w=--6, (42) 
dui dij 
Postavljena teorija provjerena je pokusima na ljudskim i 
psećim arterijama. Za sve su ispitivane arterije prije pokusa 
određene normalne značajke. Pokusne arterije opterećivane su 
aksijalnim vlakom, a unutrašnji tlak realiziran je pomoću slane 
vode. Uz različita aksijalna i unutrašnja opterećenja načinjene 
su rendgenske snimke (uređaj je prikazan na sl. 34) pomoću 
kojih su određeni promjeri i duljine prije i poslije opterećenja. 
Sva su mjerenja provedena na sobnoj temperaturi, a između 
svake promjene opterećenja načinjena je stanka od 2+-:5 minuta 
da bi se stabilizirali pokusni uvjeti. Za vrijeme pokusa arterije 
su izvana vlažene slanom vodom da bi se spriječilo njihovo 
sušenje. 


bJem 


SI. 34. Shema pokusnog uređaja za mjerenje deformacija krvnih 

žila. / rendgenska cijev zubarskog rendgena, 2 olovni kolimator 

za ostvarivanje paralelnosti zraka (promjera 5cm i duljine 46 cm), 

3 manometar, 4 fotografska ploča, 5 dio arterije, 6 aksijalno 
opterećenje, 7 skala 
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SI. 35. Promjene dimenzija dviju arterija s obzirom na unutrašnji tlak s 
aksijalnim opterećenjem i bez njega. a ljudska plućna arterija, b pseća grudna 
aorta, / unutrašnji polumjer žile, 2 vanjski polumjer žile, 3 duljina žile 


Rezultati pokusa na dvjema arterijama prikazani su na dija- 
gramima na sl. 35, a vlačne granične sile u tabl. 6. Rezultati po- 
kazuju da se ponekad arterije skraćuju za vrijeme kontrakcije 
srca. Takva je pojava tipična za one arterije koje su bile maksi- 
malno opterećene. 

Na dijagramima na sl. 36 prikazani su tipični rezultati 
proračuna fizikalnih konstanata na temelju prikazane nelinearne 
teorije i pokusima utvrđenih podataka. 

Promjene elastičnih konstanata moguće je rastumačiti raspo- 
redom i karakteristikama biološkog tkiva od kojeg je građena 
stijenka arterije. Prstenasti slojevi arterije sastoje se od elastina, 
mekih mišića i veznog tkiva koji imaju slična fizikalna svojstva, 
te od vlakana od kolagena koja imaju veću čvrstoću. Ispreple- 
tena spiralna mreža od kolagenskih vlakana bit će napregnuta 
s povećanjem unutrašnjeg tlaka, koji nastoji rastegnuti vlakna 


20% 
Tablica 6 
USPOREDBA GRANIČNIH S NULTIM OPTEREĆENJEM ŽILA 
Uzorak Za sila Nulta sila* 
[1 0,45 0,41 
x = #1 0,20 
PI ti , 
ućna arterija \ TI 0.16 0.20 
IV 0,20 0,22 
Slezenska arterija 0,45 0,50 
(1 0,94 
Grudna aorta m 1,30 1.50 
. I 0,50 
Bedrena arterija II 0,50 0,52 


* Nulta sila je ona koja deformira uzorak na njegovu duljinu u tijelu. 
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SI. 36. Promjene modula elastičnosti i Poissonova faktora prema 
unutrašnjem tlaku plućne arterije, a bez aksijalne sile, b s aksijalnom 
silom (G x 0,318 N) 


uzduž spirala, pa zbog toga ona postaju kruća. Ta pojava 
uvjetuje brži porast modula elastičnosti E, od porasta modula 
elastičnosti E, (sl. 36). 

Kad su mali unutrašnji tlakovi i kad nema aksijalnih sila, 
sva tri modula elastičnosti (E,, E, i Eg) imaju niske, približno 
jednake vrijednosti, (1,4-<:7)+ 10* Pa, koje odgovaraju modulu 
elastičnosti elastina i mekanih mišića. Zbog toga se može 
smatrati da je materijal arterija pri niskim unutrašnjim tla- 
kovima i bez aksijalnog opterećenja gotovo izotropan. 

U tabl. 7 nalaze se podaci o naprezanjima i relativnim 
deformacijama za neke od ispitivanih arterija. 

Prema provedenim ispitivanjima i rezultatima proračuna 
može se odrediti promjena modula elastičnosti u vezi s orijen- 
tacijom kolagenskih vlakana i opterećenjem arterija. Radijalni 
modul elastičnosti (E,) ima male vrijednosti i relativno se malo 


Tablica 7 
USPOREDBA 64. 62, A1, A2 U BLIZINI TLAKA POPUŠTANJA ZA 
NEKE UZORKE KRVNIH ŽILA 

: Tlak 
Težina Tlak O, to ) 4 popuš- 

utega ly 2 Tanja 

N kPa | kPa | kPa | kPa 

Pa o: 1 | rsa poe2: ko, 1220. zovi aa: 

arterija I | > B , BI : : Z , 
Plućna 0,2 1 14,7 | 0,59 0,54 1413 1,17 16,0 
arterija II 1,0 30,7 | 1,45 1,66 1,12 1,19 30,1 
Plućna 0,2 13:3 1,45 1,38 523, 1,21 12,8 
arterija III 0,5 20,0 1,86 1,93 1,24 529 20,7 
Plućna 0,324 13,3 117 1,11 1,30 1,30 13,3 
arterija IV lk 0,559 | 17.8 1,79 1,79 L 1,31 1,31 17,6 
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mijenja s promjenom unutrašnjeg tlaka i aksijalnog opterećenja 
jer ne ovisi o orijentaciji kolagenskih vlakana. 

Materijal je krvnih žila neizotropan sa značajkama trans- 
verzalne izotropije. Uvjeti transverzalne izotropije za tri uzorka 
arterija prikazani su na sl. 37. Podaci u dijagramu pokazuju 
moguće kombinacije unutrašnjeg tlaka i aksijalne sile uz koje 
stijenke arterija imaju svojstvo transverzalne izotropije. Ako je, 
naime, odnos unutrašnjeg tlaka i aksijalne sile takav da točka 
u dijagramu na sl. 37 pada na graničnu krivulju, stijenka 
arterije ponašat će se kao izotropan materijal, a kao anizotropan 
materijal ako taj uvjet nije ispunjen. 


133 267 40 
Krvni tlak kPa 


Sl. 37. Granični uvjeti transverzalne izotropije 
materijala stijenke triju različitih arterija 


U području normalnog arterijskog tlaka (10,7.--16 kPa, 
odnosno 80--:120 mm stupca žive) i s aksijalnim opterećenjem 
uz koje krvna žila ima onu duljinu kao u živom organizmu, 
tkivo krvnih žila ponaša se kao transverzalno izotropan ma- 
terijal. Tada se fizikalna svojstva arterije mogu prikazati pomoću 
četiri fizikalne konstante (jer su Bi, = B22 1 Biz = B33). Uz te 
uvjete duljina arterije ostaje konstantna bez obzira na promjenu 
unutrašnjeg tlaka. 


GIBANJE ŽIVIH TIJELA U VODI I ZRAKU 


Frontalni otpor gibanju. Kad se tijelo giba u fluidu (u te- 
kućini ili plinu, odnosno za živa tijela u vodi ili zraku), na 
njega djeluje sila suprotna smjeru gibanja koja se suprotstavlja 
gibanju. To je frontalni otpor gibanju. Vrijednost te sile ovisi 
o vrsti fluida, o brzini gibanja, te o obliku i dimenzijama 
tijela koje se giba. Mjerenje te sile i ispitivanje ponašanja tijela 
u takvim uvjetima vrlo je teško ili nemoguće kad se tijelo 
giba, a fluid miruje. Zbog toga je pogodnije provoditi ispitivanja 
u uvjetima kad tijelo miruje, a fluid se giba. U tu svrhu 
upotrebljavaju se aerodinamički tuneli (v. Aerotunel, TE, 
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Reynoldsov broj 


SI. 38. Ovisnost koeficijenta frontalnog otpora o Reynold- 
sovu broju za različite oblike tijela koji su okomiti na 
struju tekućine 


Frontalni otpor F može se izračunati pomoću izraza 
l 
F= So vAC,, (43) 


gdje je o gustoća fluida, v brzina gibanja tijela, odnosno fluida, 
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A površina projekcije tijela na ravninu okomitu na smjer gibanja, 
C, koeficijent frontalnog otpora koji ovisi o obliku tijela i 
Reynoldsovoj značajci. Na sl. 38 prikazana je ovisnost koeficijenta 
C, 0 vrijednosti Reynoldsove značajke za tijela različitog oblika. 
Koeficijent frontalnog otpora brzo se mijenja s promjenom 
Reynoldsove značajke u područjima malih vrijednosti do 
Re = 100. Toliku vrijednost imat će Reynoldsova značajka kad 
se, npr., tijelo duljine 1em giba u vodi brzinom od 1cm/s, 
odnosno kad se tijelo jednake duljine giba u zraku brzinom 
od 14cm/s. U području vrijednosti Reynoldsove značajke od 
10%.--105 koeficijenti frontalnog otpora ostaju gotovo konstantni, 
a koeficijenti frontalnog otpora imaju najmanje vrijednosti za 
kritičnu — vrijednost — Reynoldsove značajke — koja = iznosi 
2+ 10%---2 - 106. Da bi se dostigla kritična vrijednost Reynoldsove 
značajke, tijelo mora imati relativno veliku duljinu ili se mora 
vrlo brzo gibati. Tako, npr., da se postigne Reynoldsova 
značajka od 10%, tijelo duljine 10cm trebalo bi se gibati u 
vodi brzinom od 10m/s, a u zraku brzinom od 140 m/s. 
Frontalni otpor uvjetovan je djelovanjem tlaka i djelovanjem 
trenja. Njihov utjecaj ovisi o obliku tijela. Tijelo koje se giba 
u fluidu ostavlja za sobom trag u obliku vrtloga. U tim 
vrtlozima fluid ima kinetičku energiju u koju je pretvorena 
mehanička energija gibanja tijela kroz fluid. Mehanička je energija 
utrošena za svladavanje tlaka. To se uvijek događa kad tijelo 
ostavlja za sobom uzburkani trag. Kad se, međutim, kroz 
fluid giba tanka ploča, ona ne ostavlja iza sebe gotovo nikakav 
poremećaj u fluidu. Tada skoro sav frontalni otpor nastaje 
djelovanjem trenja zbog pojave viskoznih sila između fluida i 
površine ploče u području tankoga graničnog sloja tekućine. 
Aerodinamički profili živih tijela. Frontalni otpor nije jedina 
dinamička sila što djeluje na tijela koja se gibaju u fluidu 
ili koja se nalaze u struji fluida. Ako se, naime, tijelo giba 
pod nekim kutom s obzirom na struju fluida, na njega će 
djelovati dinamička sila pod nekim kutom s obzirom na smjer 
gibanja tijela (sl. 39). Ta se sila može rastaviti u dvije kompo- 
nente: frontalni otpor u smjeru gibanja tijela i uzgon okomito 
na smjer gibanja. Kad tijelo ima takav oblik da se pri gibanju 
u zraku pojavljuje uzgon, kaže se da tijelo ima aerodinamički 
profil. Vrijednost uzgona F, može se izračunati iz izraza 
A=ZvAC, (44) 
gdje je v brzina gibanja, A površina najveće projekcije tijela, 
a C, koeficijent uzgona koji ovisi o obliku tijela, o njegovu 
kutu s obzirom na smjer gibanja, odnosno na smjer strujanja 
zraka, i o vrijednosti Reynoldsove značajke. 


| 
| 
| 
| 
l 


SI. 39. Profil krila koje se giba 
udesno s obzirom na zrak Čeoni | 
otpor 


SI. 40. Različiti oblici jednostavnih profila i složenih profila 
krila 


Ako dva krila imaju jednake vrijednosti Reynoldsove zna- 
čajke i jednake kutove, imat će i jednak koeficijent uzgona. 
Za izračunavanje Reynoldsove značajke mjerodavna je duljina 
krila (sl. 39). 

Koeficijent uzgona uz konstantu vrijednost Reynoldsove 
značajke obično je približno proporcionalan kutu djelovanja. 
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To vrijedi samo do pojave odvajanja struje zraka od površine 
krila, pa se taj kut uz koji se pojavljuje odvajanje naziva 
graničnim kutom djelovanja. 

Sila uzgona nastaje zbog razlike brzina strujanja zraka uz 
gornju i donju plohu krila. Ako je struja zraka uz gornju 
plohu krila veća nego uz donju plohu, djelovat će, u skladu s 
Bernoullijevom jednadžbom (v. Mehanika fluida), manji tlak na 
gornju nego na donju plohu krila, pa će uzgon podizati tijelo 
koje se giba. 

Krila mogu biti građena kao ravne i savijene tanke pločice 
(sl. 40), kao simetrični i nesimetrični aerodinamički profili, te 
kao složeni profili. 


Krila ptica. Ptice imaju krila različitih presjeka. Pri gibanju 
tlak zraka savija krilo mijenjajući njegove profile. Na sl. 41 
prikazani su profili golubova krila. W. Nachtigall i Y. Weiser 
mjerili su promjene golubova krila u aerodinamičkom tunelu u 
različitim uvjetima strujanja i s različitim napadnim kutovima 
struje zraka. Utvrđeno je da struja zraka širi krilo na vrhu, 
smanjujući tako kut djelovanja i savijanje krila. Kad se s 
povećanjem brzine smanjuje savijanje krila, ono se dobro prila- 
gođuje zahtjevima leta. Da bi krila mogla podržavati težinu 
tijela pri malim brzinama, mora koeficijent uzgona imati veliku 
vrijednost, a to se lakše postiže uz veoma savijeno krilo. 


SI. 41. Golubovo krilo i karakteristični 
profili presjeka 


Na sl. 41 vidi se da prednji dio krila ima povoljan aero- 
dinamički profil s odebljanjem na prednjem kraju u kojemu 
se nalaze kosti i mišići. Stražnji je dio krila kombinacija tankih 
savijenih ploča. 

lako ptice relativno brzo lete, Reynoldsova značajka ima 
malu vrijednost. Tako, npr., golubovo krilo ima duljinu —12cm 
(ne uzimajući u obzir dio oko vrška krila), a pri planiranju 
s brzinom od 15 m/s ima vrijednost Reynoldsove značajke od 
— 130+ 10%. Kad golub lebdi nepomično u zraku, krilima odgovara 
vrijednost Reynoldsove značajke od _—40-10%. Prema tome, 
golubova krila rade s promjenljivim karakteristikama. 

Složeni oblici krila (sl. 40) imaju prednost prema jedno- 
dijelnim krilima zbog toga što se na jednodijelnim krilima 


SI. 42. Promjene površina galebova krila (/---4) 
i repa (5, 6) 
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pojavljuje odvajanje struje zraka od površine krila. Jednodijelna 
krila imaju koeficijent uzgona do vrijednosti od 1,5, dok se 
složenim krilima ostvaruje vrijednost toga koeficijenta veća od 
2, pa čak i do 3,9. 

Mjerenjima _C. J. .Perrycicka utvrđene su karakteristike 
galebovaleta. Maksimalna vrijednost koeficijenta uzgona iznosila 
je 1,8, koji je potreban da se održi težina tijela pri planiranju 
brzinom od 7m/s s potpuno raširenim krilima. Ako je kut 
planiranja prema horizontu iznosio 7", bila je potrebna mini- 
malna brzina od 1,22 mjs. 

Pri većim brzinama krila se nalaze u položajima 2 i 3 
(sl. 42), dok se pri malim brzinama širi rep da bi se ostvario 
dopunski uzgon. 


Let mahanjem krila. R. H. J. Brown proučavao je polijetanje 
goluba snimanjem pomoću brze filmske kamere. Utvrdio je 
da golub može načiniti krilima do devet zamaha u 1 s. Na sl. 
43 prikazane su karakteristične faze uzlijetanja goluba. U trenutku 
uzlijetanja tijelo je nagnuto pod relativno velikim kutom prema 
horizontu (sl. 43a). Zatim se krila opuštaju i zanose naprijed 
šireći se na strane. Nakon toga glava se spušta među krila, a 
poslije toga slijedi nagli trzaj kad se krila vraćaju u početni 
položaj. Pri polijetanju važna su pera na krilima i njihov 
poredak. To naročito vrijedi za resasti dio u korijenu krila. 


S Pro 


27% 97 


SI. 43. Golubove konture pri polijetanju prema snimkama brzom kamerom 
u razmacima od 0,01 s 


SI. 44. Trajektorija gibanja goluba pri polijetanju s profilima 
konturnih pera i njihovim silama 


Na sl. 44 prikazana je trajektorija polijetanja goluba s 
naznakom položaja krila i sa smjerom djelovanja sila. 


Let vibracijskim gibanjem krila. S mehaničkog gledišta kolibrić 
lebdi u zraku na poseban način. Kolibrić se, naime, hrani 
sisanjem nektara iz cvjetova a da na njih ne sjeda. On mora, 
dakle, lebdjeti, što ostvaruje brzim treperenjem krila (vibra- 
cijskim gibanjem), koja se gibaju naprijed-natrag, kako je prika- 
zano na sl. 45. Krilo djeluje kao lopatica u ventilatoru, s 
razlikom da se smjer okretanja oko osi stalno mijenja. Tako 
se postiže da je uzgon stalno usmjeren prema gore. Snaga 


SI. 45. Shema gibanja krila kolibrića 
dok lebdi u zraku 
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potrebna za takvo lebđenje iznosi 
1 m3g?\? 
(e) 9 


gdje je m masa kolibrića, g ubrzanje sile teže, o gustoća zra- 
ka, a A površina koju opisuje vrh krila u jednom ciklusu 
pokretanja krila (naprijed i natrag). Masa je kolibrića 3g, 
gustoća zraka —1,3kg/m*, a površina A iznosi 2/3 površine 
kruga polumjera 4 cm, jer je toliki polumjer kruga što ga opisuju 
vrhovi krila i jer se krilo zakreće za 120% kružno naprijed i 
natrag. Prema tome, snaga potrebna za lebđenje iznosi 53,7 mW. 
O. P. Pearson i R. S. Lasiewski izmjerili su potrošnju kisika 
kolibrića koji u lebđenju troši 127cm?/sat, a u mirovanju 
18 cm?/sat. Iz toga je procijenjena snaga koja se troši za 
vrijeme lebđenja, pa ona iznosi 640mW. Prema tome, stupanj 
djelovanja pretvorbe energije u mehanički rad iznosi _—0,08. 
ovjek ostvaruje mnogo bolji stupanj djelovanja energetske 
pretvorbe, jer iznosi 0,20 prema mjerenjima pomoću ergo- 
metrijskog bicikla. 


Let insekata. Za krila insekata vrijede male vrijednosti 
Reynoldsove značajke. Tako, npr., skakavac leti brzinom od 
3,50 m/s, tetiva krila duga je <2cm, pa Reynoldsova značajka 
ima vrijednost 5000. Skakavci spadaju među najveće insekte, 
pa za njih vrijede i veće vrijednosti Reynoldsove značajke, ako 
se računa s podjednakom brzinom letenja. 

Krila insekata jesu tanke i često savijene pločice. One 
nisu glatke, a protkane su ispupčenim žilicama. Čini se, među- 
tim, da te žilice nemaju veći utjecaj na frontalni otpor, po- 
gotovo kad su male vrijednosti Reynoldsove značajke. 


SI. 46. Trajektorija gibanja krila muhe (Phornia) sa silama 
koje vjerojatno djeluju na krilo 


W. Nachtigall proučavao je let muhe (Phornia) snimanjem 
brzom filmskom kamerom. Na sl. 46 prikazana je trajektorija 
leta muhe te dva krajnja položaja krila, uz napomenu da krila 
opisuju vrlo složene krivulje. Na slici su prikazani i poprečni 
presjeci krila u četiri položaja muhe s vjerojatnim smjerovima 
aerodinamičkih sila. U dijelu trajektorije koja se spušta prednji 
dio krila nešto je niži od zadnjeg dijela, a za vrijeme uzgona 
krilo se zakrene. 

Muha za vrijeme leta čini — 120, a skakavac 17 zamaha 
u sekundi. 


Frontalni otpor gibanju delfina. Delfini (Tursiops gilli) brzo 
plivaju, pa je i vrijednost Reynoldsove značajke dosta velika. 
Tako je, npr., za jednog od proučavanih delfina duljine 1,90 m 
vrijednost Reynoldsove značajke iznosila 1,6 +107. Taj je delfin 
mogao plivati s maksimalnom brzinom od 8,3m/s, a tokom 
jedne minute s brzinom od 6,1 m/s. 

Tijelo delfina ima vrlo pogodan hidrodinamički profil. Taj 
je oblik sličan obliku torpeda, uglavnom ima kružni presjek, a 
postepeno se sužava od glave prema repu. Omjer suženja iznosi 
oko 5, što je vrlo blisko idealnom omjeru (4,5). Posebno 
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grudne, repne i leđne peraje imaju povoljan hidrodinamički 
profil. Koža delfina je glatka. Sve to pokazuje da je frontalni 
otpor delfina vrlo malen. 

Frontalna površina proučavanog delfina iznosila je 0,11 m“, 
a koeficijent frontalnog otpora 0,055 uz Reynoldsovu značajku 
od 1,6-10". Frontalni otpor, prema relaciji (43), a uz brzinu 
od 8,3 m/s, iznosi 208 N, pa je potrebna snaga 1726 W. Budući 
da je stupanj djelovanja manji od 1, može se računati da je 
snaga mišića — 2000 W. Uz ukupnu masu delfina od 89 kg može 
se procijeniti da masa mišića koji pokreću delfina iznosi — 15 kg, 
što daje specifičnu snagu mišića od 130 W/kg. To je otprilike 
trostruko veća snaga od snage koju mogu razviti ljudski 
mišići na ergometrijskom biciklu. Tako velika razlika specifičnih 
snaga mišića navela je istraživače da posumnjaju u točnost 
pretpostavka, pa se misli da se u graničnom sloju pojavljuje 
laminarno strujanje bez obzira na visoku vrijednost Reynoldsove 
značajke. Pokusi su, međutim, pokazali da je u graničnom 
sloju gibanje turbulentno. 
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MEHANIZACIJA GRAĐEVINSKIH RADO- 
VA, upotreba mašina za izvođenje građevinskih radova. Po- 
slednjih godina građevinska mehanizacija zauzima dominantno 
mesto u tehnologiji građenja, jer je najefikasnije sredstvo za 
povećanje produktivnosti i brzine radova. Međutim, nije samo 
to bitno. Dok su poslednjih deset godina nabavne cene ma- 
šina porasle tri do četiri puta, u istom su periodu lični dohoci 
porasli deset puta, s tendencijom i daljeg bržeg porasta ličnih 
dohodaka. Ako se analizira učinak ljudskog rada i uporedi 
sa radom mašina, izlazi da je rad mašina više od dvadeset 

Razvoj građevinske mehanizacije veoma je intenzivan, i to 
na svim oblastima radova. Glavna linija razvoja jest težnja 
i brži a kapacitet što veći, i da se povezivanjem mašina 
omogući ostvarenje savremene i napredne tehnologije. To znači 
da se nastoji zameniti donji stroj na gusenicama postavljanjem 
mašina na pneumatike, klasične mehaničke komande hidrau- 
ličnim komandama (pa čak i pun prelaz na hidraulični pogon), 
instalisana snaga motora primenom dvojnih (twin) motora čija 
je snaga već i do 735kW (1000 KS). 

Osnovi korištenja mašinskim radom. Učešće mašina u nekom 
radu i primena mehanizovanog načina građenja može se izraziti 
na više načina. a) Stepen zahvata radova mehanizacijom izra- 
žava se procentom koji je odnos obima radova koji se izvršavaju 
prema ukupnom obimu radova. To može biti po vrednosti 
radova ili po naturalnom pokazatelju. Vrednost ovog procenta 
može se odnositi za neki određeni vremenski period, npr. za 
godinu dana, za neko određeno mesto ili objekat, i pokazuje 
koji se deo od celine izvršava primenom mehaničkih sredstava. 
b) Stepen mehanizovanosti (mehanoopremljenosti) gradilišta, 
jest procentualni odnos vrednosti primenjenih mehaničkih sred- 
stava, koja su upotrebljena na nekom gradilištu (objektu ili 
preduzeću), prema ukupnom godišnjem iznosu radova na tom 
gradilištu (objektu ili preduzeću). c) Stepen energije jest iznos 
instalisane snage građevinskih mašina i uređaja u kW (KS) 
koji dolazi na jednog uposlenog radnika na nekom gradilištu. 
d) Stepen iskorištenja mehanizacije u građevinarstvu manji je 
nego u industriji Odnos vretena iskorištenja mehanizacije 
prema ukupnom radnom vremenu u određenom vremenskom 
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periodu (npr. u jednoj godini) jest stepen iskorištenja meha- 
nizacije. 

Učinci mašinskog rada. Pod učinkom ili kapacitetom podra- 
zumeva se proizvodnja u jedinici vremena (po jednom času, 
smeni . . .), a izražava se zapreminski, težinski ili po komadu, u 
zavisnosti od prirode proizvodnje. Pri zemljanim i betonskim 
radovima učinak se redovno prikazuje u m>/h, odnosno m u 
smeni, dok se pri radovima na transportu prikazuje u tona-ki- 
lometrima na čas (tkm/h). Pri predfabrikaciji učinak se može 
prikazati u m*/h, t/h ili kom/h. 

Osnovni faktori koji utiču na učinak jesu sledeći: kon- 
struktivne osobine mašina, karakter građevinske proizvodnje i 
uslovi rada. 

Od konstruktivnih osobina mašina i uređaja zavisi snaga 
motora, brzina rada, dimenzije zahvatnih organa, način rada, 
kvalitet izrade itd. 

Karakter građevinske proizvodnje očituje se u većem ili 
manjem obimu radova i u prostoru raspoloživom za obavljanje 
rada. 

Uslovi rada za mašine mogu da budu različiti: mašina 
može raditi samostalno ili spregnuto sa drugim mašinama (pri 
kompleksno mehanizovanim procesima). Pri tome je bitna me- 
đusobna usklađenost kapaciteta pojedinih mašina. Veći učinak 
će ostvariti mašina koja radi samostalno, jer neće imati gu- 
bitaka u radu usled sačekivanja. Utovar u transportna sredstva 
može biti ručni i mašinski. Svakako da će učinak pri ručnom 
utovaru biti manji. Utovar će biti najbrži ako se sipa iz silosa. 

Režim korištenja radnim vremenom mašina vrlo je važan. 
Mašinski rad može da se odvija u jednoj ili više smena. 
Tokom rada moraju se opravljati mašine, što izaziva gubitke 
u vremenu. Gubici nastaju i prilikom premeštanja mašina sa 
jednog gradilišta na drugo gradilište, usled montaže i demontaže, 
premeštanja tokom rada sa jednog radnog mesta na drugo, 
usled vremenskih nepogoda itd. 

Da bi za neku mašinu odredili njen učinak, potrebno je 
da se raspolaže svim već navedenim osnovnim faktorima. 
Obično se polazi od mogućih najboljih uslova da bi se utvrdio 
jedan čvrsto određen početni kapacitet (tzv. teorijski učinak 
U,). Zatim, uvodeći u račun sve specifičnosti konkretnog slu- 
čaja redukcijom, dolazi se do realnog kapaciteta za određene 
uslove (tzv. praktičnog učinka U,). Razlika između teorijskog i 
i praktičnog učinka može biti i veoma znatna te ona odražava 
uz objektivne i subjektivne teškoće, kao što su organizacija 
pri radu i uslovi pogona. 

Pod teorijskim učinkom mašine podrazumeva se onaj učinak 
koji mašina može ostvariti u najpovoljnijim uslovima eksploa- 
tacije, tj. na radnom mestu, pri najboljoj organizaciji tehnološkog 
procesa, uz najbolje rukovanje i snabdevanje, pri čemu se 
mogu desiti samo tehnički neizbežni zastoji i oni zastoji koji 
su uslovljeni izvršavanjem određenog tehnološkog procesa i 
prirodom rada. Učinak se računa bilo na čas, smenu ili dan, 
tj. prema tome kako se obračunava. 


Pod praktičnim učinkom podrazumeva se stvarni učinak 
mašine na nekom određenom mestu i u određenim uslovima 
eksploatacije, pri čemu su u račun uvedene sve objektivne 
i subjektivne okolnosti, koje dovode do smanjivanja teorijskog 
učinka. Uobičajeno je da se svi ti uticaji, koji dejstvuju u 
smislu smanjivanja teorijskog učinka mašine, izražavaju reduk- 
cionim koeficijentima, kojima se množi teorijski učinak. Npr., 
ugao zaokreta bagera pri radu utiče na učinak, jer proporcio- 
nalno povećanju ugla zaokreta povećava se i potrebno vreme, 
te se na taj način smanjuje i učinak bagera. Taj uticaj izražava 
se koeficijentom okretanja ka koji ima sledeće vrednosti: 
Ugao okretanja 
u stepenima 


Vrednost koe- 
ficijenta ko o 


45 60 75 90.120 160 180 


1,16 1,07 1,00 0,88 079 071 


Pri tome se uzima da je ugao zaokreta od 90% najpovoljniji 


i služi kao baza za određivanje teorijskog učinka. 


U zavisnosti od vrste mašine i prirode posla postoji ceo 
niz drugih redukcionih koeficijenata, kao npr. pri iskopu i 
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transportu koeficijent punjenja kašike, odnosno sanduka vozila, 
zatim koeficijent rastresitosti materijala, kojim se izražava sma- 
njenje efektivne sadržine materijala u odnosu na početno stanje 
(npr. pri iskopu srasle zemlje ili stene u odnosu na rastresitu 
zemlju posle iskopa, ili na izminiranu stenu). Pri tome koefi- 
cijent korištenja radnim vremenom ima opšti karakter i njega 
treba uvek unositi u račun, jer odražava odnos između efek- 
tivnog ili čistog radnog vremena prema ukupnom radnom 
vremenu i obračunava se obično u minutima na čas. 

Za naše uslove, koristeći iskustvene podatke sa naših ve- 
likih gradilišta, stvarne vrednosti korištenja radnim vremenom 
su osetno manje od, npr., američkih (tabl. 1). 


Tablica 1 
KOEFICIJENT ISKORIŠĆENJA RADNOG VREMENA 
U SAD 
Radni Trajanje efektivnog radnog Vrednost 
da vremena u bruto-času koeficijenta 
uslovi i k 
min v 
odlični 45 0,75 
prosečni 40 0,67 
nepovoljni 30 0,50 


Kada je poznat teorijski učinak, a poznavajući sve ostale 
uticaje, lako se može izračunati praktičan učinak, npr. 


U, = Uikikok,.. ko (1) 


gde su k, koeficijent korištenja radnim vremenom, k, koefici- 
jent punjenja, k, koeficijent rastresitosti itd. Ovaj primer bi 
bio tipičan za transport materijala, jer se tada ne pojavljuju 
drugi uticaji. 

Da bi se moglo za neko duže vreme odrediti učinak ma- 
šina, treba se odrediti mogući fond radnog vremena za taj 
period. Pri tome treba uzeti u obzir samo one “dane kada 
mašina stvarno može raditi. Obično se smatra da nije moguće 
raditi kada je temperatura vazduha niža od —4“C, kao i 
kada su padavine veće od 10mm u danu. Uz to treba odbiti 
sve nedelje i dane državnih praznika. Kada se zimski period 
ne poklapa sa potrebnim vremenom za velike opravke mašina, 
treba odbiti i to vreme i vreme potrebno za dopremu mašina 
na gradilište, zatim vreme potrebno za montažu i demontažu 
i povraćaj u bazu, te vreme potrebno za premeštanje sa jednog 
gradilišta na drugo gradilište. Ako se sa D, označi godišnji 
fond radnog vremena, tj. broj dana u godini bez nedelja i 
državnih praznika, a sa D, mogući fond radnog vremena u 
godini, tj. broj radnih dana po odbitku svih navedenih smetnji 
i ostalih uzroka, može se izračunati godišnji učinak mašine 
prema obrascu: 

U,=U,D,K, (2) 


gde je K, = D/D, koeficijent zaposlenja. 


Tablica 2 


GODIŠNJI FOND RADNIH DANA NA PODRUČJU 
NOVOG BEOGRADA ZA PERIOD 1957—1961 


Kalen- Nedelje Dani sa Padavi Ukupni |Mogući 

Mesec darski i drž. temp. ispod Pi gubici radni 
dani prazn. —4"C 2 Pb) dana dani 

1 
I 31 6 6 7 19 12 
II 28 4 3, 3 12 16 
II 31 4 l 3 8 23 
IV 30 5 — 4 9 21 
V 31 6 — 4 10 21 
VI 30 4 — 2 6 24 
VII 31 g — 3 10 21 
VIII 31 4 — l 5 26 
IX 30 S — 2 1 23 
X 31 4 — 3 1 24 
XI 30 6 1 3 10 20 
XII 31 s 2 6 13 18 
Ukupno I 1 

VEKA 365 60 19 41 116 249 
% 100 16,5 41 11,2 31,8 68,2 
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Pri određivanju potrebnog broja mašina za neki posao potre- 
bno je poznavati U,, a može se operisati i sa intenzitetom 
proizvodnje, ako se ukupna količina radova podeli sa mogućim 
fondom radnog vremena. Obračunava se bilo po času ili po 
smeni. 

Pri određivanju mogućeg fonda radnog vremena za svaki 
poseban slučaj treba prikupiti podatke hidrometeorološke službe 
za određeno područje. Takvi podaci za područje Novog Beo- 
grada za period 1957—61. god. vide se u tabl. 2. 

Na bazži analize koju je izvršio O. Walch, a koja se odnosi 
na rad sa bagerima, korištenje radnim vremenom jeste: pro- 
duktivno radno vreme 37% ili 135 dana; prekidi (nevreme 
28%, velike opravke 10%) 38% ili 149 dana; manje smetnje 
kraće od 15 min (7% na sačekivanje vozila, 14% male opravke, 
4% pripreme i čišćenje) 25% ili 81 dan. Na bazi ovih podataka 
dobija se vrednost koeficijenta K, i k,:K, = (135 + 81)/305 = 
= 0,708; k, = 135/(135 + 81) = 0,625. 
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Uslovi primene mašina. Pre donošenja odluke o primeni 
mehanizovanog rada na nekom gradilištu potrebno je da se 
prethodno prouči ceo niz pitanja. Pri tome je, u prvom redu, 
odlučujuća količina radova, zatim klimatski i geološko-hidro- 
loški uslovi, karakter radova, uslovi za transport mašina s 
obzirom na gabarit i ograničenje težine vozila, mogućnost 
snabdevanja pogonskom energijom, ekonomska opravdanost 
primene mehanizovanog rada i mogućnost nabave mašina. 

S obzirom na ekonomsku opravdanost treba da bude za- 
dovoljen uslov da je izvođenje radova primenom -mehanizacije 
jeftinije, sem ukoliko se ne radi o posebnim zahtevima kao 
što su kvalitet radova, brzina izvođenja i sl. Ako se sa a 
označi razlika u ceni po jedinici mere ručnog i mehanizovanog 
rada, onda treba da bude zadovoljen zahtev: 


QažJ,, (3) 


gde je Q ukupna količina radova, J, troškovi uvođenja ma- 
šinskog rada. 

Pod troškovima uvođenja mašinskog rada podrazumeva se 
doprema, montaža, demontaža i otprema mašina od baze do 
mesta rada i obratno. To su tzv. jednokratni troškovi, 

Treba nastojati da se izabere mašina najpovoljnijeg kapa- 
citeta. Izbor mašine odviše malog kapaciteta zahtevaće više 
takvih mašina, što će imati za posledicu više rukovalaca i 
skuplji smeštaj. Sem toga, to otežava koordinaciju rada i ru- 
kovođenje. Nedostatak izbora odviše velikih i jakih mašina 
jest da im je doprema otežana, montaža dugotrajna, a katkad 
je potrebno saobraćajnice i odgovarajuće objekte osposobiti za 
njihov transport. Sem toga, ispadanje veće mašine iz pogona 
teže će se moći nadoknaditi. 

Pri savremenoj mehanizaciji građevinskih radova treba uvek 
nastojati da se ceo tehnološki proces pokrije mašinama i da 
one budu tako povezane i usklađene po kapacitetima da se 
gubici usled zastoja svedu na minimum. Zamena ljudskog ma- 
šinskim radom jest razumna ušteda u radnoj snazi i povećava 
proizvodnost. Mašine se ne upotrebljavaju samo na velikem 
gradilištima, gde su one ekonomičnije, nego i na manjim gra- 
dilištima, gde se one lakše mogu zameniti i ljudskim radom. 

Povezivanje celog niza mašina u jedan tehnološki proces 
može da ima svojih nedostataka. Ispadanjem jedne mašine do- 
lazi do prekida u radu, koji može da izazove zastoj svih ostalih 
mašina u lancu. Da bi se to izbeglo, predviđaju se ili rezervne 
mašine, ili se između pojedinih mašina umeću tzv. regulatori 
u vidu skladišta (silosa i sl). Često se primenjuje dvostruki 
lanac proizvodnje, od kojih svaki ima 50% od ukupno po- 
trebnog kapaciteta. Na taj način se znatno smanjuje rizik od 
eventualnih zastoja, a znatno se olakšava i održavanje. 

Pri izboru mašina za kompleksnu mehanizaciju nekog tehno- 
loškog procesa treba da se dimenzionišu pojedini kapaciteti i 
međusobno usklade prema tzv. ključnoj mašini. To je obično 
ona mašina, o kojoj zavisi rad ostalih mašina. 

Prema načinu rada mašine mogu biti sa periodičnim (ciklič- 
nim) ili sa neprekidnim (kontinualnim) dejstvom. 
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Mašine sa periodičnim dejstvom su one kad se periodično 
ponavljaju pojedine radne operacije (tj. ponavljanje istog ci- 
klusa). One daju za vreme jednog radnog ciklusa određeni 
učinak. To su betonske mešalice, bageri i transportna sredstva 
(damperi, kiperi, kamioni itd). U građevinarstvu je većina 
mašina sa cikličnim dejstvom, 

Mašine sa kontinualnim dejstvom obavljaju stalno jedan te 
isti rad i imaju stalan učinak u jedinici vremena. To je tran- 
sporter sa trakom, koji se tovari bez prekida preko prijemnog 
koša i konstantno prenosi materijal. 

Za mašine sa periodičnim dejstvom opšta je formula učinka 

Ta 
U m + 
gde je T vreme trajanja rada mašine (npr. 1 čas), T. vreme 
trajanja jednog radnog ciklusa, q. učinak mašine u jednom 
radnom ciklusu. 

Opšti obrazac za učinak mašine sa kontinualnim dejstvom 


U, = Ta, (5) 


gde je q, učinak mašine u jedinici vremena. 

Da bi se pri kompleksno mehanizovanom procesu, u kojem 
učestvuju i mašine sa neprekidnim dejstvom uz mašine sa 
periodičnim dejstvom, obezbedio kontinualan rad, treba da 
uvek između jedne i druge vrste mašina bude ubačen tzv. 
regulator. Regulatori su, u širem smislu, ublaživači pogonskih 
smetnji i obično predstavljaju manje ili veće količine rezervnog 
materijala bilo neprerađenog ili prerađenog. Oni su neophodan 
sastavni deo svih postrojenja za proizvodnju agregata za be- 
tonske radove, fabrika betona i ostalih uređaja. Njihova ve- 
ličina zavisi od obima radova, od njihove važnosti i od uslova 
snabdevanja. 


Rezervne mašine. Da bi se mehanizovani rad mogao obav- 
ljati bez zastoja, potrebno je predvideti rezervne mašine i 
rezervne energetske izvore. 

Obično se računa sa sledećom rezervom u mašinama: sa 
10% rezerve kad su uslovi eksploatacije povoljni, sa 15% kad 
su prosečni, a sa 25% kad su nepovoljni. Kod više istovrsnih 
mašina rezerva može biti i manja. To vredi i kad je služba 
održavanja mašina bolje organizovana. 


Tipizacija mašina. Prilikom izbora mašina treba voditi ra- 
čuna da što više mašina bude istog tipa i da što više različitih 
mašina ima istu vrstu pogonskih motora. Time se mnogo dobija 
na sigurnosti pogona, jer se smanjuje broj rezervnih mašina 
i ubrzavaju velike opravke. Tzv. univerzalne mašine primenjuju 
se za više vrsta radova (univerzalni bageri, traktori sa prik- 
ljučcima i traktori sa sedlom). To su osnovne mašine, koje 


U (4) 


Tablica 3 
ŠIRI IZBOR GRAĐEVINSKIH MAŠINA ZA BETON 
JI Vrste operacija 
Vrsta mašine Fi Ara Kn 
Do- | Preba-|Proseja+ ranje Me- | pvonos| Vgra- 
prema | civanje| vanje | Qgre. | sanje | perona divanje 
šljunka| u silos | šljunka g betona betona 
gata 
Kiper-kamion * 
Damper * 
Elevator * 
Transporter * 
Vibraciono sito * 
Rotaciono sito * 
KI + Ž 
Mešalica za beton * 
Fabrika betona * * 
Japaner * 
Toranjski kran * 
Betonska pumpa * 
E a 
Električni 1 
pervibrator * 
Benzinski 
pervibrator ić i * 
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se mogu pomoću priključnih oruđa pretvoriti u različite mašine, 
sposobne da izvršavaju i veoma različite zadatke. Pri širem 
izboru mašina proučavaju se svi uslovi koje treba mašina da 
ispuni za pojedine operacije (tabl. 3). Zato se tehnološki proces 
raščlanjuje na pojedine sukcesivne operacije koje se pokrivaju 
odgovarajućim mašinama. 

Eksploatacija građevinskih mašina. Pri uvođenju mašina u 
tehnološki proces mogu nastati tri slučaja: a) u proces se 
ubacuje po jedna mašina, koja nije vezana sa drugim mašinama, 
b) u procesu je nekoliko međusobno povezanih mašina i c) sve 
su mašine u nekom tehnološkom procesu međusobno povezane. 

Kada tehnološki proces nije potpuno pokriven, nepokrivene 
se operacije izvršavaju ručnim radom, za što treba dovoljno 
radne snage. U slučaju a) karakterističan je primer nepovezana 
betonska mešalica za koju treba obezbediti dovoljno radne 
snage za njeno punjenje i za odvoz betona. Međutim, ima i 
mašina koje obavljaju ceo niz operacija. To su tzv. kompleksne 
mašine, kao npr. skreper, koji može obaviti operacije iskopa, 
utovara, transporta, istovara i ugrađivanja. 

Ako se slučaj b) kombinuje s manuelnim radom, treba kao 
i u slučaju a) pravilno odrediti odgovarajući ekvivalent radne 
snage da bi se obezbedio u celosti učinak koji odgovara me- 
hanizovanom delu tehnološkog procesa. 

Na toj tzv. dodirnoj operaciji često je puta pogodno da 
se ubaci tzv. regulator (deponija, odnosno skladište), kako ne 
bi dolazilo do zastoja u radu usled kvara mašina, ni do za- 
stoja zbog nedovoljnog broja radnika. 

Za mašine povezane u proizvodnom lancu treba odgova- 
rajućim organizacionim merama da se usklade njihovi kapaciteti 
i neprekidnost proizvodnje. Uz ranije navedeno usklađivanje 
mašina cikličkog i kontinualnog dejstva regulatorom, kao i uz 
obezbeđenje dovoljnog broja rezervnih mašina, treba: a) obez- 
bediti rezervne izvore pogonske energije, b) obezbediti službu 
opravki i održavanja mašina, c) obezbediti dovoljne rezerve 
materijala koji se prerađuje, d) nastojati da se što je moguće 
veći deo procesa automatizuje i podvrgne elektronskoj kontroli, 
e) obezbediti praćenje proizvodnje odgovarajućom službom evi- 
dentiranja, da bi se tačno omogućio uvid u rad i funkcioni- 
sanje svake pojedine mašine i f) da bezbednost radnika bude 
maksimalno zadovoljena, tako da se onemoguće povrede bilo 
koje vrste. 


Tablica 4 
VREMENSKI RAZMACI PLANSKIH OPRAVKI MAŠINA 


Vremenski razmak opravki mašina u časovima 


Grupa mašina Tekuće opravke 


Velike 
opravke 


Srednje 
opravke 


male srednje veće 


Motori s karburatorom, 


kompresori, traktori 120 480 E 


1440 2880 


Pružne mašine, motor- 


na vozila (bez motora) 192 Ka ka 


1920 3840 


Bageri zapremine ka- ' 
šike 0,5 m? bez motora, 
bageri vedričari, parne 240 480 do 
lokomotive uskog ko- 
loseka 


5760 11520 


Kranovi na parni po- 
gon i sa motorima na 960 
unutrašnje sagore- 240 480 do 
vanje; bageri zapremine 
kašike veće od 0,5 m? 


7560 15360 


Mešalice, mašine za 
pranje i sortiranje agre- 
gata, dizel-motori, 288 — — 
valjci, dizalice, trans- 
porteri 


2016 4032 


Drobilice, ručne diza- 
lice, centrifugalne 
crpke, torkret-aparati, 480 — — 
tezge za savijanje 
armature 


1920 3840 
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Organizacija mašinskog rada. Pri modernom izvođenju ra- 
dova sve je veće učešće mehanizacije i neophodno je da se svi 
poslovi i zadaci vezani za rad mašina posebno organizuju. 

U toku rada mašine pojedini njeni delovi se troše, habaju. 
To trošenje ima svoje granice preko kojih se ne sme preći, 
jer u protivnom može doći do znatnih oštećenja ispravnih 
delova. Granice trošenja pojedinih delova treba da se predvide 
tehničkim uslovima opravki što je obuhvaćeno tzv. toleran- 
cama, do kojih istrošenost ne utiče na rad i kapacitet mašine. 


Opravke mašina. Za blagovremeno otklanjanje kvarova ko- 
risni su tzv. profilaktički pregledi. To se postiže planiranjem 
radova na održavanju i opravkama. Njih treba po pravilu 
obaviti u zimskom periodu, kada su mašine van pogona. 
Planske periodične opravke obuhvataju tekuće opravke, srednje 
i velike ili generalne opravke mašina (tabl. 4). 

Pod tekućim opravkama podrazumeva se opravka mašina 
tokom proizvodnje (otklanjanje manjih kvarova, održavanje ma- 
šina u pogonskoj ispravnosti, zamena čeličnih užadi u mašinama 
sa mehaničkim komandama, zamena habajućih delova). 

Pod srednjim opravkama podrazumevaju se periodičke op- 
ravke,l---2 puta godišnje (demontaža pojedinih delova mašina, 
zamena istrošenih ili neispravnih delova). Potpuno se ne rasklapa 
cela mašina. 

Pod velikim opravkama podrazumevaju se planske opravke, 
pri kojima se mašina mora potpuno rastaviti radi detaljnog 
pregleda u cilju utvrđivanja njihove ispravnosti (zamena svih 
neispravnih ili istrošenih delova). 


TROŠKOVI MEHANIZOVANOG RADA 


Utvrđivanje troškova mehanizovanog rada ima dvojaku 
svrhu: u prvom redu, za upoređenje ekonomičnosti različitih 
mašina, a zatim za određivanje troškova proizvodnje, odnosno 
prodajnu cenu građevinske usluge. Pri radovima malog obima 
neki put je potrebno utvrditi opravdanost primene mehanizo- 
vanog rada. To su tzv. jednokratni troškovi koji se za neki 
određeni posao javljaju jedanput, a obuhvataju dopremu i 
puštanje mašina u rad. 

Troškovi mehanizovanog rada mogu biti: a) troškovi os- 
novnog sredstva koji obuhvataju troškove amortizacije, inves- 
ticiono održavanje, kamatu i osiguranje; njima treba dodati 
troškove transporta, uključenja mašina u rad i jednokratne 
troškove; b) eksploatacioni troškovi u koje spadaju troškovi 
održavanja mašina tokom rada, troškovi habajućih delova, 
troškovi pogonske energije i maziva te troškovi rukovalaca i 
pomoćnog osoblja. 

Da bi se dobila prodajna cena radnog časa mašine, treba 
pomnožiti zbir troškova osnovnog sredstva i eksploatacionih 
troškova sa faktorom kojim se obuhvataju troškovi režije i 
dobiti. 

Troškovi amortizacije ili otpisa mašine koji omogućuju da 
se radom mašine realizuju finansijska sredstva za nabavku nove, 
iste takve mašine (ili po potrebi neke druge). Jedini ispravan 
način obračuna amortizacije (otpisa) jest takav da se on obavlja 
proporcionalno trošenju mašine kao osnovnog sredstva. Vek 
trajanja jest onaj broj radnih časova koji neka mašina može 
da ostvari u radu pod normalnim uslovima. Ekonomski vek 
trajanja jest broj radnih časova u okviru kojih troškovi pro- 
izvodnje ne izlaze iz ekonomski opravdanog okvira. Da bi se 
dobio uvid u ekonomski vek trajanja, daju se uporedni podaci 
za propise koji važe u nas i koji se koriste u Zapadnoj 
Evropi (tabl. 5). 

U praksi se operiše i sa tzv. normalnim vekom trajanja 
mašina, pod čime se podrazumeva ono vreme za koje mašina 
zastareva, jer su je pretekle po svojim osobinama (performan- 
sama) novije, modernije mašine, koje bilo da imaju veći učinak 
ili su tehnološki savršenije te troše manje radne snage i energije. 
U svetu se računa sa periodom zastarevanja od 5 do 8 godina. 

Troškovi investicionog održavanja obuhvataju srednje i velike 
(generalne) opravke. Uobičajeno je da se obračunava godišnje, 
ito u procentu od nabavne vrednosti mašine. U nas ti 
procenti iznose za mašine 10%, a za vozila 12%. Vrednost 
godišnjeg otpisa i investicionog održavanja daje se u tabl. 6. 


Tablica 5 
EKONOMIČAN BROJ RADNIH ČASOVA MAŠINA 
T 
Narodne g 
Naziv mašine novine U Zapa dnoj 
NRH 14/47 Emopi 
\ 
Bageri, univerzalni dizel 11500 15750 
Buldozeri 7200 8000 
Skreperi (na pneumatski pogon) — 10000 
Grejderi — 10000 
Utovarivači — 10000 
Ježevi za nabijanje zemlje — 8000 
Valjci svih vrsta, dizel 9400 — 
Vučeni vibracioni valjci — 13 500 
Kamioni (175000 km) 10000 
Damperi — 10000. 
Transportne trake 11500 11250 
Dizel-lokomotive 9400 11250 
Baterijske lokomotive 10000 
Žičane železnice —_ 22500 
Autodizalice (21 600) 15500 
Kabel-kranovi, derik-kranovi (21600) (22500) 
Toranjski kranovi (21 600) 22500 
Čeljusne drobilice 17300 22500 
Konusne drobilice 17300 22500 
Mlinovi sa valjcima 17300 22500 
Mlinovi čekićari 9400 22 500 
Vibraciona sita 9400 12500 
Pokretna drobilična postrojenja 17300 12500 
Kompresori, stabilni 14400 22500 
Kompresori, pokretni 9400 11250 
Pneumatske bušilice 5800 6750 
Bušilice, perkusione - 11250 
Mešalice za beton — manje 9400 11250 
Mešalice za beton — veće 11500 11250 
Fabrike betona — 11250 
Pervibratori — 2500 
Vibratori 9400 4500 
Betonski topovi o 11250 
Pumpe za beton 7200 10000 
Injekcioni aparati i torkret-aparati 14400 11250 
Centrifugalne pumpe (bez motora) 14400 11250 
Ventilatori (bez motora) 11400 22500 
Elektromotori — 22500 
Dizel-motori — 6759 
Parni i eksplozioni maljevi — 12500 
Transformatori 21600 — 
Elevatori sa kofama 11500 — 
Mašine alatljike (strugovi, bušilice, 
testere.. _.) 14400 S 

Električni aparati za zavarivanje 7200 — 


Kamate na osnovna sredstva jesu troškovi koji se obraču- 
navaju na sadašnju vrednost osnovnih sredstava, tj. onu koja 
se krajem godine dobija.nakon odbijanja vrednosti godišnjeg 
otpisa (amortizacije). Isto se tako obračunava i iznos za osi- 
guranje. 

Troškovi uključenja mašina u rad (jednokratni troškovi) od- 
nose se na rad mašine na nekom određenom gradilištu te 
treba tačno utvrditi vreme rada u časovima, da se dobiju 
troškovi po jednom radnom času mašine. To su troškovi 
utovara i transporta s manipulacijom do gradilišta i troškovi 
puštanja u pogon. U to treba uključiti i montažu ako se radi 
o dizalicama (toranjska dizalica), drobilanama sa separacijama, 
fabrikama betona, asfaltnim bazama i sl. Puštanje u pogon 
obuhvata tzv. probni pogon, koji može trajati i nekoliko ne- 
delja. U ove troškove treba obračunati i troškove stajanja 
(nerada) mašina za vreme probnog pogona, jer se one troše, a 
troše i pogonsku energiju. 

Za novije mašine na pneumaticima koje su samohodne, troš- 
kovi mogu obuhvatiti samo troškove transporta. Za drumska 
vozila, ukoliko ona odlaze na gradilište sa korisnim teretom, ovi 
troškovi mogu i otpasti. Kada se mašinom tokom rada na 
gradilištu koristi na više radnih mesta (mešalice za beton, 
kompresori, dizalice i dr.), treba obračunati i troškove 'pre- 
meštanja. U visokogradnji, ako se radi o primeni lako mon- 
tažnih toranjskih dizalica i sitne mehanizacije, naročito ako se 
primenjuje transportovani beton, jednokratni troškovi mogu 
se obračunati kao režijski troškovi. U jednokratne iroškove 
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unose se i troškovi vraćanja mašine u bazu (demontaža, mani- 
pulacija i transport). 


Eksploatacioni troškovi mašina obuhvataju sve troškove koji 
su u neposrednoj vezi sa mašinom tokom njenog proizvodnog 
rada. Ovamo ulaze troškovi održavanja i servisiranja (male i 
srednje opravke i dnevni servis, pranje i podmazivanje), troškovi 
habajućih delova (zamene guma ako su mašine i vozila na 
pneumaticima, sečiva pri bagerima, buldozerima, skreperima i 
utovarnim lopatama, čeličnih užadi za mehaničke komande, 
čeljusti drobilica, lopatica na mešalicama itd.), troškovi po- 
gonske energije, maziva i pomoćnog materijala te troškovi ru- 
kovalaca mašina i njihovih pomoćnika. Svi ti troškovi svode 
se na radni čas mašine. 

Troškovi održavanja (male i srednje opravke) se procenjuju 
ili utvrđuju na bazi iskustvenih podataka o izvršenju istih ili 
sličnih radova. Pri tome može se koristiti i uputstvima pro- 
izvođača opreme, koji se baziraju na statističkim podacima, 
te se mogu smatrati dovoljno tačnim. 


Tablica 6 
GODIŠNJI OTPIS I INVESTICIONO ODRŽAVANJE 
Godišnji Investiciono 
Vrsta mašine otpis održavanje 
Ye % 
Traktori, manji 25 15 
Traktori, veći 20 15 
Skreperi 20 15 
Bageri na gusenicama 25 15 
Istovarivači, pozadi 
lakši 25 15 
teški 20 15 
Motorni valjci 15 12 
Valjci na pneumaticima, 
samohodni 33 30 
Kompresori 25 15 
Pneumatski alat 25 10 
Težinski dozatori 25 17 
Mešalice za beton sa 30 12 
benzinskim motorom 
Automešalice za beton sa 25 12 
benzinskim motorom 
Pumpe za beton sa 2 15 
benzinskim motorom 
Vibratori za beton sa 
elektromotorom 25 10 
Toranjske dizalice 20 15 
Autodizalice 20 15 
Traktor-dizalice 
manje 25 10 
veće 17 io 
Čeljusne drobilice 17 12 
Centrifugalne pumpe sa 1 15 
elektromotorom 
Tablica 7 
VREDNOST KOEFICIJENTA p U REALIZACIJI (6) 
Vrsta vozila 
Uslovi rada : se. 
skreperi damperi PoLanaći 
kroz dno 
povoljni 0,45 0,40 0,50 
prosečni 0,55 0,50 0,60 
nepovoljni 0,65 0,60 0,80 
veoma nepovoljni 0,75 0,70 0,90 


Troškovi održavanja E, u din/h izraženi su obrascem: 
_ Np 

15000 " 
gde je N, nabavna vrednost mašine (osnovnog sredstva u dina- 
rima), p koeficijent ovisan o vrsti mašine i o uslovima rada 
(tabl. 7). 

U nedostatku drugih tačnijih podataka za ostale građevinske 
mašine, u zavisnosti od izloženosti habanju, mogu se prihvatiti 
vrednosti koeficijenta p u iznosu od 1/3 do 1/2 navedenih 
vrednosti u tabl. 7 prema uslovima rada i vrsti posla. 


Eo (6) 
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Troškovi zamene i održavanja guma obračunavaju se za 
vozila mašine na pneumaticima isključivo po radnom času u 
zavisnosti od uslova eksploatacije (tabl. 8) za razliku od drumskih 
vozila gde se obračunava po prevezenom tona-kilometru. Da 
bi se moglo da obračunava koštanje po radnom času, potrebno 
je preračunati vek trajanja guma u km u zavisnosti od eksplo- 
atacione brzine po radnom času (tabl. 9). Vrednosti u tablici 
pomnožene sa nabavnom cenom guma jesu troškovi zamene 
guma. Ovim troškovima treba dodati i troškove održavanja, 
Koji prema iskustvu iznose oko 10% od troškova zamene. 


Tablica 8 
VEK TRAJANJA PNEUMATIKA (h) 
Vrsta vozila 1 
Uteciknka istovarivači 
skreperi damperi REKA 
povoljni 5000 4000 8000 
prosečni 3500 | 3000.--3500 5000 
nepovoljni 2000 | 2000---2500 3 500 
Tablica 9 


KOEFICIJENTI ZA OBRAČUN KOŠTANJA ZAMENE 
GUMA PO RADNOM ČASU 


EPI 
sk edćna ek trajanja pneumatika | 
brzina 20000 40000 60000 
km/h km km km 
20 0,001 0,0005 0,00033 
40 0,002 0.0010. | 0,00067 
60 0,003 0.0015 0,001 00 
80 | 0,004 0,0020 0,001 50 


Proračun utroška pogonske energije (gorivo i mazivo) različit 
je za elektromotore i motore sa unutrašnjim sagorevanjem. 
U oba slučaja mora se uzeti u obzir njihovo opterećenje. 

Opšti je obrazac za proračunavanje utroška goriva u kg/h 


.G=Ng, (7) 


gde su Nag nominalna snaga motora u kW, g, specifična po- 
trošnja goriva u kgkW -'h-'. Brzohodni dizel-motori manje 
snage imaju specifičnu potrošnju — 0,30, a oni veće snage 0,25, 
benzinski motori manje snage _ — 0,35, a oni veće snage 
— 030kgkW-'h-!. 

Utrošak električne energije (kWh) elektromotora obračunava 
se množenjem snage motora (kW) sa koeficijentom potrošnje 
0,45---0,75 (srednja vrijednost — 0,60). 

Uobičajeno je da se troškovi maziva i rad na podmazivanju 
mašina uzimaju u iznosu 10% od vrednosti utrošenog goriva. 

Tačnija vrednost u kg/h može se dobiti prema obrascu: 

(E Noge. (8) 
t 
gde je No nominalna snaga motora u kW, g, specifična pot- 
rošnja maziva (0,0034kgkW-'h-'), k, srednja vrednost 0,60, c 
masa ulja u karteru (obično od 0,21 do 0,31 kg/kW), t vreme 
između dve zamene ulja u karteru, obično oko 200 radnih 
časova. 

Troškovi radne snage (rukovalaca mašinama). Za njihov pro- 
račun potrebno je da se zna kakva se kvalifikacija radne snage 
zahteva za određenu vrstu mašine i koliko je radnika poslužuje. 


Tablica 10 
GODIŠNJI FOND RADNIH ČASOVA 


; Broj radnih smena 
Klimatsko-meteo- ž 


rološki uslovi 1 2 3 
nepovoljni 1000 1600 2100 
povoljni 1600 2560 3360 


veoma povoljni 
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Za proračun koštanja rađnog časa mašine potrebno je znati 
veličinu radnog fonda tokom cele godine (godišnji fond radnih 
časova). U tablici 10 daju se orijentacione vrednosti tog fonda 
u odnosu na klimatsko-meteorološke uslove i na broj smena. 


MAŠINE ZA ZEMLJANE RADOVE 


Potreba za izvođenjem obimnih zemljanih radova danas 
je sve češća. Dok su ranije zemljani radovi bili uglavnom ve- 
zani za izgradnju železničkih pruga, danas uporedo sa razvitkom 
industrije i saobraćaja sve više rastu potrebe za obimnim zemlja- 
nim radovima na hidroenergetskim objektima, na saobraćajni- 
cama, kanalima i objektima za melioracije. 

Po svojoj prirodi zemljani radovi su veoma raznovrsni. 
Dok se pri izgradnji kanala i pri melioracijama može primeniti 
jedna vrsta mašina, dotle se pri izgradnji puteva i aerodroma 
mogu primeniti sasvim različite mašine. Za hidroenergetske 
objekte, tj. velike brane, potrebno je ugraditi velike količine 
zemljane mase, te se tu, radi specifičnih uslova, moraju prime- 
niti i specifične mašine. Zemljani se radovi prema vrsti ze- 
mljišta i uslovima rada mogu svrstati u sledeće grupe: iskop 
u zemljištu u suvo, iskop pod vodom, iskop u steni u suvo i 
iskop u steni pod vodom. Uz ovo dolaze i radovi pod zemljom 
(tunelski radovi), koji mogu biti u zemlji ili u steni. 

U poslednje su se vreme u različitim zemljama razvile 
nove vrste mašina za zemljane radove. U pogledu njihove 
razvojne linije može se navesti da je umesto transporta na 
koloseku izvršen prelaz na vozila na pneumaticima (vozila na 
gusenicama veoma se retko upotrebljavaju). U primeni su 
traktori i na gusenicama i na pneumaticima. Umesto pogona 
na paru skoro sve mašine se izrađuju sa motorima sa unu- 
trašnjim sagorevanjem. Elektromotori se primenjuju za velike 
mašine i pogone, kao što su veliki bageri. 

Veoma je karakterističan nagli razvoj mašina za iskop po 
ravnom, kao što su buldozeri, skreperi i utovarivači. U novije 
vreme u naglom je razvoju proizvodnja univerzalnih mašina 
sa priključnim oruđima, kao što je npr. sa osnovnim bagerom, 
sa osnovnim traktorom sa priključcima i sl. 

Karakteristično je za zemljane radove da učinak mašina 
zavisi od prirode zemljišta, pri čemu je važna klasifikacija 
zemljišta. Za radove na iskopu dovoljna je klasifikacija zemljišta 
na pet kategorija: a) zemlja, b) laporovita glina, c) trošna 
stena, d) glineni škriljac i e) stena. 

Više je uobičajena klasifikacija koja vodi računa o geome- 
haničkim karakteristikama zemljišta: laka peskovita ilovača, 
razmekšana glina, pesak i šljunak, obična zemlja, ilovača, 
dobro minirana stena, običan iskop sa komadima stena i ko- 
renjem, lepljiva glina, slabo minirana stena. 
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SI. 1. Rastresitost materijala pri različitim vrstama građevinskih radova. a rad 
u majdanu, proizvodnja agregata, b iskop, nasipanje i valjanje zemlje, c iskop 
i ugrađivanje nasutog materijala 
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Pri zemljanim radovima veoma je važno da se vodi računa 
O sabijenosti materijala. Pri iskopu se obično računa sa tzv. 
zdravicom, tj. iskop se meri prema količini u sraslom stanju. 
Tokom iskopa materijal se rastresa. Za različite vrste materijala 
podaci o masi materijala i njegovoj rastresitosti nalaze se u 
tabl. 11 (sl. 1). 

Svaki zemljani rad obuhvata sledeće operacije: iskop, tran- 
sport i nasipanje. Pri nekim radovima operacije transporta mogu 
da budu dominantne, dok pri drugim one se svode samo na 
prebacivanje na kraće rastojanje. I operacija nasipanja može 
da bude važna kada se radi o izradi nasipa vodojaža. Ako 
se moraju izvesti sve navedene operacije, daće se prednost 
mašinama koje ih mogu izvršiti same. (To su tzv. kompleksne 
mašine, npr. skreperi.) 


Tablica 11 
GUSTINA MATERIJALA I RASTRESITOST 


Gustina u m Gustina 
Materijal sraslom I Ph Ru, 
stanju a k stanju 
kg/m? ka r kg/m? 
Suva glina 1370 ji 25 0,80 1090 
Laka glina 1660 30 0,77 1280 
Zbijena, žilava 
ili vlažna glina 1780 33 0,75 1340 
Suva zemlja 1660 25 0,80 1330 
Vlažna zemlja 2000 25 0,80 1600 
Zemlja pomešana 
sa peskom i 1840 18 0,85 1570 
šljunkom 
Mešavina zemlje i 
kamena (šut) 1490--:1780 30 0,77 1140---1370 
Suvi šljunak 1930 12 0,89 1720 
Mokar šljunak 2140 14 0,88 1900 
Mešavina ilovače i 
RA 1600 20 0,83 1330 
T 
Ko o M 50 0,67 1590 
jeni k i 
PSE ONE loso-a23%0| 35 0,74 1430-1720 
Škriljci ili meka 
SENA 1780 33 0,75 1340 


Pri izboru građevinskih mašina za zemljane radove treba 
voditi računa o količini radova, roku izvršenja i o razvučenosti 
gradilišta. Nadalje, treba voditi računa o mesnim okolnostima 
kao što su vrsta zemljišta, nosivost tla, vodostaji i klimatski 
uslovi. O njima zavise metode rada, izbor mašina i izbor trans- 
porta (transport po koloseku ili transport na pneumaticima). 

Također uslovi dopreme i povraćaja mašina sa gradilišta, 
mostovi, vodeni tokovi, putevi, dalekovodi i sl. mogu biti od- 
lučujući faktori pri izboru veličine mašina i izboru radnih mesta 
(npr. za velike bagere). Visoke vode, način iskopa i okupiranost 
terena mogu usloviti primenu mašina (npr. bagera) s obzirom 
na mogućnost njihovog kretanja i premeštanja. 

Različiti uslovi kao mogućnost napajanja mašina električnom 
energijom, snabdevanja radnom snagom i uslovi ishrane radnika 
mogu odlučiti o vrsti mašine. 

Pri zemljanim radovima može se računati sa godišnjim radnim 
vremenom od 2300 do 2600 radnih časova za lake materijale, 
a za teške materijale od 1900 do 2400 radnih časova. 


Osnovi teorije rezanja i kopanja zemlje. Mašine za kopanje 
zemlje mogu se svrstati prema načinu rada, tj. da li rade 
kontinualno ili ciklički. Mašine kontinualnog dejstva jesu bageri, 
grejderi, rijači i sl. Mašine sa cikličnim dejstvom jesu: bageri 
sa jednom kašikom, buldozeri, skreperi, utovarivači i sl. Za te 
mašine karakteristično je da neravnomerno koriste snagu po- 
gonskog motora tokom rezanja i transporta zemlje. Tako npr. 
bageri za vreme okretanja koriste oko 20 do 30% snage 
potrebne za rezanje zemlje. Osnovne teorije o rezanju zemlje 
radnim organima dali su Dombrovski, Zelenin i Dalinin (SSSR). 
Kao osnovni organ za rezanje zemlje javlja se klin za rezanje 
u različitim oblicima (sl. 2). Karakteristike klina za rezanje 
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jesu: širina, ugao oštrice i njegove strane. Položaj klina ili noža 
U prostoru karakterišu uglovi nagiba prema zemlji, prema smeru 
rezanja i ugao u odnosu na vertikalu. 

Organi za rezanje jesu: a) elementarni organ za rezanje, 
koji se primenjuje u rijačima i krtičnim drenažama, b) plosnati 
nož, koji se primenjuje u buldozerima i grejderima, c) sečice 
za rezanje, koje se primenjuju u skreperima, bagerima vedri- 
čarima, rovokopačima i sl., d) sečice sa zubima, na kašikama 
bagera i bagera vedričara, e) sferni disk elevejting-grejdera i 


f) plug za razrivanje zemlje. 
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SI. 2. Oruđa za rezanje zemlje. a klin sa uglom zahvata fi = 90“, b klin sa 
uglom zahvata fi + 90%, c klin sa uglom zasecanja o = 0", d klin sa uglom 


zasecanja co + U, e elementarni organ rezanja, f nož za rezanje ploštimice, g nož 
sa perimetrom za rezanje, h nož sa nazubljenim perimetrom, i sferični nož, j 


b 


plužni nož 
Tablica 12 
KOEFICIJENTI REZANJA TLA PREMA DOMBROVSKOME (N/cm?) 
Bager 
Vrsta zemljišta Aa ćen nom sa skreper- Skreper 
kašikom skom kašikom 
Suv pesak, rastresit 0,16---0,25 0,28---0,45 0,25---0,40 
Pesak, glinoviti pesak, 
peskovita glina (vlažna) 0,30---0,70 0,60---1,20 0,53--+1,05 
Peskovita glina, šljunak 
sa sitnim srednjim 
zrnom, laka glina, 0,60---1,30 1,00-++1,90 0,95-.-1,80 
vlažna i nezbijena 
Srednje teška glina 
ili teška nezbijena, 1,15+++1,95 1,60--+2,60 1,50+--2,50 
glinac 
Teška glina 2,00---3,00 2,60---4,00 2,50---3,90 
Laporac, lakši peščari 
teška suva glina 2,80-.-3,25 3,10-«+4,20 
Rastresita stena 2,25:--4,70 2,80---6,00 


Kako će se zemlja deformisati prilikom rezanja, zavisi od 
granulometrijskog sastava i od sadržaja vode. Pri rezanju pesko- 
vitog zemljišta ispred elementarnog organa obrazuje se talas. 
Zemlja u plastičnom stanju seče se u kontinualnim slojevima 
(sl. 2), dok se koherentna i suva zemlja lomi u komade. 
Kidanje zemlje pri kopanju obično se obavlja pod uglom koji 
je blizak uglu unutrašnjeg trenja. Prema Gorjackinu otpor rezanja 
zemlje može se izraziti obrascem: 


W.=KA, (9) 


gde je K specifičan otpor rezanja zemlje, A površina poprečnog 
preseka sloja. 

Ovo je svakako prva aproksimacija, jer otpor rezanja raste 
sa dubinom, sa stepenom porasta od 1---2 i zavisi od sastava 
tla. Sem toga, otpor zavisi i od konstruktivnih karakteristika 
organa za rezanje i od režima rezanja. Manji je otpor rezanja 
ako je razmak zuba veći a brzina rezanja manja. Pri porastu 
brzine rezanja od 0,4 na 2,0 m/s raste otpor rezanja za 11---12%. 
Uobičajene brzine rezanja jesu 0,5--:1,5, a retko do 2,0 m/s. 
U proučavanju je primena tehnike vibriranja radi smanjenja 
otpora rezanja. 

Analogni obrazac onomu za rezanje vredi za kopanje zemlje: 


W=KA. (10) 
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Vrednosti koeficijenta rezanja K odgovaraju vrednostima 
koeficijenta kopanja K, za pesak, peskovitu glinu, glinoviti 
pesak, srednje tešku i tešku glinu. 


Bageri (v. Bagerovanje, TE 1, str. 636). U novije vreme 
razvojna linija bagera prelazi na hidraulične komande i hidra- 
ulični pogon. Ovde su obuhvaćeni hidraulični bageri i bageri 
sa teleskopskom katarkom. Hidraulični bageri su prvo primenjeni 
u SAD. Bageri sa čeonom kašikom za operacije dizanja ka- 
tarke i istovara korpe imaju hidrauličke cilindre sa dvostrukim 
dejstvom. Sasvim hidraulični bageri imaju uljne pumpe za pogon 
motora a rade sa pritiskom (sl. 3). Bageri novijih konstrukcija 
imaju uljni pritisak do 25 MPa, a ima modela i sa pritiskom 
do 40 MPa. Raspodela snage i prenos obavlja se metalnim 
cevima i specijalno armiranim cevima. Preopterećenje mašine 
tokom rada eliminiše se sigurnosnim ventilima. Primenom hidra- 
uličnog pogona moguće je potpuno eliminisati kvačila, menjačke 
kutije, kočnice i čeličnu užad sa dobošima. Na taj način se 
smanjuju habanje i zastoji zbog zamene užadi i pohabanih 
delova. Komandovanje je lakše i udobnije, te je moguć kontinu- 
alan prelaz iz jedne operacije u drugu. Takvi bageri su pokret- 
ljiviji i obično imaju nešto kraći radni ciklus od bagera sa 
mehaničkim komandama. Bageri novijih konstrukcija imaju 
obično dve uljne pumpe, a ima ih i sa više pumpi. 


S obzirom na uključenja hidrauličnog prenosa postoje bage- 
ri sa delimičnim i sa punim hidrauličnim pogonom. Bageri 
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sa delimičnim hidrauličnim pogonom izvršavaju sve radne ope- 
racije preko takvog pogona, a bageri sa punim hidrauličnim 
pogonom i kretanje bagera. Treba razlikovati i način regulisanja 
prenosa snage motora na pojedine pumpe. Pri tzv. krutom 
sistemu pumpa radi sa konstantnim pritiskom bez obzira na 
opterećenje, dok pri sistemu sa regulisanjem snage pritisak 
tečnosti je promenjiv i zavisi od opterećenja. Pri radu više 
pumpi snaga motora može se rasporediti prema njihovom broju, 
ili što je bolje i ekonomičnije, rasporediti prema opterećenju. 
Zato se primenjuje poseban regulator. 

Dok su u početku i hidraulični bageri konstruisani kao 
univerzalni, sa mogućnosti priključnih oruđa, danas se veći 
bageri konstruišu uglavnom samo sa čeonom kašikom. Pre 
par godina maksimalna veličina kašike je iznosila oko 3,0m?, 
danas postoje konstrukcije sa više od 6,/0m? (sl. 4 i 5). 

Bageri sa teleskopskom katarkom. Pre dvadesetak godina 
počeo je razvoj hidrauličnih bagera sa teleskopskom katarkom. 
Prvi modeli imali su veoma skromne mogućnosti, kao što su 
obrtanje katarke oko podužne osovine za 45% u oba smjera, 
domet oko 4,5 m sa motorom snage 17,5 kW. Danas se izrađuju 
veoma moćne mašine snage oko 176kW, sa obrtnom katarkom 
u oba smera (neograničeno), sa dužinom katarke 16m, i sa 
raznim radnim organima, kao povlačnom i dubinskom kašikom 
zapremine 1,5m*, visinskom (čeonom) kašikom i zahvatnom ka- 
šikom od po 0,9m*, nožem za planiranje dužine 3000 mm i 
trapeznom lopatom za iskop kanala do 4100 mm širine. 


SI. 3. Konstrukcija hidrauličkog bagera. a) 1 pogonski motor, 2 dve aksijalne klipne pumpe, 3 zupčasta pumpa sa dvojnom komorom, 4 aksijalni klipni 

motori za pogon gusenica, 5 armirana gumena creva, 6 servoventili, 7 hidraulični cilindar, 8 rezervoar ulja; b) !/ gusenice sa koturačama, 2 vodeći točkovi, 

3 točak za zatezanje gusenice, 4 pogonski točak, $ opruga za zatezanje gusenice, 6 nosači, 7 ploče gusenice; c) 1, 2, i 3 nosači bagerske kućice, 4 krak, 
nosač bagerske kašike, 5 hidraulični uređaj, 6 nosači 


SI. 4. Hidraulični bager sa dubinskom kašikom, snage motora 220,8kW 
(300 KS) i zapreminom kašike od 3,0m? 


.-— 


SI. 5. Hidraulični bager sa čeonom kašikom, snage motora 420 kW (572KS) 
i zapreminom kašike 4,6m? 


278 


Osnovna karakteristika ove vrste bagera je promenljiva du- 
žina katarke. Oni imaju postolje na gusenicama ili na pneuma- 
ticima. Postoji i kombinacija gusenica i pneumatika, pri čemu 
pneumatici služe samo za transportovanje bagera sa jednog 
radnog mesta na drugo, a gusenice omogućuju veću stabilnost. 
Prednost takve vrste bagera u odnosu na klasične univerzalne 
bagere jest u preciznom vođenju kašike tokom rada, što ih 
čini pogodnim za fine zemljane radove, kao npr. fina planiranja 
kosina i iskopa (useka i zaseka). Nedostatak im je što su osetno 
skuplji od univerzalnih bagera, jer se ova vrsta bagera može 
smatrati specijalnim mašinama. Danas se ova vrsta bagera pro- 
izvodi u velikom asortimanu s obzirom na vrstu postolja i 
snagu motora, odnosno veličinu radnih organa (sl. 6). 


SI. 6. Bager sa teleskopskom kašikom zapremine 800L, snage motora 73,6k WW 
(100KS) i dometom u daljinu 10,0m, u visinu 6,3m i u dubinu 7,4m 


SI. 7. Motor-grejder. 7 izduvna cev sa prigušivačem, 2 hidraulične 
komande, 3 upravljač, 4 nosači točka sa nožem, 5 cilindar rijača, 
6 nosači Tijača, 7 veza ručnog i hidrauličnog upravljača, 8 cilindar 
za iskretanje točkova, 9 osovina prednjeg trapa, /0 prednja guma, 
11 rijač, 12 nož grejdera, 13 hidraulični motor za okretanje točka 
sa nožem, 14 motor za isturanje noža u stranu, 15 rezervoar za 
ulje, 7/6 tandem-pogon zadnjih točkova, 17 motor AU-350, 18 
hladnjak 


Grejderi su mašine za finije zemljane radove, kao što su 
različita profilisanja, planiranja i razastiranja. Oni imaju svestrano 
pokretljiv nož, koji se nalazi između prednjih i stražnjih točkova. 
Danas se proizvode skoro isključivo kao samohodni, sa dve 
do tri osovine, od kojih su jedna ili dve pogonske. Snage 
motora su 29---95 kW. Glavni radni deo je nož, koji je pričvršćen 
na nazubljenom prstenu većeg prečnika, pomoću kojega se 
može da okreće oko vertikalne osovine. Pomoću posebnih 
uređaja prsten se može obrtati oko horizontalne osovine tako 
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da se može izdizati i spuštati nož iznad tla, menjati ugao 
noža prema horizontali u oba smisla, promeniti ugao u odnosu 
na smer kretanja grejdera, isturati nož u stranu u odnosu na 
smer kretanja (sl. 7 i 8). 

Dužina blago zaobljenog noža iznosi 2500-.:4800 mm, a 
visina do 500mm. Prednji točkovi su svestrano pokretljivi, 
tako da su grejderi pogodni i za izradu kosina. Učinak se 
povećava ako grejder sa prednje strane ima rijač za raskopa- 
vanje zemlje, ili ako ima mali čeoni raonik (priključno oruđe). 


dl se 
. a = “ R ke e ju bž 
POGONI a 


SI. 8. Motor-grejder na planiranju donjeg sloja, sa uređajem za automatsko 
održavanje nivelete elektronikom 


Primenljivost grejdera i njegov kapacitet povećavaju se pri- 
menom priključnih oruđa (buldozerski nož, rijač, nož za čišće- 
nje snega i transporter sa gumenom trakom). Mesto originalnog 
noža primenjuje se nož tanjurastog oblika (diskos) koji rotira 
i zaseca zemlju, koja se zatim pomoću transportera izbacuje 
u stranu ili ubacuje u vozila. 

Grejderi su pogodni za: a) skidanje humusa (za tu vrstu 
radova to su odlične mašine, specijalno kada se radi o uklanjanju 
vegetacije), b) izradu škarpi (kosina) i kanala (veoma su pogodni 
za otvorene jarkove u lakom zemljištu, za rigole, kao i za niske 
škarpe sa deponovanjem materijala sa strane), c) iskop i nasipa- 
vanje (izrada puteva), d) popunjavanje iskopa (deponija), e) lako 
skidanje materijala (iskop posteljice sa deponijom sa strane), 
f) mešanje različitih materijala (mešanje prethodno usitnjenih 
materijala i razastiranje u tankim slojevima), g) izrada bitu- 
menskih zastora (razastiranje mase u tankim slojevima) i h) čiš- 
ćenje snega. 

Utovarivači (utovarne mehaničke lopate) služe za utovar 
materijala u transportna sredstva, a po potrebi mogu kopati i 
utovarivati lak 1 sipak materijal. Sastoje se od traktora na 
gusenicama ili na pneumaticima, na kojima je montirana kašika 
sa polugama i hidrauličnim komandama. Po konstrukciji i načinu 
rada ima ih više vrsta: utovarivači sa čela, utovarivači preko 


0,67m* 32kW 134m? 57kW 2,7 m“ 84 KW 


5.4 mi 17SKW 


SI. 9 Familija utovarnih mehaničkih lopata zapremine kašike 0,67-.-92m? i 
snage motora 31,6-:430,6kW (43--.585KS) 
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glave i utovarivači sa koficama. Utovarivači sa samo jednom 
kašikom imaju zapremine kašike 0,3---3,5 m*, a snagu motora 
44--.66 kW/m* zapremine kašike. 

Teži se da im se pokretljivost poveća, što se postiže kon- 
strukcijom dvodelne šasije. Za potrebe hidrogradnje konstruišu 
se kašike do 6,00 m? zapremine, sa snagom pogonskog motora 
do 276kW. Sve veća je orijentacija na utovarivače na gu- 
menim točkovima (pneumaticima). 

Utovarivači sa čela kretanjem napred zahvataju materijal 
lopatom i izdižu ga do visine transportnog sredstva, pri tome 
se ili okreću ili kreću unazad da bi materijal istovarili u 
transportno sredstvo. Mana im je da se ne mogu obrtati na 
mestu kao bageri. Pogodni su za utovar materijala sa depo- 
nija, ukoliko ne postoje silosi (sl. 9, 10 i 11). 
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Sl. 10. Konstrukcija mehaničke utovarne lopate sa zglobnom šasijom, zapre- 
mine kašike 6,0m? 


SL 11. Utovarna lopata EIMCO 21 
za rad u tunelu, na pneumatski pogon 
i utovar preko čela 


Utovarivači za utovar preko glave. Za razliku od utovarivača 
za utovar sa čela ovi utovarivači prebacuju natovarenu lopatu 
preko glave vozača da bi je istovarili. Time oni dobijaju na 
brzini rada, jer posle hoda unapred vozilo ne treba da se 
obrće. Po svojoj konstrukciji razlikuju se dva tipa: prvi, lakše 
konstrukcije, za rad sa sipkim materijalom i drugi, koji je 
teške konstrukcije i specijalno je konstruisan za rad u maj- 
danima. Za rad u majdanima primenjuju se isključivo utovarne 
lopate na gusenicama. 

Razvoj konstrukcije mehaničkih utovarnih lopata teži ka 
povećanju snage pogonskog motora i u vezi s tim povećanju 
zapremine kašike. One su na pneumaticima sa niskim pritiskom, 
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imaju dvodelnu šasiju vezanu zglobom i veoma su pokretljive, 
zahvaljujući hidrauličnim komandama. U pogledu dometa one 
se izjednačuju sa hidrauličnim bagerima i osnovna razlika jest 
samo u robusnosti konstrukcije i u donjem stroju koji u ba- 
geru velike moći leži na gusenicama. Mehaničke utovarne lopate 
imaju zapreminu kašike 6,00.--9,20 m?. 

Specijalne mehaničke utovarne lopate (mašine) mogu da 
posle prebacivanja lopate preko glave lopatu okrenu u stranu, 
tako da mogu puniti vozila sa strane. 

Učinak mehaničke utovarne lopate u m>/h izračunava se 
prema obrascu: 

60 
U,=—k,k,q, l1 
deka pd (11) 
gde je T. ukupno trajanje radnog ciklusa u min, k, koefici- 
jent iskorištenja radnog vremena, k, koeficijent punjenja, a 
q učinak u jednom radnom ciklusu. 

Ukupno trajanje ciklusa T. iznosi: za utovarivač sa čela 
75.--90 s, za utovarivač preko glave 60---75 s, za lopatu sa ure- 
đajem za obrtanje glave 30.:-60s. U tabl 13 dan je pregled 
primene mašina za iskop u suvom. 


Tablica 13 
PREGLED PRIMENE MAŠINA ZA ISKOP U SUVOM 


T Razastiranje 
Iskop | Utovar i 


Mašina Transport i Način 
| planiranje iskopa 
Bager sa čeonom sa. 
kašikom * * u visinu 
Bager sa dubin- TI 51 : 
skom kašikom' Gal * u dubinu 
* 


Bager sa skreper- ' 
o pesa %* | delimično u dubinu 
Bager sa zahvat- M T E 
aL atiBoši * * delimično u dubinu 
Teleskopski j KR u visinu i 
bager * * l Nehteinjo | u dubinu 
pa ao. EH RO o < m. manje | 
Buldozer * — | delimično * u slojevima 


Skreper * * * * u slojevima 
Grejder * | delimično * u == 
krave soon * * | delimično u visinu 


varna lopata 


Mašine za iskop i radove u steni obuhvataju pneumatski 
alat i pribor te bušaća kola. Pogon im je na sabijeni vazduh 
(v: Bušaći čekići, TE 2, str. 551, v. Kompresori, TE 7, str. 221). 


MAŠINE ZA SABIJANJE TLA 


Intenzivna izgradnja nasutih zemljanih brana početkom 
ovog stoljeća dovela je do naglog razvoja mašina za sabijanje 
tla Na gradnjama prastarih brana u Indiji iskorištava se 
isključivo ljudska radna snaga. Uz ručno kopanje zemlju su 
prenosili kuli (nosači) u kotaricama na glavi, uglavnom žene, 
i nabijali je bosim nogama. 

U SAD (od 1922. god.) problem sabijanja tla obrađivan je 
na naučnoj bazi. Od 1901. 'do 1922. god. zemlja se sabijala 
valjcima sa stočnom vučom. Na branama Tabeaud i Jackson 
Creek zemlja se sukcesivno nasipavala u tankim slojevima i 
valjala. Primećeno je da konjska kopita i naplaci na kolima 
znatno povećavaju sabijanje. Prvi valjci (tzv. ježevi) primenjeni 
su 1922. god. u Kaliforniji. Od 1922. do 1934. god. sve brane 
u Americi nabijane su tim valjcima i od tada se ježevi smatraju 
klasičnim sredstvom za sabijanje tla. A. Hasen i R. R. Proctor 
postavili su tih godina temelje naučnim metodama sabijanja 
tla. : 

Poslednjih godina pojavili su se vibracioni valjci i valjci na 
pneumaticima, koji su se brzo raširili u SAD, a odatle i po 
drugim zemljama, naročito u Francuskoj. 
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Svrha nabijanja tla jeste da se skrati vreme sleganja i da 
se poveća nosivost nasutih slojeva ili prirodnog tla. Valjanje 
povećava gustinu tla. 

Mašine koje se primenjuju za sabijanje tla dele se na statičke 
i dinamičke. Po pravilu su statičke mašine bolje za sabijanje 
koherentnih materijala, dok su dinamičke povoljnije za sabijanje 
nekoherentnih materijala. Podela mašina za sabijanje tla data 
je u tabl. 14. 


Tablica 14 
PREGLED MAŠINA I SPRAVA ZA SABIJANJE TLA 


Mašine sa statičkim dejstvom (valjci) 


sa jednim valjkom 
sa tandem-valjcima 
sa tri valjka 

sa tri osovine 


Glatki valjci 


Ježevi 

Kompaktori 

Valjci sa segmentima 
Valjci sa mrežom 


Posebne mašine 


Mašine sa dinamičkim dejstvom 


Ručni nabijači 


bez pogonskog motora Ploče za nabijanje 


Nabijači 
Eksplozijski nabijači 


sa sopstvenim pogonom Mah nabijači 


Vučeni vibrovaljci 
Dvojni vibrovaljci 
Tandem-vibrovaljci 
Troosovinski vibrovaljci 
Vibracioni ježevi 
Vibracioni kompaktori 


Vibratori sa balastom 


Vibracione mašine 
za površinsko 
nabijanje 


Male vibroploče 
Kombinovane vibroploče 
Velike vibroploče 
Mamut-vibratori 


Vibratori skakavci 


Vibracione mašine za dubinsko vibriranje 


Jež se sastoji od glatkog valjka, kome su po površini 
zavarene noge (stariji tipovi) ili bodlje radi prodiranja u nasutu 
zemlju sabijanja. Valjak je izrađen od lima debljine 15-::30 mm, 
sa zatvorenim stranama, pa se može puniti vodom ili vodom i 
peskom. Dužina nogu (bodlji) jest 18---23 cm okruglog ili kvad- 
ratnog preseka (kao srubljeni čun ili piramida), a izrađene su 
tako da ne čupaju zemlju prilikom gaženja. Noge (bodlje) su 
raspoređene tako da ih na kvadratni metar omotača dolazi 
10---12. Ima specijalnih konstrukcija, u kojima se noge (bodlje) 
mogu odstranjivati pa se dobija za potrebe transporta gladak 
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valjak. Po masi i nameni ježevi su: a) ježevi srednje mase 
2...4t, kojima je prečnik valjka (bez nogu ili bodlji) 1,00 m, 
dužina valjka 1,20m, a dužine nogu (bodlji) 0,18 m; b) ježev: 
mase 8---+14t, kojima je prečnik valjka (bez nogu ili bodlji) 
1,50 m, dužina valjka 1,50 m, a dužina nogu (bodlji) 0,23 m. 

Obično se valjanje retko izvodi samo sa jednim valjkom, 
nego sa grupom od dva, tri ili četiri valjka zajedno. Valjci 
moraju da imaju mogućnost prilagođavanja neravninama na 
nasipu i zato su međusobno vezani pomoću zglobova (si. 12). 

Gustina sabijene zemlje raste sa brojem prelaza ježeva i 
asimptotski se približava nekoj određenoj granici. Porast gustine 
ekonomičan je do tzv. ekonomičnog broja hodova. Za svaki rad 
u praksi treba izvršiti prethodne probe, obično na tzv. pro- 
bnom polju. 

Debljina nasutog sloja ne sme da bude veća od 1,20D, 
gde je D dužina noge (bodlje). U početku rada na nabijanju 
one se potpuno ubadaju u nasip, pri kraju nabijanja jedva 
u njega prodiru. Brzina hoda pri valjanju (ukoliko je u ra- 
zumnim granicama) nema uticaj na kvalitet nabijanja. 

Vučna sila kretanja valjka jest funkcija tla (koje se nabija) 
i brzine kretanja. U prvoj aproksimaciji može se računati sa 
srednjom veličinom potrebne vučne sile koja je jednaka 25% 
od težine valjka za slabo koherentno zemljište, odnosno 40% 
od te težine za jako koherentno zemljište. 

Valjak na pneumaticima sastoji se od čeličnog sanduka, 
koji leži na više gumenih točkova. Sanduk se puni vodom, 
peskom ili tegovima. U naročito teškim modelima, da sanduk 
ne bi bio odviše glomazan i valjak teško pokretljiv, opte- 
rećuje se isključivo tegovima. Za obezbeđenje podjednakog 
prenošenja opterećenja na tlo postoji uređaj za jednaku ras- 
podelu tereta na sve točkove, bez obzira na neravnosti zem- 
ljišta. U protivnom može doći do nejednakog opterećenja 
točkova i neravnomernog sabijanja tla, a sem toga će se i 
preopterećene gume preterano zagrevati i trošiti. Postoji više 
uređaja koji su većinom patentirani, npr. Albaret, sa prenosom 
opterećenja pomoću kablova i koturača te hidrauličkih uređaja. 

Valjci na pneumaticima prema svojoj masi čine tri grupe: 
a) valjci mase 5--+15t, koji imaju grupisane točkove u dva 
reda. Veličina guma je obično 7,50 x 15". Oni se upotre- 
bljavaju uglavnom pri građenju puteva. Raspodela opterećenja 
zbog velikog broja točkova nije podjednaka (sl. 13). b) Valjci 
mase 45---50 t, kojima je masa kad su prazni obično 11---14t. 
Oni uglavnom imaju po četiri točka u jednom redu sa ure- 
đajem za raspodelu tereta pomoću užeta i koturača. Gume 
su im veličine 18,00 x 24" sa 24 uloška. Sanduk može biti 
od jednog komada ili podeljen na dva, odnosno četiri dela. 
Ovi valjci imaju široku primenu pri građenju visokih nasutih 
brana, sletno-poletnih staza na aerodromima i građenju puteva. 
€) Valjci mase 100---200t, koji su konstruisani specijalno za 
građenje aerodroma i njihova primena je dosta ograničena. 

Pri istoj masi valjka sabijanje će biti jače ukoliko je unu- 
trašnji pritisak u gumi veći zbog većeg specifičnog opterećenja 
na tlo. Pritisak točka je približno ravan unutrašnjem pritisku 


SI. 12. Samohodni vibracioni jež, mase 9,0t, snage motora 823kW (112KS) 


sa 2500min 


SL 13. Kompaktor sa 4+5 pneumatika, mase 9,0--:271 i snage _ motora 
70,7kW (96KS) 
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u gumi i znatno je manji od pritiska koji može ostvariti jež. 
Upoređenje ovih dveju vrsta valjaka dosta je delikatno, jer 
im je način dejstva različit. Gume ne ubadaju u nasip i ne 
lome njegove čestice. Sabijanje se upotrebom valjaka na pne- 
umaticima ostvaruje približavanjem čestica, bez većeg kretanja 
jednih prema drugima, te se njihovo dejstvo prema tome pri- 
bližava dejstvu konsolidacije, a uloga vremena čini se, pri tome 
ima neku važnost. Zato je važno da brzina kretanja valjka 
na pneumaticima bude malena, pogotovo onih najtežih. 

Proračun učinka polazi od količine energije sabijanja, koju 
prima svaki kubni metar zemlje. Tipizaciju sabijanja u labo- 
ratoriji postavio je R. R. Proctor. Malj mase m pada 75 puta 
sa određene visine h. Tako se predaje uzorku zapremine _ V 
energija sabijanja C u J/m*: 


_ 759 hG 
m: 

Na gradilištu se energija sabijanja može odrediti pomoću 
obrasca: 


(12) 


nZ 

bd" 
gde je n broj prelaza valjka po jednoj traci, Z efektivna vučna 
sila na kuki traktora, b korisna širina valjka, d debljina sloja 
posle nabijanja. 

Vibracioni valjci. Masa vibracionih valjaka jeste 340---5000 kg. 
Njihova je frekvencija 20-75 Hz (1200---4500 min -!'). Tokom 
rada može se isključiti vibrator te ovi valjci dejstvuju kao 
statički valjci. Masa je takvog valjka znatno manja te zahteva 
manju vučnu silu. Vibracioni valjci uspešno sabijaju nevezani 
materijal debljine nasutog sloja do 0,40m sa samo nekoliko 
prelaza, a uz to mogu sa uspehom valjati i slabo vezane 
materijale. Rezultati ispitivanja uporednog dejstva statičkih i 


C (13) 


Sl. 14. Glatki vibracioni valjak, mase 9,1t, snage motora 69,9kW 
(95KS), sa 2300 min" 


SI. 15. Dvojni vibracioni valjak na hidraulični pogon, mase 7,0.-.8,5t 
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dinamičkih valjaka pokazali su da mali vibracioni valjak mase 
340 kg, prečnika 570mm, sa specifičnim opterećenjem od 
0,48 MPa _ (4,8 kp/cm?) jednim prelazom postiže identično 
dejstvo kao i statički glatki valjak profila 800---1600mm sa 
2-...3 puta većim pritiskom pri valjanju peska srednje krupnoće 
(sl. 14, 15, 16). 


Sl. 16. Shema samohodnog vibracionog valjka. / pogonski motor, 2 pogonska 
pumpa, 3 hidraulična pumpa za vožnju, 4 hidraulična pumpa za vibriranje, 
5 hidraulična pumpa za upravljanje, 6 ventil za upravljanje, 7 hidraulični 
motor za vibriranje, 8 cilindar za upravljanje, 9 hidraulični motor za vožnju, 
10 trobrzinski prenos, 11 kardanski zglob, 12 diferencijal i 13 planetarni prenos 


Dejstvo vibracionog valjka u dubinu znatno je veće od 
dejstva statičkog valjka. Optimalne su frekvencije vibracionih 
valjaka oko 40Hz. Iz ekonomskih razloga smatra se da je 
optimalan broj prelaza 3---5, jer sa povećanjem broja prelaza 
ne raste ekvivalentno i sabijenost. 

Kada će se koja vrsta valjaka primeniti, zavisi prvenstveno 
od geomehaničkih uslova, zatim od tehničkih uslova i propisane 
tehnologije, i od drugih specifičnih uslova. 

Redosled izbora mašina za sabijanje tla u zavisnosti od 
geomehaničkih uslova vidi u tabl. 15. 


Tablica 15 
PREGLED POVOLJNOSTI MAŠINA ZA SABIJANJE TLA 
Redosled mašina za Optimalna 
Boda Vrsta zemlje sabijanje prema vlažnost 
asifikacija povoljnosti % 
Atića ranulirami vibracioni valjak I 
A-I-B 8 terijal pneumatski valjak 7.15 
pos Meta, glatki valjak 
granulirani vibracioni valjak 
A-24 do 7 materijal sa pneumatski valjak 9...18 
zemljom glatki valjak 
fini čisti pneumatski valjak 
a3 pesak glatki valjak 9-15 
jež 
a-4 prašina pneumatski valjak 10---20 
glatki valjak 
lastiči M 
slastićna vibracioni valjak 
A-5 prašina pneumatski valjak 10.--35 
glatki valjak 
prašinasta jež 
A-6 . glina pneumatski valjak 10-::30 
ilovača glatki valjak 
elastična pra- jež 
Dao Šinasta glina vibracioni valjak 20-35 
A-7-6 glina pneumatski valjak 15...35 
glatki valjak 


Ostale mašine za sabijanje tla. Pored navedenih mašina u 
primeni su i obični glatki valjci (cestovni valjci). Cestovni 
valjak ima više mana: teško se penje sa jednog sloja na 
drugi; teško se kreće po nasutom materijalu, osobito ako 
je sloj deblji; dejstvo sabijanja takvog valjka prodire na 
manju dubinu; pri valjanju tim valjkom može doći do guranja 
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nasutog materijala. Ova vrsta valjka je pogodna za valjanje 
lomljenog kamena i krupnog šljunka. Pri optimalnoj vlažnosti 
materijala može valjak sa tri osovine mase 10t uvaljati sloj 
debljine 0,10m sa 3---6 prelaza. 

Druga vibraciona sredstva su nabijači kao npr. vibrosoli i 
vibracione ploče. Pogon im je sa motorima sa unutrašnjim 
sagorevanjem. Imaju ugrađen vibrator sa 1200 min -!, prilikom 
rada sami se kreću unapred (poskakuju), a održavanje pravca 
kretanja postiže se upravljačem (Delmagove žabe). 


MAŠINE ZA PRERADU KAMENA I ŠLJUNKA 


Drobilice za kamen (v. Drobljenje, TE 3, str. 395). Pri preradi 
kamena u betonski agregat redovno nije moguće jednom ope- 
racijom dobiti željeni granulometrijski sastav, nego se mora 
pribeći drobljenju u nekoliko uzastopnih faza: primarno drob- 
ljenje, sekundarno drobljenje i korekcija. 

Primarno drobljenje obuhvata preradu sirovog materijala 
(obično neposredno iz majdana, šljunčare ili pozajmišta) do 
usitnjenja 70-100 mm. 

Sekundarno drobljenje obuhvata dalji stepen prerade do 
usitnjavanja u najsitnije frakcije (samo u ograničenim koli- 
činama). Gotovo je redovno da krupnijih frakcija ima odviše, 
a sitnijih premalo. 

Korekcija (kompenzacija) je treći stepen drobljenja i ona 
obuhvata dalju fazu prerade viška krupnijih frakcija da bi 
se popunio manjak u sitnim frakcijama. 

Za primarno drobljenje služe čeljusne ili konusne drobilice 
(kružne drobilice). Za sekundarno drobljenje primenjuju se 


| Primarno Sekundarno : 
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SI. 17. Izbor i primena sredstava za drobljenje, mlevenje i presejavanje 
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čeljusne, kružne drobilice (tzv. granulatori) i udarne drobilice. 
Za korekciju, tj. preradu krupnijih suvišnih frakcija u sitnije, 
služe mlinovi sa valjcima, kuglama ili šipkama, mlinovi čeki- 
ćari i male kružne drobilice (žirosfere). 

Drobilična postrojenja i separacije. Pri snabdevanju gradi- 
lišta betonskim agregatom nije moguće primeniti samo jednu 
ili poneku mašinu za drobljenje ili prosejavanje, jer ni jedna 
zasebna pojedinačna mašina ne može dati traženu granulaciju. 
Sem toga, pri eksploataciji majdana ne bi bio ekonomičan 
postupak koji bi davao veoma sitan kamen, nego se redovno 
odabire postupak kojim se dobija dosta krupan kamen, koji 
se utovaruje bagerima kašikarima (zapremina kašike do 2,3 m? 
s otvorom čeljusti na drobilici od 1200---1500 mm), a transpor- 
tuje se teškim kiperima ili istovarivačima pozadi. Na taj način 
se štedi na troškovima bušenja i na eksplozivu, pri čemu se 
glavni zadatak poverava primarnim drobilicama, koje treba da 
dalje usitnjavaju kamen. 


o, Specifična 
Specifični potrošnja | Abanje 
. Usit- učinak energije 
Vrsta mašina Okretaji njavanje 
m>/h kWm_'h-!| gf 
min_! ho dobopab oh obolo jso 
Obične čeljusne drobilice | 250-+-320 | 1:3--1:4 | |, 
Čeljusne drob PEME NJE 1% 200 Dein i =a m 
sa klatnom sekundarne | 200.--300 j1:5: 1:7 if Been : 


JI 

Udarne čeljusne drobilice 375 1:5--.1:4 LJ H u 

Konusne drob primarne 300 1:20 i 
+ 

Konusne drob. sekundarne | 300--750 [1:6--1:10 mi ma 


300-750 | 1:12 Bi mu 


Konusne drob. žirosfere 


| 
Mlinovi sa valjcima 600-100 | 1:3--.1:4 | 
Mlinovi sa šipkama I _ [do 1:50 NU | 7,35 kwm hn" u 
Mlinovi čekićari 500.-2500| 1:30 NE LJ š L | 
Udarni mlinovi 200.-.1400| 1:30 LI 


iL 


SI. 18 Karakteristika mašina za preradu kamena 


Izbor mašina. Za izbor mašina mjerodavni su podaci koji 
su dati na sl. 17 i sl. 18. Primenom konusnih drobilica može 
se postići veći stepen usitnjavanja uz povoljniji oblik zrna, 
ali one zahtevaju znatno veću visinu celog postrojenja. Ova 
vrsta drobilica ne zahteva uređaje za hranjenje, ali su takvi 
uređaji neophodni za čeljusne drobilice. Konusne drobilice 
nemaju prazan hod, što nije slučaj sa čeljusnim, koje moraju 
imati teške zamajce, da bi im rad bio ravnomerniji. Na izbor 
mašina utiče i vrsta kamena koji će se drobiti. 

O spravljanju betona, mešalicama za beton, pumpama za 
beton i mašinama za obradu betona v. Beton, TE 2, str. 1. 


MAŠINE ZA TRANSPORT I VUČU 


Poslednjih trideset godina primenjuju se u SAD transportna , 
sredstva van koloseka, koja služe za zemljane radove većeg 
obima, i za radove na izgradnji puteva. Za razliku od drumskih 
vozila i kamiona, vozila van javnih puteva takva su trans- 
portna sredstva koja se mogu kretati po svakom terenu (zem- 
ljani put, usek, nasip ili pozajmište) U ovu grupu vozila 
dolaze damperi, istovarivači pozadi i istovarivači kroz dno. 
Poslednjih godina ova se vozila primenjuju i u Evropi. 

Tipovi vozila. Osnovna razlika između drumskih vozila i 
vozila van javnih puteva u njihovoj je robusnosti i brzini 
kretanja. Drumska vozila imaju odnos mase konstrukcije prema 
masi korisnog tereta 0,7---0,8, dok u vozilima van javnih puteva 
taj odnos jest oko 1. Za drumska vozila potrebna je snaga 
15kW za tonu korisnog tereta, dok je kod vozila van javnih 
puteva potrebno 9--:11 kW. Zato su drumska vozila skoro dva 
puta brža, ali i znatno osetljivija. U pogledu gabarita vozila 
van javnih puteva nisu toliko vezana za postojeće propise 
drumskog saobraćaja. Moderna tehnika proizvodnje vrlo velikih 
guma omogućila je izradu vozila koja su u stanju nositi i do 
200 t. Pored navedenih vrsta vozila ovamo se ubrajaju i skreperi, 
koji su i mašine za iskop i utovar i vozila van javnih puteva. 
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Damperi su manja vozila, nosivosti 3--:7t, zapremine koša 
do 40m*. Damperi imaju krutu vezu motora sa menjačem 
i diferencijalom. Zadnja osovina je pogonska i ona ima velike 
pneumatike, koji ujedno preuzimaju i ulogu gibnjeva i amorti- 
zera. Sedište vozača je obično tako podešeno da se može u 
toku rada obrtati za 180%, što omogućava vožnju u oba 
smera bez okretanja vozila. Istovaruje se odjednom oslobađanjem 
koša koji stoji u labilnoj ravnoteži. Lakim trzajem vozila koš 
se vraća u prvobitni položaj. Imaju veoma mali poluprečnik 
okretanja, do 3,0m, a brzine vožnje su do 24km/h. Pogodni 
su za prevoz bilo kojeg materijala, prvenstveno zemlje i kamena, 
a primenjuju se uglavnom za radove manjeg obima. Zbog 
visokog položaja težišta, dosta su nestabilni te treba voditi 
računa da poprečni nagib puta ne bude prevelik. To isto važi 
i za kretanje na velikim usponima (sl. 19). 


SI. 19. Mini damperi za unutrašnji prevoz na gradilištu 


Istovarivači pozadi. To su teška vozila, pogodna za savla- 
đivanje najtežih radova u građevinarstvu, a naročito u rudarstvu. 
Izrađuju se za 9---70t nosivosti, sa sandukom zapremine 
6-33m*. U građevinarstvu se upotrebljavaju uglavnom do 
35t nosivosti (oko 22m?). U manjim modelima, do 101, 
zadnja pogonska osovina ima dve gume, u srednje teškim 
vozilima postoje dve pogonske osovine sa po dve dvojne 
gume. Pražnjenje sanduka unazad obavlja se aktiviranjem teških 
hidrauličnih dizalica (jedne do dve). Operacija pražnjenja (isto- 
vara) traje 36-:-90 s. Pri radovima sa kamenom primenjuje se 
specijalna konstrukcija sanduka sa uloškom od hrastovine radi 
amortizacije udara većih komada. Za rad zimi imaju uređaj za 
odmrzavanje. Sanduk ima duplo dno, koje se zagreva gasovima 
iz motora. Vozačka kabina zaštićena je štitom, koji je preko 
nje prevučen, tako da je omogućen bezbedan rad i uz bagere 
sa velikom kašikom. Da bi rad sa utovarnim sredstvima bio 
ekonomičan, treba da je zapremina sanduka 3-::6 puta veća 
od kašike utovarnog oruđa. Radi lakšeg rukovanja u toj vrsti 
vozila ugrađuju se hidraulični ili električni servomotori (sl. 20). 

Istovarivači kroz dno. U takvoj vrsti vozila sanduk je vezan 
sa vučnim traktorom preko sedla. I to su teška vozila, pogodna 


SI. 20. Istovarivač pozadi (damper), nosivosti 401. snage motora 312,8k W 
(425KS), zapremine koša 19m? 
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za teške zadatke. Izrađuju se za 10--:60t nosivosti, tj. do 
zapremine sanduka do 30 m*. Pražnjenje se obavlja otvaranjem 
dna po celoj dužini pomoću hidrauličnog uređaja. Vreme istovara 
je nešto kraće nego u istovarivačima pozadi, jer se istovariti 
može još dok je vozilo u pokretu. Za tu vrst vozila može se 
računati sa opterećenjem pogonske osovine do 50% od ukupne 
mase vozila, dok se za istovarivač unazad može računati sa 
80%. Zato istovarivači kroz dno, zbog manje adhezione mase, 
mogu savladati uspone do 10%, a damperi i istovarivači po- 
zadi uspone i do 20% (sl. 21). 


SI. 21. Istovarivač kroz dno, nosivosti 25t, snage motora 220,8kW (300KS), 
zapremine koša 15m? 


Traktori na pneumaticima. Traktori na pneumaticima raz- 
vili su se zahvaljujući razvoju guma velikih dimenzija. Za 
razliku od traktora na gusenicama, oni mogu da razviju velike 
brzine uz dovoljnu vučnu snagu, što im u mnogome daje 
prednost. Oni ne isključuju traktore guseničare, nego se nado- 
punjuju. Neosporno je da traktori guseničari imaju prednost 
kada se radi o savlađivanju velikih uspona i pri radu na 
vrlo mekom terenu, jer imaju znatno veću površinu naleganja. 

Veliki pneumatici za motorna vozila namenjena nošenju 
velikih tereta po zemljištu svih vrsta, kombinovano sa primenom 
brzohodnih dizel-motora, doveli su do revolucije u metodama 
izvođenja zemljanih radova. Osnovni razlog ovome je jedno- 


.stavan. Gume velikih dimenzija imaju male unutrašnje pritiske. 


Usled toga nastaje naleganje veće površine na tlo, zbog čega 
se guma ne useca nego pliva i prianja na neravnosti podloge. 
Na taj način se povećava adhezija, što povećava vučnu silu, 
odnosno otežava pojavu klizanja, tako čestu pri drumskim vo- 
zilima sa visokim pritiscima u gumama. Time je omogućeno 
kopanje, transport i planiranje po svim terenima i postizanje 
znatnih brzina po privremenim saobraćajnicama. 

Pneumatici su veoma brzo postali neophodni za transportne 
daljine — 2000 m zbog ekonomičnosti. Vozila na pneumaticima 
se dopunjuju vozilima sa vučom na gusenicama i redovno su 
neekonomična na kraćim daljinama, jer ne mogu doći do 
izražaja svi visoki kvaliteti ove vrste vozila. 

Konstrukcija pneumatika. Spoljna površina gume, koja naleže 
na tlo, ima specijalno oblikovano gazište, što je rezultat opsežnih 
proučavanja uslova eksploatacije (sl. 22). 

Razlikuju se sledeći tipovi guma: gume za nošenje tereta, 
gume za vuču, gume za rad u kamenu. 

Gume za nošenje tereta imaju oblik pravilno raspoređenih 
pločica ili dugmadi na gazištu. Taj model odlično nosi teret 
i dobro prenosi trenje na tlo. Njihova je specijalna primena 
za osovine koje nisu pogonske, kao što su osovine na vučenim 
skreperima, gume na valjcima sa pneumaticima i sl. Te gume 
su pogodne za samohodne skrepere pri radu na peskovitom 
ili šljunkovitom zemljištu, ili na mekom terenu. 

Gume za vuču imaju veoma izražena rebra koja nisu za- 
tvorena. Takva rebra omogućuju najveće iskorišćenje vučne 
sile. Same se čiste od blata i ilovače. Preporučuju se za samo- 
hodre skrepere i grejdere u najrazličitijim uslovima pogona, a 
za samohodne skrepere sa jednom pogonskom osovinom za 
vlažno i glinovito zemljište. 

Gume za radove u kamenu imaju veoma razmaknuta ali 
zatvorena rebra. Svrha im je da što više štite skelet gume, 
da obezbede veliku sigurnost protiv habanja bez smanjenja 
sposobnosti prenošenja vučne sile. Specijalna im je primena za 
istovarivače pozadi pri radovima u majdanima i na stenovitom 
terenu te za skrepere na zemljištu sa škriljcima. 
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SI. 22. Pneumatici sa niskim pritiskom za građevinske mašine. Primena pneu- 
matika: / i 2 za nabijanje tla valjcima na pneumaticima: 3 za vučene skrepere 
i za prikolice: 4 za vuču teških tereta po javnim putevima i van njih: 5 za 
dugačke transporte van javnih puteva: 6 vučne gume za grejdere; 7 pne- 
umatici za maksimalnu vuču, za buldozere na pneumaticima kada rade kao 
gurači; 8 za rad na zemljištu sa kamenjem daju maksimalan otpor protiv 
zasecanja: 9 teške gume za rad u majdanima, veoma otporne protiv zasecanja; 
10 pneumatici za meko zemljište, sami se čiste; // pneumatici pogodni za 
radove u veoma teškim uslovima za rad u kamenu i na mekom zemljištu 
jer dobro plivaju 


Sastavni delovi pneumatika jesu: peta, skelet, sloj za ras- 
podelu naprezanja, gazište i vazdušna komora. 

Peta ima uloške od čeličnih žica, koje su uklopljene u 
gumeni omotač sa unutrašnje strane zida. Svrha joj je da 
omogući dobar ležaj u obruču (felgi). 

Skelet se sastoji od više uzastopnih uložaka tkanine, danas 
većinom od sintetičkih materijala. Oni su međusobno odvojeni 
tankim slojevima gume. Svrha je skeleta da armira gazište, 
te da ga tako načini trajnim i sposobnim za prijem naprezanja 
za vreme vožnje. 

Sloj za raspodelu naprezanja i amortizaciju udara sastoji 
se od grubog pletiva i služi kao pokrivač skeleta. 

Gazište se izrađuje od gume specijalnog kvaliteta otporne 
na habanje. Ima obrađenu površinu prema nameni gume i 
služi za nošenje tereta i obezbeđenje prenosa vučne sile motora. 
Debljina habajućeg sloja zavisi od uslova rada, jer taj sloj 
mora da bude u stanju da primi sve udare, čupanja i zasecanja. 

Vazdušna komora, tj. unutrašnja guma, ima zadatak da drži 
vazduh pod pritiskom. 


Drumska vozila. Uslovi rada drumskih vozila daleko su 
povoljniji od uslova za vozila van javnih puteva, zbog čega 
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ona mogu da budu mnogo slabije konstrukcije, s gumama 
mnogo manjih dimenzija, imaju obavezno gibnjeve, a često i 
amortizere. Drumska vozila imaju brzinu kretanja oko dva puta 
veću nego vozila van javnih puteva. Zbog potrebe za većom 
vučnom snagom drumska vozila imaju i veću snagu motora po 
neto toni nosivosti. 

Za potrebe građevinarstva dolaze u obzir sledeći tipovi 
drumskih vozila: laka kombinovana kola, laki kamioni, ka- 
mioni srednje težine, teška vozila. 

Laka kombinovana kola (kombi-vozila) mogu služiti za potrebe 
servisa, za brze transportne usluge i za prevoz osoblja. No- 
sivost im je oko 1,5t. 

Laki kamioni obično imaju uređaj za mehanički istovar 
istresanjem, a nosivost im je 3--5t. 

Kamioni srednje težine najčešće imaju mehanički uređaj za 
istovar, a nosivost im je 5--:7 t. 

Teška vozila (kamioni) retko imaju uređaj za mehanički 
istovar, jer su predviđena za duže vožnje, gde vreme utovara 
i istovara nije bitno. Ova vozila imaju ugrađeni priključak 
za prikolicu, tako da se obrazuje vučni voz. To se ostvaruje 
pomoću kuke, ili specijalnog okretnog sedla (tip Federal). No- 
sivost im je 10, 15, 20, 25 i više tona. 

Ovamo treba da se dodaju i specijalne prikolice za prevoz 
opreme i mašina, nosivosti do 50t, vezanih za tegljač preko 
sedla. 

Posebna grupa jesu specijalna vozila za prevoz vode i goriva 
(auto-cisterne, obično nosivosti 3---5t), zatim vozila za prevoz 
cementa (silos-kamioni) i vozila za transport betona (trak- 
mikseri). 

Transport na koloseku, transportne trake i žičane železnice 
obrađeni su u posebnim člancima (v. Željeznice, v. Žičare). 


Mašine za prenos i dizanje. Za razliku od transportnih 
sredstava, kojima je glavni zadatak savlađivanje daljina uz 
eventualno istovremeno savlađivanje visina u znatno manjoj 
meri, mašine za prenos i dizanje i podižu i prenose teret. 
Materijal dopremljen sa većih udaljenosti obično se nakon 
dolaska na gradilište pretovaruje u dizalice i prenosnice da bi 
se ugradio ili prethodno preradio. Mašine za prenos i dizanje 
skoro su isključivo za unutrašnji transport, na gradilištu. One 
mogu biti sredstva i uređaji za dizanje tereta i sredstva i 
uređaji za dizanje i prenos tereta (v. Prenosila i dizala, v. Vuča). 


Mašine za radove na putevima. Nagli razvoj drumskog sao- 
braćaja zahteva povećanje osovinskih pritisaka, što postavlja 
posebne uslove u tehnološkom procesu građenja puteva. Pri 
mehanizovanju procesa posebno se rešava donji stroj (podloga), 
a posebno gornji stroj (zastor). Za izvedbu donjeg stroja posebno 
je pitanje stabilizacija tla kada se radi o iskorištenju lokalnih 
materijala. Pri izradi zastora postoje specifičnosti kada se radi 
o betonskim kolovozima u poređenju sa kolovozima od ugljo- 
vodoničnih veziva. 

Pri izradi modernih kolovoza za intezivan saobraćaj i velike 
eksploatacione brzine zahteva se velika preciznost izrade i izvan- 
redan kvalitet. Radi toga je neophodno da se materijal priprema 
u centralnim pogonima (slično kao za betonske brane), u 
fabrikama betona kada se radi o betonskim kolovozima, ili u 
asfaltnim bazama kada se radi o tzv. crnim kolovozima. 
Jedino će se na taj način moći ostvariti potrebna homogenost 
materijala, koja je preduslov za ujednačenost kvaliteta. U vezi 
s tim postavlja se i problem mehanizovanja celog tehnološkog 
procesa, jer je primena ručnog rada izvor slabog i neujedna- 
čenog kvaliteta, te se zbog toga mora izbegavati. 

Sem izgradnje novih puteva dolazi u obzir i održavanje 
putne mreže. Za tu vrstu radova postoje i odgovarajuće mašine. 
O mašinama za zemljane radove, odnosno mašinama za radove 
u steni v. Cesta, TE 2, str. 600. 


LIT.: A. Gabay, Les engins mćcanique de chantier. Th. Gauthier, 
Lausanne 1953. — H. Nickols, Moving the earth. North Castle Books, 
Connecticut 21955. — G. Garbotz, Baumaschinen und Baubetrieb. Carl Hanser, 
Miinchen ?1956, 1957. — O. Walch, Baumaschinen und Baueinrichtungen. 
Springer Verlag, Berlin 21956, 1957, 1958. — CTpouTe-IpHbIE MANIHHPI, CIIPA- 
BouHuk, MockBa 21963. — H. K. BDenun, B. FT. Jacuneukuii, OpraHn3arnua 
H TEXHOJIOTHA FHApOMEJIHOpATKBHBIX paGor. Tocu3nar, MockBa 1963. — 
B. Trbojević, Građevinske mašine. Građevinska knjiga, Beograd 1975. 


B. Trbojević 


MEHANIZACIJA LJEVAONICA 


MEHANIZACIJA LJEVAONICA, zajednički na- 
ziv za strojeve i uređaje koji služe u ljevaonicama da bi se 
smanjio fizički napor radnika, poboljšala kvaliteta proizvoda i 
povećala produktivnost. Zbog teških uvjeta rada mehanizacija 
u ljevaonicama ima posebno značenje, a neki ljevaonički po- 
stupci nisu ni mogući bez upotrebe strojeva. U ljevaonici je, 
osim mehanizacije kalupljenja 1 taljenja, osobito važna meha- 
nizacija čišćenja odljevaka, jer su radni uvjeti izrazito teški i 
opasni za zdravlje, te mehanizacija transporta, jer je za pro- 
izvodnju tone odljevaka potrebno transportirati i 50--:200 puta 
veću količinu materijala. 


Bakreni odljevci bili su prvi ljevarski proizvodi (oko «4000. god.). Tada 
se lijevalo u glinene i kamene kalupe. Da bi se poboljšalo izgaranje, već su 
oko « 3000. god. u Mezopotamiji građene peći za taljenje bronce s mjehovima 
za povećanje dobave zraka (sl. 1), a oko +-800. god. u Kini s klipnim upu- 
havanjem zraka (sl. 2) za proizvodnju sivog lijeva. U srednjem vijeku grade 


me ž 


SL. 1. Peć supuhavanjem zraka mjehovima (+— 3000) 


SI. 2. Kineska kupolka (800) 


se peći za taljenje rudače, a lijeva se neposredno iz peći. Tijekom XVIII i 
XIX stoljeća konstruiraju se svi važniji ljevaonički uređaji (kalupilice, kupolke, 
sl. 3, miješalice i sl), a potkraj XIX i početkom XX stoljeća lučne i induk- 
cijske električne peći, te strojevi za lijevanje pod tlakom. Tad započinje me- 
hanizacija ljevaonica (sl. 4). U prvoj polovici XX stoljeća ljevaonice se inten- 
zivno mehaniziraju, a u drugoj polovici automatiziraju. 
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lednokratni kalupi 


E Stalni kalupi 


[ Metalni kalupi | [_ Nemetalni kalupi | 


Pješčani kalupi 


SL 5. Podjela ljevarstva prema načinu kalupljenja 


Prema vrsti kalupa razlikuje se lijevanje u jednokratno upo- 
trebljive kalupe i lijevanje u stalne kalupe (sl. 5). 
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LIJEVANJE U JEDNOKRATNE KALUPE 


Da se izradi odljevak, potrebni su kalup i rastaljeni me- 
tal. Zato proizvodni proces u ljevaonici započinje sa dvije pa- 
ralelne i sinhronizirane operacije: kalupljenjem i taljenjem me- 
tala (sl. 6), da bi se nakon ulijevanja i skrućivanja dobio odlje- 
vak. Nakon izbijanja iz kalupa odljevak se čisti, odrežu se 
priljevci uljevnog sustava i pojila, a zatim se kontrolira gotovi 
odljevak (sl. 7 i 8). 


Priprema kalupne mješavine 


Jednokratno upotrebljivi kalupi izrađuju se od kalupne mje- 
šavine koja se sastoji od osnovnog materijala (najčešće kremeni 
pijesak), veziva (bentonitne gline) i različitih dodataka. Ista se 
kalupna mješavina upotrebljava više puta u proizvodnom ci- 
klusu. Budući da kalupna mješavina predstavlja vrlo veliku ko- 
ličinu materijala, u ljevaonici su predviđeni posebni spremnici 
za skladištenje sastavnih dijelova mješavine, mehanizacija za 
utovar i istovar, te različiti transporteri za novu i već upo- 
trijebljenu kalupnu mješavinu. Kalupna se mješavina priprema 
miješanjem sastavnih dijelova u posebnim miješalicama. Za 
izradbu kalupa od pripremljene kalupne mješavine služe strojevi 
za kalupljenje, tzv. kalupilice. Proizvodnja odljevaka zahtijeva 
vrlo velik transport različitih materijala, pa se smatra da je 
ljevaonica vrlo dobro organizirana i suvremena ako je omjer 
transportirane količine materijala i težine odljevaka — 100: 1. 
Budući da opseg transporta znatno utječe na proizvodne tro- 
škove, mehanizacija je transporta u ljevaonicama jedan od 
osnovnih problema. 

Doprema novog pijeska. U većini se današnjih ljevaonica 
upotrebljavaju veziva za izradbu kalupa jezgri koja zahtijevaju 
hladni, suhi i čisti kremeni pijesak. Obično se isporučuje kre- 
meni pijesak zadovoljavajuće kvalitete, pa u ljevaonici nije po- 
trebna nikakva predobradba (sušenje, sijanje i sl.), već se pije- 
sak može neposredno upotrijebiti za izradbu kalupne mješa- 
vine. Budući da se radi o vrlo velikim količinama materijala, 
potrebna je djelotvorna organizacija istovara pijeska da bi se 
izbjegli visoki troškovi zbog zadržavanja transportnih vozila. 

Mehanički transport. Pijesak se iz kamiona kipera istova- 
ruje u prijamni lijevak iz kojeg dalje teče vibracijskim žlijebom 


SI. 7. Proizvodni proces u ljevaonici sivog lijeva. 1 doprema zasipnog materi- 

jala, 2 priprema zasipa, 3 indukcijske električne peći za taljenje, 4 kalupni 

automat, 5 lijevalica s predgrijanjem litine, 6 tunel za hlađenje odljevaka, 

7 istresna rešetka, 8 čišćenje odljevaka, 9 očišćeni odljevci, 10 otprema odljevaka, 

11 povrat kalupnog pijeska, /2 priprema kalupnog pijeska, 13 spremnici za 
novi pijesak 
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SI. 6. Shema proizvodnog ciklusa u ljevaonici 
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(gdje se odvajaju grude) u elevator, a zatim preko izlaznog 
žlijeba iz elevatora u skladišni spremnik. Da bi istovar bio 
efikasan, potrebno je prijamni lijevak smjestiti ispod razine 
poda ljevaonice (sl. 93) ili izgraditi rampu (sl. 9b), a ako se 
žele izbjeći dodatne građevine, pijesak se mora dovoziti dam- 
perom (sl. 9c). Dovodni žlijeb od prijamnog lijevka do elevatora 
mora biti uži od širine kablića elevatora (da se pijesak ne bi 
rasipao) uz nagib veći od 60“, dok je nagib odvodnog žlijeba 
od elevatora do spremnika veći od 45“. Iskorištenje elevatora 
iznosi do 70%, jer je pijesak vrlo sipak materijal pa se nikad 
ne može potpuno napuniti kablić elevatora. Dovodni žlijeb po- 
stavlja se na ulazu u elevator tako da ispod ulaza postoje još 
najmanje dva kablića u koje se sakuplja pijesak rasut pri pu- 
njenju kablića. 

Pneumatski transport. Zbog ekonomskih i ekoloških pred- 
nosti danas je češći transport suhoga kremenog pijeska auto- 
-cisternama nego kiperima. Iz cisterne se suhi kremeni pijesak, 
pomoću kompresora ugrađenog u vozilo, pneumatski transpor- 
tira u skladišni spremnik bez posebnih uređaja (sl. 9d). Pri 
tom se prašina ne širi u okoliš. Zrak iz spremnika odsisava 
se kroz filtar postavljen iznad spremnika. 

U dobrim prijamnim uvjetima i pri uobičajenom radu kom- 
presora može se transportirati 15 tona pijeska za 45 minuta. 
Duljina horizontalnog dijela cjevovoda ne smije biti veća od 
10m, a dobro izveden cjevovod sastoji se samo od okomite 
cijevi i koljena koje vodi neposredno u spremnik. Cijevi su 
od čelika, a imaju promjer — 100mm. Zbog abrazije potrebno 
je posebno pojačati koljena koja moraju imati polumjer zakriv- 
ljenja veći od 1,5m. Prosječna visina pneumatskog dizanja 
pijeska iznosi do 15m, a bez horizontalnog vođenja i do 20m, 
izuzetno do 25m. Da bi se smanjila buka i emisija ispušnih 
plinova za vrijeme istovara, neke ljevaonice upotrebljavaju kom- 
primirani zrak proizveden u vlastitoj kompresorskoj stanici za 
istovar iz cisterna. 

Skladištenje pijeska. Skladišni spremnici obično imaju kapa- 
citet 30---150 tona. Istovar je ekonomičniji što su veći sprem- 
nici. Spremnik je opremljen filtrom za ispust zraka i pokazi- 
vačem razine pijeska u spremniku. Zbog gibanja pijeska pri 
punjenju i pražnjenju može doći do razlučivanja pijeska prema 
veličini zrnca, pa će u gornjem dijelu spremnika zaostati krup- 
nija zrnca. Postoje različite konstrukcije spremnika kojima se 
nastoji eliminirati takva pojava, ali je osnovno pravilo da se 
nikada ne smije skladišni spremnik potpuno isprazniti. Zbog 
toga skladišni spremnici imaju volumen za 30% veći od po- 
trebnog kapaciteta, pa se razina pijeska nikada ne spušta ispod 
cilindričnog dijela spremnika. 

Transport kalupnih mješavina. Razlikuju se dva tipa trans- 
porta kalupnih mješavina: mehanički transport pomoću trans- 
portera i elevatora, te pneumatski transport kroz cjevovode. 

Za transport suhog pijeska pneumatski je transport eko- 
nomski i pogonski povoljniji od mehaničkog transporta. Za 
transport toplog, vlažnog i ljepljivog pijeska povoljniji je me- 
hanički transport. 
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površina na istoj razini kao ljevaonica, b pomoću rampe, c pomoću dampera 
i d pneumatski; 1 spremnik, 2 elevator, 3 lijevak, 4 vibrator, 5 žlijeb, 6 dovodna 
cijev, 7 filtar 


Trakasti transporteri bili su među prvim uređajima kon- 
struiranima za transport sipkog materijala, a još se i danas često 
upotrebljavaju za kalupni pijesak. Usprkos velikom napretku 
pneumatskog transporta, trakasti će se transporteri zadržati u 
upotrebi i u budućnosti, osobito zbog nižih investicijskih i po- 
gonskih troškova. Upotrebom trakastog transportera postignuto 
je skoro savršeno odvajanje pokretnih dijelova transportera od 
prenošenog materijala, materijal se prenosi do odredišta s mi- 
nimalnim trenjem, a samo se na utovarnom mjestu pojavljuje 
abrazija između trake i materijala. Bešuman rad prednost je 
trakastog transportera. 

lako je osnovna konstrukcija trakastog transportera ostala 
nepromijenjena, postignuta su tokom vremena znatna pobolj- 
šanja. Tako se upotrebom armature od umjetnih umjesto pa- 
mučnih vlakana dobila čvršća, gipkija i fleksibilnija traka, koja 
omogućuje upotrebu pogonskih bubnjeva manjeg promjera i 


SL 8. Automatizirano ljevaoničko postrojenje za kalvpljenje i ulijevanje. / auto- 

matska lijevalica, 2 linija utega, 3 uređaj za sklapanje kalupa, 4 ulagalište 

jezgri, 5 okretaljka kalupa, 6 automatska kalupilica, 7 uređaj za hlađenje 

kalupnog pijeska, 8 spremnici upotrijebljenog pijeska, 9 elevator, 10 homogeni- 

zator s ovlaživanjem, /1 miješalice, 12 sito, 13 sabirni spremnik, 74 kalupnici, 
15 istresna rešetka, 16 razrahljivač, 17 kolodvor za hlađenje kalupa 
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nosećih valjaka pod kutom od 45“ (sl. 10). Povećanje nagiba 
nosećih valjaka daje traci koritast oblik i povećava transportni 
kapacitet koritastog u usporedbi s ravnim transporterom. Po- 
većanje transportnog kapaciteta ravnog transportera postiže se 
posebnom trakom koritastog oblika. Traka koritastog oblika 
vrlo teško se čisti, a takvim se transporterom ne može puniti 
serija spremnika. Traka s poprečnim rebrima omogućava trans- 
port materijala i na usponu od 50“, dok se ravnim transpor- 
terom bez rebara ne može svladati uspon veći od 20". Premda 
je kapacitet kosog transportera mnogo manji od horizontalnog, 
često kosi transporter može uspješno zamijeniti elevator. 
Izbor tipa transportera ovisi o duljini puta, visini dizanja, 
potrebnom kapacitetu i o svojstvima materijala (suh, vlažan ili 
topao pijesak, veličina gruda i sl.) Uobičajena brzina ljevao- 
ničkih transportera iznosi 0,50---1,3 m/s. 
Pogonski valjak transportne trake izrađen je od čelika, a 
u središtu ima veći promjer nego na krajevima radi boljeg 
centriranja trake. Da bi se povećala vučna sposobnost i smanjila 
naprezanja trake, pogonski se bubnjevi oblažu gumom. 
Noseći valjci obično imaju zatvorene ležaje koje ne treba 
podmazivati, što smanjuje troškove održavanja. Obično se gradi 
konstrukcija sa tri valjka. Dva su vanjska valjka postavljena 
pod kutom od 20“, ali se danas, zbog poboljšane kvalitete traka, 
postavljaju i pod kutom od 45". Da se traka ne bi suviše sa- 
vila, treba predvidjeti dovoljnu udaljenost između pogonskog 
bubnja i najbližih valjaka koji daju traci koritasti oblik. Valjci 
se obično postavljaju na udaljenost od —1,2m, ali na mjestu 
utovara materijala razmak je —0,25m. Pomoćni valjci na po- 
vratnom dijelu trake postavljaju se na udaljenost od 2,5-::3,0 m. 
Transportnu traku treba čistiti od prilijepljenih čestica, jer 
bi se one lijepile i za pomoćne valjke, te bi izbacivale traku 
iz središnjeg položaja. Najčešće se traka čisti gumenim nožem 
postavljenim preko trake kad ona prolazi preko pogonskog 
valjka, tako da sav skinuti materijal pada u posebnu posudu. 
Za čišćenje se mogu upotrijebiti i rotacijske četke. Dovod ma- 
terijala na traku mora biti tako postavljen da se materijal 
ispušta jednoliko u središte trake. Ako to nije postignuto, traka 
će skrenuti. Na utovarnom mjestu postavljaju se gumeni štitnici 
(sl. 11) koji sprečavaju rasipanje pijeska. Pijesak s transportera 
može se istovariti neposredno preko zadnjeg valjka ili pomoću 
noža s jednom oštricom (istovar samo na jednu stranu) ili sa 
dvije oštrice (istovar na objema stranama transportera, sl. 43). 
Vibracijski transporteri. Pločasti vibracijski transporteri vrlo 
se rijetko upotrebljavaju za transport kalupnog materijala, ali 
su pogodni za transport odljevaka i već upotrijebljenog pijeska. 
Oni se, naime, ne mogu oštetiti metalnim česticama koje se 
nalaze u već upotrijebljenom pijesku, mogu izdržati relativno 
visoke temperature, a ako su koritastog oblika (sl. 12), spre- 
čavaju rasipanje pijeska. Njihova je upotreba ograničena jer 
moraju zbog vibracija imati masivne temelje, ne mogu trans- 


SL 11. Trakasti transporter (dozator). / traka, 2 pogonski valjak, 3 noseći 
valjci, 4 pomoćni valjci, 5 napinjač trake, 6 štitnici protiv rasipanja pijeska, 
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Sl. 12. Vibracijski žlijebni transporter. 1 pogon, 2 lisnate opruge, 3 žlijeb 


portirati materijal na kosini, mala im je brzina transporta i 
njima se ne može puniti više spremnika. 

Elevatori (sl. 13) služe za dizanje matrijala na veću visinu. 
Materijal se puni u kabliće učvršćene na vertikalno postavljenu 
beskonačnu traku. Iako se prigovara da elevatori uzrokuju po- 
teškoće u efikasnom pogonu ljevaonice, ipak je ispravno kon- 
struiran elevator efikasan transporter do učina 30m?/h kalupne 
mješavine. 

Nekada je osnovni nedostatak elevatora bio da se pijesak 
lijepio za stijenke metalnih kablića, što je smanjivalo kapacitet 
elevatora i za 40%. Danas kablići imaju teflonsku oblogu ili 
su izrađeni od plastičnih masa, pa se potpuno isprazne. Za 
transport vlažnoga kalupnog pijeska kablići moraju biti plitki 
i bez oštrih uglova. Na vrhu se elevatora nalazi uređaj za 
otprašivanje, koji odvodi prašinu i vlažni zrak, tako da se para 
iz zraka ne kondenzira. 

Pri utovaru u elevator sav kalupni pijesak s transportera 
ne pada izravno u kabliće, već dio (oko 20%) pada postrance. 
Zbog toga se pojavljuju teškoće s vađenjem pijeska koji je pao 
pored kablića na dno elevatora. Zato je poželjno da ispod uto- 
varnog mjesta budu bar dva kablića radi prihvaćanja toga 
pijeska, ali danas rade vrlo uspješno i elevatori s utovarom 
pijeska u najdonji kablić. Važno je da brzina elevatora bude 
takva da se kablić može potpuno isprazniti. 


7 pogon 


SL. 14. Vijčani transporter. / pogon, 2 transportni vijak, 3 ulaz, 4 izlaz kalupne mješavine 


SI. 13. Elevator. / ulaz, 
2 izlaz pijeska, 3 pogon, 
4uređaj za napinjanje tra- 
ke, 5 traka s kablićima 
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Vijčani transporteri (sl. 14) služe za transport suhih mate- 
rijala (npr. ugljene prašine ili gline) na male udaljenosti. Trans- 
port može biti horizontalan ili pod kutom do 20". Vijčani 
transporter može biti dug do 3m, s promjerom 150---600 mm, 
a brzina vrtnje iznosi 20--:100min-!. 

Pneumatskim transportom prenose se čestice pijeska kroz za- 
tvorenu cijev u struji zraka koja nastaje djelovanjem razlike 
tlakova. Pneumatski transport mnogo je fleksibilniji od meha- 
ničkog transporta, pa se spremnici i kalupilice mogu smjestiti 
na mjestima gdje to inače ne bi bilo moguće. Pneumatski 
transport nema mehaničkih dijelova, pa je zbog toga sigurniji 
u pogonu. 

Danas se u ljevaonicama uglavnom upotrebljavaju diskonti- 
pijeska stavlja se u otpremač (sl. 15) u koji se dovodi zrak 
pod tlakom. Zrak vrtloži pijesak i razrahljuje ga, pa ga zatim 
odnosi u odvodnu cijev. Taj sustav troši relativno malo zraka 
(14---18 m? po toni pijeska), tlak je zraka 0,2---0,6 MPa, a po- 
trebna je brzina strujanja 3,5-::10 m/s. Promjenom tlaka može 
se unutar određenih granica mijenjati brzina zraka. Diskontinui- 
rani tlačni sustav služi za transport novog i jezgrenog pijeska, 
te pijeska nakon regeneracije. 

Skladištenje kalupnih mješavina. Spremnici za skladištenje 
kalupnog pijeska služe da se osigura dovoljna rezerva mate- 
rijala potrebnog za kontinuirani rad ljevaonice. Prema vrsti 
uskladištenog materijala razlikuju se spremnici za povratni ka- 
lupni pijesak i spremnici za kalupnu mješavinu. 

Spremnici za povratni kalupni pijesak. Svojstva povratnoga 
kalupnog pijeska (pijesak koji se dobiva nakon izbijanja odlje- 
vaka iz kalupa) mijenjaju se unutar iste ljevaonice za vrijeme 
jednog radnog dana (npr. od suhog i sipkog kalupnog pijeska 
do toplog, vlažnog i ljepljivog). 

Povratni kalupni pijesak kreće se kroz spremnik na dva 
osnovna načina, već prema svojstvima pijeska i konstrukciji 
spremnika. U prvom tipu spremnika (sl. 16a) materijal protječe 
kroz središnju jezgru spremnika, a uz stijenke ostaje nepokretan 
dok se ne uruši u nastalu središnju šupljinu. Takav spremnik 
nije nikada potpuno ispunjen, a može se lako začepiti. Prema 
drugom načinu protjecanja (sl. 16b) materijal se u spremniku 
spušta jednoliko kako se spremnik prazni, pa materijal izlazi iz 
spremnika onim redom kako je ušao, što omogućuje da se 
spremnik potpuno napuni bez opasnosti da se začepi. Pona- 
šanje materijala u spremniku najviše ovisi o omjeru površine 
poprečnog presjeka spremnika i površine otvora za ispust ma- 
terijala. Što je izlazni otvor veći, to je protjecanje povoljnije, 
odnosno lakše se ostvaruje protjecanje prema sl. 16b. 

Za relativno male spremnike suhoga kalupnog pijeska pri- 
kladan je tip spremnika na sl. 17a, dok su drugi oblici (sl. 17b 
do 17d) pogodniji za spremnike većeg kapaciteta. Najčešće se 
spremnici grade s kapacitetom 10--:50t, ali postoje i spremnici 
do 300 t. 

Posebni mehanički uređaji, tzv. dozatori, omogućuju kon- 
trolirano istjecanje materijala iz spremnika, a obično služe i 
kao zatvarači spremnika (sl. 18). Postoje dva osnovna tipa: 
diskontinuirani dozator sa zatvaračkim čeljustima (sl. 18a) i 
kontinuirani dozator, koji može biti s električnim vibratorom 
(sl. 186) za spremnike na sl. 17a, s trakastim transporterom 
(sl. 18c) ili s više električnih vibratora (sl. 18d). za spremnike 
na sl. 17b, sa rotacijskim diskom (sl. 18e) ili s vibracijskom 
posudom na ispustu (sl. 18f i 18g) za cilindrične spremnike na 
sl. 17c. Da se potpuno iskoristi kapacitet spremnika i spriječi 
segregacija mješavine, potrebno je spremnike puniti točno u 
središte (sl. 19). 

Spremnik se može lako začepiti ako mu je osnovka u obliku 
piramide. Zato se na spremnik ugrađuju vibratori (koji ako su 
neispravno smješteni mogu i otežati ispuštanje), zatim gumene 
dijafragme koje se nadimaju pod tlakom komprimiranog zraka, 
te porozni keramički filtri kroz koje se zrak uvodi u spremnik 
i propuhuje kalupni pijesak. 

Spremnici za kalupnu miješavinu smješteni su iznad kalupilica 
i manjih su dimenzija od spremnika za povratni kalupni pijesak, 
a veličina im ovisi o dimenzijama kalupa i proizvodnosti ka- 
lupilica. Spremnici za kalupnu mješavinu vrlo se lako začepe. 
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SI. 17. Tipovi spremnika: a i b priz- 
matični, c valjkasti i d prizmatični sa 
stožastim završetkom 


S]. 15. Shema otpremača pneumatskog 

transportera. / ulazkalupne mješavine, 

2 zatvarač, 3 dovod zraka za transport 

pijeska, 4 dopunski dovod zraka za 

vrtloženje pijeska, 5 cijev za odvod 
kalupne mješavine 


SI. 16. Protjecanje kalupne 
mješavine kroz spremnik: a 
mali, b veliki izlazni otvor 


SI. 19. Raspored materijala u 

spremniku prema načinu punjenja. 

a punjenje sa strane, b punjenje 

u središte; / dopremni transpor- 

ter, 2 spremnik, 3 kalupna mje- 
šavina 


SL 18. Zatvarači i dozatori spremnika: a čeljusni, b vibracijski, c trakasti, 

d vibracijski s više vibratora za velike spremnike, e rotacijski, f i g vibra- 

cijski. 1 vibrator, 2 podesivi otvor, 3 noseći valjci, 4 pogon, 5 rotacijska ploča, 

6 prilagodljivi prsten za regulaciju protoka, 7 stožac, 8 nož za skidanje mje- 

šavine, 9 fleksibilna spojnica, 10 ploča za prijenos vibracija na pijesak, 11 za- 
vješenje oprugama 
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Čest je uzrok začepljenja loša konstrukcija spremnika, na što 
utječe i temperatura kalupne mješavine, te se smatra da u jed- 
noj smjeni ista količina kalupne mješavine ne bi smjela biti u 
optjecaju više od tri puta. Spremnici za kalupnu mješavinu 
često su ovješeni o opruge, a za vrijeme pražnjenja uključuje 
se vibrator, te se tako uspješno sprečava da se spremnik začepi. 

Doprema i skladištenje veziva i dodataka. Bentonit i ugljena 
prašina služe kao veziva pri kalupljenju. Najčešće se danas ispo- 
ručuje ugljena prašina pomiješana s bentonitom, jer je trans- 
port same ugljene prašine opasan zbog mogućnosti samoza- 
paljenja i eksplozije. Smjesa se transportira pneumatski u skla- 
dišne silose obujma od —30m?*. Skladište bentonita i ugljene 
prašine obično se sastoji od tri jednaka silosa; u dva se sprema 
smjesa, a u treći samo bentonit. 

Iz skladišnih silosa bentonit i ugljena prašina transportiraju 
se pneumatski u dva spremnika iznad miješalica. U jedan dolazi 
bentonit, a u drugi smjesa. Obje komponente doziraju se u 
potrebnom omjeru vijčanim transporterima u miješalicu. 

Svi ostali dodaci u krutom stanju drže se u spremnicima 
malog obujma iznad miješalica, jer se dodaju u manjim koli- 
činama. Doziraju se vijčanim transporterima. Kemijska veziva, 
katalizatori i dodaci u tekućem stanju čuvaju se u bačvama ili 
cisternama, doziraju se volumetrima, a potiskuju se iz sprem- 
nika zrakom pod tlakom. 

Hlađenje kalupne mješavine. Ulijevanjem rastaljenog metala 
u kalupe kalupni se pijesak zagrijava. U mehaniziranoj ljevao- 
nici mora se kalupni pijesak ohladiti prije ponovne upotrebe 
da se spriječi lijepljenje pijeska na modelne ploče zbog čega 
nastaju greške na odljevcima. Automatizacijom kalupljenja i 
upotrebom kvalitetnijih kalupnih mješavina smanjuje se omjer 
između težine pijeska i metala, te se skraćuje trajanje radnog 
ciklusa, čime se povećava prosječna temperatura kalupnog pi- 
jeska, što traži intenzivnije hlađenje. 

Kalupni pijesak hladi se u posebnim uređajima (ohlađiva- 
čima). Hlađenje se može ostvariti vlaženjem pijeska i odvođe- 
njem topline zbog isparivanja vode, odvođenjem topline strujom 
zraka, provjetravanjem (aeracijom) pijeska te dodirom pijeska 
sa stijenkama hladnjaka kroz koji struji voda. Vrlo djelotvorni 
uređaji ohlade kalupnu mješavinu na temperaturu — 15*C iznad 
temperature okoliša. 

Na trakastom aeratoru (sl. 20) pijesak se“ najprije ovlaži, a 
zatim provjetrava. Takav jednostavan uređaj obično se postavlja 
pred ulazom pijeska u' miješalicu, a ima kapacitet 25--:450 tona 
pijeska na sat. Kalupni pijesak prolazi vrlo brzo kroz uređaj, 
pa je samo kratko vrijeme u dodiru sa zrakom, te zrak uglav- 
nom odvodi vodenu paru i vlagu. Takvim se uređajem može 
pijesak ohladiti na temperaturu od —70C, a za još veće hla- 
đenje primjenjuje se tandemska izvedba. 


Sl. 20. Hlađenje kalupnog pi- 
jeska na trakastom aeratoru. 
1 ulaz toplog pijeska, 2 izlaz 
hladnog pijeska, 3 ulaz zraka, 
4 odsis, 5 ovlaživač, 6 valjci 

za aeraciju 6 


Elevator s aeracijom (sl. 21) ima koso postavljenu rebrastu 
traku u zatvorenom kućištu u kojemu cirkulira zrak. Rebrasta 
se traka kreće relativno velikom brzinom, podiže pijesak i iz- 
bacuje ga kroz ispusni otvor, ali se pri tom dio pijeska rasipa 
i miješa sa strujom zraka. Što je pijesak suši i što je veće 
hlađenje, to su veći gubici sitnih čestica pijeska koje odlaze sa 
strujom zraka, tako da je potrebno postaviti ciklonski odvajač. 
Takav uređaj vrlo efikasno hladi pijesak i poboljšava: pro- 
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pusnost kalupne mješavine jer iz pijeska odstranjuje prašinu. 
Izlazna temperatura pijeska iznosi 40-:-90“C, 

Za hlađenje kalupnog pijeska ponekad se upotrebljava vi- 
bracijski transporter (sl. 22) s perforacijama kroz koje prolazi 
zrak za hlađenje. Količina zraka za hlađenje može se dosta 
smanjiti ovlaživanjem pijeska, tako da se — 80% topline odvodi 
isparivanjem, ali tada je potrebna automatska kontrola vlažnosti 
pijeska i regulacija količine dodatne vode. 

Uređaj za fluidizaciju (sl. 23), opremljen cijevima hlađenim 
vodom, služi za brzo hlađenje pijeska. Hlađenje se postiže 
strujanjem hladne vode kroz sustav cijevi uronjen u fluidizirani 
topli pijesak. 

U rotacijskom situ (sl. 24) pijesak najprije ulazi u rotacijski 
limeni cilindar s lopaticama kroz koji struji zrak u smjeru 
suprotnom kretanju pijeska, a zatim prolazi kroz rotacijsko sito. 
Da bi hlađenje bilo efikasno, kalupni pijesak mora sadržavati 
najmanje 1,5-::2% vlage. Zato je poželjno povećati vlažnost 
pijeska prije ulaza u ohlađivač, ali uz dobru regulaciju, jer se 
previše vlažan pijesak (4-::5% vlage).lijepi na sito, što smanjuje 
kapacitet uređaja. Zbog relativno niske vlažnosti pijeska velika 
je potrošnja zraka, a struja zraka odvodi veću količinu sitnih 
čestica pijeska. 

Kalupni pijesak se hladi i tokom transporta pomoću ploča- 
stog transportera s perforacijama (sl. 25) kroz koje prolazi zrak 
malom brzinom, tako da ima dovoljno vremena da se zasiti 
vodenom parom, a da ne otpuhne vezivo ili ugljenu prašinu. 

Kalupni pijesak može se hladiti i u miješalici (sl. 32) tokom 
miješanja za pripremu kalupne mješavine. Tada se hladi ispa- 
rivanjem vode iz vlažnog pijeska, što se postiže propuhivanjem 
zrakom. 

Temperatura se kalupnom pijesku može sniziti miješanjem 
povratnog (toplog) i tek pripremljenog (hladnog) pijeska. Takav 
postupak traži dvostruku količinu pijeska za radni ciklus, jer 
se polovica pripremljenog pijeska upotrebljava za kalupljenje, 
dok se druga polovica miješa s povratnim pijeskom. 

Regeneracija kalupnog pijeska. U proizvodnom ciklusu isti 
se kalupni pijesak upotrebljava mnogo puta. Iako se u svakom 
novom ciklusu dodaje i novi pijesak, kvaliteta se kalupne mje- 
šavine smanjuje s povećanjem broja ciklusa, pa konačno postaje 
neupotrebljiva, jer se dodatkom novog veziva povećava debljina 
ovojnice oko zrnca i jer se zbog toga stvaraju grude. Osim 
toga, djelovanjem mehaničkih sila tokom miješanja i toplinskog 
udara dodirom s rastaljenim metalom ljušti se tako stvorena 
ovojnica, pa se stvara velika količina prašine, čime se mijenja 
granulacijski sastav pijeska. S povećanjem udjela prašine pove- 
ćava se potrebna količina veziva. 

Regeneracijom kalupnog pijeska treba skinuti ovojnicu, jer 
se ispod nje nalazi praktički novo kremeno zrnce, i odstraniti 
prašinu iz kalupnog pijeska. To se postiže mehaničkim (mokrim 
i suhim) i toplinskim postupcima. F.egeneracijom se može ušte- 
djeti i do 70% novog pijeska. 

Mokri postupci. Povratni kalupni pijesak (sl. 26) s istresne 
rešetke prelazi preko magnetskog separatora, kombinirane dro- 
bilice gruda i sita u spremnik. Iz spremnika pijesak se uvodi 
u bubnjasti ovlaživač koji rotira, gdje nastaje suspenzija pijeska 
i vode. Suspenzija se pumpom prebacuje u primarni hidraulički 
separator u kojemu se odvaja prašina. Iz separatora se suspen- 
zija uvodi u trljaču u kojoj se međusobnim trljanjem čestica 
pijeska, zrnca čiste od ovojnica. Tako obrađena suspenzija od- 
lazi u hidraulički separator gdje se odvajaju sitne čestice od 
pijeska, a zatim u vakuumski filtar gdje se smanjuje udio vode 
na 6--+10%. Pijesak se zatim suši u sušari iz koje izlazi s 
temperaturom od —150-::200“C. Nakon toga pijesak se hladi 
na temperaturu od —20:-:40*C. Suspenzija vode i sitnih čestica 
iz oba separatora odvodi se u taložnik. Tu se voda mora obra- 
diti u skladu s propisima o zaštiti okoliša prije nego što se 
ispusti u kanalizaciju. 

Taj je postupak vrlo pogodan za obradbu kalupnih mješa- 
vina s bentonitnim vezivom ili vodenim staklom, dok je za 
mješavine s vezivima na osnovi sintetskih smola prikladniji 
toplinski postupak. Pijesak regeneriran mokrim postupkom vrlo 
je dobre kvalitete i ne razlikuje se mnogo od novog pijeska. 
Zbog zaostalog ugljika u šupljinicama zrnca regenerirani pijesak 
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Sl. 21. Elevator za 
hlađenje pijeska. 1 
ulaz toplog pijeska, 
2 izlaz hladnog pi- 


jeska, 3 ulaz hladnog Sl. 23. Hlađenje kalupnog pijeska fluidizacijom. 

zraka, 4 izlaz top- 1 ulaz toplog pijeska, 2 izlaz hladnog pijeska, 

log zraka, 5 rebrasta 3 ulaz zraka, 4 odsis, 5 ulaz vode, 6 izlaz vode, 
traka 7 cijevi za hlađenje, 8 ploča za fluidizaciju 


je obično sive boje, ali to bitno ne utječe na njegova svoj- 
.stva. Zaostali ugljik može se odstraniti ako se mokra regene- 
racija kombinira s toplinskom, što ne zahtijeva veće pogonske 
troškove, jer se ionako pijesak mora osušiti. 

Suhi postupci. Od suhih postupaka regeneracije najuspješniji 
je pneumatski postupak (sl. 27). Upotrijebljeni kalupni pijesak 
transportira se preko magnetskog separatora, drobilice i sita do 
pneumatskog uređaja za čišćenje. Pijesak se mora prethodno 
osušiti ako je vlažnost veća od 1,5%. U pneumatskom ure- 
đaju pješčana zrnca međusobno se sudaraju pa otpada ovojnica 
i pješčana se zrnca čiste. Uređaj za čišćenje sastoji se od ne- 
koliko kaskadno postavljenih jedinica. Jedinica za čišćenje sa- 
stoji se od vertikalnih cijevi iznad kojih je stožasti poklopac. 


SI. 25. Hlađenje ka- 
lupnog pijeska aera- 


SI. 22. Vibracijski transporter za hlađenje 
pijeska. 1 ulaz toplog pijeska, 2 izlaz hladnog 
pijeska, 3 ulaz zraka, 4 odsis, 5 perforirana 

ploča 


I U II 
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—k-HrTJ 
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Sl. 24. Rotacijsko sito za hlađenje pijeska. 1 ulaz toplog 


pijeska, 2 izlaz hladnog pijeska, 3 odsis prašine, 4 ulaz zraka, 
5 sito, 6 zubasti razrahljivač, 7 izlaz gruda, 8 ciklon 


SI. 26. Shema mokre regeneracije kalupnog pijeska. / ulaz pijeska 

preko magnetskog odvajača, 2 ovlaživač, 3 drobilica gruda, 4 sito, 

5 izlaz metalnih uključaka, 6 izlaz gruda pijeska, 7 trljača, 8 pumpa, 

9 hidraulički separator, 10 vakuumska sušara, // sušara, 172 ulaz vode, 
13 odljev vode 


cijom na pločastom 
transporteru. / ulaz 
toplog pijeska, 2 izlaz 
hladnog pijeska, 3 
ulaz zraka, 4 odsis, 


Sl. 27. Shema suhe regeneracije kalupnog pijeska. / ulaz 
pijeska preko magnetskog odvajača, 2 izlaz metalnih uklju- 
čaka iz pijeska, 3 drobilica gruda, 4 izlaz gruda pijeska, 
5 ventilator, 6 spremnik za zrak, 7 izlaz regeneriranog 
pijeska, 8 pneumatska trljača, 9 ciklon za odvajanje sitnog 
5 transporter pijeska, 10 ciklon za odvajanje prašine, 11 sito 


Sl. 28. Shema termičke regeneracije kalupnog pijeska. 1 ulaz pro- 
sijanog i očišćenog pijeska, 2 elevator, 3 spremnik, 4 dozator, 5 peć 
za žarenje (A predgrijanje na 300“C, B žarenje na 800*C, C pret- 
hlađenje na 600"C), 6 ventilator, 7 aerator za hlađenje pijeska, 8 izlaz 
regeneriranog pijeska, 9 ulaz novog pijeska 
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Pijesak usisan pneumatski prolazi kroz cijev i udara u pijesak 
koji je od prije zaostao unutar stožastog poklopca. Zbog su- 
dara dio pijeska gubi kinetičku energiju i pada natrag te ulazi 
u ponovni ciklus čišćenja u istoj ili idućoj jedinici. Zrak, isko- 
rišten pri čišćenju, odvodi prašinu koja se odstranjuje u ciklonu 
i filtrima. Stupanj regeneracije regulira se brojem ciklusa čiš- 
ćenja. Pneumatsko čišćenje upotrebljava se za mješavine s ben- 
tonitnim vezivom ili s vodenim staklom, a može se primijeniti 
i za mješavine s umjetnim smolama. 

Među pneumatske postupke spada i regeneracija kombini- 
rana sa sačmanjem, gdje je povezano istresanje, čišćenje i re- 
generacija. Takav se postupak primjenjuje za kalupe bez kalup- 
nika kada se kompletan kalup uvodi u komoru za sačmanje 
gdje se odljevak čisti, a pijesak pada kroz sito u elevator. U 
pneumatskom separatoru odvajaju se sitne čestice, zatim se od- 
vaja sačma, dok se regenerirani pijesak vraća u proces. Pred- 
nost je kombiniranog postupka da nema istresnu rešetku. koja 


je izvor buke i prašine, te što se smanjuje transport pijeska. 


Toplinski postupci. Iza istresne rešetke kalupni se pijesak 
obrađuje slično kao i u drugim postupcima, a zatim se uvodi 
u peć (sl. 28). Ako je postupak niskotemperaturni, pijesak se 
zagrijava na 250-400 "C, a ako je visokotemperaturni, zagri- 
java se na temperaturu višu od 850“C. U visokotemperatur- 
nom postupku izgore svi organski sastojci veziva. Primjenjuje 
se za kalupne mješavine s vezivima na osnovi sintetskih smola, 
ali nije prikladan za uklanjanje ovojnice od glinenog veziva. 
Toplinski se postupak može kombinirati s drugim postupcima 
regeneracije. 

Miješalice za pripremu kalupne mješavine. Kalupna mješa- 
vina priprema se miješanjem osnovnog materijala (najčešće kre- 
menog pijeska) s vezivom i dodacima. Miješalice za pripremu 
kalupne mješavine sastoje se od bubnja u kojemu se miješa 
smjesa pomoću različitih valjaka, lopatica ili rotora. Kombi- 
niranjem tih elemenata nastaju različiti tipovi miješalica. Izbor 
tipa miješalice uglavnom ovisi o vrsti veziva. 

Prema načinu vezivanja kremenih zrnaca razlikuju se veziva 
koja vezuju djelovanjem fizikalnih sila (bentonitna glina) i ve- 
ziva koja vezuju kemijskom reakcijom (uljna, silikatna veziva, 
smole). Za glinena veziva (bentonit) upotrebljavaju se miješalice 
s valjcima, a za uljna i silikatna veziva miješalice s lopaticama. 
Veziva očvrstiva u hladnom stanju (npr. furanske smole) imaju 
kratak vijek iskoristljivosti mješavine, pa je zato potrebno umi- 
ješati katalizator neposredno prije upotrebe. U tu svrhu služe 
jednokanalne vijčane miješalice. Za brzo očvrstive mješavine 
koje imaju još kraći vijek iskoristljivosti upotrebljavaju se dvo- 
kanalne miješalice s dvostepenim miješanjem. Tada se u jednom 
kanalu miješa pijesak s vezivom, a u drugome pijesak s kata- 
lizatorom, da bi se zatim u sekundarnoj miješalici sve izmije- 
šalo zajedno. Te su miješalice često povezane sa streljkom za 
izradbu jezgri, a trajanje je očvršćivanja jezgri kraće od jedne 
minute. Noviji tipovi jednokanalnih miješalica služe i za mije- 
šanje brzo očvrstivih mješavina, jer lopatice imaju veliku brzinu 
vrtnje, tako da priprema mješavine traje vrlo kratko. Također 
postoje i miješalice koje pomoću rotora raspršuju smolu i ka- 
talizator u struju pijeska. 

Miješalice za pripremu mješavine s glinenim vezivom. One 
služe ne samo da se dobije homogena mješavina nego i da se 
razviju vezne sposobnosti gline, tako da voda prodre među 
čestice gline i da glina obavije pješčana zrnca. 

Najčešće se upotrebljavaju miješalice s valjcima. Valjci koji 
rotiraju miješaju i gnječe pijesak i glinu, a pješčana zrnca 
obavijaju se glinom djelovanjem tlačnih i smičnih sila. Prema 
položaju valjaka razlikuju se miješalice s vertikalno postavlje- 
nim valjcima (miješanje po dnu bubnja) i miješalice s horizon- 
talno postavljenim valjcima (miješanje po bočnim stijenkama). 

Obična miješalica s vertikalnim valjcima (sl. 29) ima u bubnju 
dva valjka, lopatice i strugač. Između valjaka i dna miješalice 
mora postojati razmak da bi se spriječilo drobljenje pješčanih 
zrnaca. Miješanje traje 3-:5 min za kalupnu, 6-::9 min za mo- 
delnu, a 6-+12min za jezgrenu mješavinu. Te miješalice daju 
kvalitetnu mješavinu i mnogo se upotrebljavaju u ljevaonicama. 

Kad je potrebna neprekinuta opskrba kalupnom mješavi- 
nom, povezuju se dvije miješalice s vertikalnim valjcima u 
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SI. 29. Miješalica za kalupnu mješavinu s vertikalnim valjcima 
(žrvanj). 1 valjci, 2 lopatice za miješanje, 3 pogonski uređaj 


udvojenu miješalicu ili osmicu (sl. 30). Mješavina se ubacuje u 
prvu miješalicu iz koje pri prolazu pokraj otvora između mije- 
šalica prelazi dio mješavine u drugu miješalicu. Slično prelazi 
dio mješavine iz druge u prvu miješalicu, ali u manjoj količini. 
Priređena mješavina ispušta se kontinuirano iz druge miješalice. 

Umjesto drugog valjka u miješalicu s vertikalnim valjcima 
može se postaviti velika lopatica i strugač, pa se dobiva mije- 
šalica s jednim valjkom i jednom lopaticom. Ta se miješalica 
upotrebljava za mješavine s glinenim vezivom, a pogodna je za 
veziva velike viskoznosti. 


SL 30. Udvojena miješalica za kontinuiranu opskrbu kalupnom 
mješavinom, 1 i 2 miješalice, 3 ulaz kalupne mješavine, 4 izlaz 
kalupne mješavine, 5 i 6 lopatice 


Sl. 31. Shema faza rada 

udvojene miješalice za 

kontinuiranu opskrbu ka- 

lupnom mješavinom. 1 i 

2 miješalice, 3 ulaz, 4 iz- 

laz kalupne mješavine; 5, 
6, 7 i 8 lopatice 
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U miješalici s horizontalnim valjcima (sl. 32) nalaze se 2--:3 
valjka postavljena na različitim visinama. Valjci su spojeni s 
osovinom krakovima koji omogućuju da se djelovanjem cen- 
trifugalne sile valjci otklone prema stijenkama bubnja koje su 
obložene gumom. Pijesak se dovodi odozgo, a centrifugalne ga 
sile bacaju prema stijenkama bubnja. Pijesak s dna grabi po- 
sebna lopatica i nabacuje ga prema valjcima. Zrak se dovodi 
kroz gornji dio bubnja, prolazi kroz pijesak i odsisava se u 
donjem dijelu. Priprema kalupne mješavine traje 1,5 min. 


d 


ami 


SI. 32. Miješalica s horizontalnim valjcima (brza miješalica) s hlađenjem ka- 
lupne mješavine zrakom. 1 valjci, 2 lopatice, 3 pogonski uređaj, 4 ventilator, 
5 strujanje zraka za hlađenje 


Miješalice za pripremu kemijski očvrstivih mješavina. Za ka- 
lupne mješavine koje očvrsnu kemijskom reakcijom veziva naj- 
važnije je miješanjem ostvariti homogenu mješavinu pijeska i 
veziva. Ako je reakcija vezivanja ovisna o vanjskim uvjetima 
(npr. o grijanju ili propuhavanju plinom), točna regulacija tra- 
janja miješanja nije potrebna. Ako se, međutim, upotrebljavaju 
samoočvrstive mješavine, potrebne su posebne miješalice i brza 
otprema mješavine da se mješavina ne stvrdne u miješalici. 

Jednokanalna miješalica (sl. 33) jedna je od prvih takvih 
miješalica za pripremu mješavine s vezivima koja očvrsnu na 
sobnoj temperaturi. Vijak smješten u kanalu miješa i, transpor- 
tira mješavinu. Vijak je sastavljen od više lopatica. Oblik lo- 
patica ovisi o vrsti veziva. Pijesak ulazi u gornjem dijelu, a 
dvije programirane pumpe opskrbljuju miješalicu vezivom i ka- 
talizatorom koji se uvode u pijesak kroz sapnice postavljene 
bočno. Grade se u dvije varijante: brza i spora miješalica, koje 
se razlikuju prema brzini vrtnje vijka za miješanje. 


Sl. 33. Jednokanalna vijčana spora miješalica. / ulaz, 2 izlaz 
kalupne mješavine, 3 kanal za miješanje 


Slične je izvedbe jednokanalna miješalica sa dva vijka. Ona 
ima veći kanal u kojemu se nalaze dva vijka koji ulaze jedan 
u drugi i okreću se u suprotnim smjerovima. 
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Dvokanalne miješalice rade u dvije faze. Prva faza obuhvaća 
miješanje pomoću vijaka u dva odvojena kanala. Pijesak se 
dovodi u oba kanala, vezivo u jedan, a katalizator u drugi 
kanal. Tako pripremljene mješavine dovode se u glavu za drugu 
fazu miješanja. Prema izvedbi glave razlikuju se brze i spore 
dvokanalne miješalice. Brza miješalica ima stožastu glavu s ro- 
torom, a spora u glavi ima lopatice. Brza miješalica radi kon- 
tinuirano, a spora diskontinuirano, često u kombinaciji sa 
streljkom. 

Lopatičasta miješalica (sl. 34) ima horizontalno postavljene 
lopatice u obliku slova S. Obodnica bubnja pokrivena je za- 
mjenljivim segmentima sa spiralnim rebrima. Trokomorna lo- 
patičasta miješalica sastoji se od tri lopatičaste miješalice smje- 
štene jedna iznad druge. Te se miješalice uglavnom upotreblja- 
vaju za uljna i silikatna veziva, a mogu se primijeniti i za 
druga kemijski očvrstiva veziva, osim za ona koja se brzo 
očvršćuju. 


SI. 34. Lopatičasta miješalica s lopaticama u ob- 
liku slova S 


Osim spomenutih miješalica, upotrebljavaju se lopatičaste 
kuglaste miješalice s horizontalnim i vertikalnim lopaticama, 
te miješalice s brzim vertikalnim rotorom. One se upotreblja- 
vaju za posebne svrhe. 

Automatska priprema kalupne mješavine. Stupanj mehaniza- 
cije za pripremu kalupne mješavine ovisi o proizvodnom pro- 
cesu ljevaonice. 

U malim ljevaonicama s diskontinuiranim proizvodnim pro- 
cesom priprema kalupne mješavine samostalna je proizvodna 
jedinica i tada se obično sastoji od vibracijskog sita, magnet- 
skog odvajača, zasipnog uređaja, miješalice i eventualno sprem- 
nika za pripremljeni pijesak. Pijesak se transportira kolicima 
ili nekim drugim transporterom. 

U velikim ljevaonicama s kontinuiranom proizvodnjom ista 
se kalupna mješavina upotrebljava ne samo nekoliko puta u 


SI. 35. Shema automatske pripreme kalupne mješavine. 1 magnetski odvajač, 
2 poligonalno sito, 3 uređaj za hlađenje, 4 spremnik upotrijebljenog kalup- 
nog pijeska s dozatorom, 5 skladišni spremnik novog pijeska s pneumatskim 
otpremačem, 6 spremnik novog pijeska s dozatorom, 7 pneumatski otpremač 
veziva i dodataka, 8 spremnik za vezivo i dodatke, 9 dozirni spremnik s 
vagom za novi i upotrijebljeni kalupni pijesak, 10 dozatori za vezivo i dodatke, 
11 dozator vode, 12 miješalica, 13 razrahljivač; U ulaz upotrijebljenog kalup- 
nog pijeska, I izlaz gotove kalupne mješavine 
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proizvodnom ciklusu tokom jedne smjene već su potrebne i 
vrlo velike količine materijala koje treba pripremiti i transpor- 
tirati. U kontinuiranom proizvodnom procesu rad svih uređaja 
mora biti sinhroniziran, pa se ni priprema pijeska ne može 
odvojiti od ostalog proizvodnog ciklusa, koji se nakon pripreme 
mješavine nastavlja kalupljenjem, a zatim istresanjem kalupa i 
ponovnom pripremom kalupne mješavine. Odabrani sustav pri- 
preme kalupne mješavine ovisi o načinu kalupljenja, tj. da li 
ljevaonica radi s jedinstvenom (sl. 35) ili dvojnom (modelnom 
i dopunskom) mješavinom (sl. 36). 
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Pritiskalice (sl. 37). Model je s modelnom pločom pričvršćen 
na stolu kalupilice, a stol je spojen sa stapom pneumatskog 
cilindra. Kalupnik se postavlja na modelnu ploču, centrira se 
pomoću svornjaka, te se napuni kalupnom mješavinom. Zrak 
tlaka 0,4---0,6 MPa uvodi se u cilindar, stap podiže stol i tlači 
kalup o nepomičnu gornju ploču. Zgušnjavanjem kalupne mje- 
šavine povećava se čvrstoća i tvrdoća kalupa. 

Osnovni je nedostatak pritiskalice nejednolika sabijenost, 
pa i nejednolika čvrstoća i tvrdoća po visini kalupa. Dio ka- 
lupa uz tlačnu površinu više je sabijen od ostalog dijela kalupa. 
Budući da se kalupna mješavina ponaša kao viskozna masa, 
sabijenost ovisi o trajanju tlačenja. Ako to trajanje nije do- 
voljno, proces sabijanja nije potpuno završen. Zbog toga, da 
bi se skratilo trajanje tlačenja, mora se raditi s povećanim 
tlakom. Osim toga, što se traži veća točnost dimenzija kalupa, 


Sl. 36. Automatska priprema modelne i dopunske kalupne mješavine. / istresna rešetka s odsisavanjem prašine, oo Pana 
2 transporter, 3 magnetski odvajač, 4 razrahljivač, 5 homogenizator s ovlaživanjem, 6 uređaj za hlađenje, 7 mije- us 

šalica, 8 kontinuirana miješalica, 9 spremnici za bentonit i ugljenu prašinu, /0 spremnici za kalupnu mješavinu, LA 

11 dozator s rotacijskim diskom, 12 automatska kalupilica, /3 okretaljka, 14 sastavljač kalupa, 15 uređaj za *aim 


opterećivanje kalupa, 16 lijevalica 


U tipičnom proizvodnom ciklusu kalupna mješavina, nakon 
istresne rešetke, prolazi kroz magnetski odvajač, zatim se drobe 
pješčane grude i mješavina se prosijava, te se ponovno pomoću 
magneta iz mješavine odvajaju željezne uključine. Dobiveni ka- 
lupni pijesak neujednačenih je svojstava, pogotovu s obzirom 
na temperaturu i vlažnost, pa ga se dovodi u rotacijski bub- 
njasti homogenizator i eventualno vlaži. Nakon toga se kalupni 
se transportira u spremnik upotrijebljenog pijeska. Uz taj 
spremnik nalazi se i spremnik novoga pijeska. Upotrijebljeni 
i novi pijesak ubacuju se u potrebnom omjeru u težinski sprem- 
nik iznad miješalice, u kojemu se važu prije miješanja. U mije- 
šalicu se osim novog i upotrijebljenog pijeska dodaju potrebne 
količine vode, bentonita i ugljene prašine, ponekad u obliku 
vodene suspenzije. Pripremljena se kalupna mješavina nakon 
miješanja razrahljuje i otprema u spremnike iznad kalupilica. 

Suvremena priprema kalupne mješavine potpuno je auto- 
matizirana i iz upravljačke kabine može se kontrolirati cijeli 
proces. Kvaliteta kalupa, a time i odljevaka, ovisi o svojstvima 
kalupne mješavine, pa je potrebna trajna kontrola svojstava 
mješavine. - 


Kalupljenje 


Način kalupljenja ovisi uglavnom o vrsti veziva. Za poje- 
dinačnu proizvodnju obično se upotrebljavaju veziva koja ve- 
zuju kemijskom reakcijom, pa je u takvim ljevaonicama me- 
hanizirano samo miješanje i neki pomoćni zahvati u vezi s 
kalupljenjem. Kad se proizvodi serijski, upotrebljava se glineno 
vezivo (bentonit), a kalup očvrsne zgušćivanjem, odnosno sa- 
bijanjem kalupne mješavine. Nekada se kalupna mješavina sa- 
bijala ručno. Danas se to radi strojevima za izradbu kalupa, 
tzv. kalupilicama. Suvremenim kalupilicama može se izraditi 
50---400 kalupa na sat. 

U kalupilicama se kalupna mješavina sabija tlačenjem (pri- 
tiskalice), trešnjom (treskalice), upuhavanjem (puhalice), nabaci- 
vanjem (pjeskomet) i kombinacijom tih postupaka. 


kalup mora biti tvrđi. Zbog svega toga s razvojem pritiska- 
lice povećavao se tlak zraka na 0,7:-:0,9 MPa, čime je povećana 
sila koja djeluje na kalupnu mješavinu, zatim su povećavane 
dimenzije stapa, pa je konačno pneumatski pogon zamijenjen 
hidrauličkim. Uvođenjem automatizacije pritiskalica je postala 
komplicirana kalupilica s velikim proizvodnim učinkom (i više 
od 350 kalupa na sat). U takvoj kalupilici na mješavinu djeluje 
tlak veći od 0,65 MPa, a proizvode se kalupi tvrdoće veće od 
HB 85. 


2772 PIPI 4 7 


—— 


Sl. 37. Shema rada pritiskalice: a početak rada, b sabi- 

janje, c završetak kalupljenja; / radni cilindar, 2 klip, 

3 stol, 4 modelna ploča, 5 kalupnik, 6 okvir za dopunsku 

kalupnu mješavinu, 7 protuploča; A ulaz zraka, B izlaz 
zraka 


Treskalice (sl-38). Slično kao kod pritiskalica, model je s 
modelnom pločom učvršćen za radni stol stroja, koji je pove- 
zan s pneumatskim cilindrom. Kalupnik, ispunjen kalupnom 
mješavinom, nalazi se na modelnoj ploči, a zrak pod tlakom 
od 0,4---0,6 MPa podiže stap koji na kraju podizanja otvara 
ispušni otvor, pa se tlak u cilindru naglo snizi. Zbog toga klip 
koji zajedno s modelnom pločom i kalupnikom slobodno pada 
s visine od 30---100 mm udari o oslonac, i tada se otvara dovod 
zraka u cilindar. Ciklus se ponavlja sve dok se ne prekine 
dovod zraka. Potreban broj udaraca ovisi o tipu kalupa, o 
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veličini podizaja te o potrebnoj čvrstoći i tvrdoći kalupa. Sila 
sabijanja djeluje pri svakom udarcu, tj. impulsno, a pijesak 
se sabija djelovanjem inercijskih sila kalupne mješavine. Zato 
sabijenost nije jednolika, već je najveća blizu modelne ploče 
gdje su inercijske sile najveće, a gornja površina kalupa ostaje 
posve nesabijena, te je treba dodatno sabiti. Zbog toga se 
kombinira rad treskalice s pritiskalicom koja u zadnjoj fazi 
sabija gornji dio kalupa. Takvi strojevi nazivaju se treskalicama 
s dosabijanjem (sl. 39). Naknadno sabijanje zahtijeva dosta 
vremena i smanjuje proizvodnost stroja, pa se danas grade 
treskalice s istodobnim tlačenjem i trešnjom. 


RN 


SI. 38. Shema rada treskalice: a početak rada, b sabijanje, c za- 

vršetak kalupljenja; / radni cilindar, 2 klip, 3 stol, 4 modelna 

ploča, 5 kalupnik, 6 okvir za dopunsku kalupnu mješavinu, A ulaz 
zraka, B izlaz zraka 


Sl. 39. Treskalica s dosabijanjem. 1 radni cilindar, 2 podi- 
zači kalupa, 3 stol kalupilice, 4 protuploča 


Veća proizvodnost treskalice postiže se povećanom visinom 
podizaja, jer se tako povećavaju inercijske sile i smanjuje se 
potrebni broj udaraca. Zbog previše udaraca kalup može na- 
puknuti. Sabijanje kalupne mješavine treskanjem traži više ener- 
gije nego sabijanje tlačenjem, ali se treskalicom postiže vrlo 
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dobra sabijenost oko modela, iako je postupak relativno spor 
1 bučan. Velika buka također je jedan od razloga da se treska- 
lice sve manje upotrebljavaju, jer prema pravilima ISO buka 
u ljevaonicama ne smije preći 85dB, a buka koju proizvodi 
treskalica za vrijeme rada iznosi više od 106 dB. 

Puhalice. Kalupna se mješavina transportira pneumatski iz 
komore stroja u kalupnik ili jezgrenik i istodobno se sabija 
komprimiranim zrakom. Zrak iz jezgrenika (ili kalupnika) is- 
pušta se kroz posebne oduške. 

Novi tipovi puhalica nazivaju se streljke (sl. 40). Kalupna 
mješavina smještena je u komori za upucavanje koja ima mnogo 
otvora raspoređenih u bočni i gornji pojas. Iz velikog rezervoara 
u glavi stroja upušta se zrak pod tlakom u komoru za upu- 
cavanje. Zrak koji ulazi kroz gornje otvore istjeruje, a zrak 
koji ulazi kroz bočne otvore razrahljuje kalupnu mješavinu. 


SI. 40. Shema rada streljke, / jezgre- 
nik, 2 kalupna mješavina, 3 otvori za 
ulaz zraka, 4 komora za upucavanje, 
5 ventil, 6 odušni kanal, 7 spremnik 
stlačenog zraka; A ulaz, B izlaz zraka 


Komora ima ispred izlaznog otvora konično suženje da bi se 
mješavina sabila prije izlaza i tako što kompaktnije usmjerila 


Sl. 41. Automatizirana streljka za izradbu jezgri 
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u šupljinu jezgrenika. Djelovanjem tlaka zraka kalupna mje- 
šavina izlijeće iz komore poput strijele, te odatle i naziv stroja. 
Tako sabijena mješavina djeluje manje abrazivno na stijenke 
jezgrenika, a utrošak zraka je malen, jer je ventil za zrak otvo- 
ren vrlo kratko vrijeme, tj. samo koliko je potrebno da zrak 
ispuni komoru za upucavanje. Streljke (sl. 41) su veoma ra- 
šireni strojevi za izradbu jezgri od mješavina s različitim ve- 
zivima, ali se također upotrebljavaju za kalupljenje. 
Pjeskomet (sl. 42) puni kalupnik i pijesak sabija u njemu 
nabacivanjem kalupne mješavine. U glavi pjeskometa nalazi se 


SI. 42. Stabilni pjeskomet. / glava pjeskometa, 2 i 3 trans- 
porter kalupne mješavine, 4 postolje, 5 vodilice glave pjeskometa 


rotor s jednom do tri lopatice. Kalupna se mješavina konti- 
nuirano dovodi trakastim transporterom do glave pjeskometa 
gdje ju zahvaćaju lopatice i u grudama izbacuju vertikalno 
prema kalupniku. Tako se istodobno puni kalupnik i sabija 
mješavina, što je zapravo mehaniziran stari način ručnog ka- 
lupljenja. Gibanjem glave pjeskometa postiže se dobra i jed- 
nolika sabijenost kalupa. Glava pjeskometa postavljena je na 
dvije povezane poluge, tzv. ruke pjeskometa, što omogućuje da 
«se glava giba po cijeloj površini kalupa. Brzina vrtnje lopatice 
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rotora iznosi 1000-1500 min ', a izlazna brzina grude 
30---50 m/s. 

Pjeskomet se upotrebljava za sabijanje kalupa različitih di- 
menzija u pojedinačnoj proizvodnji, kalupa sličnih dimenzija u 
serijskoj proizvodnji, ali uglavnom za izradbu srednjih i velikih 
kalupa. Razlikuju se dva tipa pjeskometa: stabilni i pokretni. 
Stabilni pjeskomet služi za izradbu kalupa sličnih dimenzija i 
obično je kombiniran s karuselom na kojemu se obavljaju pri- 
premne i završne operacije. Operater ili automat upravljaju po- 
micanjem glave pjeskometa. Pokretni pjeskomet služi za izradbu 
više velikih kalupnika različitih dimenzija. Pokretni pjeskomet 
kreće se po tračnicama uz koje su postavljeni kalupi. Kalupna 
se mješavina doprema do pokretnog pjeskometa trakastim trans- 
porterom, ili pjeskomet ima spremnike u koje se doprema ka- 
lupna mješavina dizalicom. 

Z. Bonačić-Mandinić 


Kalupne linije sastoje se od kalupilica i pomoćnih uređaja 
za kalupljenje povezanih transporterima u jedinstveni sustav. 
Izbor stupnja mehanizacije kalupne linije ovisi o veličini, obliku 
i kompliciranosti odljevka, te o veličini serije koju treba ka- 
lupiti. Kalupne linije mogu biti mehanizirane ili automatske. 
Kalupne su linije mehanizirane ako radnik obavlja radove u 
procesu kalupljenja na strojevima kojima upravlja pomoću 
sklopki, prekidača, ventila i sl. Kalupna je linija automatska 
kad je cijeli proces na liniji programiran i teče kontinuirano 
automatski od operacije do operacije. Pored automatskih ka- 
lupnih linija postoje i kalupni automati. 

Mehanizirane kalupne linije (sl. 43). U mehaniziranim ka- 
lupnim linijama upotrebljavaju se uobičajene vrste kalupilica 
s prigrađenim dodatnim uređajima koji prilagođuju kalupilicu 
radu s pomoćnim uređajima i transportnim stazama. Najčešće 
se prigrađuju naprave za brzo stezanje modelnih ploča, tračnice 
s kotačićima za dopremu i otpremu modelnih ploča s radnog 
stola kalupilice, kotačići na podizačima kalupnika koji prihva- 
ćaju kalupnik s transportera i koji nakon kalupljenja podižu 


SI. 43. Mehanizirana kalupna linija sa dvije kombinirane kalupilice (treskalice s dosabijanjem). / konstrukcija jednotračnih dizalica, 2 koturne staze za 

ulijevanje i hlađenje, 3 vagončić razdjelne staze, 4 ulaganje jezgri i sklapanje kalupa, 5 povratna staza praznih kalupnika, 6 transportna paleta, 7 trakasti 

transporter pripremljene kalupne mješavine, 8 skidač kalupne mješavine, 9 spremnik kalupne mješavine, /0 dozirni transporter kalupne mješavine, // kalupilica 
za donjak, 12 kalupilica za gornjak 
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Sl. 44. Mehanizacija trans- 

porta kalupnika i kalupa uz 

kalupilicu. / kalupilica sa za- 

kretnom konzolom, 2 podizač 

kalupa s kotačićima, 3 trans- 

porter s kotačićima, 4 koturna 
staza 


kalup i upućuju ga na transporter (sl. 44). Za rukovanje ka- 
lupnicima i kalupima upotrebljavaju se jednotračne dizalice s 
vitlom na električni ili pneumatski pogon. Kalupi i kalupnici 
transportiraju se na koturnim stazama. Te su staze nosiva pro- 
filna konstrukcija u koju su ugrađeni valjci na kugličnim le- 
žajima. Koturne staze sastavljaju se od ravnih segmenata ili 
segmenata u obliku lukova (sl. 45). Kalupi i kalupnici transpor- 
tiraju se na koturnoj stazi ručno guranjem, gravitacijski ili 


sa 


SI. 45. Dijelovi koturne staze: / ravna 
koturna staza, 2 zakretaljka, 3 lučna ko- 
turna staza 


1 3 


električnim pogonom valjaka (pogonski valjci). Za prijevoz ka- 
lupa od jedne do druge staze upotrebljavaju se vagončići s 
ručnim ili elektromotornim pogonom (sl. 46). Osim za transport 
kalupnika i kalupa, koturne staze služe i kao skladišta re- 
zervnih kalupa u slučaju zastoja u pojedinim odjelima ljevao- 
nice, a na njima se također ulijevaju i hlade kalupi. 

U ljevaonicama krupnih odljevaka upotrebljavaju se i razli- 
čiti pomoćni strojevi koji su konstruirani za obavljanje neke 
od faza kalupljenja. Tako, npr., postoje strojevi za okretanje 
kalupa, za podizanje kalupa i vađenje modela, za sklapanje 
kalupa, uređaji i naprave za učvršćivanje kalupnika na kotur- 
nim stazama pri kalupljenju itd. 


SI 46. Razdjelna koturna staza s električnim pogonom. / vagončić staze sa 
dva koturna segmenta, 2 paralelne koturne staze 
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Automatske kalupne linije obično se primjenjuju u ljevao- 
nicama s proizvodnjom od 80 većih ili 120 manjih kalupa 
na sat. Suvremene su kalupilice opremljene uređajima za iz- 
mjenu modelnih ploča u taktu, pa to omogućuje upotrebu 
automatskih linija i u uslužnim ljevaonicama, a ne samo u 
ljevaonicama velikih serija. Najčešće se automatske kalupne 
linije primjenjuju u ljevaonicama željeznih ljevova. Vrsta, ve- 
ličina 1 broj sastavnih dijelova i uređaja ovisi o proizvodnom 
programu i raspoloživom prostoru. Usprkos tome svaka auto- 
matska kalupna linija ima sljedećih pet osnovnih dijelova: auto- 
matske kalupilice, liniju kalupnika, liniju utega, transporter ka- 
lupa te upravljačku hidrauličku i elektroenergetsku stanicu 
(sl. 47). 


Sl. 47. Opća shema automatske kalupne linije. 

1 kalupilice, 2 linija kalupnika, 3 linija utega, 4 

transporter kalupa, 5 upravljačka hidraulička i 

elektroenergetska stanica, 6 istresna rešetka, 7 lije- 
valica 


Automatske kalupilice. Pritiskalice su jedini tip automatskih 
kalupilica koje se upotrebljavaju u automatskim kalupnim li- 
nijama. Taj tip kalupilica pokazao se najpovoljnijim, jer se 
postižu velike brzine kalupljenja i u srednjim i velikim ka- 
lupima. 

Pritiskalice koje se upotrebljavaju u automatskim linijama 
rade s većim tlakom koji djeluje na površinu kalupa nego 
obične pritiskalice (povećanje od 0,4--:0,7 MPa na 1,0--+1,5 MPa). 
Zbog konfiguracije modela u kalupu različita je visina kalupne 
mješavine, pa je različit i raspored tlaka unutar kalupa, a zbog 
toga i različita sabijenost smjese. Ako, međutim, pritiskalica 
radi unutar područja visokog tlaka (sl. 48), sabijenost kalupne 
mješavine gotovo ne ovisi o lokalnim promjenama tlaka. Visoki 
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SL. 48. Ovisnost stupnja sabijenosti o tlaku na 
površinu kalupa 


tlak koji djeluje udarno naglo se širi kroz kalupnu mješavinu, 
pa ona teče i ravnomjerno popunjava kalup bez obzira na re- 
ljefnost modela. Pri tom postoji opasnost od pojave povratnog 
opruženja, tj. nadimanja kalupne mješavine, što se pojavljuje 
zbog ekspanzije zaostalog zraka (spring back effect) kad pre- 
stane djelovanje tlaka. To se sprečava kontroliranom regulaci- 
jom djelovanja tlaka na kalup. Kad su modeli reljefno vrlo 
izraženi, najjednostavnije je upotrijebiti reljefne protuploče koje 
približno prate visinske razlike modela i tako osiguravaju pri- 
bližno jednake tlakove, odnosno jednaku sabijenost po površini 
kalupa. Regulacija tlaka može se ostvariti i pomoću diferenci- 
jalne (višedijelne) protuploče (sl. 49). Tada je tlačna površina 
podijeljena u više (20---120) kvadratnih ili pravokutnih eleme- 
nata, a svaki je od njih povezan s vlastitim tlačnim cilindrom 
priključenim na jedan zajednički spremnik. Za vrijeme ka- 
lupljenja onaj element koji nailazi na najmanji otpor prodire 
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najdublje u kalupnu mješavinu. Od trenutka kad je u svim 
cilindrima postignut nazivni tlak, svi elementi tlače jednako, 
pa diferencijalna ploča djeluje kao jedinstvena kruta ploča. 

Kad model ima više rebara ili kad su rebra visoka, treba 
primijeniti takav postupak punjenja kalupnika koji osigurava 
da kalupna mješavina ispuni uske prostore među rebrima već 
pri punjenju kalupnika mješav'nom. 


Sl. 49. Diferencijalna protuploča. a početak kalupljenja, b završetak 
kalupljenja; 1 spremnik ulja, 2 cilindri, 3 elementi, 4 kalupnik, 5 mo- 
del, 6 kalupna mješavina 


Sl. 50. Glava za upucavanje kalupne 
mješavine. / glava za upucavanje, 2 
mlaznice, 3 odvodi zraka, 4 kalupnik, 
5 model, 6 kalupna mješavina, 7 za- 
tvarač dozirnog spremnika 
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Najčešće se to postiže postupkom upucavanja dijela kalupne 
mješavine (sl. 50). U spremnik za doziranje ugrađena je glava 
za upucavanje kojom se oko polovice kalupne smjese upuca u 
kalupnik. Ostalim dijelom smjese napuni se kalupnik do vrha, 
pa se dalje kalupi uobičajenim postupkom. Drugim postupkom 
kalupnik se puni pod podtlakom (sl. 51). Model i kalupnik 
se nalaze u komori iz koje se prije i za vrijeme punjenja ka- 
lupnika evakuira zrak. Zbog toga se kalupnik popunjava ravno- 
mjerno i nema zračnog jastuka u uskim rasporima modela. 
Slijedi uobičajeni postupak kalupljenja. Takvim postupkom eli- 
minira se nadimanje kalupne mješavine, a habanje modela 
mnogo je manje nego kad se smjesa upucava u kalup. 

Linija kalupnika obuhvaća sve uređaje i transportere od 
mjesta na kojemu se kalup skida s kolica transportera kalupa 
do mjesta gdje se polaže donjak na transporter kalupa, od- 
nosno do mjesta gdje se zatvara kalup (sl. 52). Linija kalupnika 
počinje s uređajem koji pomoću hvataljki skida kompletni kalup 
s kolica transportera kalupa i postavlja ga na koturnu stazu 
transportera kalupnika. Transporter linije kalupnika prenosi 
kompletne kalupe i kalupnike od jednog do drugog uređaja 
linije kalupljenja. Kompletan kalup zatim dolazi do uređaja za 
istiskivanje sadržaja kalupa. Pomoću hidrauličnog cilindra isti- 
skuje se kalupni pijesak i odljevak na istresnu rešetku, a zatim 
prazni kalupnici gornjaka i donjaka, još uvijek spojeni zajedno, 
odlaze u uređaj za čišćenje gdje se četkama očiste s unutrašnje 
strane. Nakon čišćenja transporter otprema kalupnike u uređaj 
za rastavljanje kalupnika. Tu se gornjak kalupnika rastavi od 
donjaka, pa svaki zasebno odlazi na kalupljenje u kalupilicu. 
Ako je potrebno, nakon kalupljenja u donjak se ulažu jezgre i 
zatim se u uređaju za zatvaranje kalupa gornjak položi na do- 
njak, pa je time kalup završen. U procesu izradbe kalupa 
sudjeluju i uređaji za promjenu smjera kretanja kalupnika, 
okretaljike za gornjak i donjak kalupnika, te uređaji za ru- 
kovanje kalupnicima na koturnoj stazi, odnosno na kolicima 
transportera kalupa (sl. 53). 

Linija utega. Zbog djelovanja uzgona ulivena litina može 
odignuti gornjak od donjaka, a da se to spriječi, primjenjuje 
se jedan od sljedeća tri načina: poveća se težina kalupnika 
gornjaka, kalup se optereti utezima, ili se donjak i gornjak 
spoje spojnicama. 

Utege za opterećenje stavlja na kalupe i skida s njih stroj 
na liniji utega. Taj se stroj sastoji od uređaja za polaganje 
utega na kalup, uređaja za skidanje utega s kalupa i povratnog 
transportera utega. Linija utega je smještena iznad transportera 
kalupa; uređaj za polaganje utega nalazi se ispred, a uređaj za 
skidanje utega iza uljevališta. Uteg ostaje na kalupu u zoni 
lijevanja i s kalupom odlazi pod uređaj za skidanje gdje ga 
hvataljka skida i otprema na povratni transporter linije utega. 
Ako se kalupnik steže spojnicama, tada svaki kalupnik gornjaka 
ima spojnicu koju uređaj pred uljevalištem zahvati za kalupnik 
donjaka, a uređaj iza uljevališta ponovno oslobodi. 


Sl. 51. Punjenje kalupnika u vakuumu. a početni položaj, dozirni spremnik je pun; b položaj punjenja, posuda za punjenje puna, kalupnik i okvir za 

punjenje zatvoreni i evakuirani; c kalupnik se puni u vakuumu, dozirni spremnik se puni; d diferencijalna protuploča dolazi iznad kalupnika, kalup se 

sabija u vakuumu, model se vadi iz kalupa spuštanjem radnog stola zajedno s modelnom pločom; 1! dozirni spremnik, 2 posuda za punjenje, 3 okvir 

za punjenje, 4 kalupnik, 5 kalup, 6 model, 7 radni stol za tlačenje, 8 komora za zatvaranje kalupnika, 9 vakuumirani prostor, 10 diferencijalna pro- 
tuploča, 11 vakuumska pumpa, 1/2 kalupna mješavina 


299 


MEHANIZACIJA LJEVAONICA 


Sl. 52. Linija kalupljenja. 
1 transport kalupa, 2 ure- 
đaj za istiskivanje bloke- 
+ ta, 3 uređaj za premješta- 
nje kalupnika na liniju 
kalupljenja, 4 transporter 
kalupnika, 5 uređaj za 
razdvajanje kalupnika, 6 
kalupilica gornjaka i do- 
njaka, 7 okretaljka, 8 po- 
dručje ulaganja jezgri, 9 
uređaj za sklapanje kalu- 
pa, 10 uređaj za premješ- 
tanje kalupa na transpor- 
ter kalupa 


kolica bez kalupa i gdje se čiste kolica od ostataka pijeska u 
uređaju za čišćenje kolica; područje ulaganja jezgri u kalupe, 
od mjesta polaganja donjaka do mjesta sklapanja kalupa. Du- 
ljina i oblik transportera kalupa ovise o vremenu potrebnom 
za hlađenje odljevaka u kalupu i o raspoloživom prostoru. 
Prema tlocrtnom obliku razlikuje se kontinuirani transporter 
s polukružnom promjenom smjera (sl. 54) i diskontinuirani 
transporter (indekstransporter) s promjenom smjera kretanja 
pod pravim kutom (sl. 55). 


Ako je prostor ljevaonice skučen, postavlja se transporter 
kalupa.u dvije ili više razina. Kad se proizvode deblji od- 
ljevci od sivog lijeva, i u ljevaonicama čeličnog lijeva potrebno 
je duže vremena za hlađenje odljevaka, pa se upotrebljava 
transporter kalupa koji je u hladištu proširen kolodvorom 
kalupa (sl. 56). On se sastoji od nekoliko paralelnih tračničkih 
staza po kojima se kreću kolica u taktu linije. Time se na 
relativno malom prostoru dobije mjesta za mnogo kolica, što 
omogućuje relativno dugo vrijeme hlađenja. U ljevaonicama 


SI. 53. Pomoćni uređaj kalupne linije. a polaganje donjaka na kolica trans- 

portera kalupa, b spuštanje gornjaka i zatvaranje kalupa, € okretanje ka- 

lupa, d opterećivanje kalupa utezima, e istiskivanje bloketa, f rastavljanje 
kalupnika 


Sl. 54. Automatska kalupna linija za automobilski lijev. Ka- 
pacitet: 225 kalupa na sat, dimenzije kalupnika: 800 x 600 x 
x 250/250mm, vrijeme hlađenja: u kalupnicima 16 min, u 
bloketima_max. 22 min. / kalupilica gornjaka, 2 kalupilica 
donjaka, 3 područje ulaganja jezgri, 4 uljevalište, 5 hladilište 
u kalupnicima, 6 istiskivanje bloketa na transporter za hla- 
dilište bloketa, 7 kolodvor za hlađenje bloketa, 8 područje 
praznih kolica, 9 istresna rešetka, 10 povrat kalupnika 


Transporter kalupa većinom je dvotračna pruga zavarene 
čelične konstrukcije po kojoj se kreću kolica s kalupima. Vi- 
sina tračnice od poda ljevaonice iznosi obično 200--:300 mm. 
Drugo je rješenje tzv. paletni transporter koji ima kotačiće 
pričvršćene u nosivom profilu staze, a po njima se kreću pa- 
lete koje nose kalupe. 


1 5 — a 
Saše 
5 = > Ek — = til 1 =ooosebos m 
. [s = =m=m=mmmmi=imi a 
Bk «moo : 
ei jE X f E“ Ta o 
1 ij mEK-=B af ra 
BUS! DINAC! ZM: E ni 
jesi 9 «—jEy sa == 
E aa] : 
SI = nEH ri : HH 
—oossa == onmBHesesern=F=FHHSmms či 
ai lo Ri io "I B 
li Hod i o g e 


SI. 55. Automatska kalupna linija za tankostijene odljevke. Kapacitet: 220 kalupa na sat, dimenzije kalupnika: 1050 x 720 x 
x 150/150mm, vrijeme hlađenja 22 min. / uređaj za skidanje kalupa s kolica transportera kalupa i stavljanje na koturnu 
stazu linije kalupnika, 2 uređaj' za istiskivanje bloketa na istresnu rešetku, 3 uređaj za čišćenje kalupnika, 4 transporter 
linije kalupnika, 5 uređaj za rastavljanje kalupnika i promjenu smjera kretanja kalupnika donjaka prema kalupilici, 
6 kalupilica za donjak, 7 kalupilica za gornjak, 8 okretaljka za donjak, 9 okretaljka za gornjak, 10 uređaj za skidanje 
donjaka s koturne staze i polaganje na kolica, 1/ uređaj za skidanje gornjaka s koturne staze i zatvaranje kalupa, 
12 uređaj za čišćenje kolica, 13, 14 linija utega, 15 transporter kalupa; A, B, C, D uređaj za promjenu smjera kretanja 


odljevaka s vrlo velikim razlikama u debljini stijenki ili u 
kombiniranim ljevaonicama sivog i čeličnog lijeva postoje ve- 
like razlike u dužini vremena potrebnog za hlađenje, pa kolo- 
dvori kalupa imaju više paralelnih staza koje osim za hlađenje 


Prema radovima koji se obavljaju na dijelovima transpor- 
tera razlikuje se nekoliko područja: uljevalište, dio transportera 
na kojemu se ulijeva metal u kalupe (obuhvaća dio“ transpor- 
tera od mjesta postavljanja do mjesta skidanja utega s kalupa); 


hladilište, veći dio transportera gdje se hlade odljevci u kalupu 
(od mjesta skidanja utega do mjesta skidanja kalupa s kolica); 
područje praznih kolica, dio transportera na kojemu su prazna 


služe i za ulijevanje. 
Da bi se smanjio broj teških i skupih kalupnika u ophodu 
na transportnoj liniji, odljevci s vrlo debelim stijenkama hlade 
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Sl. 56. Automatska kalupna linija za uslužni sivi i žilavi lijev. 
Kapacitet: 60 kalupa na sat, dimenzije kalupnika: 1000 x 
x 800 x 350/350 mm, 80 kalupa u stazama za lijevanje i hla- 
đenje. 1 kalupilica sa dva radna mjesta za kalupljenje gor- 
njaka i donjaka, 2 područje ulaganja jezgri u donjak, 3 pod- 
ručje ulaganja jezgri u gornjak, 4 uljevalište + hladilište, 5 isti- 
skivanje na istresnu rešetku, 6 staza za prijevoz kalupa od 
linije kalupljenja do uljevališta/hladilišta, 7 staza za prijevoz 
kalupa od hladilišta do istresne rešetke, 8 istresna rešetka 


se u dvije faze. Prvo se odljevak hladi u kalupniku do tem- 
perature od —600“C, a zatim se cijeli sadržaj kalupnika (ka- 
lupni bloket) istisne u limene kutije koje se transportiraju na 
kolodvor gdje se odljevci hlade do temperature istresanja. 

Postoji i rješenje da se bloketi istisnu na posebni transpor- 
ter sastavljen od ploča u jednoj ili dvije razine (sl. 57). Trans- 
porter je vezan na automatski ciklus linije. Na takvu transpor- 
teru vrijeme hlađenja u kalupnicima iznosi 1/4:--1/3 ukupnog 
vremena hlađenja, pa se ostvaruju velike uštede u prostoru 
ljevaonice. 

Suvremeni transporteri kalupa imaju hidraulički pogon, dok 
se ranije primjenjivao pogon elektromotorima s galovim lancima 
ili zupčastim letvama. Danas se elektromotorni pogon upo- 
trebljava samo za kalupne linije s vrlo malo ciklusa, do 40 
kalupa na sat, tj. tamo gdje je takt linije duži od 1,5min, pa 
je brzina kretanja malena. 


ji 
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Linije s mnogo ciklusa, i do 300 kalupa na sat, imaju 
hidraulički pogon. Pri taktu od 15s (što odgovara 240 ciklusa 
na sat) transporter se mora za = 4s pomaknuti za jedan korak, 
što znači pokrenuti, ubrzati, prevaliti — 1,5m te ponovno zau- 
staviti masu i do 40 tona, i to bez trzanja i sudaranja. 

Transport kolica (ili paleta) u pojedinim sektorima diskon- 
tinuiranog transportera obavljaju po dva hidraulička cilindra, 
jedan pogonski i drugi kočni. Cilindri su smješteni u uređajima 
za promjenu smjera i rade sinhrono. Pogonski cilindar poti- 
skuje prva kolica, a dalje se potisak prenosi od kolica na 
kolica preko odbojnika svornjaka do kočnog cilindra koji 
protusilom ne dozvoljava da se među kolicima stvori razmak, 
jer bi to proizvelo sudaranje pri zaustavljanju transportera. 
Kontinuirani transporter ima jedan ili više hidrauličkih cilindara 
smještenih ispod tračnica. Cilindri hvataju kolica hvatačima i 
povuku ih za jedno mjesto naprijed, pa se vrate u početni 
položaj i hvataju sljedeća kolica. Takav transport kolica pri- 
mjenjuje se i na poprečnim dijelovima diskontinuiranih trans- 
portera. 

Upravljačka stanica. Hidraulička stanica smještena je u ka- 
bini iznad kalupne linije da bi pri prekidima rada ulje ostalo 
u cijelom hidrauličkom sustavu. Radni tlak ulja iznosi 5--:7 MPa. 
Budući da su potrebne velike količine ulja, hidraulička stanica 
ima više agregata, a svaki agregat po dvije lamelne pumpe 
kojima se dobava može regulirati. Agregat hidrauličke stanice 
upućuje ulje neposredno u razvodnike na pojedinim strojevima 
linije (tzv. manifold), gdje ulje služi kao radni i upravljački 
medij. I pneumatsko upravljanje i centralno hidrauličko upra- 
vljanje s upravljačkim ventilima u stanici, te neposrednim od- 
vodom ulja u pojedine cilindre postrojenja, presporo je za 
suvremene linije s više od 200 ciklusa na sat. Suvremena rje- 
šenja s razvodnicima, malim upravljačkim jedinicama, omogu- 
ćuju velike brzine upravljanja. Ti su razvodnici smješteni uz 
svaki stroj ili uređaj postrojenja, a imaju ugrađene elektro- 
magnetske upravljačke ventile koji se električki upravljaju iz 
upravljačke stanice, pa je tako skraćen put ulja do cilindara. 
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SI. 57. Automatska kalupna linija s hladilištem bloketa na dvije 
razine. / bloket, 2 potisni cilindar za skidanje bloketa s trans- 
portera kalupa i punjenje transportera hladilišta bloketa, 3 cilindar 
za izguravanje bloketa s transportera, 4 bloket, 5 postolje podi- 
zača ploča transportera, 6 cilindar podizača, 7 hvataljka podizača, 
8 cilindar za kočenje donjeg transportera, 9 ploča donjeg trans- 


portera, 10 ploča gornjeg transportera, 11 istresna rešetka, 12 otprašivanje istresne rešetke, 13 otprašivanje transportera, 14 auto- 

matska kalupilica donjaka i gornjaka, 15 linija utega, 16 lijevalica, 17 hladilište s tunelom, 18 ventilacija hladilišta, 19 cilindar za 

kočenje gornjeg transportera, 20 uteg, 21 transporter kalupa, 22 modelna ploča donjaka, 23 modelna ploča gornjaka, 24 kalupna mješavina 
na trakastom transporteru, 25 uređaj za sklapanje kalupa i istiskivanje bloketa 


MEHANIZACIJA LJEVAONICA 


Ako se neka od automatskih upravljačkih jedinica isključi 
zbog kvara ili podešavanja, može se svakim pojedinim strojem 
upravljati ručno pomoću sklopke koja je ugrađena u upravljač- 
koj kutiji na svakom razvodniku. Logički slijed pojedinih funk - 
cija postrojenja u ciklusu programira se i memorira pomoću 
elektroničkih modula koji upravljaju procesom i daju komande 
elektromagnetskim upravljačkim ventilima, a brojne krajnje 
sklopke (elektromehaničke ili elektroinduktivne) samo kontroli- 
raju izvršenje pojedinih operacija. Tako je osigurano da jedna 
operacija može početi tek kad je obavljena u logičkom slijedu 
prethodna operacija. 

Za rad potpuno automatizirane kalupne linije potreban je 
samo jedan kontrolor. On kontrolira rad kalupilica, tj. pro- 
vjerava tvrdoću kalupa, podešava količinu pijeska u dozirnom 
spremniku i kontrolira da li je kalup ispravno zakalupljen. 


Karakteristični primjeri automatskih kalupnih linija. Po svom obliku, raspo- 
redu i vrsti strojeva automatska kalupna linija (sl. 55) predstavlja izvedbu su- 
vremene kalupne linije. Linija je visokoproduktivna, kapaciteta 220 kom- 
pletnih kalupa na sat. Ima dvije kalupilice s jednom radnom pozicijom, od 
kojih jedna kalupi donjak, a druga gornjak. Kalupilice imaju uređaj za auto- 
matsku izmjenu modelne ploče u taktu linije, tako da mogu, unatoč visokoj 
produktivnosti, izrađivati i manje serije kalupa. Postoji pet mjesta za ulaganje 
jezgri. Područje je praznih kolica svedeno na minimum, tj. ima samo dva mjesta. 
od kojih jedno zauzima uređaj za čišćenje kolica. 

Automatska kalupna linija (sl. 58) ima kolodvor kalupa sa trima para- 
lelnim stazama. Time se dobilo na prostoru, a linija je skraćena. Kalupilica 
ima tri radne pozicije: punjenje kalupnika kalupnom mješavinom i vađenje 
modela na vanjskim pozicijama stroja, dok se kalupi sabijaju na srednjoj rad- 
noj poziciji. Kalupi gornjaka i donjaka kreću se po dvjema paralelnim sta- 
zama. 


SL. 58. Automatska kalupna linija za proiz- U 
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Kalupna linija, prema sl. 60, upotrebljava se u ljevaonicama krupnog če- 
ličnog lijeva. Kalupilica ima više radnih pozicija, a na svakoj se obavlja po 
jedna operacija, npr. punjenje modelnog pijeska, punjenje dopunskog pijeska, 
sabijanje tlakom uz vibracije, dopunsko sabijanje tlakom itd., već prema tehno- 
loškom procesu kalupljenja. Kopče osiguravaju da se kalupnici ne razdvoje 
zbog uzgona litine. Odljevci se ulijevaju i hlade na trostaznom paletnom 
kolodvoru. 


SL. 60. Automatska kalupna linija za proizvodnju velikih armatura od če- 

ličnog lijeva. Kapacitet: 20 kalupa na sat, dimenzije kalupnika: 2000 x 

x 1600 x 800/800mm, 96 kalupa u stazama za lijevanje i hlađenje. 1 kalu- 

pilica s više radnih mjesta za kalupljenje gornjaka i donjaka, 2 područje 

ulaganja jezgri u donjak, 3 područje ulaganja jezgri u gornjak, 4 uljeva- 

lište, 5 hladilište, 6 istiskivanje na istresnu rešetku, 7 staza za prijevoz kalupa, 
8 istresna rešetka, 9 povrat kalupnika 


Kalupni automati su automatski kalupni strojevi u kojima 
je kalupnik sastavni dio stroja. U kalupniku, odnosno komori 
za kalupljenje, izrađuje se kalup, koji se zatim istiskuje iz ka- 
lupnika kao bloket od sabijene kalupne mješavine. Takav se 
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vodnju odljevaka za hidrauličke pumpe. Ka- 


pacitet: 80 kalupa na sat, dimenzije kalupnika: 
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920 x 920 x 300/300mm, vrijeme hlađenja: 75 
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min. ! kalupilica sa tri radna mjesta, 2 ski- 
danje kalupa s kolica, 3 istiskivanje na is- 
tresnu rešetku, 4 čišćenje kalupnika, 5 odva- 
janje kalupnika, 6 i 7 okretaljka, 8 sklapanje 
kalupa, 9 linija utega, 10 lijevalica, 11 hla- 
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dilište transportera kalupa u tri staze (kolo- 
dvor kalupa), 12 skidanje kalupa s kolica 


SI. 59. Automatska kalupna linija za motorni lijev. Ka- 
pacitet: 60 kalupa na sat, dimenzije kalupnika: 1200 x 
x 700 x 400/300mm, vrijeme hlađenja: 60min. 1 kalupi- 
lica s jednim radnim mjestom i translatornom izmje- 
nom modela za kalupljenje gornjaka i donjaka, 2 po- 
dručje ulaganja jezgri u donjak, 3 područje ulaganja 
jezgri u gornjak, 4 zona ulijevanja, 5 hladilište, 6 linija 
utega, 7 istiskivanje na istresnu rešetku, 8 istresna re- 
šetka 


Na liniji, prema sl. 59, proizvode se odljevci za motore s više jezgri koje 
treba stavljati u donjak i u gornjak. Zato postoje dvije odvojene staze za 
ulaganje jezgri. Kalupilica ima jednu radnu poziciju za kalupljenje gornjaka i 
donjaka, pa je izmjena modelnih ploča u taktu. Uređaj je za izmjenu mo- 
delnih ploča s translatornim pomakom. Pomicanjem nosača modelne ploče 
lijevo-desno dovodi se u položaj kalupljenja naizmjence modelna ploča za do- 
njak i ona za gornjak. 

Linija, prema sl. 54, ima dvije kalupilice s jednom radnom pozicijom i s 
translatornom promjenom modelnih ploča. Kalupi se prenose kontinuiranim 
tračnim transporterom s kolicima. Odljevci se dijelom hlade u kalupnicima, a 
zatim u bloketima. Nema linije utega jer je težina kalupnika gornjaka pove- 
čana, pa se tako svladava uzgon litine. 

Automatska kalupna linija (sl. 56) ima kalupilicu s dvjema radnim pozi- 
cijama. Na poziciji punjenja može se prekinuti automatski tok procesa prije 
stavljanja kalupnika na modelnu ploču ili nakon toga. Time je omogućeno 
da radnik izvrši neki ručni zahvat na modelu, npr. stavlja hladila, modelni 
pijesak itd. Po završenom zahvatu automatski se tok procesa nastavlja pritiskom 
na prekidač na komandnoj ploči kalupilice. Postoji i posebna staza za ulaganje 
jezgri u gornjak. Paletni transporter kalupa izveden je kao kolodvor sa 4 
paralelne staze koje po cijeloj duljini mogu služiti za ulijevanje ili hlađenje. 
Takve se linije projektiraju za uslužne ljevaonice i ljevaonice čeličnog lijeva. 


bloket dalje vodi na ulijevanje i hlađenje. Iako postoje različite 
vrste i konstrukcije kalupnih automata, svi imaju sljedeće za- 
jedničke karakteristike: kalupi se izrađuju u obliku bloketa 
(tzv. kalupljenje bez kalupnika), u istom se stroju obavljaju sve 
operacije od kalupljenja do polaganja gotovih kalupa na trans- 
porter, i u svima se kalupna mješavina sabija tlačenjem. Razli- 
kuju se prema načinu punjenja kalupnika kalupnom mješavi- 
nom: slobodnim padom, upucavanjem paralelno ili okomito na 
modelnu ploču i sl. Položaj razdjelne plohe pri kalupljenju i 
ulijevanju osnovna je razlika među kalupnim automatima, pa 
se automati razvrstavaju na horizontalne i vertikalne automate, 
tj. automate koji kalupe s horizontalnom, odnosno vertikalnom 
razdjelnom plohom. 

Prednost je horizontalnog kalupnog automata pred vertikalnim 
u tome što je horizontalna razdjelna ploha uobičajena kod 
kalupljenja. Zbog toga se i nakon uvođenja automata u po- 
stojeću proizvodnju mogu upotrebljavati već razrađeni uljevni 
sustavi i postojeći jezgrenici jer se raspored oslonaca za jezgre 
ne mijenja. Kad se kalupi s horizontalnom razdjelnom plohom, 
bolje se iskorišćuje kalupna površina jer je u vertikalne raz- 
djelne plohe cijeli spust u kalupnoj površini, a u horizontalne 
je okomit na razdjelnu plohu. Kad se kalupi s vertikalnom 
razdjelnom plohom, bolje se iskorišćuje kalupna mješavina jer 
se svi kalupi oslanjaju u nizu jedan na drugi. U tehno- 
loškom smislu samo iznimno ima prednost lijevanje u kalupima 
s vertikalnom podjelom. 


Na sl. 61 shematski je prikazan horizontalni kalupni automat i tok jednog 
ciklusa kalupljenja. Model za gornjak i donjak pričvršćen je na modelnoj 
ploči s gornje i donje strane. Kalupna mješavina najprije puni dozirni sprem- 
nik (sl. 61a), a iz njega preko razrahljivača puni kalupnik donjaka (sl. 61b). 
Zatim pod donjak dolazi paleta (sl. 61c), na kojoj se nakon kalupljenja ka- 
lupni bloketi transportiraju na ulijevanje, modelna ploča se okrene u položaj 
da model gornjaka bude okrenut prema gore (sl. 61d), te se modelna ploča 
poprska. Nakon toga pomiču se dozirni spremnik s razrahljivačem i modelna 
ploča s donjakom u lijevi položaj (sl. 61e), gdje se puni kalupnik gornjaka 
(sl. 611), pa se kalup sabija (sl. 61g), rastavlja i vadi model (sl. 61h). Zatim 
se modelna ploča vraća natrag u desni položaj i okreće u početni položaj 
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SI. 61. Shema:ski prikaz rada kalupnog automata 
s horizontalnom razdjelnom plohom. / modelna 
ploča s modelom za gornjak i modelom za donjak, 
2 kalupnik za donjak, 3 zatvarač spremnika ka- 
lupne mješavine, 4 zatvarač dozirnog spremnika, 
5 paleta za transport kalupnih bloketa, 6 dodavač 
paleta i skidač viška kalupne mješavine, 7 vibrator 
za vibracije pri punjenju kalupnika i pri sabijanju, 
8 dozirni spremnik, 9 razrahljivač kalupne mje- 
šavine koji ujedno i ravnomjerno razdjeljuje mje- 
šavinu po kalupniku, 10 kolica za pomicanje do- 
zirnog spremnika i protuploče, // protuploča, 12 
kalupnik za gornjak, 13 tlačna ploča, 14 mlaznica 
za prskanje modelne ploče, 15 spremnik kalupne 
mješavine 


Sl. 62. Automatska kalupna linija s kalupnim automatom horizontalne razdjelne plohe. / kalupni automat, 2 transporter bloketa, 

3 zakretaljka transportera bloketa, 4 uređaj za skidanje bloketa s paleta i prebacivanje u uljevni karusel, 5 uljevni karusel, 6 lonac 

za ulijevanje, 7 uređaj za skidanje odlivenih bloketa s karusela i prebacivanje na transporter hlađenja, 8 dvoredni transporter hla- 

đenja, 9 vibracijska istresna rešetka, 10 uređaj za preuzimanje paleta ispod bloketa i prebacivanje na povratni transporter, 11 povratni 
transporter paleta, 12 paleta, 13 kalupni bloket 
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(sl. 61), sklapa kalup (sl. 61b), odvaja bloket gornjaka od kalupnika (sl. 61 c), 
spušta sastavljen bloket (sl. 61d) i potiskuje bloket na paleti iz kalupnog 
automata na transporter (sl. 61). 


Nakon kalupljenja u automatu bloketi se transportiraju na 
ulijevanje, hlađenje i istresanje, a palete se vraćaju u automat. 
Primjer rješenja automatske kalupne linije s horizontalnim auto- 
matom prikazan je na sl. 62. 


Sl. 63. Shematski prikaz toka kalupljenja na kalupnom automatu s verti- 
kalnom razdjelnom plohom. / kalupna mješavina, 2 komora za upucavanje, 
3 komora za kalupljenje, 4 mlaznica za upucavanje, 5 ploča s jednom polo- 
vicom modela, 6 ploča s drugom polovicom modela, 7 istisna ploča, 8 kalupni 
bloket; a početni položaj, zatvaranje komore za kalupljenje: ploče s obje 
polovice modela ulaze u komoru do položaja za upucavanje; b upucavanje 
kalupne mješavine; c sabijanje; d vađenje modela: ploče s polovicama modela 
izlaze iz komore za kalupljenje; e pomicanje komore za kalupljenje: komora 
se spušta iz položaja sabijanja u položaj istiskivanja bloketa; f istiskivanje 
bloketa: cilindar s ravnom ili profiliranom istisnom pločom istiskuje kalupni 
bloket na transporter; g spajanje kalupa: bloxet se pri izlasku iz komore 
pomiče brzo, a zatim se lagano bez udarca prislanja uz bloket otkalupljen 
u prethodnom ciklusu. Transporter na kojemu su bloketi sinhroniziran je s 
cilindrom za istiskivanje 
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U kalupnim automatima s horizontalnom razdjelnom plo- 
hom kalup se sastoji od dva dijela, gornjaka i donjaka, dok u 
automatima s vertikalnom razdjelnom plohom svi bloketi čine 
jedinstvenu cjelinu. Bloket proizveden u vertikalnom automatu 
s prednje strane ima oblik koji bi odgovarao donjaku, a sa 
stražnje strane oblik koji bi odgovarao gornjaku. Ti se bloketi 
naslanjaju jedan na drugi tako da kalupnu šupljinu oblikuje 
stražnja strana jednog i prednja strana drugog bloketa. 

SI. 63 shematski prikazuje kalupljenje s vertikalnom razdjel- 
nom plohom. Kalup se izrađuje u jednom kalupniku, odnosno 
komori koja je s prednje i stražnje strane zatvorena modelnim 
pločama (sl. 63a). U komoru se odozgo upucava kalupna mje- 
šavina pod tlakom zraka od 0,35-::0,70 MPa (sl. 63b). Sabija 
se modelnim pločama (tlak do 3,5 MPa), a potreban se tlak 
proizvodi hidraulički (sl. 63c). Po završetku sabijanja povlače 
se modelne ploče (sl. 63d), pa zatim istisna ploča istisne kalup 
iz kalupnika na transporter (sl. 63e) koji prenosi kalup na 
ulijevanje, hlađenje i do mjesta istresanja. 

Na sl. 64 prikazane su tri vrste istiskivanja bloketa iz tlačne 
komore. Automati koji rade sa dva paralelna niza bloketa 
(sl. 64a) imaju i dvije komore za kalupljenje koje su zajedno 
vezane i pomiču se lijevo i desno pred istisnu ploču na lijevoj, 
odnosno desnoj strani stroja. Uređaj za sabijanje nalazi se u 
sredini stroja. U automatima s jednim nizom bloketa (sl. 64b) 
komora se nakon sabijanja spušta u donji položaj gdje se na- 
lazi istisna ploča. Da bi se omogućilo kalupljenje odljevaka 
koji zahtijevaju horizontalni uljevni sustav opremaju se verti- 
kalni automati dodatnim uređajem za zakretanje bloketa u ho- 
rizontalni položaj (sl. 64c). Tada treba u liniju prije uljevališta 
ugraditi uređaj za podizanje bloketa i sklapanje kalupa. Taj 
uređaj podiže svaki drugi bloket, izbuši na njemu uljevnu čašku 
i polaže ga kao gornjak na sljedeći bloket. 

Proizvodnost vertikalnog automata iznosi 100-::400 bloketa 
na sat, već prema veličini bloketa i načinu kalupljenja. Ver- 
tikalni automati sa dvije komore proizvode i do 750 bloketa 


na sat. 
B. Luburić 


Peći za taljenje 


Peći za taljenje služe za proizvodnju rastaljenog metala (li- 
tine) određenoga kemijskog sastava i temperature. Kapacitet 
je peći masa litine kojom se može odjednom raspolagati, pa 
je zato kapacitet peći uvijek veći od mase najvećeg odljevka, 
ali je iskorištenje toplinske energije to bolje što je peć većeg 
kapaciteta. Proizvodnost, tj. količina litine proizvedene u od- 
ređenom vremenu, ovisi o kapacitetu peći, načinu zagrijavanja, 
vrsti zasipa i temperaturi litine. Razlikuju se dva osnovna na- 
čina taljenja: kada je izvor topline u zasipu (npr. indukcijska 


Sl. 64. Shematski prikaz istiskivanja bloketa u vertikalnom kalupnom automatu. a kalupljenje sa dva niza bloketa, b kalupljenje s jednim nizom blo- 

keta, c kalupljenje s vertikalnom razdjelnom plohom i zakretanje bloketa za lijevanje u horizontalnom položaju; / otvor za upucavanje kalupne mješavine, 

2 glava za upucavanje, 3 tlačna ploča s polovicom modela za donjak, 4 mlaznica za prskanje modela, 5 tlačni cilindar, 6 tlačna protuploča s polovicom 

modela za gornjak, 7 zatvarač glave za upucavanje, 8 komora za kalupljenje, 9 vodilica tlačnih ploča, 10 cilindar istisne ploče, 11 uređaj za zakretanje bloketa 
u horizontalni položaj, 12 transporter bloketa, 13 dozator kalupne mješavine 
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električna peć) i kada se zasip izvana zagrijava (npr. otporna 
električna peć). Peći s izvorom topline u zasipu imaju manje 
toplinske gubitke, a time i veću proizvodnost. Kao energija za 
taljenje služi kemijska energija goriva (koks, loživo ulje, plin) 
ili električna energija. Upotreba električne energije omogućuje 
vrlo dobru i laku kontrolu temperature taljenja, atmosfere u 
peći i izolacije, te se zato primjenjuje u proizvodnji legura 
osjetljivih na onečišćenja za vrijeme taljenja. 

Konstruktivno se razlikuju dva osnovna tipa: peći koje kon- 
tinuirano proizvode litinu (npr. kupolka) i peći za diskontinui- 
rani rad (npr. tiganjske peći). 

U ljevaonicama se upotrebljavaju kupolke, elektroindukcij- 
ske, elektrolučne (v. Elektrotermija, TE 5, str. 182) i plamene 
peći. Svaki agregat za taljenje ima specifičan utjecaj na svojstva 
rastaljenog metala, s obzirom na način taljenja, različitost u 
onečišćenju, sadržaj plinova u litini, vrijeme taljenja i sl., što 
sve utječe na način skrućivanja, odnosno strukturu, a time i 
na mehanička svojstva odljevka. 


Kupolka se upotrebljava za taljenje sivog lijeva. Sastoji se 
od izoliranoga šupljeg cilindra unutar kojeg se u slojevima 
nalazi metalni uložak, koks i taljivo. Na dnu peći je otvor 
za ispust litine, a iznad njega su otvori (sapnice) kroz koje 
ulazi zrak za izgaranje koksa. Najčešći je tip tzv. klasična 
kupolka koja ima, radi toplinske izolacije, čelični plašt iznutra 
obložen vatrostalnim materijalom. Međutim, sve se više upo- 
trebljava vodom hlađena kupolka, bez toplinske izolacije, kad 
se plašt hladi vodom, jer taj tip ima izrazite metalurške i po- 
gonske prednosti. Kupolke mogu biti vrlo jednostavne peći, ali 
isto tako mogu biti i vrlo složene instalacije s predgrijačem 
zraka, s pročistačem dimnih plinova i s mehaniziranim ili auto- 
matiziranim uređajima za transport zasipa i tekućeg metala. 

Dno kupolke konstruirano je kao vrata koja se otvaraju 
radi čišćenja i popravka kupolke. Unutarnja strana vrata top- 
linski je izolirana slojem sabijenog pijeska debljine 15---25 cm. 
Iznad te izolacije nalazi se otvor za ispust litine, a — 30-:-90 cm 
iznad toga otvora smještene su sapnice kroz koje se upuhava 
zrak. Na početku rada najprije se zapali sloj koksa na dnu peći, 
a zatim se kupolka ispuni koksom do visine od 1,2-+1,5m 
iznad sapnica. Dalje se peć puni naizmjeničnim slojevima me- 
talnog zasipa i koksa. Izgaranjem koksa intenzivno se razvija 
toplina, a rastaljeni se metal skuplja u prostoru iznad dna peći. 
Zbog taljenja metala i izgaranja koksa zasip se spušta, pa se 
kroz otvor na gornjem dijelu kupolke ubacuju novi slojevi me- 
tala i koksa. Taj se proces nastavlja tako dugo dok je osigu- 
rano upuhavanje zraka kroz sapnice i dovoljna količina koksa 
za taljenje metala. Na površini rastaljenog metala, skupljenog 
na dnu peći, pliva troska, koja se sastoji od koksnog pepela 
i različitih nemetalnih spojeva. 

Kupoika (sl. 65) je peć za kontinuirani rad, ali može po- 
služiti i za diskontinuirani pogon kada se litina ispušta u pre- 


SI. 65. Kupolke: a klasična kupolka, b kupolka 
hlađena vodenim plaštem, € kupolka hlađena 
vodenom zavjesom. / zračna komora, 2 sap- 
nica, 3 vodom hlađene sapnice, 4 dovod zraka, 
5 ispust, 6 sifonsko odvajanje troske, 7 izo- 
lacija dna kupolke, 8 vrata, 9 potporanj, 10 
izolacija, 11 zasipna vrata, 12 metalne opeke, 
13 izolacijske opeke, 14 vodilica za zasipni 
uređaj, 15 zasipna galerija, 16 unutrašnji čeli- 
čni plašt, 17 vanjski čelični plašt, 18 čelični 
plašt, 19 ulaz vode, 20 izlaz vode, 21 protok 
vode za hlađenje plašta, 22 dovod vode, 23 
vodena zavjesa, 24 grafitni blokovi, 25 oluk, 
26 visina spremnika litine 
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kidima, jer se želi sakupiti odjednom veća količina litine. Tada 
je razmak između sapnica i dna peći povećan, jer taj prostor 
služi kao spremnik litine. Medutim, ako je litina duže vremena 
u dodiru s produktima izgaranja, ona se može znatno onečistiti. 
Pri kontinuiranom radu troska se odvaja odmah nakon ispu- 
štanja na žlijebu. Pri diskontinuiranom radu donji dio kupolke 
puni se litinom, jer je otvor za ispust litine začepljen glinenim 
čepom, a otvor za ispust troske nalazi se —30-::60cm iznad 
dna peći. Troska, koja pliva nad litinom, počinje istjecati iz 
kupolke kad dosegne visinu otvora za ispust troske, a kad 
razina litine dosegne visinu toga otvora, otvori se ispust na dnu 
kupolke i sakupljeni rastaljeni, metal otprema se na ulijevanje. 
Nakon što litina isteče, ispust se ponovno zatvori i ciklus se 
ponavlja. 

Klasične kupolke imaju unutar čeličnog plašta sloj od izo- 
lacijskog materijala. Oko otvora za ubacivanja zasipa tempera- 
tura nije visoka, pa je taj otvor izoliran opekama od sivog 
lijeva (ispunjenim pijeskom) otpornim prema mehaničkim ošte- 
ćenjima. Vodom hlađene kupolke imaju prostor od dna do sap- 
nica obložen grafitnim blokovima, a dalje do visine od 
245m čelični je plašt gol i hlađen vodom. Izolacija oko 
otvora za ubacivanje zasipa slična je izolaciji kao u klasičnoj 
kupolki. 

Prema stupnju kiselosti troske proces u kupolki može biti 
kiseo ili bazičan. U bazičnom procesu nastaje desulfurizacija, 
povećava se udio ugljika u litini i veći je odgor silicija. U 
kiselom je procesu situacija obrnuta. Bazičnost obloge mora 
biti primjerena bazičnosti troske, jer bi inače postojala reakcija 
između troske i obloge, pa bi se obloga brzo istrošila. Iako 
je bazični proces metalurški povoljniji, vrlo se rijetko upo- 
trebljava bazična obloga jer je vrlo skupa. Vodom hlađena 
kupolka nema obloge u zoni taljenja, a grafitni blokovi u po- 
dručju ispod sapnica nemaju utjecaja. Zato taj tip kupolke 
može raditi sa svakim tipom troske i upotrebljava se gotovo 
uvijek za taljenje s bazičnom troskom. U kiselom se procesu 
postiže potreban udio ugljika u litini dodatkom veće količine 
sirovoga željeza, dok se u bazičnom procesu povećanje udjela 
ugljika postiže ugljikom iz koksa. Prema tome, vodom hlađena 
kupolka radi s većim udjelom čelične lomljevine u zasipu i sa 
znatno manje sirova željeza ili čak bez njega, jer je umjesto 
sirovog željeza dovoljan kružni (povratni) lijev, pa je proiz- 
vodnja jeftinija. 

Klasična kupolka može izdržati 8--+16 sati neprekidnog rada, 
pa se obično predviđa jedna kupolka za taljenje po smjeni, jer 
je svaki dan potrebno najprije kupolku ohladiti, a zatim očistiti 
i popraviti. Vodom hlađena kupolka može neprekidno raditi 
više tjedana, već prema proizvodnim uvjetima, nakon čega su 
potrebni manji popravci nego na klasičnoj kupolki. Grafitni 
blokovi izdrže 9-15 mjeseci rada. Zato kad se upotrebljava 
vodom hlađena kupolka nije potrebna rezervna peć. 
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Proizvodnost kupolke iznosi 1---50 t/h, a ovisna je o veličini 
kupolke, tako da se računa da je prosječna specifična proizvod- 
nost kupolke do —0,70 kg/h litine po cm? poprečnog presjeka. 
Proizvodnost također ovisi o omjeru koksa i metala u zasipu 
i o količini zraka za izgaranje. Potrebna količina zraka vodi 
se od ventilatora do zračne komore iz koje se upuhava zrak 
u peć kroz sapnice postavljene jednoliko po obodu peći. Većina 
kupolki izvedena je s jednim redom sapnica, ali postoje i izvedbe 
s više redova kada se redovi sapnica uključuju prema potrebi. 
Suvremene srednje i velike kupolke imaju relativno male sap- 
nice, tako da omogućuju brzinu zraka od —45m/s na ulazu 
u kupolku, što je potrebno radi dobre penetracije. U nekim 
se kupolkama, da bi se postigla što viša temperatura na ispustu 
i smanjio utrošak koksa, predgrijava zrak pomoću regeneracij- 
skih izmjenjivača. Tem peratura litine na ispustu iz kupolke ovisi 
o omjeru koksa i metala u zasipu. Ipak, svaki pogon ima svoje 
specifičnosti koje se odnose na kvalitetu i granulaciju koksa, 
raspored zraka za izgaranje, ukupnu visinu zasipa i sl. 

Troska se odstranjuje povremeno ili stalno, već prema na- 
činu rada kupolke. Kad se proizvodi mnogo troske, ona se može 
odmah nakon ispusta iz peći hladiti vodenim mlazom ili strujom 
zraka, te se tako od troske proizvodi granulat ili vuna. Iako je 
kupolka vrlo efikasna peć za taljenje s velikom proizvodnošću 
i niskim pogonskim troškovima, ipak kupolka s vodenim hla- 
đenjem, automatiziranim transportom zasipa i litine, automat- 
skom regulacijom rada ventilatora, temperature i dobrom za- 
štitom okoliša od onečišćenja zahtijeva vrlo velike investicije. 

Kupolka nije pogodna za brze promjene vrsta sivog lijeva 
za vrijeme taljenja. Uz dobru kontrolu sastav se može mijenjati 
za vrijeme pogona, ali se pri tom proizvodi jedan _dio litine 
prijelaznog sastava, koji se može eventualno iskoristiti za od- 
ljevke od kojih se ne traži neka određena kvaliteta. Tempera- 
tura litine na ispustu ovisi o kontroli izgaranja i organizaciji 
pogona. Svaka promjena količine ispuštene litine, posebno zau- 
stavljanje ispusta, poremetit će proizvodne uvjete, tako da već 
prekid od nekoliko minuta znatno utječe na temperaturu litine 
na ispustu. Zato se kupolkom s kontinuiranim ispustom pro- 
izvodi litina s manjim promjenama temperature nego u diskon- 
tinuiranom pogonu. Kako se u pogonu mogu uvijek očekivati 
zastoji ili prekidi u radu, bolja se kontrola temperature po- 
stiže postupkom dupleks: kupolka — indukcijska peć. 

Indukcijska električna peć radi na principu transformatora 
(v. Elektrotermija, TE 5, str. 188). Primarni se namot napaja 
izmjeničnom strujom, a metal predstavlja sekundarni kratko 
spojeni namot, tako da kroz njega protječe struja velike jačine, 
zbog čega se u metalu razvija toplina te se tali. 

Indukcijske električne peći već se dugo upotrebljavaju u lje- 
varstvu, i to najprije kao male jedinice za proizvodnju spe- 
cijalnih čelika, jer su bili potrebni posebni strojevi za proiz- 
vodnju visokofrekventne električne struje, što je znatno poveća- 
valo proizvodne troškove. Od 1950. godine upotrebljava se 
električna struja mrežne frekvencije (50 Hz) za pogon indukcij- 
skih peći, čime su smanjeni investicijski troškovi, tako da je 
danas mrežna (niskofrekventna) indukcijska peć najprošireniji 
tip električne peći za taljenje. U posljednje se vrijeme cijena 
srednje frekventnih indukcijskih peći približila cijeni mrežnih 
(niskofrekventnih) indukcijskih peći, što je omogućila upotreba 
tiristorskog invertora za proizvodnju električne struje frekven- 
cije 200.--300 Hz. Upotreba je električne struje srednje frekven- 
cije povoljna, jer se mogu graditi peći manjeg kapaciteta (pro- 
mjer je peći, naime, ovisan o frekvenciji) i jer se frekvencija 
može mijenjati u toku rada peći, pa se tako postiže bolje 
iskorištenje električne energije. 

Indukcijska peć kao peć za taljenje metala ima vrlo po- 
voljna svojstva: malo onečišćenje litine, sastav se može vrlo 
točno podesiti, povoljan efekt miješanja litine i teoretski neo- 
graničenu temperaturu taljenja. Za taljenje sivog lijeva nisko- 
frekventna indukcijska peć danas je ekonomski konkurentna 
kupolci. 

Razlikuju se dva tipa indukcijskih peći: tiganjske induk- 
cijske peći (sl. 66), u kojima je metalni zasip smješten u jedno- 
stavnom tignju oko kojeg se nalazi vodom hlađena bakrena 
spirala, i kanalne indukcijske peći (sl. 67), u kojima litina čini 
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petlju (kanal) oko transformatorske jezgre. S obzirom na razli- 
čitu konstrukciju takve peći imaju različite karakteristike. Ti- 
ganjska je indukcijska peć pogodnija za taljenje i pregrijavanje 
litine, dok je kanalna indukcijska peć pogodnija za pregrija- 
vanje litine, kao peć za poček i za postupak dupleks u kom- 
binaciji s kupolkom. 


SI. 66, Indukcijska tiganjska električna 

peć. 1 rastaljeni metal (litina), 2 izo- 

lacijska obloga (tiganj), 3 bakrena spi- 
rala, 4 ispust, 5 poklopac 


pr ma 
1 
Ki bd 


li 


SL. 67. Indukcijska kanalna električna peć. / kanal, 2 jezgra, 3 ispust, 4 po- 
klopac, 5 izolacija 


Kanalna indukcijska peć. Električna energija za taljenje u 
kanalnoj indukcijskoj peći predaje se preko relativno male mase 
metala u kanalu, tako da se litina u kanalu mora pregrijavati 
na relativno visoku temperaturu i što brže gibati kroz kanal 
da bi predala toplinu preostaloj litini u peći. Međutim, količina 
je predane energije metalu u kanalu ograničena, jer je dozvo- 
ljena temperatura ziđa kanala ovisna o kvaliteti izolacijske mase 
koja odvaja kanal od primarnog namota, a litina se giba djelo- 
vanjem elektromagnetskog polja. To je jedan od glavnih razloga 
što se kanalne indukcijske peći ne upotrebljavaju za taljenje 
metala. Zato je razvoj tih peći usmjeren na poboljšane kon- 
strukcije kanala, pa se očekuje da bi u budućnosti kanalne 
indukcijske peći mogle s obzirom na proizvodnost dostići ti- 
ganjske indukcijske peći. Kako se gibanjem litine u kanalu ne 
postiže dobro miješanje litine u peći, ne može se ostvariti 
brzo otapanje dodatnog zasipa (legirnih elemenata ili dodatnog 
krutog zasipa). Prije početka rada kanalnu indukcijsku peć 
treba predgrijati, a zatim je ispuniti rastaljenim metalom. Za 
vrijeme prekida rada kanal se mora održavati stalno ispunjen 
tekućim metalom. Postoji velika raznolikost u konstrukcijskim 
izvedbama kanalnih indukcijskih peći, ali su osnovne izvedbe 
s horizontalno ili vertikalno postavljenim kanalom. 
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Tigarijske indukcijske peći vrlo su slične kanalnim pećima. Za- 
grijani metal služi kao jezgra transformatora i kratkospojena 
zavojnica sekundarnog namota, dok je bakrena cijev, ovijena 
oko tignja, primarni namot. Zbog električnih razloga (v. Elek- 
trotermija, TE 5, str. 189) za male tiganjske indukcijske peći 
potrebna je struja visoke frekvencije. Tako je za peći kapa- 
citeta_— 500 kg najpogodnija frekvencija od 200.--550 Hz, dok 
veće peći rade s mrežnom frekvencijom (50 Hz). 

Primarni namot izrađen od bakrene cijevi mora imati do- 
voljnu krutost da izdrži mehaničke sile, pogovu ako se pojave 
velike struje, i dobru ugibljivost zbog dilatacija. Radi postizanja 
boljeg efekta tiganj ima veću visinu od promjera, tako da blizu 
dna peći djeluje velik statički tlak zbog postojanja relativno 
visokog stupca rastaljenog metala. Kućište peći mora biti ro- 
bustno i kruto, jer se peć nagiba tokom pražnjenja. 

U tiganjskoj indukcijskoj peći giba se litina djelovanjem 
elektromagnetskog polja, i to od središta peći prema gore i 
dolje, a zatim uz stijenku u suprotnom smjeru. Tako se ostva- 
ruje dobro miješanje litine. Zbog toga se vrlo brzo otapaju 
legirni dodaci ili novi zasip. Indukcijska se tiganjska peć lako 
prazni i lako stavlja u pogon s hladnim zasipom. Uobičajeno 
je da se pri puštanju u pogon ubace u peć krupniji blokovi 
metala, kako bi potekla što veća električna struja. Budući da 
se u peći vrlo malo mijenja sastav, najbolje je odmah sasta- 
viti zasip željenog sastava, jer pregrijavanje litine traje vrlo 
kratko, tako da ostaje malo vremena za kemijsku analizu litine. 

Direktna lučna električna peć. Lučne su električne peći (sl. 68) 
prema konstrukciji koritaste peći u kojima se metal tali djelo- 
vanjem topline električnog luka (v. Elektrotermija, TE 5, str. 194). 


SI. 68. Lučne električne peći. a direktna, b indirektna. 1 elektrode, 2 ispust, 
3 litina, 4 vrata, 5 poklopac peći, 6 valjci za nakretanje peći, 7 uređaj za 
njihanje 


Upotrebljavaju se za taljenje sivog i čeličnog lijeva. Sastoje se 
od čeličnog kućišta, koje je s unutrašnje strane zaštićeno va- 
trostalnim izolacijskim materijalom. Električna energija za ta- 
ljenje dovodi se preko tri grafitne elektrode. U električnom luku 
elektrode se troše, pa se ispravna udaljenost elektroda, a time 
i intenzivnost električnog luka podešava regulacijskim uređa- 
jem. Kupka od rastaljenog metala relativno je široka s obzi- 
rom na dubinu, tako da se u peć može ubaciti i vrlo glomazan 
zasip. Peć se puni odozgo uz prethodno zakretanje svoda peći 
ili kroz poseban otvor. Lučna električna peć pogodna je za 
različite metalurške obradbe litine, jer su reakcije između me- 
tala i troske vrlo efikasne. U takvoj je peći, naime, velika 
površina pokrivena troskom koja je na istoj temperaturi kao i 
litina. Proces taljenja može biti kiseo ili bazičan, a može se 
upotrijebiti zasip vrlo različitog sastava. U lučnoj električnoj 
peći litina se ne miješa za vrijeme taljenja i pregrijavanja, pa 
je mnogo teže ujednačiti sastav litine nego u tiganjskoj induk- 
cijskoj peći. Izolacija se lako održava, peć je robustne kon- 
strukcije i pouzdana u radu. Nepovoljno je što se za vrijeme 
taljenja stvara velika buka, koja može doseći i do 100 dB. Za 
vrijeme taljenja pojavljuju se veće promjene napona, što ne- 
povoljno djeluje na druge potrošače električne energije. Ispu- 
štanje je litine iz lučne električne peći diskontinuirano, a po- 
vremeno odlijevanje manjih količina litine pogoršava energetsku 
iskoristivost peći. Zbog toga se, kad kalupna linija zahtijeva 
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male količine litine, kombinira lučna peć s peći za poček, 
najčešće s indukcijskom peći. Tako se kombinira efikasnost 
taljenja i mogućnost upotrebe zasipa različitog sastava u lučnoj 
električnoj peći s povoljnim prilikama tokom pregrijavanja u 
kanalnoj indukcijskoj peći, pa se postiže efikasno taljenje i kon- 
tinuirana opskrba litinom uz kontrolu sastava i kontrolu tem- 
perature. 

Lučna električna peć radi punom snagom samo tokom ta- 
ljenja, a nakon toga mora se ograničiti snaga električnog luka, 
a time i količina topline za vrijeme pregrijavanja da se svod 
i ziđe peći ne oštete. Troškovi održavanja slični su za induk- 
cijsku i lučnu električnu peć. U pogonske troškove lučne peći 
treba uz troškove za električnu energiju uračunati i izdatke za 
grafitne elektrode, što se obično kompenzira upotrebom jefti 
nijeg zasipa. 

Indirektna lučna električna peć horizontalno je postavljeni 
bubanj u koji su uvučene elektrode, od kojih je jedna pokretna. 
Zasip se zagrijava neposrednim i reflektiranim zračenjem elek- 
tričnog luka. Peć je postavljena na valjcima i njiše se za vrijeme 
taljenja oko horizontalne osi. Amplituda njihanja može se po- 
desiti prema položaju ispusta i visini rastaljenog metala u peći. 
Litina se ispušta nagibanjem peći. 

Indirektna lučna peć ima visoku proizvodnost, ali zahtijeva 
dobro električko i mehaničko održavanje, te dobro izučene 
talioce. Zbog visoke temperature električnog luka postoji opas- 
nost od isparivanja legirnih dodataka, a teška je i kontrola 
temperature litine. Veoma je fleksibilna, te može taliti strugo- 
tinu isto tako uspješno kao i metalne trupce. 

Otporna električna peć jednostavne je konstrukcije, a ener- 
gija za taljenje dobiva se zagrijavanjem otpornika (grijača) kroz 
koje protječe električna struja. Izvode se kao tiganjske ili štapne 
peći. Tiganjske otporne električne peći prema konstrukciji vrlo 
su slične tiganjskim plamenim pećima, samo što je umjesto 
plamenika postavljena otporna spirala oko tignja peći. Upo- 
trebljavaju se kao peći za poček i za taljenje bakrenih i alu- 
minijskih legura. Za taljenje aluminijskih legura potrebni su 
metalni grijači, dok se za taljenje bakrenih legura upotreblja- 
vaju grijači od silicij-karbida. 

U otporničkim štapnim električnim pećima grijač je smje- 
šten u osi bubnja. Grijač je obično šipka od grafita ili silicij- 
-karbida. Toplina se neposredno prenosi na površinu zasipa, 
a zasip se zagrijava i zračenjem grijača i izolacijskog ziđa 
peći. U otpornim električnim pećima bolje se iskorišćuje to- 
plina nego u tiganjskim plamenim pećima. 

Koritasta plamena peć. Toplina za taljenje dobiva se izga- 
ranjem tekućeg ili plinovitog goriva koje izgara u istom pro- 
storu u kojemu se i tali. Te se peći grade kao stabilne (sl. 69) 
i kao nagibne peći (sl. 70). Produkti izgaranja dolaze u nepo- 
sredan dodir s rastaljenim metalom zagrijavajući površinu litine, 
tako da je prijelaz topline kombinacija konvekcije i zračenja. 


SI. 69. Stabilna koritasta plamena peć. 1 zasipni otvor (sifon), 2 otvor za 
čišćenje troske, 3 otvor za plamenik, 4 dimnjak. Otvor za ispust litine je 
na suprotnoj strani od otvora za čišćenje troske 


Plamenik i dimnjak obično se nalaze na istoj strani peći radi 
što boljega toplinskog efekta. Plamen iz plamenika ne smije 
udarati u rastaljeni metal jer bi to moglo onečistiti litinu. 
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Plamen i plinovi izgaranja najprije zagrijavaju svod i ziđe peći, 
koji se zagriju na relativno visoku temperaturu, te zračenjem 
odaju toplinu zasipu. Na povratku prema dimnjaku plinovi 
izgaranja konvekcijom zagrijavaju zasip. Produktivnost peći 
može se poboljšati ako se plinovima izgaranja predgrijava zasip 
prije ubacivanja u peć, ili ako se predgrijava zrak koji se do- 
vodi u peć. Predgrijavanjem zasipa ne samo da se poboljšava 
toplinski efekt peći nego se odstranjuje vlaga iz zasipa, koja 
bi mogla onečistiti litinu. 


SI. 70. Nagibna koritasta plamena peć. 
1 zasipni otvor, 2 ispust litine, 3 
dimnjak 


Koritasta plamena peć upotrebljava se za taljenje vrlo ve- 
likih količina metala, obično aluminijskih i bakrenih legura, te 
kao peć za taljenje otpadnih sirovina pri proizvodnji sekun- 
darnih metala. U nekim tipovima peći postiže se temperatura 
i do 1500“C, pa se mogu upotrijebiti 1 za taljenje sivog lijeva. 

Tiganjska plamena peć. Toplina za taljenje dobiva se kao 
i u drugim plamenim pećima izgaranjem tekućeg ili plinovitog 
goriva, ali plinovi izgaranja u tiganjskim pećima ne dolaze u 
dodir s metalom koji se tali, jer je smješten u posebnom tignju. 


SI. 71. Stabilna tiganjska plamena 

peć. | tiganj, 2 obloga od si- 

licij-karbida, 3 izolacijska obloga, 

4 čelični plašt, 5 otvor za plame- 
nik, 6 poklopac 


Sl. 72. Nagibna tiganjska plamena peć. 

1 tiganj, 2 ulaz goriva i zraka, 3 

čelični plašt s izolacijom, 4 dimnjak, 
5 ispust 


Tako je znatno smanjena mogućnost onečišćenja litine produk- 
tima izgaranja. Tignjevi se izrađuju od silicij-karbida ili grafita. 
Grafitni tignjevi su higroskopni i osjetljivi na toplinski udar. 
Tiganjska plamena peć sastoji se od cilindričnog čeličnog pla- 
šta koji je iznutra obložen vatrostalnim izolacijskim materi- 
jalom. 

Najjednostavnija je tiganjska stabilna peć (sl. 71) iz koje se 
litina grabi loncima. Postoje i stabilne tiganjske peći iz kojih 
se može izvaditi tiganj i iskoristiti kao lonac za lijevanje. Na- 
gibne tiganjske peći (sl. 72\ nagibaju se oko težišta ili oko 
ispusta za izlijevanje, što je povoljnije zbog toga što se tada 
smanjuje oksidacija litine pri izlijevanju. 

Plamenik za zagrijavanje peći postavljen je tako da plamen 
i plinovi izgaranja ulaze u peć tangencijalno s obzirom na 
tiganj, da se ne bi tiganj lokalno zagrija >, što bi znatno skra- 
tlo njegovu trajnost. Iskoristljivost je topline vrlo slaba jer 
plinovi izgaranja na izlazu iz peći imaju visoku temperaturu. 
Poboljšanje iskoristljivosti postiže se iskorištenjem plinova iz- 
garanja za predgrijanje zasipa. Tiganjske plamene peći obično 
se upotrebljavaju za taljenje aluminijskih i bakrenih legura. 
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Priprema zasipa sastoji se od sastavljanja zasipa vaganjem 
pojedinih komponenata, te ubacivanja u zasipnu posudu radi 
transporta u peć. Komponente zasipa važu se težinskim doza- 
torima (sl. 73), koji mogu biti pokretni ili stabilni. Dozatori 


Sl. 73. Istovar zasipa iz težinskog spremnika u zasipne posude 
na transportnim kolicima 


su otvoreni metalni spremnici dovoljne veličine da sadrže kom- 
pletan zasip, a povezani su s vagom. Dozator se obično puni 
metalnim zasipom pomoću dizalice s elektromagnetom. Težin- 
ski dozatori su vrlo robustne konstrukcije, jer moraju biti ot- 
porni na udarce pri ispuštanju zasipnog materijala s elektro- 
magneta. 

Težinski dozatori za kupolke smješteni su obično na po- 
sebnu platformu (sl. 74), koja služi i za smještaj priručnih 
spremnika za koks i taljivo. Težinski dozatori za koks i ta- 
ljivo laganije su konstrukcije i manjih dimenzija, a pune se iz 
priručnih spremnika vibracijskim žlijebom. 

Pokretni težinski dozator može biti postavljen na dizalicu 
(sl. 75), te se dozator puni pomoću vitla s elektromagnetom. 
Neki put su transportna kolica opremljena vagom, pa se na 


njima priprema zasip i voze zasipne posude. 


SI. 74. Mehanizacija zasipavanja kupolke. / kupolka, 2 zasipni otvor, 3 za- 

sipna posuda, 4 spremnik za koks, 5 spremnik za vapnenac, 6 pokazivač 

vage za metalni zasip, 7 pokazivač vage za taljivo i koks, 8 zasipna plat- 

forma, 9 magnet dizalice, 10 upravljačka ploča, 11 težinski dozator za metalni 

dio zasipa, 12 vagon, 13 zatvarač zasipne posude, 14 težinski dozator za 
koks i taljivo, 15 vibracijski dozator, 16 skip dizalo 
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SI. 75. Priprema zasipa. Granik (1) s magnetom (2) i težinskim dozatorom (3) 


Zasipni uređaj kupolke. Kontinuirana proizvodnja litine zah- 
tijeva postupno taljenje slojeva zasipa, jer se inače smanjuje 
proizvodnost i temperatura taljenja, a pojavljuju se i veće pro- 
mjene kemijskog sastava litine. Zato je potrebno postići ujed- 
načen protok i raspored toplih plinova, zbog čega slojevi za- 
sipa moraju biti jednolike gustoće, s time da se propusnost 
zasipa povećava prema središtu kupolke. Zasipna je posuda 
najvažniji dio zasipnog uređaja, jer o njoj znatno ovisi raspo- 
red zasipa u peći. Razlikuju se tri tipa zasipnih posuda: kab- 
lić, lonac s dvodijelnim i jednodijelnim dnom i lonac sa sto- 
žastim dnom (sl. 76). Za transport zasipne posude do zasipnog 


SI. 76. Zasipne posude. / kablić, 2 zasipni lonac s jednodijelnim, 3 dvodijel- 
nim i 4 stožastim dnom 


otvora upotrebljava se skip dizalo ili različite vrste dizalica 
(često granici). Kablić kao zasipna posuda upotrebljava se je- 
dino u kombinaciji sa skip dizalom, dok se zasipni lonci mogu 
transportirati i skip dizalom i dizalicama. Zasipni se kablić 
prazni prekretanjem, a u kombinaciji s vertikalnim skipom naj- 
jeftiniji je zasipni uređaj. Nedostatak mu je bočno ubacivanje 
zasipa, tako da se lako može oštetiti izolacijska obloga ku- 
polke i nejednoliko rasporediti zasip, a tada se koks slabije 
iskorišćuje. Upotrebom zasipnog lonca s dvodijelnim dnom do- 
bro se iskorišćuje zasipni prostor i bolje se raspoređuje zasipni 
materijal nego upotrebom kablića. Mala pogonska sigurnost 
nedostatak je kod upotrebe zasipnog lonca, jer se može otvo- 
riti tokom transporta. Nepovoljno je i to što cijeli zasipni sa- 
držaj lonca pada odjednom, a kako se zasip prazni u središte 
peći, plinovi izgaranja struje uz izolacijsku oblogu umjesto kroz 
središte peći. Upotrebom zasipnog lonca s jednodijelnim dnom 
zasip se loše raspoređuje. Zasipni lonac sa stožastim dnom osi- 
gurava dobar raspored zasipnog materijala, jer se zasip raspo- 
ređuje po obodu peći, čime se postiže veća propusnost u sre- 
dištu, a time i bolje prodiranje plinova i jednoličnije taljenje. 
Vrlo je pouzdan u radu, ali se slabo iskorišćuje zasipni pro- 
stor, jer lonac mora biti mnogo manji od unutrašnjeg promjera 
peći i jer veći komadi zasipa mogu zapeti u stožastom dijelu 
lonca. j 
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Postoje različiti uređaji za dizanje zasipne posude prema 
tipu kupolke i proizvodnim uvjetima. Najjeftinije je i najjedno- 
stavnije vertikalno skip dizalo (sl. 77) u kojemu je zasipni kablić 
dio uređaja. Kablić se podiže i spušta električnim vitlom. Upo- 
trebljava se za manje kupolke. Zasipni kablić montiran je na 
kolica koja putuju po vertikalnim vodilicama zakrivljenim na 
vrhu. Kad kablić dosegne zasipni otvor kupolke, nagne se na- 
prijed, a sadržaj se istrese u zasipni otvor kupolke. Kad nije 
moguće vodilice postaviti okomito, izvode se kose vodilice. Skip 
dizalo se upotrebljava i za zasipanje zasipnim loncem, obično 
za veće kupolke. Skip dizalo se može izvesti u zakretnoj izvedbi 
tako da može posluživati dvije ili više kupolki, jer se nakon 
svakog zasipavanja zakrene na drugu kupolku, 


Sl. 77. Vertikalno skip dizalo 
I kupolka, 2 platforma, 3 is- 
pust, 4 pretpećnica, 5 skip di- 
zalo, 6 zasipni kablić, 7 za- 
sipna kolica, 8 mosna vaga 


Za zasipanje služe različite dizalice, najčešće granici (sl. 78), 
a posuda za zasipanje je obično zasipni lonac sa stožastim 
dnom. Nakon punjenja zasipni se lonac kolicima transportira 
pod toranj za dizanje gdje ga prihvaća vitlo dizalice i podiže 
na visinu zasipnog otvora. Vitlo je dizalice konzolne konstruk- 
cije, tako da pomoću konzole uvodi lonac u peć. 


Sl. 78. Automatizirano zasipno postrojenje. 1 dizalica s konzolom za zasi- 

pavanje, 2 kolica za transport zasipnog lonca, 3 zasipni lonac, 4 spremnik 

za koks, 5 spremnik za vapnenac, 6 vibracijski žlijeb, 7 težinski dozator za 

vapnenac i koks, 8 vagon s metalnim zasipom, 9 težinski dozator za me- 
talni zasip, 10 granik s magnetom, /1 kupolka 


Zahtjevi za uštedom energije i zaštitom okoliša utjecali su 
na promjenu konstrukcije kupolke. U kupolkama koje su vo- 
dom hlađene povećana je visina zasipa od 5m na 10-:+15m, 
radi boljeg predgrijanja zasipa. Povećanjem visine zasipa sma- 
njuje se temperatura i brzina plinova izgaranja te slabi ven- 
tilacija zasipnog otvora u kupolkama bez posebnih odsisnih 
uređaja. Iako su bili ugrađeni posebni plamenici, bilo je ote- 
žano paljenje i izgaranje ugljik-monoksida, pa je povremeno 
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ugljik-monoksid prodirao kroz zasipni otvor. U kupolke koje su 
imale uređaj za pročišćivanje plinova ulazila je velika količina 
zraka kroz zasipni otvor zbog odsisavanja, pa je bio potreban 
povećani kapacitet odsisnog uređaja i filtara. Poboljšanje se 
moglo postići odvođenjem plinova izgaranja prije zasipnog ot- 
vora ili smanjenjem dimenzija zasipnog otvora. Da bi se smanjio 
zasipni otvor, uvedeno je zasipavanje vibracijskim žlijebom 
stalno postavljenim u zasipnom otvoru. 

Uređaji za zasipavanje električnih peći. Veliki kapaciteti su- 
vremenih električnih peći zahtijevaju efikasnu mehanizaciju za- 
sipavanja, kako bi se smanjio prazni hod peći i tako postiglo 
bolje iskorištenje. Ako nije potrebno zasip sušiti ili predgrijati, 
primjenjuju se slični postupci zasipavanja kao za kupolne peći. 
Zasipavanje pomoću dizalice s elektromagnetom suviše je sporo. 
Vibracijski žlijebovi u kombinaciji sa skip dizalom vrlo su efi- 
kasni zasipni uređaji. Tada se zasipava u središte peći, pa se ne 
oštećuje obloga. Nedostatak je velika buka. Vrlo se često za- 
sipava zasipnim loncem (sl. 79), i kad je potrebno predgrijanje 
zasipa i kad to nije potrebno, jer se tako postiže dobra kon- 
trola uvjeta zasipavanja i jer se lako odstranjuju plinovi. 


SI. 79. Priprema zasipa indukcijske 
peći. 1 skladište, 2 granik s magnetom, 
3 vibracijski žlijeb, 4 zasipna posuda, 
5 uređaj za sušenje zasipa, 6 jedno- 
tračna dizalica sa dopremu zasipne po- 
sude, 7 indukcijska električna peć, 8 
lonac za transport litine 


Više radi sigurnosti rada nego zbog ekonomskih razloga, 
zasip se za električne peći suši ili predgrije. Sušenjem se od- 
stranjuje voda i ulje iz zasipa, pa je zasip potrebno zagrijavati 
na temperaturu od 200-300 "C, dok se predgrijanjem zasip 
zagrijava na temperaturu od 500-.:600“C. Velika fleksibilnost 
električnih peći (može se taliti otpadni materijal različitog ob- 
lika) otežava izbor mehanizacije transporta i predgrijanja za- 
sipnog materijala. Komadni se zasipni materijal suši ili pred- 
grije neposredno u zasipnom loncu, dok se zasipni materijal 
prešan u bale zagrijava u kontinuiranom predgrijaču, jer je 
potrebno duže zagrijavanje. 

Z. Bonačić-Mandinić 
Ulijevanje litine i čišćenje odljevaka 

Transport i ulijevanje litine. Litina se transportira u ljevačkim 
loncima. Oni su izrađeni od čeličnog lima, obično su valjka- 
stog ili stožastog oblika, obloženi iznutra izolacijskim materija- 
lom radi zaštite metalnog plašta i smanjenja toplinskih gubi- 
taka. Debljina izolacije ovisi o vremenu zadržavanja litine u 
loncu, jer sniženje temperature litine u loncu za vrijeme trans- 
porta ne smije biti veće od 50:::75*C. Prema namjeni razlikuju 
se lonci za transport i za ulijevanje litine. Među njima nema 
suštinske razlike, osim što su lonci za transport litine veći 1 s 
boljom toplinskom izolacijom. Loncem za transport litine trans- 
portira se rastaljeni metal od ispusta iz peći do uljevališta. 
Međutim, katkada se lonac za ulijevanje puni neposredno iz 
peći. To se primjenjuje kad se lijevaju odljevci u uslužnim 
ljevaonicama, jer je tada ljevalište blizu peći, ili kad se lijevaju 
vrlo veliki odljevci. Prema načinu izlijevanja litine razlikuju se 
lonci s izlijevanjem preko kljuna, sa sifonom i s ispuštanjem 
litine kroz dno (sl. 80). U malim i srednjim uslužnim ljevao- 
nicama lonci se transportiraju guranjem po ovjesnoj tračnici, 
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dok je u velikim 1 visokomehaniziranim ljevaonicama transport 
lonaca potpuno mehaniziran. 


Sl. 80. Ljevački lonci: a obični, b sa sifonom, e s čepom 


Ručno se ulijeva postavljanjem lonca u posebne držače ili 
ljevačkim loncem ovješenim na nosaču o vitlo jednotračne di- 
zalice (sl. 81). Pogon je dizalice ručni ili elektromotorom sa 
reduktorom. Lonac se podiže zupčastom letvom ručno ili hi- 
draulički, a naginje pužnim reduktorom ručno ili elektromo- 
torom. Kad je potrebno ulijevati mirno, bez trzaja i sa stalnim 
dotokom litine, upotrebljavaju se krute konstrukcije za ovje- 
šenje lonca i hidraulički pogon. Kad je potrebno više litine 
ili veća brzina ulijevanja, npr. za automatske kalupne linije, 
upotrebljavaju se lijevalice. Najjednostavnije su one lijevalice 
kojima se ulijeva iz ljevačkog lonca mehaničkim ili hidrauličkim 
pogonom. One su ovješene o tračnice i kreću se uzduž ljeva- 
lišta. Imaju upravljačku kabinu i platformu na kojoj je nosač 
ljevačkog lonca. Lonac se od peći do lijevalice transportira 
jednotračnom dizalicom i stavlja na nosač. Kad je veća uče- 
stalost ulijevanja, platforma ima dva nosača, tako da se jednim 
loncem ulijeva, dok se na drugom nosaču zamjenjuje prazan 
lonac punim. 


SI. 81. Ručno ulijevanje loncem na ovjesnoj dizalici 


Složeniji tipovi lijevalica imaju mogućnost dogrijavanja litine, 
a izlijeva se nakretanjem ili kroz otvor na dnu, dok je uprav- 
ljanje poluautomatsko ili automatsko. Da bi se postigla stalna 
temperatura ulijevanja, litina se dodatno zagrijava. Takve su 


SI. 82. Automatska lijevalica s te» 

žinskim dozatorom. / spremnik li- 

tine, 2 uređaj za pomicanje čepa 

za ispust litine u dozator, 3 ka- 

lupna linija, 4 težinski dozator, 

5 otvor za punjenje spremnika li- 
tinom 


lijevalice zapravo male kanalne indukcijske peći. Kad su lijeva- 
lice poluautomatske, litina potrebna za popunjavanje jednog ka- 
lupa dozira se ručno. Automatske lijevalice imaju doziranje po- 
moću težinskog dozatora ili pomoću termosenzora. Osim toga, 
moguće je programirati trajanje ulijevanja. 

Automatske su lijevalice različitih konstrukcija. Kad lijeva- 
lica ima težinski dozator (sl. 82), litina je smještena u poseb- 
nom spremniku koji se puni loncem. Iz spremnika se litina 
ispušta kroz otvor na dnu koji se otvara i zatvara hidraulički 
upravljanim keramičkim čepom. Iz toga spremnika naizmjence 
se pune dva težinska dozatora ovješena na tračnicama iz kojih 
se ulijeva u kalupe. Kad lijevalica ima termosenzor (sl. 83), 
potrebna se litina dozira prekidom ulijevanja kad termosenzor 
registrira toplinsko zračenje iz pojila ili oduška. U takvoj lije- 
velici litina se dogrijava kao u kanalnoj indukcijskoj peći. 


SI. 83. Automatska lijevalica s termosenzorom i indukcijskim zagrijavanjem 
litine. 1 spremnik litine, 2 otvor za punjenje spremnika litinom, 3 uređaj za 
pomicanje čepa za izljev litine, 4 termosenzor 
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Većina lijevalica još se uvijek upravlja poluautomatski, zbog 
poteškoća s automatizacijom doziranja litine, posebno kad se 
pojavljuje velika promjena količine litine u kalupu zbog grešaka 
u kalupljenju (npr. urušavanje kalupa, puknuta jezgra). Prema 
propisima o zaštiti na radu, u većini je zemalja zabranjeno 
ulijevanje za vrijeme pomicanja transportera kalupa. Zato se 
upotrebljavaju kalupne linije s transporterima koji se pomiču 
u taktu i ulijeva se samo na jednom mjestu. Tada se iz lije- 
valica ulijeva u trenutku mirovanja kalupa, a one se pomiču 
samo radi centriranja mlaza litine u čašku uljevnog sustava. 

Istresanje i transport odljevaka. Istresne rešetke služe za istre- 
sanje sadržaja kalupnika i za odvajanje pijeska od odljevka. Is- 
tresna je rešetka (sl. 84) rešetkasta, zavarena čelična platforma 
ili platforma sastavljena od lijevanih čeličnih segmenata. Plat- 
forma je oslonjena na pčrima. Vibracije proizvode dva vibra- 
cijska motora koji su neposredno pričvršćeni na kućište rešetke, 
ili ekscentar tjeran elektromotorom. Ohlađeni kalupi stavljaju 
se na rešetku gdje se djelovanjem vibracija raspada bloket. 


SI. 84. Istresna rešetka. / rešetkasta platforma, 2 opruge, 3 vibracijski mo- 
tor, 4 rešetka u podu kroz koju propada višak pijeska, 5 kabina za ot- 
prašivanje 


Pijesak propada kroz rešetku na trakasti transporter koji je 
ugrađen ispod rešetke, a kalupnici i odljevci ostaju na rešetki 
s koje se skidaju jednotračnim dizalicama ili ručno hvataljkama. 
Istresna rešetka vibrira vertikalno. Ako rešetka tako ne vibrira, 
nego pod kutom, kalupnici i odljevci kreću se po rešetki, te se 
gomilaju i padaju s rešetke. Amplituda i snaga vibracija može 
se regulirati prema veličini i težini kalupa. Istresna rešetka radi 
diskontinuirano. Osim toga, takvo istresanje kalupa oštećuje 
vodilice i razdjelne površine kalupnika, pa se upotrebljava 
uglavnom u ljevaonicama nižeg stupnja mehanizacije i s manjim 
zahtjevima za točnost odljevaka. 

U kalupnim linijama višeg stupnja mehanizacije i u auto- 
matskim linijama bloket se istiskuje iz kalupnika, pa se ka- 
lupnici ne oštećuju. Bloketi se ne istiskuju na rešetke, već na 
rešetkaste vibracijske transportere koji vibriraju pod kutom, a 
ne vertikalno, te se na njima i pijesak odvaja od odljevaka i 
odljevci transportiraju do drugog transportera ili spremnika, pa 
se tako oslobađa mjesto za sljedeći bloket. Takvi transporteri 
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SI. 85. Rešetkasti vibracijski transporter. 1 ekscentar, 2 višedijelna rešetka 


rade kontinuirano, pa su uključeni u tok rada kalupnih linija. 
Rešetkasti vibracijski transporter (sl. 85) višedijelna je rešetkasta 
platforma oslonjena na pera, s vibracijskim motorima ili ekscen- 
trima kao proizvođačima vibracija. Smjer je vibracija pod ku- 
tom od 55%%--:75% prema površini transportera, pa se odljevci 
pomiču prema naprijed. Što je kut veći, veće je odvajanje 
pijeska od odljevaka, a manje napredovanje odljevaka prema 
naprijed i obratno. Rešetkasti transporter ugrađuje se ispod 
uređaja za istiskivanje bloketa. Pijesak koji propada kroz re- 
šetke pada kroz lijevak na trakasti transporter koji ga otprema 
u postrojenje za pripremu kalupne mješavine. 

U automatskim kalupnim linijama, a osobito kad se radi s 
kalupnim automatima za odvajanje pijeska i odljevaka, upo- 
trebljavaju se rotacijski bubnjevi (sl. 86) koji su uključeni u takt 
linije ili automata. Plašt je od čeličnog lima, a unutrašnjost 
je obložena pločama od visokolegiranog sivog lijeva otpornog 
na habanje. Rebra su s unutrašnje strane spiralno postavljena, 
pa je osigurano kontinuirano miješanje i napredovanje pijeska 
i odljevaka prema izlazu. Elektromotor okreće bubanj preko 
reduktora i lančanika, koji rotira na dva prstena na kotačima 
postolja. Obodna je brzini bubnja —0,35m/s. Osim što se 
razbijaju bloketi i odvaja pijesak od odljevaka, u bubnju se 
pojačano hlade odljevci i pijesak prskanjem vode po smjesi 
pijeska i odljevaka koji rotiraju. Bubanj radi na protustrujnom 
principu. Zrak izlazi kroz usisni ventilator na strani ulaza blo- 
keta u bubanj. Na prolazu kroz bubanj zrak se zagrijava, pa 
je granica zasićenja vodenorn parom sve viša. Zato su prskalice 
s vodom za hlađenje smještene u prvoj trećini bubnja, a otpri- 
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like na mjestu gdje su se bloketi već raspali. Vrući zrak od- 
vodi se iz bubnja preko hladnjaka i filtra. Izmjena topline 
ovisi o brzini i raspadu bloketa, pravodobnom i količinski 
ispravnom dodatku vode, te o što ravnomjernijem i intenzivni- 
jem dodiru vode s vrućim česticama pijeska i površinom od- 
ljevaka. Da bi se postigao optimalni rad, potrebno je auto- 
matsko upravljanje procesom. 


SI. 86. Rotacijski bubanj. / pogon, 2 lančanik, 3 izlaz odljevka, 4 izlaz 
pijeska, 5 prskalice za vodu, 6 transporter bloketa, 7 izlaz zraka 


Vrući odljevci s rešetkastih vibracijskih transportera, a po- 
nekad i iz bubnjeva, transportiraju se pločastim ili titrajnim 
transporterima. Pločasti transporter (sl. 87) građen je od če- 
ličnih ploča s uzdignutim rubovima. Primjenjuje se pri trans- 
portu uz mali nagib. Titrajni transporter (sl. 88) upotrebljava 
se za transport u horizontali, a čini ga žlijeb od čeličnog lima 
oslonjen na lisnatim perima koja su pričvršćena na okvir i na 


SL 87. Pločasti transporter, / lanac, 2 lančanik, 3 ploča s kotačićima, 4 
uređaj za zatezanje, 5 pogon 


SI. 88. Vibracijski transporter. / pogon, 2 lisnata pera, 3 žlijeb 


HZ 


žlijeb pod kutom od 45“. Brzina transportera vrlo je malena 
(3---6 cm/s), pa se na njemu odljevci ujedno i hlade. U tu svrhu 
često je ispod žlijeba ugrađen zatvoreni kanal kroz koji venti- 
lator dovodi zrak. 

B. Luburić 


Čišćenje odljevaka. Nakon izbijanja odljevaka na istresnoj 
rešetki otpadne veći dio pijeska zbog vibriranja rešetke. Pre- 
ostali se pijesak koji ostane na odljevku odstranjuje naknadnim 
čišćenjem. Najčešće se čisti sačmanjem. To je nabacivanje abra- 
zivnih sredstava u obliku sačme na površinu odljevaka. Naba- 
cuje se pneumatski, hidraulički ili mehanički. Uobičajeno je 
mehaničko nabacivanje sačme; hidrauličko je nabacivanje vrlo 
rijetko, a pneumatsko je napušteno. Obično se upotrebljava 


SI. 89. Rotor sačmalice 


čelična sačma koja ulazi u rotor (sl. 89), djelovanjem centri- 
fugalne sile izlijeće iz rotora i udara o površinu odljevka. Stroj 
za sačmanje (sačmalica) mora biti tako konstruiran da se mogu 
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temeljito očistiti sve površine odljevka, a da se ne ošteti njegova 
površina. Da bi se tom zahtjevu udovoljilo, potrebna je složena 
kombinacija različitih transportera i rotora za izbacivanje sačme 
kako bi se potpuno izbjeglo ručno čišćenje. Čišćenje je odlje- 
vaka sačmanjem visokomehanizirana ili automatizirana opera- 
cija u kojoj radnik samo ubacuje i otprema odljevke. 

Sve sačmalice sastoje se od komore za čišćenje, mehanizma 
za izbacivanje sačme i uređaja za recirkulaciju i čišćenje sačme 
da bi se mogla ponovno upotrijebiti. 

Postoji veliki izbor uređaja za sačmanje (sl. 90): od malih 
čistilica s ručnim upravljanjem do vrlo usavršenih automatizi- 
ranih postrojenja. Za čišćenje malih odljevaka najčešće se upo- 
trebljava bubnjasta sačmalica s beskonačnom gumenom trakom 
(sl. 91). Za vrijeme sačmanja pokreće se beskrajna traka tako 
da se odljevci miješaju i prevrću, pa je cijela površina odlje- 
vaka izložena djelovanju sačme. Po završenom sačmanju trans- 
porter se pokrene u suprotnom smjeru i istovari odljevke. 
Obično takva čistilica obavi 4 čišćenja na sat, a kapacitet je 
do 8 m? odljevaka na sat. 

Kontinuirane se čistilice upotrebljavaju kad je dotok odlje- 
vaka u čistilicu kontinuiran. Bubnjaste (sl. 92) sačmalice mogu 
prihvatiti 2---35m* malih i srednjih odljevaka na sat. Za od- 
ljevke koji su preveliki da bi se čistili u bubnjastoj sačmalici, 
ili su lomljivi te ne bi izdržali miješanje i prevrtanje, potrebna 
je sačmalica s okretnim stolom (sl. 90e, f i g), a kad je velika 
proizvodnja odljevaka, ovjesna sačmalica (sl. 90c i d). 

Vrlo veliki odljevci čiste se u posebnoj komori. Postoje razli- 
čite konstrukcije takvih čistilica, npr. s nepomičnim rotorima 
ili s rotorima koji osciliraju. U takvim komorama čiste se od- 
ljevci do 250 tona, a opremljene su posebnim dizalicama. 

Uklanjanje priljevaka. S odljevka je potrebno ukloniti pri- 
ljevke (uljevni sustav i pojila) i izbrusiti dijelove na kojima je 
ostao srh od razdjelne plohe. Mehanizacija i automatizacija 
takvih poslova vrlo je uspješna, osobito u serijskoj proizvodnji. 
Kad se pojedinačno proizvode veliki odljevci, uklanjanje pri- 
ljevaka zahtijeva mnogo ručnog rada, obično u teškim radnim 
uvjetima. 

Priljevci se odstranjuju mehaničkim i autogenim rezanjem. 
Priljevci se odbijaju (kod krtih materijala) ili se odrezuju alat- 
nim strojevima. Autogeno se odrezuju priljevci na čeličnim 
odljevcima. Mehanizacija i automatizacija odrezivanja priljevaka 
pomoću alatnih strojeva specifična je problematika rezanja i 
spada u obradbu metala rezanjem i brušenjem. Od alatnih stro- 
jeva za uklanjanje priljevaka upotrebljavaju se pile (tračne rezne 


SI. 90. Izvedbe sačmalica: a bubnjasta sačmalica s beskonačnom trakom kapaciteta do 5000kg, b kontinuirana bubnjasta sačmalica za 

odljevke do 50kg, c sačmalica s okretnim zavješenjem odljevaka s opterećenjem kuke do 100kN, d kontinuirana ovjesna sačmalica s 

opterećenjem kuke do 20kN, e sačmalica s okretnim stolom za odljevke do 5t, f komorna sačmalica s okretnim stolom za velike od- 

ljevke do 50t, g sačmalica s okretnim okvirom proizvodnosti do 350 odljevaka na sat, h ovjesna okretna sačmalica za teške i složene 
odljevke proizvodnosti do 180 odljevaka na sat 
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pile i pile s rezanjem pomoću trenja), različite rezalice s po- 
sebnim tankim abrazivnim pločama, specijalne preše za odre- 
zivanje srha. 


SI. 91, Bubnjasta sačmalica s beskonačnom trakom. / bes- 
konačna traka, 2 odljevci, 3 mlaz sačme, 4 rotor, 5 odvajač, 
6 elevator 


Sl. 92. Bubnjasta sačmalica 


Od autogenih uređaja za rezanje u upotrebi je rezanje po- 
moću kisika, plazme ili ugljene elekirode. Odrezivanje se za- 
sniva na oksidaciji metala kisikom. Uvijek se radi o fizički 
teškim poslovima u nepovoljnim radnim uvjetima, pa se zbog 
toga nastoje takvi poslovi mehanizirati ili automatizirati u što 
većem opsegu upotrebom robota i manipulatora za posluži- 
vanje. 

V. Bonačić-Mandinić 


Bug 


LIJEVANJE U STALNE KALUPE 


Kokilni lijev. Kokilnim lijevom naziva se postupak lijevanja 
odljevaka u metalne kalupe (kokile) kad se litina ulijeva a kalupi 
se ispunjavaju djelovanjem gravitacije. Vanjski oblik odljevka 
određen je kalupnom šupljinom, a šupljine u odljevku postižu 
se pomoću metalnih ili pješčanih jezgri. Vijek trajanja kokile 
iznosi od desetak tisuća do nekoliko stotina tisuća lijevanja. 

Kokilni lijev ima nekoliko prednosti pred odljevcima dobi- 
venim lijevanjem u pješčane kalupe: relativno male razlike u 
dimenzijama među odljevcima, površine su odljevka glatke i 
čiste, odljevak ima bolja mehanička svojstva. Primjena lijevanja 
u kokile ograničena je veličinom odljevaka, termostabilnošću 
kalupa i visokom cijenom izradbe kalupa. 

Kokilnim lijevom najčešće se lijevaju laki i teški obojeni 
metali te sivi lijev. 

Postupak je pogodan za serijsku proizvodnju jednostavnih 
i manjih odljevaka koji imaju stijenke ravnomjerne debljine. 
Veći odljevci, npr. odljevci od aluminija, lijevaju se do mase 
od 500 kg i gabarita do 5 m. Odljevci iz kokile upotrebljavaju 
se u automobilskoj (sl. 93), kemijskoj i prehrambenoj industriji, 
industriji kućanskih aparata itd. 


SI. 93. Odljevci dijelova automobilskog motora lijevani u kokili 


Proizvodnja odljevaka kokilama. Proizvodna linija u ljevao- 
nici kokilnog lijeva sastoji se od talionice, jezgraonice, ljevao- 
nice, čistionice, te vrlo često alatnice za izradbu i popravak 
kokila. 

Oprema talionice je prilagođena slitini koja se lijeva. Naj- 
češće se za taljenje upotrebljavaju plamene koritaste ili induk- 
cijske peći. U jezgraonici se izrađuju pješčane jezgre. U ljevao- 
nici su razmješteni strojevi za kokilno lijevanje i uz njih peći 
iz kojih se lijeva u kokile. Oprema odjela za čišćenje odlje- 
vaka i odrezivanje uljevnog sustava zavisi od veličine serije, a 
sastoji se od tračnih pila, strojnih turpija, te ručnog i pneu- 
matskog alata za maloserijsku proizvodnju, odnosno od spe- 
cijalnih uređaja za obradbu odljevaka za velikoserijsku pro- 
izvodnju. 


Strojevi za kokilni lijev. Funkcije su stroja za kokilni lijev: 
postavljanje dijelova kalupa (kokile) u položaj za ulijevanje, 
otvaranje kokile radi vađenja odljevka, izbacivanje odljevka, 
ponovno zatvaranje kokile te dovođenje u položaj za ulijevanje. 


Ručna kokila. Jednostavnijim i malim kokilama rukuje se 
ručno. Dijelovi kalupa povezani su šarkama. Nepokretna polo- 
vica pričvršćena je na stol, a na njoj je montiran uređaj za 
izbacivanje odljevka. Kokila se obično zatvara i zabravljuje 
pomoću mehanizma s ekscentrom (sl. 94). Lijevanje je ručno. 
Nakon lijevanja i skrućivanja litine kokila se ručno otvara, iz- 
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SI. 94. Jednostavna ručna kokila. / pomična ploča kokile, 2 nepomična ploča, 

3 kalupna šupljina, 4 uljevni sustav, 5 čaška, 6 ispust, 7 razvodnik, 8 ušća, 

9 pojilo, 10 jezgra za oblikovanje provrta u odljevku, /1 jezgrena ploča, 

12 zubna letva za povlačenje jezgara, 13 zupčanik s ručnim pogonom, 14 brava 
s ekscentrom za zatvaranje kokile 


bacuje odljevak iz kalupne šupljine, te se zatvara radi ponov- 
nog lijevanja. 

Kokilna klupa. Za lijevanje odljevaka kompliciranijeg oblika 
potrebni su uređaji s pomičnom i nepomičnom pločom na koje 
se pričvršćuju polovice kokila (sl. 95). Kokile se otvaraju od- 
micanjem pomične ploče. Ploča se pokreće mehanički ili hi- 
draulički. 


Sl. 95. Kokilna klupa s ručnim pogonom. / nepomična polovica kokile, 2 

pomična polovica kokile, 3 uljevni sustav, 4 čaška, 5 jezgra, 6 izbacivač, 7 iz- 

bacivačka ploča, 8 kućište zupčanog pogonskog mehanizma za izbacivanje, 9 

postolje kokilne klupe, 10 vodilica, // pogon pomične polovice kokile, 12 brava 
s ekscentrom za zatvaranje kokile 


Kokilna lijevalica. Za serijsku proizvodnju odljevaka lijeva- 
nih u kokile izrađuju se kokilni strojevi (sl. 96). Strojevi su 
univerzalni jer se promjenom kokile mijenja vrsta odljevka. Sve 
su operacije posluživanja mehanizirane. Strojevi imaju progra- 
mator kojim se upravlja operacijama i koji određuje redoslijed 
i trajanje pojedinih operacija. Kokilna lijevalica najčešće radi 
kao poluautomat, a ako joj se pridruži uređaj za ulijevanje 
litine u kokilu i uređaj za odnošenje odljevka nakon izbaci- 
vanja iz kokile, može raditi potpuno. automatski. 


Sl. 96. Automatska kokilna li- 
jevalica. 1 kokila, 2 uljevna 
čaška, 3 hidraulički cilindar 
za pokretanje kokile, 4 hi- 
draulički cilindar za pokre- 
tanje jezgre, 5 uređaj za va- 
đenje odljevka iz kokile, 6 
uređaj za postavljanje ume- 
taka u kokilu, 7 hidraulički 
cilindar uređaja za vađenje, 8 
\ hidraulički cilindar uređaja za 
7 umetanje 
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Specijalni kokilni automati. Za lijevanje složenih odljevaka 
u velikim serijama upotrebljavaju se specijalni strojevi u ko- 
Jima je kokila dio stroja. Strojevi rade automatski, a jedan 
radnik nadgleda i kontrolira rad grupe takvih strojeva. 

Mehanizacija i automatizacija pomoćnih operacija za kokilno 
lijevanje. Da bi se povećala produktivnost, poboljšala kvaliteta 
odljevaka, povećala sigurnost i olakšao rad, vrlo se često u 
serijskoj proizvodnji mehaniziraju pojedine pomoćne operacije 
lijevanja u kokilu. 

Najčešće se mehanizira ulijevanje u kokilu pomoću robota 
ili pneumatskih uređaja. Ulaganje jezgara u kokilu i vađenje 
odljevka također se mehanizira pomoću robota. Transport od- 
ljevaka na sljedeću operaciju obradbe potrebno je mehanizirati 
kad se lijevaju teški odljevci. Mehanizacija odrezivanja uljevnog 
sustava izvodi se pomoću strojeva na kojima se rezni alat može 
prilagoditi obliku i dimenzijama odljevka. Kad se proizvode 
veći i teži odljevci, često se upotrebljavaju rotacijski karuselni 
transporteri na koje se postavljaju strojevi za kokilni lijev (sl. 97). 
Rotacijom karusela strojevi se primiču mjestu za ulaganje jezgri, 
peći za ulijevanje litine, te mjestu gdje se odljevci vade iz kokile. 
Na karusel se može postaviti 3-«-12 strojeva za lijevanje. Može 
se na svim strojevima lijevati isti tip odljevka, a moguće je 
lijevati i na svakom stroju drugi tip odljevka. 


Sk 97. Raspored uređaja 
i strojeva na automat- 
skom karuselu za kokilni 
lijev. / peći za litinu, 2 
automat za ulaganje jezgri 
u kokilu, 3 automat za 
vađenje i odlaganje od- 
ljevka iz kokile, 4 mje- 
sto radnika koji nadgleda 
operacije lijevanja odlje- 
vaka 


Kad se proizvodi velika serija, najčešće se mehanizacija po- 
jedinačnih operacija uklapa u proizvodni sustav, te se ulaganje 
jezgri u kokilu, ulijevanje litine, vađenje odljevaka iz kokile, 
odrezivanje uljevnog sustava, gruba obradba, kontrola i sav 
transport obavljaju automatski. Takav se proizvodni sustav 
gradi za određeni tip odljevka. Rad se takva automatskog 
proizvodnog sustava kontrolira i prati procesorom. Takav je, 
npr., automatski sustav za lijevanje i obradbu klipova za auto- 
mobilske motore. 

Tlačni lijev ljevački je postupak kad se rastaljeni metal pod 
tlakom ulijeva u metalni kalup, a litina ostaje pod tlakom sve 
dok se u kalupu ne skrutne u odljevak. Ubrizgavanje litine 
pod tlakom u kalup omogućuje lijevanje odljevaka tankih sti- 
jenki, veće dimenzijske točnosti, glatke površine i komplicira- 
nog oblika s odljevnim provrtima. Tako se znatno smanjuje 
strojna obradba odljevaka, površinska je obradba jednostavnija 
i jeftinija, a smanjenjem se težine odljevka, zbog tankih stijenki, 
štedi materijal i energija. Veličina odljevka od tlačnog lijeva 
ograničena je veličinom stroja. Najčešće se tlačno lijevaju od- 
ljevci lakši od 5kg, a vrlo rijetko teži od 50 kg. 

Strojevi, kalupi i ostala oprema za tlačni lijev zahtijevaju 
velika financijska sredstva, te je opravdana njegova primjena 
kad su potrebne velike proizvodne serije. Trajnost metalnog 
kalupa uglavnom ovisi o temperaturi litine, te slitina višeg ta- 
lišta znatno skraćuje vijek trajanja metalnog kalupa. 

Primjenom tlačnog lijeva postiže se vrlo velika proizvod- 
nost; ona zavisi od slitine koja se lijeva, te od oblika i ve- 
ličine odljevka. Kad se lijevaju mali odljevci od cinkovih sli- 
tina, postiže se i 300 lijevanja u minuti, dok pri izradbi ve- 
likih odljevaka od aluminijskih slitina trajanje jednog ciklusa 
lijevanja iznosi i nekoliko minuta. 

Tipični su odljevci tlačnog lijeva različite kutije, poklopci, 
ukrasni elementi, kućišta i sl., tj. odljevci tzv. ambalažnog lijeva. 
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Međutim, s uspjehom se lijevaju i odljevci s većim zahtjevima 
s obzirom na kvalitetu, kao što su odljevci dijelova automo- 
bilskog motora, instrumenata, elektromotora i sl. 

Proizvodnja odljevaka tlačnim lijevom. Proizvodna linija u 
ljevaonicama tlačnog lijeva sastoji se od talionice, ljevaonice 
i čistionice odljevaka. Često se linija nastavlja postrojenjima za 
strojnu i površinsku obradbu, pa i za montažu obrađenih od- 
ljevaka. Ljevaonici tlačnog lijeva često je pridružena alatnica 
za izradbu i popravak kalupa. 

Proizvodni proces započinje u talionici gdje se slitina tali 
u indukcijskim ili plamenim koritastim pećima. U ljevaonici se 
lijevaju odljevci pomoću strojeva za tlačni lijev. U čistionici 
čiste se odljevci od srha, odrezuju se uljevni sustavi, probijaju 
se i buše zaliveni ili neodljeveni provrti, bruse se površinske 
pogreške na odljevcima, zaobljuju oštri bridovi itd. Veći odljevci 
bruse se tračnim brusilicama ili brusilicama s pločom. U veliko- 
serijskoj proizvodnji upotrebljavaju se sustavi strojeva za bru- 
šenje i poliranje, pa se odljevci transportiraju pored brusilica 
koje bruse i poliraju odljevke (sl. 98). 


SI. 98. Linija za brušenje i poliranje tlačno lijevanih odljevaka 


SI. 99. Odljevak rasplinjača automo- 

bilskog motora (lijevo) i specijalni 

obradbeni sustav sa 21 viševretenom 

glodalicom za obradbu odljevka ras- 
plinjača (dolje) 
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Za manje odljevke upotrebljavaju se vibracijski uređaji ili 
linije vibracijskih strojeva s abrazivom koje bruse i poliraju 
odljevke. Za proizvodnju u velikim serijama razvijeni su su- 
stavi za obradbu kojima se odljevci nakon lijevanja potpuno 
obrađuju (sl. 99). Tlačno lijevani odljevci često se galvanski 
obrađuju, pa se proizvodna linija produžuje uređajem za gal- 
vanizaciju. 


Strojevi za tlačno lijevanje. Radni ciklus stroja za tlačni lijev 
sastoji se od postavljanja dijelova kalupa u položaj zalijevanja, 
ubrizgavanja litine pod tlakom u kalup, otvaranja kalupa, iz- 
bacivanja odljevka iz kalupa te ponovnog zatvaranja kalupa 
za ponovno lijevanje. 

Grade se strojevi za tlačno lijevanje vrlo različitih veličina. 
Tako ima strojeva kojima sila zatvaranja kalupa iznosi nekoliko 
desetaka kN, a masa stotinjak _ kilograma, i strojeva kojima 
sila zatvaranja kalupa iznosi nekoliko desetaka MN, a masa 
i nekoliko stotina tona. Litina se ubrizgava tlakom od 
80:-:100 MPa, a brzina strujanja litine može doseći vrijednosti 
od 100 m/s. 

Strojevi za tlačni lijev mogu se svrstati u dvije grupe prema 
sustavu za ubrizgavanje litine, dok su ostali dijelovi strojeva 
u osnovi isti. Razlikuju se strojevi s toplom i hladnom ko- 
morom. 

Strojevi s toplom komorom. Sustav za ubrizgavanje litine 
sastoji se od tlačnog klipa pokretanog hidraulički, te spojne 
cijevi i mlaznice (sl. 100). Komora za ubrizgavanje, tj. tlačni 
cilindar, klip i spojna cijev uronjeni su u litinu, te im je tem- 
peratura približno jednaka temperaturi litine. Pomakom klipa 
prema dolje povećava se tlak u cilindru i litina iz cilindra 
struji kroz spojnu cijev i mlaznicu u kalup. Nakon što se 
odljevak skrutnuo, tlačni se klip pomiče natrag u gornji (po- 
četni) položaj, što omogućuje ponovno punjenje ilačnog cilin- 
dra, a kalup se otvara uz izbacivanje odljevka. 


SI. 100. Presjek stroja s toplom komorom za tlačni lijev. / postolje, 2 osnova 

stroja, 3 nepomična ploča stroja, 4 pomična ploča stroja, 5 klizna vodilica, 

6 vodeće motke, 7 križna glava, 8 poluge za zatvaranje kalupa, 9 klipnjača 

hidrauličkog cilindra za zatvaranje, 10 hidraulički cilindar za zatvaranje, 11 peć 

za litinu, /2 lonac, 13 tlačni klip, 14 klipnjača, 15 hidraulički cilindar, 16 

spojna cijev, 17 mlaznica, 18 nepokretna polovica kalupa, 19 pokretna polovica 
kalupa 


Budući da je tlačna komora strojeva s toplom komorom 
trajno uronjena u litinu i zagrijana na temperaturu litine, mogu 
se lijevati samo slitine koje ne otapaju materijal tlačne ko- 
more i koje imaju mnogo niže talište. Najčešće su to slitine 
cinka, kositra i olova. 

Strojevima s toplom komorom lijevaju se odljevci do 25 kg, 
a mogu se lijevati i vrlo sitni odljevci. 

Strojevi s toplom komorom obično su potpuno automati- 
zirani. Uobičajena je brzina rada 50---500 ciklusa lijevanja na 
sat. Specijalnim autornatima za lijevanje sitnih odljevaka (npr. 
elementi patentnog zatvarača) od cinkovih legura može se lije- 
vati mnogo brže, pa čak i do 18000 ciklusa na sat. 

Strojevi s hladnom komorom. Sustav za ulijevanje sastoji se 
od tlačnog klipa i tlačnog cilindra (sl. 101). Tlačna komora, 
tj. klip i cilindar nisu posebno grijani, osim što se zagriju 
prijelazom topline od litine tokom ulijevanja. Tlačni klip, a 


SI. 101. Presjek stroja s hladnom komorom za tlačni lijev s horizontalno 
položenim cilindrom za ubrizgavanje. / postolje, 2 osnova stroja, 3 nepomična 
ploča stroja, 4 pomična ploča stroja, 5 klizne vodilice, 6 vodeće motke, 7 križna 
glava, 8 poluge za zatvaranje kalupa, 9 klipnjača hidrauličkog cilindra za 
zatvaranje, 10 hidraulički cilindar za zatvaranje kalupa, /1 cilindar za ubriz- 
gavanje, 12 provrt za ulijevanje, 1/3 tlačni klip, 1/4 klipnjača, 15 hidraulički 
cilindar za ubrizgavanje, 16 nepomična polovica kalupa, 17 pomična polovica 
kalupa 


SI. 102. Horizontalni hladnokomorni stroj za tlačni lijev sile zatvaranja 25 MN 


često i tlačni cilindar hlade se kako bi se izbjeglo pregrija- 
vanje. 

Uobičajene su dvije izvedbe strojeva s hladnom komorom: 
horizontalna i vertikalna. U ljevaonicama su najčešći horizon- 
talni strojevi s hladnom komorom. U horizontalnu tlačnu ko- 
moru ulijeva se litina ljevačkom žlicom (sl. 103) ili pomoću 


Sl. 103. Shematski prikaz ulijevanja u horizontalni stroj s hladnom komorom 

za tlačni lijev. a ulijevanje u tlačnu komoru, b ubrizgavanje u kalup, c otvaranje 

kalupa; / nepokretna polovica kalupa, 2 pokretna polovica kalupa, 3 ploča 

stroja, 4 tlačni cilindar, 5 tlačni klip, 6 klipnjača, 7 odljevak, 8 litina, 9 ljevačke 
žlica 


dozirnog uređaja. Tada je kalup zatvoren, a tlačni klip je u 
krajnjem položaju. Nakon ulijevanja klip tlači litinu i ubriz- 
gava je u kalup. Kretanje klipa nije jednoliko, već se odvija 
u dvije faze, a u suvremenijim strojevima u tri faze. Prva je 
faza polagani hod klipa kojim se zatvara otvor za doziranje 
litine. Druga je faza ubrizgavanje litine u kalup. Brzina klipa 


SI. 104. Shematski prikaz ulijevanja u ver- 
tikalni stroj s htadnom komorom za tlačni 
lijev. a ulijevanje u tlačnu komoru, b 
tlačenje i ubrizgavanje u kalup, c otvaranje 
kalupa i izbacivanje odljevka iz kalupa; 
1 nepokretna polovica kalupa, 2 pokretna 
polovica kalupa, 3 odljevak izbačen iz 
kalupa pomoću izbacivača, 4 litina, 5 tlačni 
cilindar, 6 sapnica, 7 klipnjača s klipom 
za ubrizgavanje, 8 klipnjača s protukli- 
pom, 9 ljevačka žlica, 10 višak litine na- 
kon skrućivanja (keks) 
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može se regulirati, a iznosi do 8 m/s. Nakon što se kalup pot- 
puno ispuni litinom, počinje skrućivanje i smanjivanje obujma 
litine, što ponekad daje porozne odljevke. Da bi se to elimi- 
niralo, suvremeni strojevi mogu dodatno tlačiti litinu u toku 
skrućivanja, što je treća faza rada. Tlakovi koji se postižu 
mogu iznositi i do 450 MPa. Da bi se ublažio hidrodinamički 
udar i smanjila turbulencija litine, razvijeni su uređaji kojima 
se programira promjena brzine klipa, te su prijelazi iz faze u 
fazu postepeni. 

Horizontalnim strojevima s hladnom komorom mogu se 
lijevati odljevci od aluminijskih slitina do 100 kg. 

Vertikalni strojevi s hladnom komorom za tlačni lijev ka- 
rakterizirani su vertikalno postavljenom tlačnom komorom. 
Tlačna komora se sastoji od cilindra, tlačnog klipa i protu- 
klipa. Mlaznica spaja tlačni cilindar s kalupom. Nakon što se 
litina ulije u tlačni cilindar, pokreće se tlačni klip prema dolje 
i tlači litinu, a protuklip se pomiče i otvara mlaznicu, te se 
litina ubrizgava u kalup. Na kraju ciklusa tlačni klip se po- 
miče u početni gornji položaj, a protuklipom se izbacuje višak 
materijala, tzv. keks iz tlačnog cilindra (sl. 104). Prednost je 
vertikalnih strojeva u tome što su uključine troske i poroznost 
odljevka minimalni. 

Strojevi s hladnom komorom upotrebljavaju litinu s većim 
pregrijanjem nego strojevi s toplom komorom, jer se litina 
mora prenositi i ulijevati u tlačni cilindar, te je rad stroja 
relativno spor, a česte su greške na odljevcima zbog previsoke 
temperature. 

Litina se iz peći smještene pored stroja donedavno ulijevala 
ručno u tlačnu komoru. Razvijen je niz uređaja kojima je ta 
operacija mehanizirana i automatizirana (sl. 105). 

Mehanizam za otvaranje kalupa. Kalup se na stroj za tlačni 
lijev montira pomoću pričvrsnih vijaka tako da se jedna polovica 
kalupa pričvrsti na nepomičnu, a druga na pomičnu ploču 
stroja. Kalup se otvara i zatvara odmicanjem i primicanjem 
pomične ploče stroja. Kad je kalup zatvoren, na njega djeluje 
sila zatvaranja stroja. tj. sila kojom se sprečava otvaranje kalupa 
i prskanje litine između razdjelnih površina kalupa kad se litina 
pod tlakom ubrizga u kalup. Sila zatvaranja jedna je od osnov- 
nih karateristika stroja za tlačni lijev i definira veličinu stroja. 
Pomaci pomične ploče stroja i sila zatvaranja u većini strojeva 
za tlačni lijev rezultat su djelovanja hidrauličkog cilindra i 
sustava poluga. Pomična ploča je položena na klizne vodilice 
i vođena četirma motkama koje povezuju osnovicu stroja i 
nepomičnu ploču tako da je u toku pomicanja pomična ploča 
uvijek paralelna s nepomičnom pločom stroja. Kako se debljina 
kalupa mijenja prema dubini kalupne šupljine, potrebno je 
regulirati veličinu razmaka između pomične i nepomične plohe 
stroja. To se postiže primicanjem i odmicanjem osnovice stroja. 

Uredaj za izbacivanje odljevka. Kalupi za tlačni lijev imaju 
uređaj za izbacivanje odljevka iz kalupa. Silu potrebnu za iz- 
bacivanje odljevka daje stroj pomoću hidrauličkog cilindra ili 
preko odbojnika. Sila se prenosi na ploču za izbacivanje i 
preko izbacivača na odljevak, te izbacuje odljevak iz kalupa 
kad se kalup otvori nakon skrućivanja odljevka. 


Kalupi za tlačni lijev obično se sastoje od dvije polovice 
koje se montiraju na ploče stroja. U objema polovicama kalupa 
izdubljen je oblik odljevka. Razdjelne su površine kalupa bru- 
šene. Precizan međusobni položaj kalupnih polovica osiguravaju 
svornjaci za centriranje. U nepomičnoj polovici kalupa postoji 
provrt u koji se postavlja sapnica za ulijevanje. U pomičnoj 
polovici kalupa ugrađuje se uređaj za izbacivanje odljevka. Da 
bi se dobile šupljine u odljevcima, u kalup se ugrađuju metalne 
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SI. 105. Dozatori taljevine u tlačnu 
komoru. a mehanički, b  va- 
kuumski, c pomoću ventila, d 
tlačni, e pomoću centrifugalne 
pumpe; 1! tlačni cilindar, 2 tlačni 
klip, 3 litina, 4 spojni kanal, 5 
ljevačka žlica, 6 dovod kompri- 
miranog zraka, 7 poklopac peći za 
litinu, 6 izljev, 9lonac peći za litinu, 
10 nepokretna polovica kalupa, 
11 pokretna polovica kalupa, 12 
kalupna šupljina, 13 kanal za 
vakuumiranje kalupne šupljine i 

: ? tlačne komore, 1/4 centrifugalna 
pumpa, 1/5 usisni otvor pumpe, 16 ventil, 17 radni cilindar za pokretanje 
ventila, /8 elektromotor, 19 motka 


jezgre, koje se vade mehanički ili hidraulički prije izbacivanja 
odljevka iz kalupa (sl. 106). 

Za dotok litine u šupljinu kalupa služi sustav kanala za 
ulijevanje. Da bi se omogućio odušak zraka pri ubrizgavanju 
litine, u kalupu postoje kanali za odzračivanje. 

Izbor materijala za izradbu kalupa ovisi o vrsti slitine koja 
se lijeva, zahtijevanoj trajnosti kalupa, obliku i dimenzijama 
odljevka, vrsti i veličini stroja za lijevanje, te o funkciji poje- 
dinog dijela kalupa. Dijelovi kalupa koji su u neposrednom 
kontaktu s litinom izrađuju se od visokolegiranog čelika, ot- 
pornog na eroziju, toplinski stabilnog, s malim koeficijentom 
dilatacije, te koji je pogodan za mehaničku i toplinsku obradbu 
(npr. C.4751). Radi produženja trajnosti kalupa najčešće se 
pojedini dijelovi toplinski obrađuju, a naročito opterećeni dije- 
lovi nitriraju ili karbonitriraju. 

Vijek trajanja kalupa za tlačni lijev iznosi nekoliko tisuća 
lijevanja odljevaka od nerđajućeg čelika do nekoliko stotina 
tisuća, ili čak milijuna lijevanja odljevaka od slitina cinka. 
Celik se tlačno lijeva samo izuzetno. 

Mehanizacija i automatizacija pomoćnih operacija. U toku 
lijevanja strojevima za tlačni lijev potrebno je obavljati još 
nekoliko pomoćnih operacija. To su, osim doziranja taline, 
premazivanje kalupa za strojeve s hladnom komorom, vađenje 
odljevaka iz kalupa i transport odljevaka od stroja za lijevanje 
na sljedeću operaciju. Kalupi se premazuju prskanjem prema- 
zima radi lakšeg odvajanja odljevka prilikom izbacivanja iz 
kalupa i radi hlađenja kalupa. Premazivanje može biti ručno. 
Također je premazivanje moguće pomoću sapnica koje su mon- 
tirane na ploče stroja, koje prskaju premaz u kalupnu šupljinu 
prilikom otvaranja kalupa, ili pomoću robota koji usklađeno 
s radom stroja unosi tokom svakog ciklusa u kalup mehaničku 
ruku sa sapnicama. 

Vađenje odljevaka iz kalupa može se i mehanizirati pomoću 
robota koji prihvaća odljevak i postavlja ga na paletu ili na 
stroj koji obavlja sljedeću operaciju (sl. 107). 


Sl. 106. Priprema kalupa za tlačno lijevanje bloka automobilskog motora na 
pokretnoj ploči stroja za lijevanje (gore) i (dolje) izrađen odljevak te pokretni 
dio kalupa s bočnim jezgrama neposredno nakon lijevanja i otvaranja kalupa 


U proizvodnji velikih serija često se mehaniziraju još 1 
sljedeće operacije: ulaganje u kalup elemenata koji se zalije- 
vaju, manipulacija odljevcima radi kontrole i kontrola odlje- 
vaka. Radi veće djelotvornosti posebno se grade strojevi i ure- 
đaji koji su prilagođeni za proizvodnju točno definirane vrste 
odljevaka. Nisu rijetka postrojenja u kojima se svi uređaji i 
strojevi povezuju u jedinstveni sustav koji sinhrono radi, pa se 
tako dobiva potpuno automatiziran sustav lijevanja i obradbe 
odljevaka. 
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SI. 107. Strojevi za tlačni lijev i preša za odrezivanje uljevnog sustava i 
srha povezani robotom koji vadi odljevke iz kalupa i postavlja ih u prešu. 
Jedan robot poslužuje dva stroja za lijevanje 


Niskotlačni lijev ljevački je postupak u kojemu se rasta- 
ljeni metal ulijeva u kalup pod tlakom komprimiranog zraka. 
To je noviji postupak koji je u industrijskoj upotrebi od 
šezdesetih godina našeg stoljeća. 

Strojevi za lijevanje sastoje se od električne peći s loncem 
za taljenje slitine koja se nalazi u hermetički zatvorenom ku- 
čištu, uređaja za otvaranje i zatvaranje kalupa, te keramičke 
cijevi kroz koju litina iz lonca istječe u kalup (sl. 108). Djelo- 
vanjem tlaka komprimiranog zraka podigne se razina litine do 
visine kalupa te litina ispuni kalup. Najčešće se lijevaju odljevci 
slitina aluminija i magnezija za automobilsku industriju, pneu- 
matske i hidrauličke uređaje itd. Odljevci su dobrih mehaničkih 
svojstava, glatke površine i bez mjehurića. S obzirom na rela- 
tivno nizak tlak kojim se tlači litina u kalup (250-:-400 kPa) 
moguća je upotreba pješčanih jezgara za formiranje šupljina 
u odljevku. 

Strojevi za lijevanje su poluautomatski ili automatski. 


SI. 108. Shematski presjek stroja 
za niskotlačno lijevanje. / kućište 
stroja, 2 lonac, 3 grijala električne 
otporne peći, 4 litina, 5 keramička 
cijev, 6 nepokretna polovica ka- 
lupa, 7 pokretna polovica kalupa, 
8 uređaj za otvaranje kalupa 


Centrifugalni lijev. Centrifugalnim se lijevom naziva lijevanje 
u kokilu koja rotira. U litini se djelovanjem centrifugalne sile 
veoma povećava tlak, što poboljšava mehanička svojstva od- 
ljevka, poboljšava dopajanje odljevka u toku skrućivanja, a do- 
biva se glatka i čista površina odljevka. Centrifugalna akce- 
leracija iznosi 80::+:160g. Centrifugalno se mogu lijevati slitine 
koje nisu sklone toplim napuklinama, a obično se lijevaju sli- 
tine bakra, aluminija, sivi lijev, te slitine kositra i cinka. 

Tipični su odljevci brončani klizni ležaji, kanalizacijske cijevi 
itd., dakle centralno simetrični odljevci. Moguće je lijevanje i 
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manjih asimetričnih odljevaka, kao npr. lijevanje zlata u zu- 
barstvu ili kositrenih ukrasnih elemenata, kipića i sl. 

Strojevi za lijevanje mogu biti horizontalni i vertikalni,.a 
upotrebljavaju se još i strojevi za centrifugiranje. 

Horizontalni centrifugalni stroj. Za lijevanje dugačkih od- 
ljevaka u obliku cijevi upotrebljavaju se horizontalni centri- 
fugalni strojevi. Cilindričan metalni kalup postavlja se na valjke 
koji rotiraju (sl. 109). Ulijevanjem litine u kalup ona počinje 
rotirati zajedno s kalupom i zbog djelovanja centrifugalne, sile 
raspodijeli se po unutrašnjoj stijenci kalupa. Odljevak je u 
obliku cijevi. Vanjski je oblik odljevka određen oblikom ka- 
lupa, unutrašnja je površina šupljine odljevka skrutnuta po- 
vršina litine, a debljina stijenke zavisi od količine litine koja 
je ulivena u kalup. 


š 
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SI. 109. Shema stroja za centrifugalni lijev 


Veličina odljevka gotovo nije ograničena zbog jednostav- 
nosti kalupa i uređaja. 

Vertikalni centrifugalni strojevi razlikuju se od horizontalnih 
samo u tome što je os rotacije kalupa vertikalna. Služe za 
lijevanje kraćih cilindričnih odljevaka. 

Strojevi za centrifugiranje. Na ploči koja rotira oko verti- 
kalne osi pričvršćen je kalup (sl. 110). U kalupu su radijalne 


SL. 110. Shematski prikaz stroja za centrifugiranje. 1 litina, 
2 kalupna šupljina, 3 kalup, 4 ploče kalupa, 5 brave, 6 okretna 
ploča stroja, 7 pneumatski cilindar za otvaranje kalupa 


šupljine u kojima se formira odljevak. Uljevna je čaška u osi 
rotacije kalupa, a uljevni kanali spajaju čašku sa svakom 
šupljinom za lijevanje. Kad se u kalup koji rotira ulije litina, 
ona ispuni kalupnu šupljinu i skrućuje se pod tlakom koji je 
zbog centrifugalne akceleracije vrlo visok. Materijal za kalup- 
ljenje zavisi od temperature lijevanja. Kalupi od silikonske gume 
upotrebljavaju se za lijevanje kositrenih slitina, metalni kalupi 
za lijevanje aluminijskih i bakrenih slitina, a keramički kalupi 
za lijevanje slitina s visokim talištem. 
Z. Žagar 


LIT.: R. Chudzikiewicz, Mechanizacija odlewni. WN'T, Warszawa 1967. 
— 1 OH. Axceuoe, OGopynoBanue nmareiiubix uexoB. MaruuHocTpoeKne, 
MockBa 1977. — A. Street, The Diecasting Book. Portullis Press, Redhili 
1977. — Metals Handbook, Vol. 5. American Society for Metals, Metals 
Park 1977. — Dj. Zrnić, M. Prokić, P. Milović, Projektovanje livnica. Ma- 
šinski fakultet Univerziteta u Beogradu, Beograd 1978. 
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MEHANIZMI 


MEHANIZMI, naprave ili dijelovi strojeva, sastavljeni 
od dva ili više elemenata koji su međusobno tako vezani da gi- 
banje jednog elementa pobuđuje sasvim određeno gibanje ostalih 
sastavnih elemenata. Mehanizmi služe za prenošenje gibanja ili 
za pretvaranje jedne vrste gibanja u drugu. Pri tome neki meha- 
nizmi prenose i snagu mnogo veću od potrebne da se svlada 
trenje i dinamički otpori unutar mehanizma. 


Jednostavni mehanizmi datiraju još iz starog vijeka kad su izumljene prve 
poluge, koloturi i zupčanici. Poznati matematičari i fizičari iz —III st. kon- 
struirali su i analizirali takve jednostavne naprave, pa je Arhimed (+-287— 
—<212) bio autor prvih rasprava o poluzi i koluturu, a još i danas su aktuelne 
njegove konstrukcije koloturnika i vijčane cijevi za crpljenje vode. Heron iz Alek- 
sandrije (I st.) proširio je zakon poluge i kolutura, analizirao je kolo na vretenu, 
zupčanik i vijak, opisao je brojne mehanizme koji djeluju na hidrauličkom i 
pneumatičkom principu, a dao je i prvu ideju parnog stroja. 

Teorija mehanizama razvijala se s razvojem industrije, a posebno strojarstva. 
Zbog toga se o osnovama znanosti o mehanizmima može govoriti tek u XVIII st., 
kad počinju sustavna istraživanja na području kinematike ravninskog i prostor- 
nog gibanja tijela, a posebno na području kinematike prinudnog gibanja. Naj- 
važniji radovi tog doba jesu radovi švicarskih matematičara J. Bernoullija 
(1667—1748) i L. Eulera (1707—1783). Bernoulli je definirao teorem o trenutnom 
polu ravninskog gibanja sila i prostorno gibanje tijela. U to su vrijeme radovi 
T. Newcomena (1663—1729) i J. Watta (1736—1819) definitivno omogućili gra- 
dnju prvog parnog stroja. Watt je konstruirao i svoj poznati paralelogram 
(balansir), a ostvaren je i niz drugih mehanizama za tehničku primjenu. 

Najviše principa na kojima se temelji znanost o mehanizmima utvrđeno 
je tokom XIX st. Teorija mehanizma, pod nazivom Mehanika primijenjena na 
strojeve, pojavila se i kao poseban nastavni predmet, pa ju je još 1838. go- 
dine poznati francuski matematičar J. Poncelet (1788—1867), predavao na Sor- 
boni, a zatim i na Politehničkoj školi u Parizu. Poncelet je autor radova o 
konstrukciji spregnutih profila koji se dodiruju po evolventnim i cikloidnim 
krivuljama. Takvim radovima, koji su postali osnova teorije ozubljenja, bavili 
su se u to vrijeme i ostali predstavnici francuske škole teorije mehanizama. Među 
njima su: A. Ampšre (1775—1836), koji je neko vrijeme predavao mehaniku 
na Politehničkoj školi u Parizu, F. Savary (1797—1841), koji se bavio teorijom 
zakrivljenosti spregnutih profila i odgovarajućih poloida i putanja, i E. E. Bo- 
billier, koji je, pored ostaloga, dao grafičko rješenje za određivanje središta 
zakrivljenosti spregnutih profila. 

Najpoznatija imena njemačke škole XIX stoljeća jesu: F. Reuleaux (1829— 
—1905), L. Burmester i M. Grtbler. Reuleaux je svojim radovima obradio 
tehničku primjenu kinematike prinudnog gibanja, a bavio se i strukturom meha- 
nizama, posebno analizom kinematičkih parova. Burmester je tvorac geometrijske 
metode sinteze mehanizama, a razradio je i geometrijske metode za analizu 
mehanizama. Grubler se bavio strukturom i analizom pokretljivosti mehanizama; 
njegov kriterij za pokretljivost nekih jednostavnijih tipova mehanizama pri- 
mjenjuje se i danas. 

U XIX st najeminentniji predstavnik engleske škole bio je R. Willis 
(1800—1875). Poznato je njegovo djelo Principles of. Mechanisms (1841), a 
važni su mu radovi o odnosu među kutnim brzinama pojedinih elemenata meha- 
nizma, posebno za planetarne i diferencijalne zupčaste mehanizme. Iz tog doba 
poznata su još imena T. Younga (1773-——1829), Moseleya, W.J. M. Rankinea 
(1820—1872) i drugih. 

Osnivač ruske škole i tvorac analitičke metode sinteze mehanizama je ruski 
akademik P. L. Čebišev (1821—1894). Poznati su njegovi radovi na području 
strukture mehanizama, posebno strukturna formula za određivanje pokretljivosti 
ravnih mehanizama. Posebno su važni njegovi radovi na analitičkoj sintezi 
zglobno polužnih mehanizama i njegova numerička metoda najboljeg pribli- 
ženja zadanoj funkciji pomoću tzv. Čebiševljevih polinoma. Čebiševljeve radove 
na analitičkoj sintezi mehanizama znatno su proširili Z. Š. Bloh i N. I. Levitskij, 
a radove na strukturnoj analizi i sintezi P. I. Somov i L V. Assur 
(1878—1920). Od plejade novijih sovjetskih znanstvenika, s područja teorije 
mehanizama, najpoznatije mjesto zauzima akademik 1. I. Artobolevski (1905—). 
Njegovi radovi obuhvaćaju sva područja teorije mehanizama. 

Velik doprinos znanosti o mehanizmima dao je i naš znanstvenik B. Ilić, 
profesor Mašinskog fakulteta u Beogradu, posebno svojom općom teorijom 
reduciranog mehanizma. 

Nagli razvoj tehnike u XX stoljeću, posebno razvoj mehanizacije i automati- 
zacije, omogućio je i potaknuo intenzivan razvoj teorije mehanizama, tako da 
je ona postala zasebno znanstveno područje. 


STRUKTURA MEHANIZAMA 


Svaki mehanički sustav sastoji se od grupe materijalnih tijela, 
vezanih međusobno vezama koje ograničavaju slobodu gibanja 
svakog pojedinog tijela u sustavu. U pokretnim mehaničkim 
sustavima, za razliku od krutih sustava (npr. rešetke), gibanje 
jednog od tijela pobuđuje gibanje svih ostalih tijela u sastavu 
sustava. 

Pokretni mehanički sustavi u tehnici postoje u mnogo razli- 
čitih konstrukcijskih oblika, obavljaju raznolike funkcije i po- 
znati su pod različitim nazivima. Pokretne mehaničke sustave 
može se prema nekim bitnim karakteristikama razvrstati u tri 
grupe, već prema tome da li se pomoću njih prenosi i transfor- 
mira gibanje, sila ili energija (rad). Najčešći nazivi ovih grupa 
jesu pribori, sprave i strojevi. 

Mehanizam je sastavni dio svih triju navedenih grupa po- 
kretnih mehaničkih sustava i obuhvaća elemente pomoću kojih 
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se ostvaruje jedna od mehaničkih funkcija sustava. Tako npr. 
motor s unutrašnjim izgaranjem sadrži čitav niz mehanizama: 
motorni mehanizam, kojim se pravocrtno gibanje stapa pretvara 
u kružno gibanje koljenčastog vratila, krivuljni mehanizam za 
otvaranje i zatvaranje ventila, mjenjač brzina i lančani prijenos, 
kojim sc rotacija vratila prenosi na grebenastu osovinu itd. 

Kvalitativne i kvantitativne karakteristike prenesenog ili 
transformiranog gibanja ovise o strukturi mehanizma, tj. o broju 
sastavnih elemenata, njihovim geometrijskim parametrima i na- 
činu na koji su međusobno vezani. Gibanje pogonskog dijela 
mehanizma pobuđuje gibanje svih ostalih njegovih dijelova 
prema potpuno određenom zakonu, koji proizlazi iz geometrij- 
skih i kinematičkih karakteristika mehanizma. 

Članovi mehanizma. Kruta materijalna tijela, od kojih je 
sastavljen mehanizam i koja se gibaju relativno jedno prema 
drugome, nazivaju se članovima mehanizma. Pod krutim tijelom 
podrazumijeva se tijelo u čvrstom agregatnom stanju, kojemu 
deformacije, zbog djelovanja vanjskih sila, ne utječu na kine- 
matičke karakteristike mehanizma kojega su sastavni dio. 

Ponekad se i tekućine i gipke veze ubrajaju u članove me- 
hanizma, uz napomenu da je takva klasifikacija samo uvjetna. 
Naime, zanemarujući male deformacije članova, može ih se 
uvjetno smatrati krutim tijelima, pa takav pojam o krutom 
tijelu može obuhvatiti gipke veze ako se preko njih prenose 
vlačne sile, a također i tekućine jer su nestlačive pri prijenosu 
tlačnih sila. 

U ovom će se članku članom mehanizma smatrati samo 
ona tijela kojih međusobno relativno gibanje utječe na kine- 
matičke karakteristike cijelog mehanizma. Prema tome, među 
članove mehanizma neće se ubrajati tekućine i gipke veze u 
sastavu mehanizma, a ni one krute dijelove (kuglice, valjci) koji 
nemaju utjecaja na kinematička svojstva mehanizma. 

Karakter relativnog gibanja dvaju spregnutih članova meha- 
nizma ovisi o mjestu i načinu kako su međusobno vezani. 

Mjesto i vrsta geometrijskih elemenata veze osnovne su ka- 
rakteristike i svakog člana i cijelog mehanizma, te je zapravo 
razmatranje elemenata veza jedan od osnovnih sadržaja strukture 
i kinematike mehanizma. 

Ostali faktori, kao što su materijal, konstrukcijski oblik i 
izvedba članova, ne utječu na kinematička svojstva mehanizma 
te se i ne razmatraju, osim u sklopu dinamičke analize. Time 
se prikazivanje članova mehanizma pojednostavnjuje i svodi 
samo na kinematičku shemu, tj. na one elemente od kojih za- 
vise kinematička svojstva i članova i cijelog mehanizma. Na 
sl, 1 prikazane su glavna 1 i sporedna ojnica 2 V-motora, i njihova 
kinematička shema. Kinematička shema obuhvaća samo vrstu 
veza među članovima i međusobni položaj ovih veza. Tako se 


SL. 1. Način spoja ojnice V-mo- 

tora. a konstrukcijski izgled: 1 

glavna ojnica, 2 sporedna ojnica, 
b kinetička shema 


glavna ojnica V-motora u zglobu O vezuje za koljenasto vratilo, 
u točki A za stap i u točki B za sporednu ojnicu. Oblik glavne 
ojnice zamjenjuje se u kinematičkoj shemi trokutastom pločom. 

Prema funkciji, položaju u sastavu mehanizma, načinu gi- 
banja i konstrukcijskom obliku, članovi mehanizma imaju razli- 
čite nazive. U stručnoj terminologiji najčešće se upotrebljavaju 
slijedeći nazivi: 

Prema svojoj funkciji u mehanizmu, članovi su vodeći, od- 
nosno pogonski, ako prenose gibanja na ostale članove meha- 
nizma. Svi ostali članovi mehanizma, na koje se gibanje prenosi 
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preko pogonskih članova, nazivaju se vođenim ili gonjenim člano- 
vima. Oni članovi kojega gibanje obavlja mehaničku namjenu 
mehanizma jesu radni članovi. 

S obzirom na način gibanja razlikuje se nekoliko tipova 
članova mehanizma. Postolje je član koji miruje i prema kome 
se svi ostali članovi relativno giblju. Koljeno ili ručica je član 
koji rotira za puni ciklus i vezan je uz postoljni član; ako 
se takav član može zakrenuti samo za određeni kut zakretanja, 
naziva se njihalicom. Klizač je član mehanizma koji se klizno giba 
po postolju; tada je postoljni član klizna staza. Ako se klizač 
giba po pomičnom članu naziva se još i kulisnim kamenom ili 
jednostavno kamenom, a pomični član po kojem klizi kulisom. 
Pod kulisom se često podrazumijeva samo šuplji pomični član 
unutar kojega se giba kamen, međutim taj se naziv upotrebljava i 
kad klizač svojom šupljinom obuhvaća s vanjske strane pomični 
štap, jer su obje ove izvedbe prema kinematičkim karakte- 
ristikama identične. 

Svi pokretni članovi, koji nisu u direktnom dodiru s po- 
stoljem nazivaju se još veznima, sprežnima ili spojnim članovima. 

Kinematički parovi. Položaj tijela koje se giba u prostoru 
može se definirati pomoću šest nezavisnih koordinata kojima 
su vrijednosti funkcije vremena. Slobodno materijalno tijelo u 
prostoru ima šest stupnjeva slobode gibanja. Promatrano s ob- 
zirom na osi pravokutnog koordinatnog sustava, moguća gi- 
banja jesu: tri translacije po pravcima koordinatnih osi i tri 
rotacije oko tih osi. 

Slobodno materijalno tijelo ne može biti član mehanizma, 
jer se članovi mehanizma giblju prema potpuno određenom 
zakonu i ne mogu imati šest stupnjeva slobode. Broj stupnjeva 
slobode gibanja svakog člana mehanizma ograničen je njegovim 
vezama s drugim tijelima u sastavu mehanizma. 

Kombinacija od dva materijalna tijela u sastavu mehanizma, 
koja ograničava slobodu gibanja svakome od njih naziva se 
kinematičkim parom. O vrsti veze među članovima u kine- 
matičkom paru ovisi s koliko je kinematičkih uvjeta ta veza 
ograničila njihovo međusobno gibanje, odnosno za koliko je 
stupnjeva slobode smanjila mogućnost gibanja svakoga od njih. 

Red kinematičkog para određuje broj stupnjeva slobode rela- 
tivnog gibanja dvaju članova mehanizma. Kinematički parovi 
mogu biti prvoga, drugoga, trečega, četvrtoga i petog reda. 
Kinematički par nultog reda ne postoji, jer se članovi takva 
para ne bi gibali relativno jedan prema drugome i sačinjavali 
bi jedinstveni član mehanizma. Isto tako je razumljivo da ne 
mogu postojati kinematički parovi šestog reda, jer bi tada 
članovi bili slobodna materijalna tijela bez međusobne veze. 
Moguće kombinacije nezavisnih rotacija i translacija članova 
u kinematičkom paru za moguće stupnjeve slobode relativnog 
gibanja prikazane su u tabl. 1. 


Tablica 1 


NEZAVISNA RELATIVNA GIBANJA ČLANOVA 
KINEMATIČKOG PARA 


Red para Moguća gibanja 
k=1 R šk 
Fr TF 
hE RR TR 
k=3 RRR TRR TTR 
k=4 TRRR TTRR 
k=5 TTRRR 
el 
R rotacija, TP translacija 


Da se odredi red kojemu pripada kinematički par i da se 
analizira karakter relativnog gibanja koje par omogućuje, naj- 
pogodnije je pretpostaviti da je jedan od dva spregnuta člana 
nepomičan. Tada se relativno gibanje među članovima para svodi 
na apsolutno gibanje pomičnog člana (sl. 2). 

Članovi kinematičkih parova trebaju biti za vrijeme među- 
sobnog relativnog gibanja stalno u međusobnom dodiru, i to ili 
u direktnome, ili u indirektnome preko umetnutih elemenata 
veze. To tzv. zatvaranje parova može biti kinematičko ili 
dinamičko. 
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Kinematičko zatvaranje parova postiže se konstrukcijskim 
oblikom članova. Svi parovi na sl. 2 zatvoreni su kinematički. 
Dinamičko zatvaranje postiže se silama, i to težinom članova 
(sl. 5b), inercijskim silama i elastičnim silama opruga. 

Niži i viši kinematički parovi. Članovi kinematičkih parova 
mogu se dodirivati površinom, linijom ili točkom. Prema vrsti 
dodira između članova, kinematički parovi dijele se na niže i 
više. Niži kinematički parovi (sl. 2a, b i c) jesu oni kojih se 
članovi dodiruju površinom, dok se članovi viših kinematičkih 
parova (sl. 2d i e) dodiruju linijom ili točkom. 


Na 
e! 
u b fa 
7) 


SI. 2. Red kinematičkog para. a par 1. reda (jedna translacija), b par 2. reda 
(jedna translacija i jedna rotacija), c par 3. reda (tri rotacije), d par 4. reda 
(dvije translacije i dvije rotacije), e par 5. reda (tri rotacije i dvije translacije) 


Relativno gibanje među dodirnim površinama članova nižih 
parova jest klizanje jedne površine po drugoj, te su niži parovi 
klizni. Relativno gibanje viših parova može biti klizanje, ko- 
trljanje ili istodobno i jedno i drugo. 

Niži kinematički parovi imaju drugačija konstrukcijska i 
eksploatacijska svojstva nego viši kinematički parovi. 

Članovi nižih parova dodiruju se površinom, što omogućuje 
prenošenje većih sila s jednog člana mehanizma na drugi. Veli- 
čina tih sila ovisi o dozvoljenom površinskom tlaku materijala 
od kojeg je izrađen član i o veličini dodirne površine. Članovi 
viših parova mogu prenositi manja opterećenja, jer se dodiruju 
točkom ili linijom, tj. na malim površinama. Kontakt na malim 
dodirnim površinama uzrokuje velika lokalna opterećenja i do- 
vodi do bržeg habanja dodirnih površina. Da bi se smanjila 
kontaktna naprezanja, potrebno je povećati mehaničku čvrstoću 
dodirnih površina i povećati polumjer zakrivljenosti dodirnih 
elemenata. Zbog habanja članova viših parova pojavljuju se 
odstupanja od zakona gibanja članova, neravnomjerni rad meha- 
nizma i dopunska udarna opterećenja. 

Mehanizmi s nižim kinematičkim parovima imaju prednost 
da se pomoću njih, uz pogodno uravnoteženje, postiže pravilno 
funkcioniranje mehanizma i pri velikim brzinama gibanja. Zato 
se nastoji da se, osobito za prenošenje većih sila, mehanizmi 
s višim parovima zamijene mehanizmima s nižim parovima. 

Osnovni nedostatak kliznih parova (a to su svi niži kine- 
matički parovi) jest pojava trenja na dodirnim elementima. Za 
svladavanje trenja troši se energija, odnosno snaga, što smanjuje 
stupanj iskoristivosti mehanizma. Taj se nedostatak može izbjeći 
ako se između dodirnih površina umetnu kotrljajući elementi, 
kao što su valjci i kuglice, čime se trenje klizanja pretvara u 
trenje kotrljanja. Dodavanjem umetnutih elemenata ne mijenjaju 
se kinematička svojstva para, a niži se parovi na taj način 
pretvaraju u više kinematičke parove. 

Reverzibilnost kinematičkih parova jedno je od njihovih naj- 
važnijih svojstava. 

Ako se za rotoidni zglob (sl. 3) pretpostavi da je član 7 
nepomičan, onda član 2 ima jedan stupanj slobode gibanja, i 
to rotaciju oko točke O. S obzirom na član 1, pri gibanju člana 
2 opisat će njegova točka B kružnu putanju promjera OB. Ako 
se sad pretpostavi da je član 2 nepomičan, a član / pomičan, 
tada će pisaljka pričvršćena na član / u točki koja se poklapa 
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s točkom B opisati s obzirom na član 2 također kružnu pu- 
tanju promjera OB. To znači da se putanja točke B s obzirom 
na član / poklapa s putanjom točke B s obzirom na član 2. 


SI. 3. Reverzibilni kinematički par 


Dakle, u ovome kinematičkom paru postoji obrnutost ili rever- 
zibilnost među gibanjima obaju članova para. Drugačije je u kine- 
matičkom paru sastavljenom od zupčanika i zupčaste letve (sl.4). 
Kad se zupčanik kotrlja po zupčastoj letvi, točka M zupčanika 
opisuje cikloidu. Ako je, međutim, zupčanik nepomičan, koin- 
cidentna točka M pri relativnom gibanju zupčaste letve opisat 
će evolventu. Taj kinematički par nema, dakle, svojstva obrnu- 
tosti kretanja, to je ireverzibilan par. 
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SI. 4. Ireverzibilni kinematički par. 1 zupčanik, 
2 zupčasta letva 


Oba kinematička para su ravna (sl. 3 i 4) jer trajektorije 
svih točaka od oba člana svakog para leže u međusobno para- 
lelnim ravninama. U prostornim kinematičkim parovima trajek- 
torija jedne točke reverzibilnog para gibat će se uvijek po istoj 
površini, bez obzira koji je od članova pomičan. Lako je doka- 
zati da su svi niži kinematički parovi reverzibilni, ali i među 
višim parovima ima reverzibilnih, kao npr. rotacijski viši par 
na sl. 3. 

Razvrstavanje kinematičkih parova na reverzibilne i ireverzi- 
bilne ne poklapa se s razvrstavanjem na niže i više parove. Raz- 
vrstavanje parova prema reverzibilnosti relativnog gibanja čla- 
nova zapravo je najvažnija klasifikacija kinematičkih parova. 

Reverzibilni kinematički parovi. To su sljedeće grupe parova, 
odnosno zglobova: translatoidni, rotoidni, helikoidni, cilindrični 
i sferni zglob. 

Translatoidni zglob (sl. 5 i 6) je kinematički par prvog reda 
koji omogućuje relativnu translaciju spregnutih članova. Taj je 
zglob najčešće izrađen kao niži kinematički par s dodirom po 
ravnim ili cilindričnim površinama (sl. 5a do c). Cilindrični 
dodirni elementi omogućuju i relativnu rotaciju, pa stoga oni 
sačinjavaju translatoidni zglob jedino ako je pomoću uzdužnog 
klina ili drugim konstrukcijskim rješenjem onemogućena rela- 


SI. 5. Translatoidni zglobovi. a, b i c niži parovi, d, e i f viši parovi 
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tivna rotacija. Tako npr. cilindar i stap motora s unutrašnjim 
izgaranjem sačinjavaju translatoidni par, jer je relativna rotacija 
spriječena vezom štapa sa stapajicom. Ako se preko translato- 
idnog zgloba prenose mala opterećenja, primjenjuju se viši kine- 
matički parovi s dodirom linijama (sl 5d). Također, radi sma- 
njenja trenja, umeću se u kinematički par dodatni elementi, 
kao što su kuglice i valjci u posebnim karikama (sl. 5e) ili 
žljebovima (sl. 51). Takvi zglobovi s ugrađenim valjnim elemen- 
tima spadaju u više kinematičke parove. Sheme translatoidnih 
zglobova prikazane su na sl. 6. 


PONTA 


Kiujua 
SI. 6. Kinematičke sheme translato- k==5 
idnih zglobova. a parovi s jednim ne- —-_ 
pomičnim članom, b parovi s oba po- / 
mična člana eEr=> 
[izme] 
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Rotoidni zglob (sl. 7) je kinematički par prvog reda koji 
omogućuje rotacijsko gibanje spregnutih članova. Osnovni ele- 
menti nižih rotacijskih parova jesu cilindrične dodirne površine 
koje omogućuju relativnu rotaciju, te bočne ravnine koje omo- 
gućuju relativnu translaciju. Rotoidni klizni zglobovi izrađuju 
se i kao viši parovi s dodirom linijama ili točkom. Rotacijski 
parovi nisu osjetljivi na promjenu temperature, i često se pri- 
mjenjuju u radnim strojevima za preciznu mehaniku (v. Fino- 
mehanička tehnika, TE 5, str. 416). U više rotoidne zglobove 
spadaju i valjkasti ležaji koji se često primjenjuju zbog znatno 
manjih gubitaka zbog trenja. 
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SI. 7. Rotoidni zglobovi i njihove kinematičke sheme 


Helikoidni zglob (sl. 8), odnosno vijčani kinematički par, ima 
vijčanu (helikoidnu) dodirnu površinu. Relativno gibanje među 
članovima para sastoji se iz istodobne rotacije i translacije. 


SI. 8. Helikoidni zglob. a nacrt zgloba, b konstrukcijski izgled 
zgloba, c kinematičke sheme zgloba 


To je ipak kinematički par prvog reda, jer su rotacija i trans- 
lacija međusobno zavisne. Naime, relativnom rotacijom za kut o 
određena je i vrijednost relativne translacije Ax Ze gdje 
je h uspon vijčane dodirne površine, tj. veličina pomaka u smjeru 
uzdužne osi vijka pri zakretu za o =2vm. Helikoidni zglob je 
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SI. 9. Helikoidni zglob s ugrađenim kuglicama u narezu vijka 
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prostorni kinematički par, jer je trajektorija bilo koje točke 
pomičnog člana prostorna krivulja na cilindričnoj površini. I 
helikoidni par se može izraditi, osim u obliku kliznog para, 
i u obliku valjnog para (višega kinematičkog para) tako da se 
ugrade cijevi kroz koje cirkuliraju kuglice (sl. 9). 

Tročlani mehanizam stezača na sl. 10 sadrži sva tri dosad 
navedena zgloba: translatoidni, rotoidni i helikoidni. Ta tri tipa 
ujedno su i jedini zglobovi s jednim stupnjem slobode. 


SL 10. Mehanizam stezača. / rotoidni zglob. 
2 translatoidni zglob, 3 helikoidni zglob 


, 


Cilindrični zglob je kinematički par drugog reda, koji omogu- 
ćuje nezavisno rotacijsko i translacijsko gibanje članova para. 
Cilindrični zglob je prostorni kinematički par, jer se točka po- 
mičnog člana giba po cilindričnoj površini kao i u helikoidnom 
zglobu. Za praktičnu primjenu izrađuje se kao niži kinematički 
par, a vrlo rijetko kao viši kinematički par. Cilindrični zglob 
u obliku teleskopske cijevi sastavni je dio mehanizma automobil- 
skog okvira (šasije). Automobilski prigušnici (amortizeri) također 
su izrađeni u obliku teleskopske cijevi. Osnovno gibanje je re- 
lativna translacija u smjeru uzdužne osi prigušnika, a moguća 
je i rotacija, dovoljna da prati primjerene relativne kutne po- 
make među osima rotoidnih zglobova na krajevima prigušnika. 

Sferni zglob je prostorni niži kinematički par koji omogućuje 
tri relativne rotacije među spregnutim članovima. Zatvaranje 
sfernog zgloba uvijek je kinematičko. Najčešće se primjenjuje u 
sklopu prostornih mehanizama (sl. 11a). Sferni zglob s palcem 
je prostorni zglob s dva stupnja slobode gibanja. On dozvo- 
ljava rotaciju oko osi koja se poklapa s uzdužnom osi palca, 
te rotaciju oko osi okomite na ravninu kroz prorez u kom 
se giba palac (sl. 11b). 


SI. 11. Sferni zglob. a prostorni zglob sa tri stupnja pokretljivosti, b prostorni 
zglob s palcem 


Svi reverzibilni kinematički parovi, za razliku od ireverzibil- 
nih, imaju potpuno određen karakter gibanja spregnutih članova. 
Zbog toga članovi u sastavu reverzibilnog para mogu tvoriti 
dvočlani mehanizam. Takvi dvočlani mehanizmi, a posebno me- 
hanizmi s kinematičkim parom prvog reda, mnogo se primje- 
njuju u tehnici: u turbinama, elektromotorima, generatorima 
itd. Rotirajući vijak (Arhimedov vijak) koji potiskuje sijeno u 
komoru za prešanje, također je dvočlani mehanizam s rotacij- 
skim zglobom. Broj stupnjeva slobode kinematičkog para reda 
većeg od prvog može se smanjiti zbog dodatnih uvjeta koje 
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tom paru nameću ostali članovi mehanizma. Stap i cilindar 
motora po svojoj izvedbi, promatrani izolirano, jesu cilindrični 
par s dva stupnja slobode: translacija u smjeru uzdužne osi 
cilindra i rotacija oko te osi. Međutim, u sklopu mehanizma 
oni sačinjavaju translatoidni zglob s jednim stupnjem slobode, 
jer veze s ostalim članovima mehanizma onemogućuju rotaciju. 


Ireverzibilni parovi. Zbog ireverzibilnosti karakter gibanja čla- 
nova ireverzibilnih parova može se odrediti samo u sklopu cijelog 
mehanizma. Ireverzibilni parovi, koji se primjenjuju u postojećim 
mehanizmima, mogu se razvrstati na frikcijske, zupčaste, kri- 
vuljne (grebenaste) i parove s gipkim vezama. 

Frikcijski kinematički par ostvaruje relativno gibanje među 
članovima trenjem među dodirnim elementima. Zatvaranje frik- 
cijskih parova je dinamičko. Ono se u sklopu mehanizma po- 
stiže pritiskom među frikcijskim kružnim pločama koje sačinja- 
vaju kinematički par. Red ireverzibilnog para može se razmotriti 
na ravnom cilindričnom paru (sl. 12). Clanovi tog para moraju 
biti u neprekidnom dodiru, pa je zato nemoguća translacija u 
smjeru okomitom na ravninu para. Moguća je, prema tome, 
samo translacija u smjeru tangente t i rotacija oko osi O 
okomite na ravninu translacije. Frikcijski par ima dva stupnja 
slobode gibanja, tj. to je par drugog reda. Rezultanta dvaju 
nezavisnih gibanja njegovih članova jest relativno valjanje s 
klizanjem ili bez njega. Prostorni frikcijski parovi u sastavu 
mehanizma frikcijske preše također su parovi drugog reda. Pro- 
matran odvojeno od mehanizma, frikcijski par bio bi par petog 
reda jer mu je tada nametnuta samo jedna veza, a to je obvezan 
dodir među članovima para. 


SI. 13. Zupčasti par 


SI. 12. Frikcijski kinematički par 
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SI. 14. Krivuljni par SI. 15. Par s gipkim vezama 


Zupčasti parovi, poput frikcijskih, bez obzira na to da li su 
ravni ili prostorni, spadaju u kinematičke parove drugog reda. 
Postoje u obliku parova s vanjskim i unutrašnjim ozubljenjem te 
u obliku koničnih, vijčanih i pužnih parova. Relativno gibanje 
među dodirnim površinama svih osnovnih oblika zupčastih pa- 
rova sastoji se od valjanja uz istodobno klizanje. Zupčasti parovi 
u sastavu mehanizma omogućuju transformaciju rotacijskog gi- 
banja u translacijsko i obrnuto (sprega zupčanika 1 zupčaste 
letve), međutim, najčešće prenose rotacijsko gibanje među para- 
lelnim osovinama (cilindrični zupčanici), među osovinama ko- 
jima se pravci sijeku (konični i kutni zupčanici) i među ukrštenim 
osovinama (vijčani, hipoidni i pužni parovi). Za posebne namjene 
izrađuju se i zupčasti parovi sa zupčanicima koji nisu okruglog 
oblika (sl. 13). 
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Krivuljni par (sl. 14) sastoji se od krivuljne (grebenaste) ploče 
i pomicaljke (poluge). U prostornom paru ploča je zamijenjena 
cilindrom. Krivuljni par je ireverzibilni par drugog reda. U sklo- 
pu krivuljnih mehanizama taj par omogućuje transformaciju gi- 
banja krivuljnog člana u oscilatorno pravocrtno ili kružno giba- 
nje pomicaljke. Ima vrlo široku primjenu i nezamjenljiv je kao sa- 
stavni dio mehanizma automata i mehanizma za pomicanje ven- 
tila u motorima s unutrašnjim izgaranjem. Relativno gibanje 
dodirnih površina grebenastog člana i pomicaljke sastoji se od 
rotacije i od translacije u smjeru tangente. Da bi se klizanje 
pri translaciji svelo na najmanju mjeru, vrlo često je dodir me- 
đu članovima para izveden posredno preko valjčića. 

Parovi s gipkim vezama. Clanovi takvih parova nisu u di- 
rektnom dodiru, već posredno preko gipkih veza: remena, trake, 
užeta ili lanca. Gipke veze nepromjenljive duljine sastavni su 
dio mehanizma za prijenos rotacije, odnosno snage, s jedne 
osovine na drugu. Veze promjenljive duljine (užad i lanci) sa- 
stavni su dio mehanizma za podizanje i transport tereta. Karak- 
teristike para ne ovise o duljini gipke veze, već samo o geo- 
metrijskim parametrima spregnutih članova i o načinu kako su 
članovi spregnuti gipkom vezom. Tako su kinematičke karakte- 
ristike remenskog prijenosa (sl. 15) identične s karakteristikama 
frikcijskog ili zupčanog prijenosa s promjerima članova jedna- 
kim promjerima remenica na slici; relativni smjer rotacije može 
se mijenjati ukrštenim krakovima gipke veze. Svi parovi s gip- 
kim vezama jesu parovi drugog reda. Kao i svi ostali ireverzi- 
bilni parovi, i parovi s gipkim vezama u sastavu mehanizma 
moraju imati najmanje tri člana. Tako mehanizam remenskog 
prijenosa, osim dviju remenica, ima i postolje koje sa svakom 
remenicom tvori po jedan rotacijski par. 


Pokretljivost mehanizma. Kinematički lanac (sl. 16) sustav je 
članova vezanih međusobno kinematičkim zglobovima. Po svo- 
jim kinematičkim karakteristikama, lanci mogu biti kruti, prisilni 
i slobodni. Lanac je krut ako se njegovi članovi ne mogu gibati 
relativno jedan prema drugome (sl. 16a). Takav lanac je npr. 


SL 16. Kinematički lanac. a kruti lanac, b prisilni lanac s jednim stupnjem 
pokretljivosti, c prisilni lanac sa dva stupnja pokretljivosti, d slobodni lanac 


rešetkasti nosač sa zglobno vezanim članovima: ponaša se kao 
kruta ploča i u sastavu složenog mehanizma može biti jedan 
od složenih članova. Ako se kinematičkom lancu (sl. 16b), 
kojemu je jedan član nepomičan, zakrene član / za određeni 
kut, svi će ostali pokretni članovi zauzeti potpuno određeni 
položaj. Isto tako će i preostali pokretni članovi lanca (sl. 16c) 
zauzeti određeni položaj ako se zakrenu za određeni kut članovi 
114. Oba su navedena lanca prisilna. Međutim, ako se u lancu 
(sl. 16c) pokreće samo član 1, gibat će se i ostali pokretni 
članovi, ali ne prema određenom zakonu, već će zauzeti neki 
od beskonačno mnogo mogućih položaja (sl. 16d). Takav lanac 
je slobodan. Samo prisilni kinematički lanac ispunjava sve uvjete 
mehanizma. Prema tome, od svih kinematičkih lanaca, mehani- 
zam je jedino kinematički lanac s jednim nepomičnim članom 
(postoljem) i sa zadanim gibanjem za onoliko članova koliko 
je potrebno da bi se svi ostali članovi gibali potpuno određeno. 
Oni članovi mehanizma koje je potrebno direktno gibati da bi se 
pobudilo određeno gibanje svih ostalih članova, nazivaju se 
pogonskim članovima. Broj pogonskih članova mehanizma odre- 
đuje i stupanj njegove pokretljivosti. Stupanj pokretljivosti meha- 
nizma određen je i brojem nezavisnih parametara koji definiraju 
položaj pokretnih članova mehanizma, tj. brojem nezavisnih 
koordinata koje određuju položaj pogonskih članova. Stupanj 
pokretljivosti mehanizma može se izraziti i brojem članova koje, 
osim postolja, treba imobilizirati da bi se mehanizam pretvorio 
u kruti sustav. Zakretanjem zglobova A i D, dok im osi ne 
postanu paralelne, prostorni mehanizam (sl. 17a) svodi se na 
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mehanizam s komplanarnim gibanjem članova; prostorni zglo- 
bovi Bi C omogućuju tada samo relativnu rotaciju oko osi 
okomitih na ravninu komplanarnog gibanja. Ako se zglobovi 
B i C zamijene rotoidnim zglobovima prvog reda, dobit će se 
mehanizam na sl. 17b. Dva mehanizma (sl. 17) razlikuju se u 
slijedećem: prostorni mehanizam (sl. 17a) pokretljiv je i kad 
osi zglobova A i D nisu međusobno paralelne, dok ravni zglobni 
četverokut (sl. 17b) ima samo jedan određeni položaj zglobnih 
osi i njegovi članovi ne mogu ni u kojim uvjetima da se 
prostorno gibaju. Ravnom zglobnom četverokutu nametnute 
su opće veze koje proizlaze iz njegove strukture. 


SL 17. Zglobni četverokut. a prostorni, b ravni 


Stupanj pokretljivosti mehanizma ovisi o broju njegovih 
članova, te o broju, vrsti i položaju kinematičkih parova od kojih 
je mehanizam sastavljen. Formula koja izražava ovisnost stupnja 
pokretljivosti mehanizma o njegovim strukturnim elementima 
naziva se strukturnom formulom. Strukturna formula prostornog 
mehanizma sa n članova bez općih veza glasi: 


S = 6(n— 1) — 5p, — 4p2 — 3p3 — 2Pa — Ps> (1) 
gdje je S stupanj pokretljivosti mehanizma, p,“:ps broj parova 
1. do 5. reda. Za ravne mehanizme (tj. mehanizme kojima su 


nametnute tri opće veze, sl. 17b) strukturna formula poprima 
oblik: 


S=3—1)—2p—p2- (2) 


Transformiranje mehanizama 


Osnovne moguće transformacije mehanizama mogu se naj- 
bolje razmotriti na ravnim četverozglobnim mehanizmima. Ravni 
četverozglobni mehanizmi primjenjuju se u tehničkoj praksi 
češće od drugih tipova zglobnih mehanizama; za njih dolazi u 
obzir više modifikacija i transformacija, te su to i najjednostavniji 
zglobnopolužni mehanizmi. 

Na sl. 18 prikazane su osnovne modifikacije ravnog četvero- 
zglobnog mehanizma. Te modifikacije mogu imati samo rotoidne 
zglobove, a mogu također imati jedan ili najviše dva transla- 
toidna zgloba. Osnovna modifikacija je zglobnopolužni čet- 
verokut (sl. 184). Kutni pomak pogonskog člana (koljena) 1 
prenosi se preko spojne poluge (ojnice) 2 na kutni pomak go- 


Sl. 18. Modifikacija četverozglobnog mehanizma. a zglobno- 

polužni četverokut, b stapni (klipni) mehanizam, c mehanizam 

sa dvostrukim klizačem, d kulisnoklizni mehanizam, e dvo- 
kulisni mehanizam, f dvoklizni mehanizam 
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njenog člana (ručice, odnosno njihalice) 3. Potpuna ili djelo- 
mična rotacija pogonskog člana pretvara se u rotacijsko ili 
njihajno gibanje gonjenog člana, već prema odnosu među du- 
žinama pojedinih članova. Stapni mehanizam ili koljenasto- 
klizni mehanizam (sl. 18b) pretvara rotacijsko gibanje u pravo- 
crtno oscilatorno gibanje i obrnuto. Primjenjuje se u svim 
stapnim motorima i stapnim radnim strojevima. Mehanizam s 
dvostrukim klizačem (sl. 18c) naziva se još i sinusnim mehaniz- 
mom, jer je apscisa x proporcionalna sinusu kuta o, a poznat 
je i pod nazivom Wolfova kulisa. Kulisni kamen 2 izvodi kružnu 
translaciju. Na sl. 19a vidi se primjena te modifikacije na meha- 
nizam za vođenje igle šivaćeg stroja. Kulisnoklizni mehanizam 
(sl. 18d) rjeđe se upotrebljava, jer se koljeno može okretati samo 
za kut manji od 180%. Jedna od varijanti tog mehanizma po- 
znata je pod nazivom tangensni mehanizam (sl. 19b), jer je 
y =atang. U dvokulisnom (Oldheimovom) mehanizmu (sl. 18e) 
obje se kulise zakreću za jednaki kut. Konstrukcijski kut a je 
najčešće 90“. Klizači dvokliznog mehanizma (sl. 18f) oscilatorno 
se giblju po pravocrtnim kliznim stazama. I u ovom mehanizmu 
najčešće je a = 90“, pa sve točke spojne poluge opisuju elipse, 
osim točke € koja opisuje kružnicu (sl. 19c). Zato takav meha- 
nizam služi za crtanje elipsa i naziva se elipsografom. 


Sl. 19. Primjena modifikacija četverozglobnog mehanizma. a mehanizam za 
vođenje igle šivaćeg stroja, b tangensni mehanizam, c elipsograf 


Promjena postoljnog člana najbitnija je transformacija jer 
mnogo utječe na kinematička svojstva mehanizma, tj. predstavlja 
tzv. kinematičku inverziju. 

Zglobnopolužni četverokutni mehanizam s različitim duži- 
nama članova ima kombinirano gibanje rotirajućeg koljena 1 i 
njihalice 3 (sl. 20a). Da bi se takvo gibanje ostvarilo, koljeno 
1 mora biti najkraći član mehanizma, a također zbroj duljina 
koljena / i postolja 4 treba da bude manji od zbroja duljina 
ostalih dvaju članova. Postolje 4 je u četverokutu na sl. 20a 
najdulji član. Ako se učvrsti najkraći član 1 (sl. 20b), rotirat 
će pogonski član 2 i vođeni član 4. Pri tom zbroj duljine po- 
stolja 1 i svakog od susjednih članova 2 ili 4 treba da je manji 
od zbroja ostalih dvaju članova. Ako se za postolje uzme član 
2, opet se dobiva kombinacija rotacijskog i njihajnog gibanja 


Sl. 20. Promjena postoljnog člana. a kombinacija rotacije pogonskog člana i 

njihanja gonjenog člana, b rotacija pogonskog i gonjenog člana, c kombinacija 

rotacije pogonskog člana i njihanja gonjenog člana, d njihanje pogonskog 
i gonjenog člana 


MEHANIZMI 


(sl. 20c), a ako se za postoljni član uzme 3, tako da najkraći 
član / postane spojni član, dobiva se mehanizam sa dvije njiha- 
lice (sl. 20d). Promjena postoljnog člana pobudila je, dakle, 
promjenu karaktera relativnog gibanja članova. Kako su pri- 
mjeri prikazani na sl. 20a i 20c identični s obzirom na osnovne 
kinematičke karakteristike mehanizma, to postoje tri različite 
kinematičke inverzije zglobnog četverokuta. 

Prva inverzija (sl 20a i c) daje jednokoljenasti mehanizam. 
Ta se inverzija primjenjuje vrlo često. Takvi su mehanizmi s 
nožnim pedalom za pretvaranje gibanja njihalice u rotaciju 
koljenčaste osovine, kao što je mehanizam šivaćeg stroja na 
sl. 21a. 


Uh 
mn 


SI. 21. Primjena promjene postoljnog čla- 

na. a jednokoljenasti mehanizam za nožni 

pogon šivaćeg stroja, b dvonjihalični meha- 

nizam nagibne dizalice, c dvonjihalični 
mehanizam pile 


Druga inverzija (sl. 20b) naziva se dvokoljenastim mehaniz- 
mom. Ti mehanizmi, pored ostalih primjena, sastavni su dio 
različitih tipova grebenastih kola na poljoprivrednim strojevima 
te kola s lopatama koje pogone riječne brodove. 

Treća varijanta daje dvonjihalični mehanizam. Takav mehani- 
zam je i mehanizam nagibne dizalice (sl. 216). Geometrijski su 
parametri odabrani tako da se točka D na spojnom članu pri- 
bližno horizontalno giba i tako primiče ili odmiče kuku za 
teret ne mijenjajući joj visinu. Mehanizam pile (sl. 21c) tako- 
đer je dvonjihalični mehanizam. 

Promjenom postoljnog člana stapnog mehanizma dobivaju 
se kinematičke inverzije prikazane na sl. 22. Kad je koljeno 1 
kraće od spojne poluge 2, moguće su tri kinematičke inverzije 
toga mehanizma. 


SI. 22. Kinematičke inverzije stapnog mehanizma. a aksijalni stapni mehanizam, 
b mehanizam s rotirajućom kulisom, c mehanizam s njihajućim klizačem, d 
njihalično-klizni mehanizam 


Prva inverzija je aksijalni stapni mehanizam (sl. 22a), koji 
se primjenjuje u motorima i radnim strojevima (pumpe). Pogon- 
ski je član ili koljeno ili stap, već prema tome da li mehanizam 
služi motoru ili radnom stroju. Osnovni zadatak takva mehani- 
zma jest da pretvara rotacijsko gibanje u pravocrtno oscilatorno, 
odnosno obrnuto. Taj mehanizam upotrebljava se u motorima s 


MEHANIZMI 


Sl. 23. Primjena inverzije stapnog mehanizma. a uređaj za prešanje sijena, b 
sisaljka s rotirajućim cilindrom, c mehanizam za zatvaranje vrata, d ručna 
sisaljka € 


unutrašnjim izgaranjem, a na sl. 23a prikazana je njegova pri- 
mjena u uređaju za prešanje sijena. 

Druga inverzija daje kulisni mehanizam s rotirajućom ku- 
lisom (sl. 226). SL 23b prikazuje tu inverziju primijenjenu. u 
sisaljkama s rotirajućim cilindrom. 

Treća inverzija je mehanizam s njihajućim klizačem (sl. 22c), 
koji služi u motoru s oscilirajućim cilindrom (sl. 23c), a upo- 
trebljava se i kao mehanizam za zatvaranje vrata. 

Postoljni član četvrte inverzije je klizač (sl. 22d). Njihanje 
člana 2 pretvara se u oscilatorno pravocrtno gibanje člana 4. 
Na sl. 23d prikazana je primjena tog njihalično-kliznog meha- 
nizma na ručnu sisaljku. 

Promjena duljine članova. Pri transformaciji zglobnog četve- 
rokuta promjenom postoljnog člana odnos među duljinama po- 
jedinih članova ima bitan utjecaj na kinematička svojstva meha- 
nizma. Ta kinematička osjetljivost ističe se kad su dva člana 
zglobnog četverokuta jednake duljine; tada i preostala dva člana 
moraju imati jednake duljine. Te su modifikacije prikazane na 
sl. 24. 


o 


r=l 


SI. 24. Promjena duljine članova zglobnog četverokuta. a jednake du- 
ljine pogonskog r i postoljnog a člana, b jednake duljine pogonskog 
r i sprežnog | člana, c jednake duljine pogonskog r i vođenog b člana 


Zanimljiv je još i zglobni antiparalelogram koji nastaje ukr- 
štanjem članova paralelograma. Dok su na sl. 24c kutne brzine 
obaju koljena paralelograma međusobno jednake (o, = 0) i 
istog smjera, u antiparalelogramu se pri ravnomjernom zakre- 
tanju pogonskog koljena r vođeni član zakreće neravnomjerno, 
a odnos smjerova rotacije ovisi o tome da li je dulji ili kraći 
član nepomičan. Na sl. 25a antiparalelogram je primijenjen za 
pogon preše velikog tlaka. Mehanizam je serijska sprega anti- 
paralelograma 0,, A, B, O, i stapnog mehanizma 0, C, D. 


Sl 25. Antiparalelogram. a kinematička shema mehanizma preše velikog tlaka, 
b antiparalelogram zamijenjen parom eliptičnih zupčanika 1 i 3 
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Relativno gibanje među pogonskim i gonjenim članom anti- 
paralelograma može se točno izvesti i pomoću para eliptičnih 
zupčanika s rotacijskim zglobovima u fokusima (sl. 25b). Time se 
postiže velika brzina povratnog hoda uz jednoliko gibanje stapa 
u radnom hodu, što je osnovni kinematički zahtjev za rad preše. 
Ti se zahtjevi ne mogu ostvariti pomoću stapnog mehanizma 
(sL 25) s jednolikom rotacijom ručice O,C. 

Konstrukcijske transformacije. Među konstrukcijske transfor- 
macije koje ne mijenjaju zakon gibanja članova transformiranog 
mehanizma spadaju: rotacija postolja, proširenje zglobova, do- 
davanje pasivnih članova te zamjena nižih kinematičkih parova 
višima. 

Pri rotaciji postolja, koja može biti potrebna radi lakše 
ugradbe mehanizma, radni član mehanizma treba da zadrži iste 
kinematičke karakteristike. Transformacije kojima se od origi- 
nalnog mehanizma dolazi do zamjenskoga vide se na sl. 26. 


SL 26. Transformacija mehanizma rotacijom postolja. a originalni mehanizam, 
b zamjenski mehanizmi 


Ekspanzija zglobova sastoji se u proširenju geometrijskog 
oblika zgloba do te mjere da se unutar zgloba može smjestiti 
drugi kinematički par. Ako središta rotoidnih zglobova pri 
transformaciji ostanu na istom mjestu, kinematička shema 
mehanizma ostaje nepromijenjena. Tehnološki i eksploatacijski 
zahtjevi koje mora mehanizam da zadovolji uzrok su konstruk- 
cijskih izmjena pomoću ekspanzije zglobova. Primjena takve 
transformacije na aksijalnom klipnom mehanizmu, i to proši- 
renjem svakog od četiri njegova zgloba, prikazana je na sl. 


SJ ES 
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Sl. 27. Transformacija aksijalnog klipnog mehanizma ekspanzijom zglobova. a 
ekspanzija rotoidnog zgloba O, b ekspanzija zgloba A, c ekspanzija rotoidnog 
zgloba B, d ekspanzija translatoidnog zgloba B 


27. Ekspanzija rotoidnog zgloba O nastaje tako da se čep zglo- 
ba proširi u kružnu ploču koja u sebi obuhvaća član OA 
(sl. 27.2). Ekspanzijom zgloba A nastaje mehanizam s ekscen- 
trom. Ploča ekscentra je zapravo koljeno s rukavcem zgloba, 
proširenim toliko da može obuhvatiti i pogonsku osovinu O 
(sl. 27 b). Mehanizam s ekscentrom ima široku primjenu, premda 
su gubici zbog trenja veći nego u mehanizmima s koljenom. 
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Često je upotreba ekscentra, umjesto koljena, prijeko potrebno 

i jedino konstrukcijski moguće rješenje. To je tada kad je 

ekscentričnost e = OA manja od polumjera pogonske osovine. 

Područje primjene ekscentra može se izraziti parametrom 
e 1 


1 

1.30 60 
mehanizam s klizačem u obliku kružne ploče ili mehanizma 
sa zakrivljenom kulisom, kojemu je konstrukcijska shema prika- 
zana na sl. 27c. 

Na sl. 27d prikazana je jedna od modifikacija koljenastog 
mehanizma s ekspandiranim translatoidnim zglobom B. Dimen- 
zije klizača omogućuju da se unutar njega smjeste sva tri ostala 
zgloba. Spojna poluga AB i klizač vezani su ne samo zglobom B 
već se i za sve vrijeme gibanja dodiruju cilindričnom površinom, 
što omogućuje prenošenje sila bez obzira u kojem smjeru one 
djeluju na članove mehanizma. Takav mehanizam sastavni je 
dio naprave za probijanje rupa u metalnim pločama i limovima. 

Zamjena nižih kinematičkih parova višima ujedno je i trans- 
formacija kojom se smanjuje broj članova i parova. Naravno 
da postoje i obrnuti slučajevi kad se viši kinematički par 
zamjenjuje nižim. Pri tom se povećava i broj članova i broj 
parova. Koja će se od modifikacija i kada upotrijebiti, ovisi 
najviše o eksploatacijskim uvjetima, zahtijevanoj točnosti rada 
mehanizma i veličini sila koje se prenose. Transformacije zamje- 
nom nižih kinematičkih parova višima prikazane su na sl. 28, 
i to na mehanizmu za pranje vune (sl. 28a) i na stapnom 
četveročlanom mehanizmu koji je sveden na tročlani mehani- 
zam dinamičkim zatvaranjem višeg kinematičkog para pomoću 
opruge (sl. 28 b). 

Konstrukcijske transformacije mijenjaju izgled mehanizma, 
ali ne i karakter gibanja članova, te se sve te modifikacije 
mehanizama mogu prikazati istom kinematičkom shemom. 


Ekspanzijom rotoidnog zgloba B dobiva se 


KINEMATIČKA ANALIZA 


Kinematička analiza mehanizma obuhvaća: a) crtanje polo- 
žaja cijelog mehanizma za zadani položaj pogonskog člana ili 
za zadane položaje svih pogonskih članova, ako mehanizam 
ima više stupnjeva pokretljivosti. To uključuje također odre- 
đivanje krajnjih položaja svih članova koji se oscilatorno ili 
njihajuće giblju; b) analizu putanja pojedinih točaka: pomoću 
grafičkih metoda crtaju se trajektorije, a analitičkim metodama 
odrede se jednadžbe trajektorija. Zakrivljenost trajektorija i po- 
loida je jedan od kinematičkih karakteristika gibanja, koja je 
važna za sintezu nekih tipova mehanizama; c) proračun brzine 
i ubrzanja svih karakterističnih točaka mehanizma, kutnih br- 
zina i kutnih ubrzanja onih članova kojima gibanje sadrži i 
rotaciju, određivanje ovisnosti brzina i ubrzanja o vremenu ili 
o položaju mehanizma, te crtanje dijagrama brzina i ubrzanja 
kao funkcija vremena ili položaja mehanizma. 


SI. 28. Primjena transformacije mehanizma promjenom broja članova. a dvije 
varijante mehanizma za pranje vune, b tročlana varijanta stapnog mehanizma 


Metode kinematičke analize su mnogobrojne. Neke od njih 
su općeg karaktera i primjenjuju se za sve tipove mehanizama, 
a neke su specifične i služe za određeni tip mehanizama. 


MEHANIZMI 


Analitičke i grafičke metode 


Za određivanje brzina v i ubrzanja a točaka te kutnih 
brzina o i kutnih ubrzanja a članova mehanizama služe slijedeće 
opće metode: metoda plana brzina i ubrzanja, metoda trenutnih 
polova te metode plana kutnih brzina. 

Plan brzina i ubrzanja daje cjelovitu sliku gibanja meha- 
nizma u promatranom trenutku. Iz plana brzina i ubrzanja 
proizlaze također i veličine kutnih brzina i kutnog ubrzanja 
članova mehanizma. 

Osnovna metoda plana brzina i ubrzanja zasniva se na Chas- 
lesovu teoremu. Prema tom teoremu svako tijelo koje se kompla- 
narno giba može se dovesti iz jednog položaja u susjedni bliski 
položaj uzastopnom translacijom i rotacijom. Tako se na sl. 29 
štap AB može dovesti iz položaja 4,B, u položaj A2B, 
najprije translacijom u položaj A,B;, a zatim rotacijom oko 
A2 u položaj A,B,., Pri translaciji sve točke štapa gibaju se 
istom brzinom, te je & = #,. Pri rotaciji točke B oko A, točka B 
ima brzinu 7,, kojoj je pravac okomit na polumjer rotacije 
BA, a smjer odgovara smjeru kutne brzine rotacije štapa. 


SI. 29. Prevođenje štapa u susjedni položaj. a raspored brzina pri pomacima 
štapa, b raspored ubrzanja pri pomacima štapa 


Budući da su oba ova gibanja istodobna, to je 


du = 04 + Upa: (3) 


Isto tako je i ubrzanje svih točaka štapa pri translaciji 
jednako, te je dy =4,. Zbog rotacije točke B oko A, točka 
B ima još i ubrzanje d;,, koje u općem slučaju ima normalnu 
dgAn i tangencijalnu komponentu ds, Normalna komponenta 
usmjerena je prema središtu rotacije, od B prema A. Tangen- 
cijalna komponenta okomita je na AB, a smjer joj ovisi o 
smjeru kutnog ubrzanja štapa. Kako su i translacija i rotacija 
istodobna kretanja, može se napisati: 


dp = day +đBan + Ba: (4) 


2 
i S = i VBA 
Pri tome je vga = 0AB, asu =0AB= == , asu = £AB, 


gdje je o kutna brzina, € kutno ubrzanje. 

Ta je metoda upotrijebljena za crtanje plana brzina i ubr- 
zanja zglobnog četverokuta na sl. 30a. Zadani su svi geometrij- 
ski parametri, potrebni za crtanje plana mehanizma, te također 


kutna brzina o i kutno ubrzanje e pogonske ručice r = O;A. 
Brzina točke okomita je na O,A, smjer joj proizlazi iz smjera 
w, a vrijednost iz v, =ro. Vektor brzine točke B, koja pripada 
članu AB, proizlazi iz g = B, + 8g,. Kako je pravac brzine točke 
B okomit na pravac njihalice 0,B, a pravac brzine vg, okomit 
na pravac AB, to se trokut brzina zatvori crtajući s krajeva 


vektora v, pravac okomit na O,B i pravac okomit na AB. 
Vektor brzine točke C, koja također pripada sprežnom članu 
zglobnog četverokuta, može se izraziti pomoću već poznatih 
vektora brzine točaka A i B: = 8, + Bea = Š5 + cp. Pravac 
brzine "cg nanosi se s vrha vektora v, okomito na AC, a 


pravac brzine veg s vrha vektora vg okomito na CB. Pre- 
sjecište tih pravaca određuje vrhove vektora vc, Vc 1 Vece. IZ 
plana brzina proizlazi da su kutne brzine članova 1 i b: 
VB. Ve ži i X : 
Oo=—loa=>=—>= Ž a njihov je smjer određen smje- 
b ABS AC NBC 
rovima vektora vs 1 vea. 
Iz načina na koji je nacrtan plan brzina za točke A,BicC 
vidi se da vrhovi vektora apsolutnih brzina tih točaka u 
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planu brzina čine geometrijski lik sličan liku što ga čine točke 
A, Bi C. Trokut abc (sl. 30a) sličan je trokutu ABC i za- 
krenut prema njemu za kut od 90% u smjeru djelovanja kutne 
brzine 0. Iz te karakteristike plana brzina proizlazi teorem 
sličnosti primjerenih točaka. 

Plan ubrzanja počinje crtanjem vektora ubrzanja točke A: 


vj 
da= din +đau Normalna komponenta ag =-—=or para- 
r 


lelna je sa AO, i usmjerena prema 0;. Tangencijalna kompo- 
nenta ax = re okomita je na AO,, a smjer joj proizlazi iz 
smjera kutnog ubrzanja. Vektor ubrzanja točke B jest 


dg=d,+dđp (5) 
odnosno 
den + dpi = da + dean + dav (6) 
2 
v : A 
Vektor asn = si = ožb usmjeren je od B prema 0,, a vek- 


2 
mr ž v 
tor ax okomit je na taj pravac. Vektor asan = Z=oAB 
AB 


usmjeren je prema središtu relativne rotacije, od B prema A, dok 
je vektor agx,:, kojemu je vrijednost nepoznata, okomit na pravac 
paralelan sa AB. 

Iz poznatih ubrzanja točaka A i B proizlazi i vektor ubr- 
zanja točke €: 


dc =d,+dca=d8 + dece, (7) 
odnosno 


dc = dy + dcan + dcar = da + dcpn + dep. (8) 


2 — 
Vektoru a, najprije se pribroji ac, = Na (07 AC paralel- 
AC 


no sa AC u smjeru od C prema A, zatim se s vrha vek- 
tora 4cy, povuče okomito pravac ac. Vektoru ag pribroji se 
2 


: aja . v A 
vektor deg,» kojemu je intenzitet ag, = =, a smjer od C 
CB 


prema B, te s vrha acs, povuče okomito pravac acg;. Presjecište 
pravaca ac: i dc, određuje vrhove ovih vektora, a ujedno i vrh 


Plan ubrzanja 


Plan brzina b 


SI. 30. Plan brzina i plan ubrzanja. a zglobni četverokut, b mehanizam s 
kulisom 


Sua 


vektora ac. Vrijednosti kutnih ubrzanja članova b i | dobivaju 
se iz: 
a a a 

E audi ad, (9) 
BO, AB _ AC 
Smjerovi kutnih ubrzanja proizlaze iz smjerova primjerenih tan- 
gencijalnih komponenata ubrzanja. Trokut abc, što ga čine 
vrhovi vektora a,, ag i ac, sličan je trokutu ABC i okrenut prema 
njemu za kut (180*— B) u smjeru kutnog ubrzanja £,. Dakle, 
iza plan ubrzanja vrijedi teorem sličnosti. Iznos kuta f proizlazi 
iz: 


dcar_ dca _ dsa _ AB& &p 
tanf = =— = = —— S mai (10) 
dcan dcBa Ba ABU, b 


Analiza gibanja koincidentnih točaka A na klizaču i B na 
kulisi (sl. 30b) pokazuje slijedeće: kulisa rotira brzinom 0, i kut- 
nim ubrzanjem e,. Po kulisi se giba klizač relativnom brzinom 
248. Apsolutna brzina točke B s obzirom na nepomičnu ravninu 
jest 


dg = Bi, + PBa = bu Vup> (11) 


gdje je v; = 0,A40,. Pravac vg okomit je na spojnicu 0,8, 
a Up, paralelna je s tangentom tt na putanju relativnog gibanja 
točaka A i B, pa proizlazi da je kutna brzina kulise 


aje M (12) 

BO, 
Relativno ubrzanje među točkama A i B, pored komponente 
u smjeru tangente, ima zbog zakrivljenosti kulise i normalnu 
komponentu, a zbog rotacije nosača još i Coriolisovu kompo- 
nentu ubrzanja. Ako se pretpostavi da je kulisa nosač po ko- 
jem se klizač relativno giba, odnos među ubrzanjima koinci- 


dentnih točaka A i B jest: 
đa = dan + dar = dan + Apr + daBn + daš + daBeo» = (13) 


dg = den + dpi = dan + dar — din — dami — dapeor. (13) 


U jednadžbi (13) poznate su veličine vektora: da, = == 


&%2BO,, sa smjerom od B prema 0,; a = m1 0740, sa 
x AO, 


smjerom od A prema 0,; ax = A0,€,, di==>=—*, sa 
AC "R 
smjerom od A prema €, a,gor = 20,sr03, Okomito na v,g sa 
smjerom od € prema A. Za vektore ag, 14, g poznat je samo smjer, 
te su zbog toga pri nanošenju vektora ubrzanja u plan ubrzanja 
pravci ovih vektora ucrtani na kraju i pomoću njih je zatvoren 
plan. Iz plana ubrzanja (sl 30b) proizlazi da je & = 
dB S > sa 
= =>, sa smjerom koji odgovara rotaciji vektora ag, oko to- 


2 
čke 0.. 

Metoda trenutnih polova rotacije. Pri komplanarnom gibanju 
može se beskonačno mali pomak tijela prikazati rotacijom 
tijela oko jedne točke u ravnini, tzv. pola rotacije. Putanje 
svih točaka tijela jesu kružni lukovi kojima je središte u polu 
rotacije. Ako se tijelo pomiče u beskonačno bliski susjedni polo- 
žaj u vremenskom intervalu dt, trenutni pol rotacije P nalazit 
će se na okomici brzine kretanja točaka tog tijela. Iz poznatih 
trenutnih polova rotacije članova mehanizma mogu se izračunati 
brzine, kutne brzine i druge kinematičke karakteristike točaka i 
članova mehanizma. Osnovna metoda za odrađivanje položaja 
trenutnih polova mehanizma temelji se na Kennedyjevom teore- 
mu, koji glasi: tri trenutna pola relativnog gibanja triju tijela 
koja se komplanarno gibaju leže na istom pravcu. 

Pri određivanju položaja trenutnih polova rotacije polazi se 
i od slijedećeg: rotoidni zglob koji vezuje dva člana mehanizma 
permanentni je pol njihove relativne rotacije; trenutni pol ro- 
tacije za dva člana koji klize jedan po drugome nalazi se na 
normali relativnog klizanja u točki dodira, a za dva člana koji 
se kotrljaju jedan po drugome bez klizanja u točki je dodira. 
Navedeno je lako dokazati, jer trenutni pol leži u presjecištu 
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normala na relativne brzine gibanja svih točaka spregnutih čla- 
nova. Na osnovi toga za četverozglobni mehanizam (sl. 31 a) po- 
znati su trenutni polovi P,2, P23, P34,a1 P,4 koji se nalazi besko- 
načno daleko na pravcu okomitom na pravac klizne staze. Ostali 


» 


Sl 31. Trenutni polovi rotacije. a polarna konfiguracija četveročlanog meha- 
nizma, b polarna konfiguracija zupčanog prijenosnika 


trenutni polovi nalaze se u presjecištima polarnih pravaca ucr- 
tanih na osnovi Kennedyjevog teorema. Također su za zupčani 
prijenosnik na sl. 31b poznati trenutni polovi P,4, Po4, P34, 
P,2 i Pog, dok se P,a nalazi u presjecištu polarnih pravaca 
Pi2P23 1 PiaP3a. Budući da svaki par članova ima po jedan 
" trenutni pol relativne rare to mehanizam sa n članova ima 
n(n — 

2 
(n — 2) polarna pravca, a kako na jednom polarnom pravcu 
leže tri trenutna pola, to je broj polarnih pravaca 


p(n— 2) _n(n— Den 2) 
3 6 ' 
Polarna konfiguracija mehanizma omogućuje pronalaženje 
nepoznatih brzina točaka na mehanizmu. Na zglobnom četvero- 
kutu (sl. 32a) zadana je brzina točke A, a treba naći brzinu 
točke B. Budući da točke A i B pripadaju istom članu 2, to 
su njihove brzine proporcionalne njihovim udaljenostima od 
trenutnog pola rotacije ovog člana prema nepomičnoj ravnini 
(postolje 4), to jest od trenutnog pola P,,. Na slici se vidi 
geometrijska konstrukcija pomoću točke B'. Ta konstrukcija 
proizlazi iz odnosa: 


ukupno p polova: p = . Kroz svaki trenutni pol prolaze 


(14) 


BPxa 


PR BP24 a? 


"4 AP 


(15) 


SI. 32. Određivanje nepoznatih brzina. a pomoću trenutnog pola 
rotacije Pia, b pomoću zakrenutih brzina 
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Brzina točke B može se odrediti i posredno preko trenutnog 
pola P,,. Naime, točka A pripada i članu 1, a točka B i članu 
3. Trenutni pol P,; koincidentna je točka za članove 1 i 3. 
Kako točka P,, pripada članu 1, to se njezina brzina odredi 
iz brzine točke A: 


—=——=—— (16) 
A0, 

Točka P,, pripada i članu 3, pa se iz njezine brzine odredi 
brzina točke B. Te brzine su proporcionalne udaljenosti od 
permanentnog pola rotacije člana 3, tj. od točke 0,: 

Vs _ BO, _B0, O, (17) 


PPi, 


Metoda zakrenutih brzina temelji se na poznavanju položaja 
trenutnog pola rotacije. Ako se vektori brzina svih točaka 
jednog člana mehanizma zakrenu za 90", njihovi će se pravci 
sjeći u trenutnom polu apsolutne rotacije tog člana s obzirom 
na postolje. Budući da sve točke člana 2 (sl. 32b) rotiraju zaje- 
dničkom kutnom brzinom 0 oko trenutnog pola P, to se može 


napisati: v=AP 0 ve= BP 0, Ve= CP o. Također je AP= 
=AP— Va= AP(1 — 2). Isto tako jeB'P = BP — Dr BP. 


A'P AP 
*(1— o). Iz odnosa === —= i = =— 

BP BP CYBER 
vac kroz A'B'C' na kojem leže vrhovi brzina vi, vs, ve para- 
lelan s pravcem štapa ABC. Isto tako vrhovi zakrenutih brzina 
točaka €, D i E leže na pravcu paralelnom sa CD. Na taj 
se način iz poznate brzine v, odrede vektori brzina svih ostalih 
točaka (B, C, D, E) na članu 2. Pri toj grafičkoj metodi brzine 
su zakrenute za 90“, pa se zato ta metoda naziva i metodom 
ortogonalnih brzina. Vrhovi vektora zakrenutih brzina točaka 
jednog člana mehanizma tvore geometrijski lik sličan liku što 
ga tvore i te točke na članu. Središte sličnosti ovih likova jest 
trenutni pol rotacije. Na osnovi grafičke slike zakrenutih brzina 
(sl. 32b) proizlazi da su projekcije zakrenutih brzina točaka 
A, B, C na pravac okomit na ABC međusobno jednake. Prema 
tome su i projekcije vektora brzina istih točaka na pravac 
ABC također međusobno jednake. To isto vrijedi i za projek- 
cije brzina vc, "p_i vg na pravac kroz CDE. Na toj činjenici 
temelji se metoda projiciranih brzina. 

Plan kutnih brzina. Polarna konfiguracija mehanizma omogu- 
ćuje da se odrede kutne brzine članova mehanizma, i to apso- 
lutne kutne brzine rotacije prema postolju (nepomična ravnina) 
i relativne kutne brzine međusobne rotacije pomičnih članova. 


AP AP 


izlazi da je pra- 


SL. 33. Plan kutnih brzina zupčaničkog mehanizma 


Iz sl 33 proizlazi 
V__ Va ij Vs 


Pi2P2a Pi2P24 


Va = 


odnosno 
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Va _ 
024 


034 Po3P2a 


#5 (19) 
Po3Paa 


V4 


Omjeri kutnih brzina rotacije članova mehanizma mogu se, 
dakle, odrediti direktno iz odnosa udaljenosti trenutnih polova. 
Kutna brzina člana mehanizma može se prikazati pomoću 
vektora koji je okomit na ravninu rotacije, a prolazi kroz 
trenutni pol rotacije. Tako kroz trenutne polove P,,, P,4 i 
P,a prolaze međusobno paralelni vektori kutnih brzina 2, 
O4 i 024. Intenziteti vektora kutnih brzina obrnuto su pro- 
porcionalni njihovoj udaljenosti od trećeg trenutnog pola koji leži 
na njihovu polarnom pravcu, te su apsolutne vrijednosti statičkih 
momenata dvaju vektora kutnih brzina s obzirom na treći 
trenutni pol na istom polarnom pravcu međusobno jednake. 
To znači da za grafičku analizu vektora kutnih brzina može 
poslužiti metoda lančanog poligona, na isti način kao i u sustavu 
paralelnih sila, te da pripadne vektorske jednadžbe glase: 


Oza = Bra + 031; Da = ua +. (20) 

Potrebno je paziti na redoslijed oznaka kutne brzine. Naime, 

Wa je kutna brzina rotacije člana 1 s obzirom na član 4, 

dok je Va kutna brzina relativne rotacije člana 4 s obzirom 

na član |, te je njihov odnos ia = — Bar: Odnos kutnih 
brzina za zupčani prijenos na sl. 33 bit će 


O34 _ PaPa, LR (21) 
Da PaPa R 
odnosno 
Oza _ _PuaPi2_ _R1 (22) 
Via PoaaPi2 R, 


Ravni zglobnopolužni mehanizmi 


Zglobni četverokut. U tehničkoj praksi često se primjenjuju 
različite inverzije zglobnog četverokuta. Zglobni četverokut vrlo 
je često sastavni dio složenih mehanizama koji su nastali 
paralelnom ili serijskom spregom četverokuta i drugih osnovnih 
tipova mehanizama. Kinematičko ispitivanje zglobnog četvero- 
kuta temelji se na razmatranju odnosa među položajima i 
kutnim brzinama pogonskog r i gonjenog člana b. 


Sl. 34. Zglobni četverokut 


Za mehanizam kojemu je duljina postoljnog člana 0,0, = a, 
te duljine pomičnih članova r, 1 i b, bit će (sl. 34): 


; rsino u P= P+r+a? —2racose 
tany'= ——-——, c0sp" = : 
Gbe 2bYr" +a* — 2racosp 
a odatle je: (23) 
m b?—BP+a? — 2racos 
wp = arctan x + arccos af (24) 
a—rcosp 2bVr? +a* — 2racosp 


Ako se u taj izraz uvrste vrijednosti za a, r, l, b, dobiva 
se položaj pogonske ručice r (kut ) i pripadni položaj gonjenog 
člana b (kut vw). 

Deriviranjem izraza w = w(t) po vremenu dobiva se kutna 
brzina njihalice: 


r 


0%, = acoso — r— 


0 
"r> +a2—2racoso| 
asino(l — b2 +12 +? — 2racoso) 


O 2 2\2 (25) 
V4b'i* — (r*+a* — 2racosp — b* — 1) 
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Ponovnim deriviranjem c po vremenu dobio bi se izraz za 
kutno ubrzanje gonjenog člana. 


Koljenastoklizni mehanizam. Koljenastoklizni mehanizam 
naziva se i stapnim mehanizmom, jer je sastavni dio stapnih 
strojeva kao što su motori s unutrašnjim izgaranjem, parni 
strojevi, stapne sisaljke i stapni kompresori (sl. 35a). Već 
prema tome da li pravac klizne staze klizača prolazi kroz 
nepomični rotoidni zglob koljena r, razlikuje se centrični (aksi- 
jalni) i ekscentrični stapni mehanizam. 


m, (kme her io jame Pi 
o 90" 180% 270" 360 
Sl. 35. Centrični stapni mehanizam i njegovi kinematički 
dijagrami 


Osnovne kinematičke karakteristike stapnog mehanizma jesu 
brzina i ubrzanje klizača pri konstantnoj kutnoj brzini rotacije 
koljena. Brzina i ubrzanje klizača odrede se deriviranjem po 
vremenu funkcije xa = xg(p). Za centrični motorni mehanizam 
(sl. 35) ta funkcija jest xg = rcose + Icosyp. Eliminiranjem para- 


: : r i 
metra ip i zamjenom no 4 dobiva se: 


xg = rcosp +IV/1 — (Asino), (26) 
d 4sin2 
= Ea — rosno +=—SZE) en 
dt \ 2V1 — (Asino) 
dop ( 4c0s2o + 2? sin*o 
e >|. 28 
m ra?| cos? + (= Zsnigjvi ) (28) 


Izrazi (26), (27) i (28) prikazani su grafički na sl. 35b. 
Izrazi za vg i ag mogu se pojednostavniti zanemarujući male 
veličine drugoga i višeg reda, A2 i 4%, pa je 

Na A Ž 
vs = — rojsinp + 5 5in20), (29) 


(30) 


rezultate za 


dg= —ro'(coso + 400520). 
(29) i (30) 
Za A=—, brzina proračunata pomoću izraza (29) 
pogrešna je 1,4%, i to kada je kut o =45. U suvremenoj 


1 1 
tehnici stapnih mehanizama A ima vrijednost 3 3 


Izrazi daju dovoljno točne 


ws 


gr 
4 
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Koljenastokulisni mehanizam jedna je od inverzija aksijal- 
nog stapnog mehanizma. O omjeru duljine r koljena i duljine 
a postoljnog plana ovisi da li će ta inverzija dati mehanizam 
s njihajućom kulisom ili mehanizam s rotirajućom kulisom. 


Mama no : a : 
Omjer — = A, dakle, osnovni je faktor o kojem ovise kine- 
a 


matičke karakteristike koljenastokulisnog mehanizma. U tehnič- 
koj se praksi taj mehanizam često primjenjuje, posebno na 
alatnim strojevima i nekim tipovima sisaljki. Jedna od karak- 
teristika koljenastokulisnih mehanizama jest omjer srednjih kut- 
nih brzina rotacije kulise u radnom i povratnom hodu. Ako 
se pretpostavi da je kutna brzina koljena OjA = r konstantna 
(sl. 36), taj se omjer može izraziti koeficijentom promjene 
kutne brzine 

ki _9: 
h 


gdje se indeksi r i p odnose na radni, odnosno povratni hod. 


(31) 


Sl. 36. Hod kulise i kut zakretanja kulise koljenastokulisnog mehanizma. a 
mehanizam s oscilirajućom kulisom, b mehanizam s rotirajućom kulisom, c 
kinematička shema kulisnog mehanizma 


Na sl. 36 je kulisni mehanizam s oscilirajućom kulisom. 
Hod točke C kulise je S = 2lsin(y,/2) = 21(r/a) = 214; ku 
zakretanja kulise i, = 2aresinA; kut o, = 2arccos(r/a) = 
= 2arccosA i kut q=2n— o, =2m—2ŽarecosA. Prema 
tome je koeficijent promjene kutne brzine 


KP _ 2m — ŽarccosA m — arecosi 
“du 2arecos/ arccosi 


(32) 
Za mehanizam s rotirajućom kulisom (sl. 36b) bit će 


l 
— arccos— 
T 5 
zaj da (33) 
arccos — 
A 


E 
Pp 


Koljenastokulisni mehanizmi imaju znatno veći koeficijent k 
nego bilo koja druga modifikacija četveročlanog zglobnopolu- 
žnog mehanizma. Zato se takvi mehanizmi nazivaju još i brzo- 
povratnim mehanizmima. Zbog visoke vrijednosti koeficijenta 
k koljenastoklizni mehanizmi pogodni su za strojeve koji imaju 
veliku silu otpora pri radnom hodu. Smanjenjem brzine kretanja 
u radnom hodu smanjuje se nominalna snaga pogonskog motora. 


Prema sl. 36c jest 


rsino Asino 


(34) 


tany = = : 
e a+rcosp  1+2cosop 


a uzastopnim se deriviranjem kuta y po vremenu dobivaju 
izrazi za kutnu brzinu o i kutno ubrzanje kulise €,: 


MA + cos) 
mao kae. 35 
KEkGESISTETI 0) 
M42 — 1)si 
= Pio (36) 


(1 + 24005 + 42)? | 
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Kulisa postiže ekstremne vrijednosti kutne brzine za €, = 0. Bu- 
dućidaje&z=0 zasno=0daklezapg=0io=rm to je 


"m - A 
i Vzma ZO : 
A+1 A—1 


Plan brzina (sl. 37) crta se na osnovi poznate brzine točke 
A: vu =r0,. Brzina koincidentne točke B kulise jest 


Be=Vu + Bana (38) 


O3min 7 U 


(37) 


SI. 37. Kulisni mehanizam blanjalice 


Pravac relativne brzine vz, poklapa se s pravcem uzdužne 
osi O,B kulise. Brzine točaka € i B kulise proporcionalne su 
udaljenostima od zgloba 0., te je 

"LO: 
=. 
BO, 

Brzina točke D nosača alata koja je koincidentna s točkom 

C kulise odredi se iz 


(39) 


in = + pe, (40) 


a pravac relativne brzine klizanja točke D prema C poklapa 
se s pravcem kulise. Kutna je brzina kulise 


—_. (4i) 


Dijagram vp = f(xp) nacrtan je tako da se brzine točke D 
iz plana brzina nanose kao ordinate iz trenutnog položaja točke 


Up=/(xo) 


SI. 38. Polarni dijagram brzina ku- 
lisnog mehanizma 
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(sl. 38). Brzine kojima su ordinate nanesene iznad pravca gibanja 
točke odnose se na radni hod od desne mrtve točke D“ do 
lijeve mrtve točke D'. Kao što se vidi iz sl. 38, brzina po- 
vratnog hoda je veća i neravnomjernija. 

Veoma su pogodni i dijagrami brzine i ubrzanja kao funk- 
cije vremena (sl. 39), odnosno kao funkcije kuta o zakretanja 
ručice. Krivulja ubrzanja a, = f(t) dobiva se grafičkim deri- 
viranjem krivulje brzine vp iz dijagrama vp =f(1), sl. 39. 


SI. 39. Plan brzina i ubrzanja kulisnog mehanizma 


Za bilo koji plan mehanizma može se nacrtati plan ubrzanja 
na uobičajeni način. Za konstantnu kutnu brzinu o, ručice r, 
ubrzanje točke A klizača jest a, = re? i usmjereno je prema 
središtu rotacije O, (sl. 37). Apsolutno gibanje točke B može 
se rastaviti na prijenosno gibanje klizača i relativno gibanje 
te točke kulise s obzirom na klizač. Kako klizač i rotira kutnom 
brzinom 0:3, koja je jednaka kutnoj brzini kulise, to će ubrzanje 
točke B, osim prijenosnog i relativnog ubrzanja, imati još i 
Coriolisovu komponentu ubrzanja: 


dg = 4, X Asa RA điBAcor . Abu 1 Ak (42) 


gdje je dpycor E 2VB4 03; pravac i smjer te komponente odrede 
se zakrećući vektor vg, za n/2 u smjeru rotacije kutne brzine 
2 
ja a = : 
€. Vrijednost ag, je jednaka —> ili BO; 02, a vektor je us- 


3 
mjeren prema središtu rotacije O,. Pravci vektora ap, i dg, su 
poznati, i njihovo presjecište u planu ubrzanja označit će vrh 
vektora ag. Ubrzanje točke C kulise dobiva se iz 


==, (43) 
dB BO, 

Ubrzanje točke D nosača alata (sl. 37) izračuna se pomoću 
ubrzanja koincidentne točke C kulise. Budući da i tu postoji 
kutna brzina prijenosnog gibanja, javit će se i Coriolisova 
komponenta ubrzanja: %p = dc + doc + đpceor. Ubrzanje 
dpceor = Žvpco okomito je na pravac vektora vpc, a pravac 
dpc je paralelan sa vpc. Pravac ap je horizontalan, pa je lako 
zatvoriti poligon ubrzanja. 

Kulisni mehanizam postoji i u konstrukcijskim oblicima koji 
se po izgledu znatno razlikuju od kinematičke sheme tog meha- 
nizma (sl. 40a). Takav je i mehanizam tipa rotacijske sisaljke 


GB). hn 


e AWAASITINELIIIJ 


SI. 40. Kulisni mehanizam. a kinematička shema mehanizma s rotirajućom 
kulisom, b kinematička shema mehanizma rotacijske sisaljke, c konstrukcijska 
shema rotacijske sisaljke 


(sL 406). Pojednostavnjeni mehanizam sisaljke nastao je od 
koljenastokulisnog mehanizma s rotirajućom kulisom odbaciva- 


njem ručice r = O,A i rotoidnih zglobova O; i A. Pri okretanju 
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rotora oko permanentnog zgloba O, točka A lamele, zbog djelo- 
vanja opruge i centrifugalne sile, nalazit će se uvijek u položaju 
u kojem bi se nalazila i u sastavu kulisnog mehanizma. Kad 
lamela (sl. 40c) prijeđe x—x na lijevoj strani, tekućina ulazi 
u usisnu komoru U, a kad lamela prijeđe istu liniju na desnom 
dijelu, tekućina odlazi u tlačni kanal 7. Na istom principu radi 
i rotacijski kompresor kojemu je pojednostavnjeni mehanizam 
nastao također od modificiranog kulisnog mehanizma s rotira- 
jućom kulisom. 


Prostorni zglobnopolužni mehanizmi 


Trodimenzijski zglobnopolužni mehanizmi nisu ni dovoljno 
istraženi niti se dovoljno upotrebljavaju. Pri klasifikaciji tih 
mehanizama utvrđeno je više od stotinu različitih mogućih 
tipova, i to samo za četveročlane mehanizme s jednim stup- 
njem pokretljivosti. Kinematička analiza koja se može provesti 
grafičkom ili analitičkom metodom ograničena je u ovom članku 
samo na četverozglobne mehanizme za prenošenje rotacije među 
neparalelnim osovinama (sl. 41), jer se baš takvi mehanizmi naj- 
više primjenjuju. 


Će «li rA- 


R-GC-C T-C-CC H-C-C-€ 
R-S-C-R R-S-C-T R-S-C-H 
T-T-S-C T-H-S-C 


SI. 41. Tipovi četveročlanih prostornih mehanizama. Oznake parova znače: 
rotacijski par, T translatoidni par, C cilindrični par, H helikoidni par, S sferni i. 


SI. 42. Shema prostornog zglobnopolužnog mehanizma 


Grafička metoda. Za crtanje plana mehanizama, plana brzina 
i plana ubrzanja prostornog zglobnopolužnog mehanizma služe 
metode nacrtne geometrije. U prostornom mehanizmu O0,ABO, 
(sl 42) obje ručice O,A i _0,B mogu rotirati oko zglobova 0,, 
odnosno 0,, kojima su osi okomite jedna na drugu. Sprežni 


član | čini s ručicama dva sferna zgloba. Dok ručica O,B može ro- 
tirati za puni krug, ručica O,A može oscilirati između dva 
mrtva položaja. Takav prostorni mehanizam ima više modifi- 
kacija koje ovise o kutu među osima nepomičnih zglobova 
te o odnosima duljina članova. 

Pomoću metoda nacrtne geometrije nacrtaju se projekcije 
plana mehanizma na tri ortogonalne ravnine što ih zatvaraju 
tri osi koordinatnog sustava. Vektorska jednadžba za brzine 
jest 

Ua =V, + pa. (44) 
Ako je zadan vektor 7, i poznat pravac brzine vz, mogu se 
nacrtati njihove projekcije na iste tri ortogonalne ravnine, pa 


se pomoću tih projekcija odrede vektori 82 i 3,. Za kon- 
stantnu kutnu brzinu o, ručice O,A jednadžba ubrzanja glasi 


dpi + dea = dAn + dean + Bar (45) 


Budući da su brzine v,, Va i vs, već određene, mogu se izra- 
čunati komponente ubrzanja dn, 4Bn 1 4Ban kOjih su smjerovi 
poznati jer se poklapaju s pravcima članova O,A, O,B i l. Iz 
projekcija tih komponenti ubrzanja na tri ortogonalne ravnine 
nađu se komponente a1, ds i dpa, pa se zatim pomoću po- 
znatih vrijednosti vg i ag. odrede kutna brzina o i kutno 
ubrzanje €, ručice 0,B. 

Analitička metoda. Duljine štapova prostornog zgloba četve- 


rokuta označene su sa OjA=r, AB=1, 0,B =D (sl. 42). 
Projekcije sprežnog člana / na pravce koordinatnih osi x, yi 
zbitćel, =n—ršino,l, =m+bsiny,l, = p +bcosy — rcoso. 
Budući da je 1? = 12 +12 + 12, kvadriranjem i zbrajanjem triju 
projekcija sprežnog člana | dobiva se 


P=m+n?+p+r2+b—2rpcosp — 2rnsino + 


(46) 


Derivacija jednadžbe (46) po vremenu nakon sređivanja daje 
kutnu brzinu 


+ 2pbcoswp + 2mbsiny — 2rb cos pcos1p. 


dp . rpsinp — rncoso + rbsino cosp 
oG=—=v=-———————————— 
dt pbsiny — mbcosw — rbcospsiny 


Univerzalni zglob. Pri kinematičkoj analizi prostornih zglob- 
nopolužnih mehanizama posebnu pažnju zaslužuju mehanizmi 
za prenošenje rotacije među osima kojih se pravci sijeku. Tu 
spadaju Cardano-Hookeov i drugi univerzalni prostorni zglobo- 
vi, sferni oscilatori i mehanizmi s rotoidnim zglobovima. 

Cardano-Hookeov zglob najpoznatiji je tip prostornog univer- 
zalnog zgloba. 

Taj je zglob prvi opisao G. Cardano (1501—1576), a R. Hooke 
(1635—1703) prvi ga je primijenio na mehanizme za prijenos 
gibanja, te je tako zglob i dobio svoj naziv. Cardano-Hookeov 
zglob (sl. 43) sastoji se od dviju viljušaka koje su rotoidnim 
zglobovima vezane za sprežni član kružnog oblika. Pri tom je 


AB okomito na 0,S, CD okomito na 0,8 i AB okomito na 
CD. Pomoću Cardano-Hookeova zgloba prenosi se rotacija 
osovine 1 na osovinu 3. Pri konstantnoj kutnoj brzini w, 
kutna brzina o; bit će promjenljiva. Odnos među kutnim 
brzinama 03 i 0, ovisi o kutu a što ga zatvaraju osovine i o kutu 
zakretanja o, osovine 1. Kad se pogonska osovina 1 zakrene 
za kut 0,, točka A na viljuši pogonskog člana i točka 
D na viljušci gonjenog člana opisivat će kružnice istog 
polumjera, jer je AS = DS (sl. 44). Ravnine tih dviju putanja 
zatvaraju kut koji je jednak kutu a među osovinama 1 i 3. 
Ako se za ravninu crteža uzme ravnina u kojoj se giba točka 
A, putanja će se te točke projicirati kao kružnica, a putanja 
točke D kao elipsa. Pri zakretanju viljuške / za kut o, pro- 
jekcija točke A opisuje luk AgA“ sa središnjim kutom o,. Točke 
A i D leže na međusobno okomitim krakovima križnog člana, 
te je i projekcija kraka S“D" okomita na S“A", jer je krak 
SA toga kuta uvijek paralelan s ravninom projekcije. U ravnini 
će se projekcije točka D pomaknuti iz položaja Dy u D". Ako 
se ravnina projekcije zakreće za kut a, elipsa će se poklopiti 
s kružnicom, a projekcija D" doći će u položaj D;. Kut 
D+S"Dy4 prava je vrijednost kuta zakretanja o gonjenog člana. 


0. (47) 


MEHANIZMI 


Iz toga proizlazi 


tan p3 DYG_ DS l 


===== : (48) 
tang, ,D"G ES Cosa 
i konačno 
n 
tano, = 2, (49) 
Cosa 
Deriviranjem ove jednadžbe po vremenu dobiva se 
08? 030 
COS p30, (50) 


03 =>, 
3 cosacos?p, 
a eliminiranjem o, definitivni izraz za kutnu brzinu o», glasi 


cose 
O === 51 
* 1—sin?acos2o, 0 
Prijenosni omjer jest 
1—si 2 2 
i= % sin*a cos Pm (52) 


03 COS 


pa je gibanje gonjene osovine neravnomjerno, jer ni kutovi 
zakretanja ni kutne brzine nisu međusobno proporcionalni. 
Njihov odnos ovisi i o veličini kuta zakretanja g,, a ne samo 
o konstrukcijskom kutu « (sl. 44b). Derivacija kutne brzine 
03, pri konstantnoj kutnoj brzini osovine 1, daje kutno ubrzanje 
gonjene osovine: 


cosasinasin2p, 
go 2 2. 2 - 
(1— sin*acos* gp) 


Kutna brzina wz ima ekstremne vrijednosti pri kutovima 
P, za koje je &, =0, tj. kad je sin20; = 0, odnosno kad je 


(53) 


&e.Q= 


m. 3n 2 : : 
dđi= 0,-> i 5 (sl 44b). Ekstremne vrijednosti kutne brzine su 


% 


Ozimax = i Ozmin E 0 COSa. To znači da će za a=0 biti 


Cosa 

0 =; ako su obje osovine koaksijalne, one će se gibati 

jednakim kutnim brzinama. Za a = 90" bit će o = 0, što znači 

da je za taj kut nemoguće postići gibanje gonjenog člana. Koefi- 

cijent neravnomjernosti gibanja gonjenog člana jest 
e 

— V3amax — O3min “ sin a 


k : 
ram cos a 


(54) 


Ta analiza pretpostavlja da se za p, = 0 viljuška AB nalazi u 
ravnini u kojoj leže obje osovine. Naime, gonjeni su i pogon- 


SI. 43. Univerzalni Cardano- 
-Hookeov zglob 


SL. 44. Univerzalni Cardano-Hookeov zglob. a grafičko određivanje kutova ro- 
tacije pogonskog i gonjenog člana, b zavisnost kutova rotacije pogonskog i 
gonjenog člana univerzalnog Cardano-Hookeova zgloba 
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ski član prema konstrukcijskoj shemi identični, pa ako u po- 
četku gibanja za o, =0 viljuška CD gonjenog člana leži u 
ravnini u kojoj su i obje osovine, kutovi g, i pa razlikuju se 
za n/2 od kutova uzetih u analizi, te će u izrazima za 03 i &, 
umjesto cos?o, doći sin?o, i obrnuto. 

Neravnomjernost gibanja osnovna je mana toga mehanizma. 
Za male kutove a ona je neznatna, npr. za « = 8* vrijednost 


izraza ae varira za manje od + 1% od srednje vrijednosti. 
1 

Rotacija se može prenositi pri promjenljivom kutu a; tako je 
u kardanskoj osovini motornog vozila (sl. 45a). Sprezanjem 
dvaju Cardano-Hookeovih zglobova u zajednički mehanizam 
može se postići ravnomjerno prenošenje rotacije s pogonske 
osovine / na gonjenu osovinu 5 (sl. 456). Pri tom moraju biti 
ispunjeni slijedeći uvjeti: osovine / i 5 zatvaraju s međuoso- 
vinom 3 jednaki kut a, a viljuške pogonske i gonjene osovine 
leže u istoj ravnini Tada je tanos = tan,, pa je prema tome 
i 05 = 0,. Dvostruki Cardano-Hookeov zglob pogodan je po- 
sebno za prenošenje ravnomjernog gibanja među paralelnim 
osovinama. Gonjeni član okretat će se konstatnom brzinom 
i onda ako se tokom rada udaljenost H među paralelnim oso- 
vinama mijenja. 


SI. 45, Univerzalni Cardano-Hookeov zglob. a kardanska 
osovina automobila, b dvostruki kardanski zglob 


Zbog neravnomjernog gibanja gonjenog člana jednostrukog 
Cardano-Hookeova zgloba, kutna brzina wz dostiže za vrijeme 


i VW. 
jednog okretaja dva puta maksimalnu vrijednost o i dva puta 


minimalnu vrijednost o, cosa. Pri većim brzinama vrtnje koje 
njima pripadaju, ubrzanja pobuđuju oscilacije veće od dopu- 
stivih. Dvostrukim zglobom izbjegava se ta neravnomjernost, 
ali zbog brojnih zazora povećava se mogućnost vibracije i zamora 
materijala. Stoga dvostruki zglob, kada je kut «x manji od 10% 
gubi prednost pred jednostrukim zglobom. U svakom slučaju, 
srednja osovina 3 dvostrukog zgloba giba se neravnomjerno i 
zato njezina masa treba da bude što manja. Vrlo je često raspo- 
loživi prostor toliko malen da se ne može ugraditi dvostruki 
zglob, bez obzira koliko se skrati duljina srednje spojne osovine. 

Nedostaci Cardano-Hookeova zgloba otklonjeni su u novijim 
konstrukcijama jednostrukih zglobova s konstantnom kutnom 
brzinom. Najpoznatiji su Bendix-Weissov i Rzeppin univerzalni 
zglob. Ravnomjeran rad takvih univerzalnih zglobova postiže 
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se tako da se elementi pogonskog i gonjenog člana dodiruju 
uvijek u istoj ravnini. Ta ravnina treba da bude okomita na 
ravninu u kojoj leže obje osovine i da raspolavlja kut među 
osovinama. 

Bendix-Weissov univerzalni zglob ima nekoncentrične lučne 
žljebove m i n (sl. 46). Bez obzira na iznos kuta među osovinama, 
žljebovi se sijeku u točkama A i B u ravnini simetrije NN. 


Upravljačka 


Mpypmur: 
MM 4 


SI. 46. Bendix-Weissov univerzalni zglob. a shema zgloba, b konstrukcijski 
izgled zgloba ugrađenog u prednju pogonsku osovinu automobila 


Zbog toga će i kuglice (ukupno 4) obuhvaćene tim žljebovima 
imati svoje središte uvijek na istoj ravnini, i to jednako uda- 
ljeno od osi pogonskog i gonjenog člana. Koincidentne točke, 
od kojih jedna pripada pogonskom, a druga gonjenom članu, 
imat će zato jednake brzine. Središte krivine žlijeba m nalazi se 
na uzdužnoj osi pogonske osovine 1, a žlijeb n na uzdužnoj 
osi gonjene osovine 2. 

Na istom principu temelje se i Rzeppin univerzalni zglob. 
Šest kuglica, obuhvaćenih s vanjske i unutrašnje strane plo- 
hama koje formiraju toruse, uvijek su u ravnini kroz raspolovnicu 
kuta među osovinama, 

Oba spomenuta tipa univerzalnih zglobova najčešće se pri- 
mjenjuju na automobilima s pogonom na prednjoj osovini, na 
strojevima za gradnju putova, na tramvajima i u rudničkim 
uređajima. Uspješno služe za prijenos rotacije među osovinama 
koje se sijeku pod kutom manjim od 40". 

Sferni oscilatori. Sferni oscilator transformira rotaciju po- 
gonske ručice 1 u oscilatorno rotiranje ili potpuno rotiranje 
člana 3 (sl. 47). Pogonska i gonjena osovina zatvaraju međusobno 


SI. 47. Sferni oscilatori 
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kut «. Sprežni član 2 zatvara s pogonskom osovinom kut f. 
Osovina 3 oscilira kad je B < «, a rotira kad je B > a. Modifikacija 
toga mehanizma sa x = 90“ primjenjuje se kad se zahtijeva skoro 
linearna zavisnost među kutovima zakretanja pogonskog i go- 
njenog člana, i to na širem području ciklusa gibanja. Takva 


SL 48. Primjena sfernih oscilatora. a 
stroj za pranje rublja, b miješalica 
tijesta 


modifikacija sfernog oscilatora primijenjena je na stroju za pranje 
rublja, na miješalici tijesta i drugim sličnim strojevima (sl. 48). 


Krivuljni (grebenasti) mehanizmi 


Krivuljni su mehanizmi tročlani, s jednim višim i dva niža 
kinematička para. Jedan od članova ima krivocrtni oblik, pa 
se zato takvi mehanizmi i nazivaju krivuljnim ili grebenastima. 
Krivuljni mehanizmi transformiraju gibanja krivuljnog člana 
(grebena) u pravocrtno oscilatorno ili rotacijsko oscilatorno gi- 
banje radnog člana (pomicaljke), sl. 49. Radni član krivuljnog 
mehanizma može se kretati po bilo kojem unaprijed zadanom 
zakonu. Zahtijevano kretanje radnog člana određeno je oblikom 
konture krivuljnog člana. Zbog svojih kinematičkih mogućnosti 
takvi se mehanizmi ne mogu u mnogim tehničkim primjenama 
zamijeniti bilo kojim drugim tipom mehanizma, pa su prijeko 
potrebni kao sastavni dio različitih automatskih strojeva, motora 
s unutrašnjim izgaranjem, nekih alatnih strojeva, obućarskih 
strojeva, uređaja za mijenjanje ploča na gramofonu, servomeha- 
nizama itd. 


2 


mmm s 


SI. 49. Funkcije krivuljnih mehanizama. a transformiranje rotacijskog gibanja 

u oscilatorno pravocrtno gibanje, b transformiranje rotacije u njihanje, c transfor- 

miranje jednog oscilatornog pravocrtnog gibanja u drugo, d transformiranje 
. pravocrtnog gibanja u njihanje 


Prednosti su krivuljnih mehanizama: imaju malo članova 
i zauzimaju malo prostora, jednostavno se konstruiraju, a izra- 
đuju se bez većih teškoća. Nedostatak im je da je krivuljni par 
viši kinematički par i da može preuzimati manja opterećenja nego 
niži par. Zbog toga se krivuljni mehanizmi rjeđe upotreblja- 
vaju za prijenos većih sila. Naime, tada je potrebno povećati 
dimenzije članova, a time i gabarit mehanizma. Dodirna napre- 
zanja između grebena i pomicaljke i relativno brzo habanje 
traže kvalitetnije materijale, a i posebnu termičku obradu. Zbog 
habanja mijenja se kontura grebena, a time i zakon gibanja 
radnog člana. Zato se ne preporučuje primjena krivuljnih me- 
hanizama ondje gdje se mogu uspješno zamijeniti drugim tipo- 
vima mehanizama koji su im kinematički ekvivalentni. Da bi 
se smanjilo trenje, na dodiru elemenata krivuljnog para vrlo 
često se umeću kotačići (valjčići), koji s pomicaljkom čine 
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rotoidni par. Klizanje se na taj način pretvara u kotrljanje, 
te su gubici zbog trenja manji. 

Za crtanje kinematičkih dijagrama krivuljnog mehanizma 
služi transformacija mehanizma inverzijom postoljnog člana. 
Naime, pretpostavlja se da krivuljni član miruje, a da postolje 
zajedno s pomicaljkom rotira u smjeru suprotnom od stvarne 
rotacije grebena. Pri zakretanju pomicaljke za bilo koji kut o, 
relativni položaj pomicaljke s obzirom na greben bit će isti 
kao da je i greben rotirao za jednaki kut o u suprotnom smjeru. 
Na taj je način konstrukcija dijagrama (sl. 50) mnogo jedno- 
stavnija, jer je za više različitih položaja pomicaljke potrebno 
nacrtati samo jedanput krivuljni član, koji je složenog oblika. 
Kad se crta dijagram s = f(p) za pomicaljku s kotačićem polu- 
mjera Ry, treba uzeti u obzir da će se središte kotačića gibati 
po liniji koja je ekvidistantna konturi grebena. Ekvidistantna 
linija ucrtava se kao ovojnica (anvelopa) kružnica polumjera 
Ry sa središtima na konturi grebena. Ako krivuljni član rotira 
konstantnom kutnom brzinom w, kut zakretanja p; proporcio- 
nalan je vremenu t;, te se kinematički dijagrami (5,o) i (19,0) 
pretvaraju u dijagrame (s,t), odnosno (1,1). 

Grafičkim deriviranjem dijagrama (s,f) mogu se konstruirati 
dijagrami (v,t) i (a,1), sl. 50. Isto tako, iz dijagrama (0,t) proiz- 
laze dijagrami (0,t) i (£,1). 

Ako je gibanje neravnomjerno, grafičko deriviranje daje dija- 

(oli ($ d E \ s \ 
grame AA (o)o nosno do?) i do2?) a to su 


brzine i ubrzanja, odnosno kutne brzine i kutna ubrzanja. 


SI. 50. Kinematički dijagrami krivuljnog mehanizma 


Metodom grafičkog deriviranja nacrtani su dijagrami (v,t) 
i (at) krivuljnog mehanizma s ekscentrično postavljenom 
pomicaljkom (sl. 50). Radi preciznijeg crtanja tih dijagrama kru- 
žnica polumjera e podijeljena je na 18 jednakih dijelova. Pre- 
sjecišta tangenata u točkama i' s ekvidistantnom krivuljom odre- 
đuju položaje osi kotačića u mehanizmu za koji je greben sta- 
cionaran (inverzija). Stvarni položaji pomicaljke odrede se tako 
da se kroz ove točke nacrtaju kružnice sa središtem u O do 
presjecišta sa smjerom kretanja pomicaljke. Na taj se način 
za pripadne kutove o; zakretanje grebena ili za pripadno vri- 
jeme t; dobiju ordinate u dijagramu (5,1). 

Grafička metoda crtanja dijagrama (v,t) i (a,t) temelji se na 
poznatim relacijama: v = za = tana, a = = = tanf. U bilo ko- 
joj točki dijagrama (s,t) nacrta se tangenta T.; (sl. 50). Para- 
lela povučena s tangentom iz polarne točke 0, do presje- 
cišta s vertikalnim pravcem pp zatvorit će pravokutni trokut. 


. . 4) d 2x 
Iz tog trokuta proizlazi .. =tan« = a =v. Odsječak y, na 


vertikalnom pravcu pp proporcionalan je, dakle, brzini gibanja 
pomicaljke u položaju i. Taj odsječak y, uzima se kao ordinata 
za položaj i u dijagramu (0,1). Na isti se način, pomoću kuta 
nagiba tangenata u dijagramu (v,t), odrede ordinate y, dijagrama 
(a,t). 

Pri radu krivuljnog mehanizma, promjena ubrzanja, tj. ubr- 
zanje drugog reda, istodobno je i promjena inercijskih sila koje 
djeluju na članove mehanizma. Te se promjene periodički 
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ponavljaju pa pobuđuju vibracije, i to utoliko više ukoliko su 
promjene ubrzanja veće. Čovječji organizam osjeća ubrzanje 
drugog reda kao trzaj, pa je taj izraz prihvaćen i kao naziv 
za promjenu ubrzanja. Vrlo je raširen i engleski naziv jerk, te 
se početno slovo j ovog naziva upotrebljava kao oznaka za 
trzaj: 


da džv - d?s 


TOIje mA 0) 


j= 
Dijagram (j,t) dobiva se grafičkim deriviranjem dijagrama 
(at). 


Plan brzina i ubrzanja. Način crtanja plana brzina i plana 
ubrzanja krivuljnih mehanizama ne razlikuje se od postupka 
primijenjenog za druge tipove mehanizama. Za zadanu kutnu 
brzinu w, pogonskog grebena (sl. 51a) potrebno je naći kutnu 
brzinu 03 i kutno ubrzanje €; gonjene njihalice. Točke A i B ko- 
incidentne su točke pogonskog grebena (8B) i njihalice (A). Tre- 
nutno je relativno gibanje tih točaka po luku zakrivljenosti 
kk», koji je ekvidistantan luku zakrivljenosti konture grebena 
kik,. Oba luka imaju zajedničko središte u C. Plan brzina 
proizlazi iz vektorske jednadžbe: 2, = 2 + U,g, gdje je ve brzina 
točke B grebena. Pravac vektora &g okomit je na spojnicu 
0,B, smjer mu je određen smjerom kutne brzine ,, a iznos 


jeva = 0,Bo,. Pravac relativne brzine v,g poklapa se s pravcem 
tangente na luk zakrivljenosti kxk» u točki A. Pravac brzine 
va okomit je na spojnicu OzA. 


Sl. 51. Plan brzina i ubrzanja krivuljnog mehanizma i njemu ekvivalentnog 
mehanizma. a krivuljni mehanizam, b ekvivalentni mehanizam 


Plan ubrzanja zasniva se na vektorskoj jednadžbi: 


Ča =Čm+đdn = 08 + điBn + ase + dABoor: (56) 


Crtanje je. plana ubrzanja relativno složeno, pa se za kine- 
matičku analizu krivuljnih mehanizama često upotrebljava me- 
toda zasnovana na analizi kinematički ekvivalentnog mehaniz- 
ma. Zadatak se svodi na zamjenu višeg kinematičkog para nižim 
parovima uz dodavanje novih članova, ali uz uvjet da se kine- 
matičke karakteristike potpuno očuvaju. Zglobni četverokut 
O,CAO, (sl. 51b) kinematički je ekvivalent za krivuljni meha- 
nizam (sl. 51). Za kinematički ekvivalentni mehanizam nacrtani 
su i planovi brzine i ubrzanja. Usporedba tih planova s odgo- 
varajućim planovima originalnog mehanizma pokazuje da je ta- 
kva zamjena opravdana. 

Polumjer zakrivljenosti konture. Bez obzira koja se od nave- 
denih metoda kinematičke analize primijeni, potrebno je pozna- 
vati položaj središta zakrivljenosti i polumjer zakrivljenosti kon- 
ture grebena ili ekvidistantne linije. 

Analitičkim metodama može se naći središte i polumjer za- 
krivljenosti samo u nekim slučajevima. Posebno je pogodno 
analitičkim postupkom odrediti polumjer zakrivljenosti za cen- 
trične mehanizme s pravocrtnim gibanjem pomicaljke. Na sl. 
52a prikazan je greben s konkavnim, a na sl. 52b greben s 
konveksnim profilom. Iz sl 52 proizlazi da je: re=R,p+y, 
gdje je R, polumjer početnog kruga, a rg polarna koordinata 
središta kotačića. Polumjer zakrivljenosti jest 
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Sl. 52. Polumjer zakrivljenosti konture. a konkavni profil, b 
konveksni profil 
d (213.2 
(R, + “+ s | 
\do! , 
X / 
(Rp +9) + “kao — (Rp+ ag? 


Sve veličine navedene u jednadžbi (57) predstavljaju geo- 
metrijske podatke krivuljnog mehanizma ili su dobivene kine- 
matičkom analizom mehanizma. Predznak minus odnosi se na 
konkavni, a plus na konveksni profil. U ostalim slučajevima, 
kao što su krivuljni mehanizam s ekscentričnim položajem po- 
micaljke i mehanizam s njihajućom pomicaljkom, središta za- 
krivljenosti odrede se približnom grafičkom metodom. 


Planetarni zupčani mehanizmi 


Kinematička analiza jednostavnih i složenih zupčanih meha- 
nizama s nepomičnim osima rotacije zupčanika prikazana je u 
članku Elementi strojeva, TE 5, str. 267. U ovom članku je obra- 
đena kinematička analiza zupčanih mehanizama s pomičnim 
osima rotacije zupčanika, odnosno planetarnih zupčanih meha- 
nizama. Planetarni mehanizmi razvrstavaju se na epicikličke 
i diferencijalne. Epiciklički planetarni mehanizmi imaju u svom 
sastavu i zupčanike fiksno vezane s postoljem (nepomične), dok 
su u diferencijalnim planetarnim mehanizmima svi zupčanici 
pomični. 

Epiciklički planetarni mehanizmi. Jednostavni epiciklički me- 
hanizam sastoji se od nepomičnog (stacionarnog) središnjeg 
zupčanika 1, satelita 2 i ručice k (sl. 53a). Ručica rotira kutnom 


SI. 53. Jednostavni epiciklički planetarni mehanizam. a meha- 

nizam sastavljen od središnjeg nepomičnog zupčanika 1, satelita 

2 i ručice k, b konstrukcija plana kutnih brzina članova pomoću 

metode trokuta brzina, c i d konstrukcija plana kutnih brzina 
članova pomoću metoda kutnih brzina 


brzinom cx, pa se zbog toga zupčanik 2 kotrlja po središnjem 
zupčaniku i rotira oko svoje pomične osi rezultirajućom kutnom 
brzinom w,. Za kinematičku analizu tog mehanizma, posebno 
za izračunavanje kutnih brzina gonjenog člana cw,, odnosno 
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ći : o KA kor H 
prijenosnog odnosa i,» = zi služe slijedeće metode: metoda tre- 
(09) 


2 
nutnih polova, metoda trokuta brzina, metoda kutnih brzina 
i Willisova metoda zaustavljanja. 

Metoda trenutnih polova. Iz poznatih položaja trenutnih po- 
lova rotacije P,,, Pax i Pa, (sl. 534) proizlazi 


vVo1 = 0,010 = (Ri + R2) og; Vor = A0, 0o=R,20, (58) 
a odatle 
R, + R, R, 
= = 1 (15 
2 R, Ik o "Raj (59) 
te je 
O R 1 l 
kQ=—=-———= =-——= , (60) 
02 R,+R, Pai l1—i2, Laži 
R, Z, 


gdje je R promjer zupčanika, Z broj zubaca, a ix, prijenosni 
odnos koji bi se postigao pomoću jednostavnog zupčanog pri- 
jenosa s pomičnim zupčanicima 1 i 2. 

Metoda trokuta brzina. Na sl. 53a prikazani su trokuti brzina 
0,0,P i AO,P. Ordinate su u tim trokutima brzine odgo- 
varajućih točaka ručice 0,0,P, odnosno satelitskog zupčanika 


AO,P, i to u mjerilu u, = 5 Nad po volji odabranom po- 
2 

larnom udaljenošću H (sl. 53b) povuku se spojnice O1, Ok i 02 

paralelne sa stranicama trokuta brzina. Iz sl. 53b proizlazi da 

je odsječak 1k razmjeran kutnoj brzini €, odsječak 21 kutnoj 


brzini w, i odsječak 2k kutnoj brzini (wx. Prijenosni je omjer 
prema tome 


k %_tan%  R, 1 1 ia 
k===-—i= - - . (61) 
0%. tan9 R,+R, R, Ž, 
kJ RAK R 
2 2 


Metoda kutnih brzina. Za kutne brzine rotacije kojima vek- 
tori prolaze kroz tri trenutna pola na istom polarnom pravcu 
može se napisati vektorska jednadžba: 


(2 = (Bx + Bay. (62) 
Poznat je omjer 
0 _ Ox _ Ox 
R+R Ro Ry (9 


pa se vrijednosti kutnih brzina 0, i 0x mogu računski dobiti 
iz navedenih jednadžbi. Na sl. 53c i 53d prikazana je grafička 
metoda rješenja vektorske jednadžbe za 6. Metodom lančanog 
poligona iz zadanog vektora 6, određeni su vektori 6, i 02. 

Willisova metoda zaustavljanja. Prema Willisovoj metodi pret- 
postavlja se da ravnina komplanarnog gibanja zupčanika ro- 
tira kutnom brzinom o, i to u smjeru suprotnom od smjera 
rotacije ručice. S tom pretpostavkom ručica će mirovati i pri- 
jenosnik će se ponašati kao jednostavni zupčani prijenosnik. Sve 
kutne brzine promijenile bi se za veličinu w,, te bi kutna br- 
zina središnjeg zupčanika bila 6, — 0x = — 6%, kutna brzina 
ručice 0% — 6, = 0 i kutna brzina satelita 0 — cx. Proračun 


Tablica 2 


ODREĐIVANJE PRIJENOSNOG OMJERA JEDNOSTAVNOG 
EPICIKLIČKOG MEHANIZMA 


Središnji 


i ; Satelit 
Stanje a Zoe 2 
a: A, Zi 
Ručica miruje 0 — 0% (o +0x,= 
L2 
Zbog gibanja 
ručice ; % % % 
Z 
Ukupno [om 0 oli + 5) 
Z 
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prema Willisovoj metodi najčešće se provodi tabelarno, pa se 
zato ta metoda naziva i tabličnom metodom. U tabl 2 redom 
su nanesena stanja prema Willisovoj metodi zaustavljanja. U 
prvom redu su navedene kutne brzine svakog člana mehanizma 
kad ručica miruje, tj. kad ravnina rotira kutnom brzinom — cx. 
U drugom redu dodana je svakom članu kutna brzina c», zbog 
toga što ručica stvarno ne miruje. U zadnjem redu zbrajanjem 
su dobivene rezultirajuće veličine kutnih brzina svih članova. 
Tabi. 3. napravljena je uz pretpostavku da je ravnina okrenuta 
za 2x u smjeru suprotnom gibanju ručice. Zadnji redak u tabl. 3 
pokazuje koliko se puta okrenuo koji član za vrijeme jednog 
okretaja ručice, odnosno pogonskog člana. Podaci za ovu tablicu 
dobivaju se iz tabl 2 dijeljenjem odgovarajućih veličina sa cx. 
Prijenosni omjer proizlazi direktno iz tabl 3. 

Kad su satelit i središnji zupčanik ozubljeni s unutrašnje 
strane, prijenosni omjer iznosi 


(64) 


Ako vanjski zupčanik ima dvaput više zubaca od unutrašnjeg 
zupčanika (Z, =22,), bit će 
0% 1 


m ak EI 
a Wo 1-2 

Satelit će tada izvoditi Cardanovo gibanje, a mehanizam 

će biti Cardanov zupčani mehanizam (sl. 54). Svaka točka na 

obodu kruga se kotrlja po unutrašnjosti drugog kruga, u općem 

slučaju opisuje hipocikloidu. Ta se krivulja pretvara u pravac 


(65) 


Obodna Putanja 
točka > obodne 
točke 
Gonjeni 
član 


Nepomični 
zupčanik 


SL 55. Primjena Cardanova  meha- 
nizma na mehanizam preše. / nepo- 
mični veliki zupčanik, 2 unutrašnji 
satelitski zupčanik, 3 radni član preše 


Tablica 3 


ODREĐIVANJE PRIJENOSNOG OMJERA JEDNOSTAVNOG 
EPICIKLIČKOG MEHANIZMA 


a Središnji 
Stanje Gt MA Za 
EZ: 
Ručica miruje 0 —1 E. 
2, 
Zbog gibanja 1 1 L 1 
ručice L 
Zi 
Ukupno 1 0 Poe 
2, 


Izračunano iz tablice 2 dijeljenjem sa cx. 
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ako je omjer polumjera krugova 1:2. Pomak obodne točke po 
pravcu proporcionalan je sina ili cose, pri čemu je a kut 
zakretanja pogonske ručice. Na sl. 55 prikazan je Cardanov 
planetarni mehanizam primijenjen na mehanizam preše. U tom 
će se slučaju dodatni radni član 3 preše gibati pravocrtno 
u okomitom smjeru. 


Sl. 56. Planetarni mehanizam s više satelita. a središnji nepomični 
zupčanik 2 sa dva zupčanika satelita 1 i 3, b mehanizam za kopanje 
krumpira 


Može biti i više satelita epicikličnog planetarnog mehanizma, 
npr. mehanizmi na sl. 56a koji osim središnjeg zupčanika imaju 
još dva satelita. Tada je prijenosni omjer 


(66) 


Ako je Zi, =2., bit će iy = %, izx =0. Naime, satelit 3 
tada neće rotirati oko svoje osi, već će zbog rotacije ručice 
izvoditi translatorno kružno gibanje. Taj takozvani Fergussonov 
paradoks primijenjen je na mehanizmu za kopanje krumpira 
(sl. 56b). 


Povratni epiciklički mehanizmi s unutrašnjim ozubljenjem jed- 
nog para. Epiciklički zupčani prijenos nema šire primjere u teh- 
ničkoj praksi, jer gonjeni zupčanik ima složeno ravno gibanje. Da 
bi takav prijenos poslužio kao reduktor, treba ga projektirati 
u obliku povratnog epicikličkog mehanizma; naime, satelitu 2 
treba dodati dopunske članove koji će rotirati oko fiksne osi 
rotacije. Na sl. 57a prikazan je povratni epiciklički mehanizam 
s unutrašnjim ozubljenjem jednog para zupčanika. Os rotacije 
zupčanika 3 poklapa se s osi rotacije ručice k. Središnji zupčanik 
1 je nepomičan. Iz trokuta brzina i tablične metode (tabl. 4) 
proizlazi prijenosni omjer 


242 
ew 4 
ER I (67) 
S 
\ Z,) 
Tablica 4 


ODREĐIVANJE PRIJENOSNOG OMJERA POVRATNOG 
EPICIKLIČKOG MEHANIZMA S UNUTRAŠNJIM OZUBLJENJEM 
JEDNOG PARA 


Ki Središnji B fin eo 
Sranje jna m i&/e Vanjski zupčanik 
Ručica o 2 Zi L__& 
muruje Z, Za Z,+22, 
Zbog 
gibanja H 1 1 1 
ručice | ; 
2(1 + = 
Zi ZI Z, 
Ukupno 1 0 1+- + = 
Z, Z,+22, Zi 
2, 


TE VIN, 22 
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SI. 57. Povratni epciklički mehanizam. a mehanizam s unutrašnjim ozubljenjem 
jednog para, b reduktor okretaja avionskog propelera tipa Gnome-Rhone 


Indeks iznad i označuje zupčanik koji je nepomičan. Za R, = 


: 4 
= R,, odnosno Z, = Z, dobiva se i) = ra odnosno #4 = 3 


Uzimajući veći omjer među polumjerima zupčanika 1 i 2, na 
7 

O 

143 12? 
11 


12 
= Također za R,=5R, bit će i) = 


primjer R, = 5R,, bit će prijenosni omjer odnosno 


12 


a. 


15% =41 Iz tog proizlazi da se prijenosni omjer postignut 


takvim planetarnim prijenosnikom nalazi u relativno uskim 
: : l 
granicama, i to iš) = io iW=1.2. 


Povratni epiciklički mehanizam često se primjenjuje kao 
reduktor za prijenos vrtnje vratila avionskog motora na pro- 
peler. Na sl. 57b prikazan je reduktor Gnome-Rhone sa tri 
satelita na zajedničkom okviru k. Pogonski zupčanik, fiksno 
vezan za vratilo motora, ima Z, = 90, a nepomični zupčanik 


: ; 7 : : Aa 
1 ima Z, =36, te je ii) >=: Okvir k ima ulogu ručice i 


vezan je s osovinom propelera. Radi uravnoteženja centrifugalnih 
sila reduktor ima najmanje dva satelita, a može ih biti znatno 


Si. 58. Planetarni mehanizam s koničnim zupčanicima. a shema 
i plan kutnih brzina mehanizma, b reduktor okretaja avionskog 
propelera 
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više. U pravo zbog uravnoteženja sateliti moraju biti međusobno 
jednako udaljeni. Više satelita poželjno je i radi rasterećenja 
osi satelita i mogućnosti da se prenesu veće sile. Broj satelita je 
ograničen jedino uvjetom da se zubi susjednih satelita među- 
sobno ne dodiruju. 

Identične kinematičke karakteristike mogu se postići plane- 
tarnim mehanizmom s koničnim zupčanicima. Na sl. 58 pri- 
kazan je izgled i shema toga mehanizma primijenjenog na re- 
duktor avionskog propelera. Za kinematičku analizu planetar- 
nog mehanizma s koničnim zupčanicima pogodna je grafička 
metoda plana kutnih brzina. Plan kutnih brzina na sl. 58a na- 
crtan je na osnovi vektorskih jednadžbi: 0 = 8, +021, te 
O = (2 sje 042 5 

Premda se fiksiranjem zupčanika s unutrašnjim ozubljenjem 
prijenosni omjeri znatno povećavaju, oni ne izlaze iz podru- 
čja primjene običnih cilindričnih zupčanih prijenosa. Kao uspo- 
ravajući mehanizmi primjenjuju se na poljoprivrednim, tipo- 
grafskim i drugim strojevima. Karakteristika je tog tipa re- 
duktora relativno veći stupanj djelovanja y, koji malo ovisi o 
prijenosnom odnosu, pa mehanizam s istim učinkom radi i kad 
se multipliciraju i kad se reduciraju brzine vrtnje. 

Reduktori s vanjskim ozubljenjem parova. Epiciklički zupčani 
prijenos sa n zupčanika, kad se gibanje prenosi s ručice k na 
n-ti zupčanik, ima sljedeći prijenosni omjer 


(68) 


odnosno 


kh==——— (69) 
hold 

Iz ove relacije proizlazi da prijenosni omjer i,, može do- 
stići velike vrijednosti samo kad je i, pozitivno (isti smjer 
rotacije prvog i n-tog zupčanika) i ima vrijednost blisku jedinici. 
Vrijednost i, bit će pozitivna jedino ako zupčanički parovi 
imaju, ili svi unutrašnje, ili svi vanjsko ozubljenje. 

Na sl. 59a prikazan je reduktor s vanjskim ozubljenjem 
zupčaničkih parova. Iz plana brzina i pomoću Willisove metode 
(tabl. 5) dobiva se prijenosni omjer 
e (70) 


Pomoću takva tipa reduktora mogu se postići veliki prijeno- 
sni omjeri s istim ili suprotnim smjerom rotacije pogonskoga 
i gonjenog člana, pa reduktor s vanjskim ozubljenjem parova 
zamjenjuje nekoliko spregnutih, jednostavnih zupčanih prijeno- 
snika. Osnovni nedostatak toga reduktora jesu veliki gubici 
zbog trenja, pa je stupanj djelovanja vrlo malen, i za reduktor 
sa ija = 10000 iznosi svega y = 0,0015. Zbog toga se pri većim 
prijenosnim omjerima (iga > 15) taj mehanizam ne može upo- 
trijebiti kao multiplikator za povećanje brzine vrtnje, jer bi se, 
kao i pri svim ubrzavajućim sustavima s malim stupnjem djelo- 
vanja, pojavilo samokočenje. 

Ako su veličine zupčanika u sustavu takvog mehanizma 


.ZiZ M: 
odabrane tako da je Zak 1, bit će iza = 9, odnosno ia, = 0. 
22, 
Naime, zupčanik 4 će mirovati ako je koaksijalan s nepo- 


Tablica 5 


ODREĐIVANJE PRIJENOSNOG OMJERA REDUKTORA S VANJSKIM 
OZUBLJENJEM PAROVA 


D 


i | Zupča- sAn žani Zupeanik 
Stanje daa: nik o di mia po ke 
1 
či Z Z ZZ 
Ručica 0 E Za a _Zi Z 
miruje Za Z Z, Za 
E 
Zoe Ea oo +1 +1 +1 
ručice 
IF i sE 
2 Z Zi 2 
Ukupno +1 0 Pi zo ira roebret 
ZA Z, Zaza 
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SI. 59. Reduktor s vanjskim ozubljenjem parova. a shema re- 
duktora i plan brzina, b mehanizam radijalnog motora 


mičnim zupčanikom i (sl. 59a). Ako ta dva zupčanika nisu 
koaksijalna, zupčanik 4 imat će kružnu translaciju. Takav plane- 
tarni mehanizam s translatoidnim gibanjem glavnog zupčanika 
primijenjen je za prijenos gibanja sa stapajica na vratilo nekih 
tipova radijalnih motora (sl. 59b). 

Reduktori s unutrašnjim ozubljenjem parova. Gubici zbog tre- 
nja zupčanih mehanizama s unutrašnjim sprezanjem manji su od 
gubitaka mehanizama s vanjskim sprezanjem zupčanika, tako 
da za i = 10000 stupanj djelovanja reduktora s unutrašnjim 
sprezanjem iznosi 1 = 0,04. Ručica k u obliku ekscentra po- 
gonski je član reduktora, a gonjeni član je središnji zupčanik 
4 (sl. 60). Ekscentričnost OA = e vrlo je mala za male raz- 


SI. 60. Reduktor s unutrašnjim ozubljenjem parova. a shema 
reduktora i plan brzina, b konstrukcijski izgled reduktora 
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like (R, — R2), odnosno (Ry — R3). Što su navedene razlike ma- 
nje to se pomoću toga tipa reduktora postižu veći prijenosni 
omjeri. Prijenosni omjer reduktora s unutrašnjim ozubljenjem 
parova jest 


Sri ž 71 
la ZA (71) 


Taj je reduktor konstrukcijski mnogo kompaktniji i manji 
od reduktora s vanjskim ozubljenjem parova. Mana mu je što 
zbog male razlike u brojevima zubaca spregnutih zupčanika zup- 
čanici trebaju imati specijalno evolventno ili cikloidnocjevasto 
ozubljenje (sl. 61). 


SI. 61. Planetarni mehanizam s cjevastim ozubljenjem u sastavu 
stroja za površinsku obradu 


Sprezanje epicikličkih mehanizama. Međusobnim sprezanjem 
epicikličkih planetarnih mehanizama ili sprezanjem tih meha- 
nizama sa drugim tipovima zupčanih prijenosnika postižu se 
prijenosni omjeri veći od onih što ih ima svaki spregnuti meha- 
nizam uzet zasebno. 

Dvostepeni reduktor (sl. 62a), kojemu se I stupanj sastoji 
od para zupčanika 1 i 2, a II stupanj od povratnog epicikličkog 
mehanizma, u kojem je nepomičan zupčanik 5 s unutrašnjim 
ozubljenjem, ima prijenosni omjer 


, OV 
dir =hbu= >= (72) 


k Ž 

Svaki stupanj trostepenog reduktora (sl. 62 ; Ama po 
jedan epiciklički planetarni mehanizam u kojem je nepomičan 
zupčanik s unutrašnjim ozubljenjem. Za ovaj ređuktor vrijedi: 


Z\ 
Za] 


Reduktor na sl. 62c sastoji se od dva epiciklička stupnja. 
Prvi stupanj je epiciklički mehanizam s nepomičnim zupča- 
nikom s unutrašnjim ozubljenjem obaju parova zupčanika. Pri- 
jenosni je omjer: 


ia, = liklak du, (1+ 2) +2)1+ 


Z 1 
br=dlu dk, -| 1+ a) NE" za. a (74) 
K:oV2, 

r rr" 1 
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SI. 62. Višestepeni reduktori. a dvostepeni reduktor s parom zupčanika (I stepen) 

i povratnim epicikličkim mehanizmom (II stepen), b trostepeni reduktor sa- 

stavljen od tri epiciklička planetarna mehanizma, c dvostepeni reduktor sastav- 
ljen od dva epiciklička planetarna mehanizma 
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Na sl. 63 prikazan je mehanizam velikog električnog sata. 
Mehanizam koji prenosi gibanje s elektromotora na minutnu 
i satnu kazaljku sastoji se od tri spregnuta mehanizma: puž- 
nog prijenosnika (članovi 1, 2, 7) i dva povratna epiciklička 
mehanizma s vanjskim ozubljenjem parova. Članovi jednoga su 


sy 


N 


SSSVUV 
DIJRR 


my 


KU 


K 
ha 


VG 


SI. 63. Mehanizam velikog električnog sata. 1, 2, i 3 pužni 

prijenosnik, 2, 3, 4 i 7 prvi povratni epiciklički mehanizam s 

vanjskim ozubljenjem, 4, 5, 6 i 7 drugi povratni epiciklički 

mehanizam s vanjskim ozubljenjem, S, minutna kazaljka, S, 
satna kazaljka 


2,3, 4,7, a drugoga 4, 5, 6, i 7. Rotacija vratila elektromotora 
prenosi se na puž 1; pužno kolo 2 ujedno je i ručica jednoga 
od epicikličkih mehanizama. Središnji zupčanik 4 prvoga epi- 
cikličkog mehanizma pogoni minutnu kazaljku S,, a središnji 
zupčanik 6 drugoga epicikličkog mehanizma pogoni satnu ka- 
zaljku S. 


Diferencijalni planetarni mehanizmi 


Jednostavni diferencijalni mehanizmi. Pod diferencijalnim pla- 
netarnim mehanizmom podrazumijeva se planetarni mehanizam 
sa dva stupnja slobode. Takav jednostavni diferencijalni meha- 
nizam (sl. 64) razlikuje se od epicikličkog mehanizma po tome 
što središnji zupčanik 1 nije nepomičan, već se okreće kutnom 
brzinom w,. Diferencijalni mehanizam prenosi gibanje dvaju 
pogonskih članova (zupčanik 1 i ručica k) na jedan vođeni 
član (zupčanik 2), ili sa jednoga pogonskog člana (zupčanik 2) 
na dva vođena člana. Pomoću diferencijalnih prijenosnika mogu 


u. PAZE 
E / 
ise > : k 
| na 71 7 
| m PA 


E . 


Sl. 64. Shema jednostavnog diferen- 
cijalnog planetarnog mehanizma 


(73) 


se, dakle, sastavljati i rastavljati gibanja. Kut zakretanja o, 
vođenog satelita 2 ovisi o kutovima zakretanja o, 1 0, po- 
gonskih članova: 02 =f(0,, 9x), te je kutna brzina 


“2 = Ea a «E _ C1Ojr + CO, = (75) 
Pretpostavivši da je zupčanik / nepomičan, dobiva se 
0 = 0,0, (76) 
i odatle 
a===i (77) 
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Isto tako, ako je zupčanik / pomičan i giba se kutnom brzinom 


W,, a ručica k je nepomična, tj. ox, =0, iz kutnih brzina 
zupčanika / i 2 dobiva se prijenosni omjer 


a==ik, (78) 
Yi 
i prema tome 
(79) 


= Kiši iki 
02 = 1210 +1210%x. 


Ako se pretpostavi da je zupčanik / nepomičan, diferenci- 
jalni mehanizam postaje epiciklički, te je tada 


(80) 


Ako je ručica k nepomična, mehanizam postaje jednostavni 
zupčani prijenos sa 


Z 
ue Zs 81 
1 ZI (81) 
Prema tome 
1 Z, 
o.=-=Za +(1 +Zja (82) 
2 \ Z, 


Ako su zupčanici ] i 2 pogonski članovi, na isti se način 
dobije izraz za kutnu brzinu ručice k: 


0, = ido, & M 02. (83) 


Kad je zupčanik 2 nepomičan, prijenosni je omjer 


ši = ZL (84) 
+2 
Ž, 
Isto tako, kad je zupčanik 1 nepomičan, bit će 
1 
W= E (85) 
1+ 
2, 
Prema tome je 
SE I Bre g de 
Pa OO đ +2 POZE ZI I AVS 
Zi Z, (86) 
Tablica 6 


ODREĐIVANJE PRIJENOSNOG OMJERA JEDNOSTAVNOG 
DIFERENCIJALNOG MEHANIZMA 


Stanje Ručica| Zupčanik Zupčanik 
k 1 2 
Ručica Z, 
Nepomičan miruje š zo iš 24 ha 
zupčanik 1. 
Mehanizam je Zbog 
epiciklički gibanja + 0% + 6% + o 
ručice | 
Z 
Zbroj + 0% 0 (1 + zjak 
2 
Nepomična 
ručica k. 
Mehanizam je Ručica o Ž, 
jednostavni miruje Du 5 2, % 
zupčani 
prijenosnik E 
: j Zi 
Ukupni zbroj +% + 0% _—o + L + ZJe 
2 
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Takvim razmatranjem dolazi se do općeg zaključka o odno- 
su kutne brzine vođenog člana i kutnih brzina pogonskih čla- 
nova. Naime, kutna brzina vođenog člana jednaka je zbroju 
umnožaka kutnih brzina dvaju pogonskih članova s prijenosnim 
omjerima vođenog člana i pripadnog pogonskog člana, uz pret- 
postavku da je drugi pogonski član nepomičan. 

Tok analize diferencijalnog prijenosnika pomoću Willisove 
metode prikazan je u tabli. 6. 

Kutna brzina o, vođenog člana može se tokom rada mije- 
njati reguliranjem kutne brzine jednoga od dva pogonska člana 
(o, ili o). Na isti način može se kutna brzina vođenog člana 
svesti na nulu, ili joj promijeniti smjer, i sve to za relativno 
mala područja izmjene regulirajuće kutne brzine. Jednostavni 
diferencijalni mehanizam nema tehničke primjene, jer vođeni član 
2 obavlja složeno ravno gibanje. Zbog toga kao praktični re- 
duktori služe povratni diferencijalni mehanizmi ili, kraće, 
diferencijali. 

Cilindrični diferencijali. Ako se za pogonske članove cilin- 
dričnog diferencijala s vanjskim sprezanjem parova (sl. 65) uzme 
ručica k i središnji zupčanik 1, onda je 

O =ižio +ilko, 


(87) 
ili 
(88) 


;ik ik 
o =iki +(1-iži)a. 


SI. 65. Cilindrični diferencijali 
Prijenosni omjer š) odnosi se na rotaciju pri kojoj je po- 
gonski član k nepomičan, a if! kad je nepomičan pogonski 
zupčanik 1. U prvom slučaju mehanizam postaje običan zupčani 
prijenos, a u drugom slučaju povratni epiciklički mehanizam. 
Prema tome je 


Z,Z ZZ 
Ne ZZ a1 iz i (099) 
2.4 2 eu 
VAZA ZZ 
== 1-== 90 
04 Za zu ( LA z)e« (90) 


Konusni diferencijali. Konusni diferencijali imaju široku pri- 
mjenu. Jedan od njih je i automobilski diferencijal za preno- 
šenje snage motora na osovine pogonskih kotača (v. Automo- 
bilna vozila, TE 1, str. 515). Motor A pogoni župčani meha- 
nizam mjenjača brzina B (sl. 66a). To se gibanje preko Cardano- 
-Hookeova mehanizma C prenosi na jednostavni zupčanički 
mehanizam K sa dva konusna zupčanika. Vođeni zupčanik tog 
mehanizma ujedno je pogonska ručica k konusnog diferencijala 
D. Središnji zupčanici 1 i 2 diferencijala čvrsto su vezani za 
poluosovine I i II pogonskih kotača automobila (sl. 66b). Pri 
pravocrtnom gibanju automobila obadvije poluosovine, pa pre- 
ma tome i zupčanici 1 i 2, imaju jednake kutne brzine 0, = 02. 
Kutne brzine poluosovina jednake su tada kutnoj brzini o, ko- 
jom rotira pogonska ručica k, odnosno konusni zupčanik K,. 
Satelit 3 rotira zajedno s ručicom k, tako da čitav diferencijal 
D rotira kao kruto tijelo brzinom cx = 0 = 0. 

Kad automobil uđe u krivinu, vanjski kotač treba da se 
okreće brže od unutrašnjeg, te je o,+ w,. Zbog toga će se 
satelit 3 okretati i oko svoje uzdužne osi III nekom kutnom 
brzinom 63. Tada sustav k, 1, 2, 3 djeluje kao konusni diferen- 
cijal. Odnos među kutnim brzinama ručice k te zupčanika 1 i 
2 dobije se iz izraza 


ox= ko +470 = +(1— ko (91) 
gdje je X] prijenosni omjer epicikličkog mehanizma ako je 
nepomičan zupčanik 2, a i) je prijenosni omjer ako je nepo- 
mičan zupčanik 1. 
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SI. 66. Konusni diferencijali. a primjena na automobilu, b shema automobil- 
skog diferencijala 


Prema tome je 


02. (92) 


A 1 ; 
Kako je Z, = Z,, slijedi %==(0 + 0). To znači da 


drugi kotač ima kutnu brzinu 2 = 20, kad je blokiran jedan 
kotač (w, = 0). 

Danas se sve više primjenjuju diferencijali s hipoidnim i 
spiralnim zupčanicima ili diferencijali s pužnim prijenosnikom. 
Diferencijali sa spiralnim koničnim zupčanicima (sl. 67) zamijenili 
su zupčanike s ravnim zubima, u prvom redu radi mirnijeg 
hoda. Zupčanici sa spiralnim zupcima manjih su dimenzija te 


um 


SL 67. Diferencijal sa spiralnim Koničnim župčanicima 
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je i cijeli diferencijal manji, opterećenje zuba .je veće ali su 
zubi čvršći, a veća je i dodirna površina. Opterećenje zuba u 
diferencijalu može se smanjiti ako je brzina vrtnje zagonske 
poluosovine veća od brzine vrtnje zagonjenog kotača, što se 
postiže planetarnim reduktorom ugrađenim u glavinu kotača. 
Takvo se vješanje primjenjuje na teškim teretnim i specijalnim 
vozilima. 

Zatvoreni diferencijalni prijenosnici. Ako se dodatnim prije- 
nosnikom u diferencijalnom mehanizmu spoje oba središnja zup- 
čanika međusobno ili jedan od središnjih zupčanika i ručica, 
dobiva se tzv. zatvoreni diferencijalni prijenosnik. Diferencijalni 
mehanizam sam po sebi ima dva stupnja pokretljivosti, ali ako 
dopunski mehanizam, promatran odvojeno, ima jedan stupanj 
pokretljivosti, onda će i zatvoreni diferencijalni prijenosnik imati 
samo jedan stupanj pokretljivosti, odnosno imat će potpuno 
određeni prijenosni omjer i. Takav zatvoreni diferencijal, pri- 
kazan na sl. 68, sastoji se od osnovnog diferencijala k, 1, 2, 3, 4 
i dopunskog prijenosnika 5, 5'. 

Prijenosni omjer is,, odnosno i,s, zatvorenog mehanizma 
dobiva se polazeći od izraza za kutnu brzinu w, osnovnog 
cilindričnog diferencijala 1, 2, 3, 4, k: 

0, = M 0% + N04. (93) 

Dijeleći jednadžbu (93) s kutnom brzinom pogonskog člana 

ws, dobiva se 


VW, 


— =; = dis + klas, (94) 
05 
gdje je 
Z,Z Z,Z 
M4 =1-— 244. mai _ 14 
Čik ZZ, 4 22 I— Ak; ša 
Zs , Za 
kle = 2, qs lus a 
4 
pa je prema tome 
Z, Za Zs. Z, AN Zs 
heli- === 96 
Kel AR E ZEA u 


Uzimajući maksimalne omjere brojeva zuba spregnutih zup- 
l 


679: 


čanika (tj. 7), dobit će se is = — 679, a is = — 


SI. 68. Zatvoreni diferencijalni prijenosnik, a kombinacija osnovnog diferenci- 
jala (k, 1, 2, 3, 4) i dopunskog prijenosnika (5, 5/), b električno vitlo s ugra« 
đenim Zatvorenim diferencijalom 


Taj mehanizam je reduktor kad je zupčanik 1 pogoriski 
član, te će zbog toga imati visoki stupanj djelovanja. Isto tako 
će imati visok stupanj djelovanja i kao multiplikator kad se 
gibanje s pogonskog zupčanika 5" preko ručice k prenosi na 
središnji zupčanik /. Uz navedene prijenosne omjere, takav 
mehanizam ima stupanj djelovanja y = 0,94. 

Zatvoreni diferencijalni prijenosnici primjenjuju se u suvre 
menim dizalicama, transportnim i drugim strojevima, Na elek- 
triščnom vitlu (sl. 68b) moment vrtnje prenosi se od elektro« 
motora do bubnja pomoću zatvorenog diferencijala, koji je 
nastao sprezanjem cilindričnog diferencijala 1, 2, 3, 4 i zupčanog 
prijenosnika 4, 5, 3. Pogonski član mehanizma je vratilo elektro- 
motora s ugrađenim zupčanikom. 
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KINEMATIČKA SINTEZA 


Sinteza mehanizama je postupak kojim se, na osnovi zadanih 
uvjeta koje mehanizam u eksploataciji treba da ispunjava, do- 
lazi do strukture mehanizama i do svih njegovih geometrijskih 
parametara. 

Sinteza je osnova za konstruiranje mehanizama, ali ne obu- 
hvaća cjelokupni proces konstruiranja. Nakon izvršene sinteze, 
tj. nakon što se odredi tip mehanizma, struktura mehanizma i 
sve dimenzije potrebne za definiranje kinematičke sheme, treba 
još izabrati prikladni materijal i oblik svakog člana mehanizma, 
te dimenzionirati članove da zadovolje zahtijevanu čvrstoću, 
odnosno krutost. Naime, mehanizam treba da svojom struk- 
turom osigura gibanje radnog člana prema unaprijed zadanom 
zakonu, ali isto tako konstrukcijskim oblikom treba da omo- 
gući ugrađivanje, izradbu, održavanje te ekonomičnost izradbe 
i eksploatacije. 

Konstruiranje mehanizma ne može se, prema tome, obu- 
hvatiti samo teorijom mehanizama, već je potrebno poznavanje 
kako znanosti o čvrstoći tako i elemenata strojeva, cjelovitog 
stroja u kojem mehanizam ima određenu funkciju, i cjelokupne 
tehnologije strojogradnje. 

Strukturna, kinematička i dinamička analiza ne služe samo 
radi utvrđivanja kinematičkih svojstava već konstruiranih meha- 
nizama nego su ujedno i osnova za sintezu. To se u prvom 
redu odnosi kad se pri sintezi treba opredijeliti za mehanizam 
određenog tipa i određene strukture. 

Sve složeniji uvjeti, kojima mehanizam u suvremenoj strojo- 
gradnji mora udovoljavati, zahtijevaju nove i složenije tipove 
mehanizama, te i sinteza mora raspolagati metodama za utvr- 
đivanje strukture i kinematičke sheme takvih mehanizama. 


Sinteza zglobnopolužnih mehanizama 


Sinteza mehanizama često ima vrlo ograničene mogućnosti 
da točno ostvari zadane kinematičke uvjete. Dovoljan je uvid 
u strukturu mehanizama za pravocrtno vođenje i mehanizama 
za ocrtavanje geometrijskih linija drugoga i višeg reda, pa da 
se utvrdi da je u općem slučaju nemoguće konstruirati meha- 
nizam koji će ostvariti da se točka radnog člana giba točno 
po zadanoj putanji. Naime, broj je geometrijskih parametara 
svakog mehanizma ograničen, što onemogućuje da se točno 
nacrta proizvoljno zadana funkcija. Već za točno crtanje pravca 
bez primjene klizača, potreban je zglobnopolužni mehanizam 
s najmanje šest članova. Čak i kad se može izvršiti točna 
sinteza mehanizma prema unaprijed zadanoj putanji, nije sigurno 
da će mehanizam svojom strukturom zadovoljavati druge uvjete 
eksploatacije; može se desiti da struktura mehanizma ograni- 
čava mogućnost gibanja, da su kutovi pritiska među članovi- 
ma veći od dopuštenih i da se zbog toga mehanizam zaklinjuje. 
Isto će tako svaki mehanizam samo teorijski ostvarivati putanju 
za koju je konstruiran. U praksi će se putanja točke radnog 
člana razlikovati od teorijske zbog ograničenog stupnja pre- 
ciznosti izradbe i montaže, zbog deformacije članova i zbog za- 
zora u elementima zglobova. 


To sve navodi na zaključak da se najčešće pri sintezi meha- 
nizama prema zadanoj putanji treba orijentirati na mehanizme 
kojima se postavljeni zahtjev može samo približno ostvariti. 
P. L Čebišev prvi je dokazao da se pomoću četveročlanih 
zglobnopolužnih mehanizama može ostvariti pravocrtno vođenje 
s visokim stupnjem točnosti. Za pravocrtno vođenje su četvero- 
člani Čebiševljevi mehanizmi praktički točniji nego šesteročlani 
mehanizmi, koji bi to teorijski trebali da budu. Naime, nepre- 
ciznosti koje proizlaze iz uvjeta izradbe, montaže i eksploatacije, 
umnožavaju se s povećanjem broja članova mehanizma. Zato je 
potpuno razumljiva orijentacija na zglobnopolužne mehanizme 
sa što jednostavnijom strukturom. Takvi mehanizmi su zglobni 
četverokut, koljenastoklizni mehanizmi, kulisni i drugi četvero- 
zglobni mehanizmi. Najčešće se zadanoj putanji približava pu- 
tanja jedne točke sprežnog člana četverozglobnog mehanizma, 
tzv. sprežna krivulja. Zadatak sinteze svodi se na izračunavanje 
geometrijskih parametara četverozglobnog mehanizma kojemu 
točka € sprežnog člana opisuje sprežnu krivulju J = P(x), koja 
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se što manje razlikuje od zadane krivulje J = F(x), i to ili u 
cjelini, ili samo na ograničenom području. Zahtijevana putanja 
J = F(x) zadana je jednadžbom ili nizom pojedinačnih točaka. 
Međutim, tako pojednostavljen zadatak sinteze još je uvijek 
vrlo složen. Dovoljno je napomenuti da je sprežna putanja 
zglobnog četverokuta krivulja šestog reda, a sprežna krivulja 
šesterozglobnog mehanizma čak osamnaestog reda. 

Pri sintezi zglobnog četverokuta prema zadanoj sprežnoj 
krivulji potrebno je u općem slučaju izračunati devet nepo- 
znatih parametara (sl. 69). Šest nepoznatih parametara odnosi 
se na strukturu mehanizma; to su a, r, b, lc, id ili f. 
Preostala tri parametra definiraju položaj mehanizma u ravnini. 
Ti parametri mogu biti koordinate točke A i kut a, ili koordi- 
nate točke A i apscisa točke B. Ako nisu unaprijed zadane 
vrijednosti nekih od parametara i ako se ne postavljaju nikakvi 
dopunski uvjeti, moguće je izvršiti sintezu zglobnog četverokuta 
kojem će se sprežna krivulja u najviše devet točaka poklapati sa 
zadanom. Isto tako, moguće je izvršiti sintezu koljenastokliznog 
mehanizma kojem će se sprežna krivulja u najviše osam to- 
čaka poklapati sa zahtijevanom putanjom, jer ima ukupno osam 
nepoznatih parametara, i to X4, X, a r7,e,ldicili B (sl. 69b). 


X 


SI. 69. Sprežne krivulje. a zglobni četverokut, b koljenastoklizni mehanizam 


Zbog toga za rješavanje takvih zadataka najčešće služe približne 
metode, posebno algebarske metode približavanja funkciji: metoda 
interpoliranja, metoda kvadratnog približavanja, metoda naj- 
boljeg približavanja zadanoj funkciji, te prikladne grafičke i gra- 
fičkoanalitičke metode. Pri sintezi četverozglobnih mehanizama 
prema zadanoj sprežnoj krivulji vrlo uspješno služe atlasi koji 
sadrže skupine sprežnih krivulja za određeni tip mehanizma 
i relativni položaj sprežne točke, dobivenih postupnim promje- 
nama pojedinih geometrijskih parametara. Birajući u atlasu onu 
skupinu sprežnih krivulja koja je najbliža zahtijevanoj, odredi 
se tip mehanizma i približne vrijednosti njegovih parametara 
(sl. 70). Ponekad se može pomoću podataka iz atlasa napra- 
viti definitivna sinteza mehanizma. Atlas se može upotrijebiti 


S! 70. Atlas sprežnih krivulja skupine mehanizama 
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i u kombinaciji s jednom od algebarskih ili grafičkih metoda 
sinteze. 

Mogući broj položaja pogonske ručice r (sl. 69a), koji se 
mogu unaprijed zadati za zahtijevane položaje gonjene ručice 
b, proizlazi iz slijedećeg razmatranja. Nepoznati geometrijski 
parametri jesu r, l, b, ia. Međutim, odnos među kutovima o i 
w ne ovisi o veličinama r, l, b i a, već o njihovim relacijama, npr. 


po opldb fi A ć 
—, —, — |, te prema tome ovisi samo o tri parametra. Može 
a 


> D 


aa 
se, dakle, unaprijed zadati samo po tri vrijednosti kutova o i p. 

Mogućnost točne sinteze ograničena je i pri postavljanju 
drugih kinematičkih uvjeta: odnosa kutnih brzina pogonske i 
gonjene ručice, uzastopnih položaja sprežnog člana itd, te je 
razumljivo da su vrlo važne metode sinteze kojima se samo 
približno ostvaruju postavljeni uvjeti. 

Sinteza zglobnog četverokuta prema zadanim položajima spre- 
žnog člana. Sinteza zglobnog četverokuta ima posebne karakte- 
ristike i posebne metode za dva zadana položaja sprežnog 
člana, i za tri ili više položaja. 

Vođenje sprežnog člana kroz dva određena položaja. Ako su 
unaprijed zadana dva položaja A,B, i A2B, sprežnog člana 
(sl. 71a), zglobovi O, i O, ležat će na simetralama n, i ng 
tetiva A,A2 i B,B,. Te zglobove može se proizvoljno uzeti 
u bilo kojoj točki simetrale, pa postoji beskonačno mnogo 
rješenja. Stoga pri definitivnom izboru mehanizma mogu se 
zadovoljiti i dopunski uvjeti kao što su zadane duljine r i b 
ili zadani kutovi 0, i Q. Dužina AB može se premjestiti iz 
položaja A,B, u položaj A2B, i rotacijom oko pola P koji leži u 
presjecištu simetrala 1, i ng. Iz sličnosti trokuta A,B,P i A,B,P 
proizlazi da će kut rotacije oko pola P biti jednak kutu g, 


zakretanja člana AB = I, kad I prelazi iz položaja A,B, u položaj 


A,B,. 


SI. 71. Vođenje sprežnog člana kroz dva položaja. a bez dodatnih uvjeta, b s do- 
datnim uvjetima 


Iz konstrukcije na sl. 7La dolazi se do slijedećih zaključaka: 
a) rotirajući članovi r i b svih beskonačno mnogih mehanizama, 
sposobnih da sprežni član vode kroz dva zadana položaja, vide 
se iz pola P pod jednakim kutovima A,PO, i B,PO:. Ti su 
kutovi jednaki polovici kuta zakretanja g, sprežnog člana: 


A,PO, = B,PO; = = . b) postoljni član a i sprežni član također 


se iz pola P vide pod jednakim kutovima O,PO; = A,PB; = 
=A,PB, =a. 

Na osnovi tih zaključaka može se pri sintezi zadovoljiti i 
složenije dopunske uvjete, kao što su: zadani položaji zglobova 
04 i O, (položaj postoljnog člana) te kutovi zakretanja 0, i Pg; 
zadani položaj zglobova O, i O, i duljine članova r i b; za- 
dani položaji zglobova sprežnog člana, duljina postoljnog člana 
a i duljina jednog od članova r ili b. Npr. zadana su dva 
uzastopna položaja dužine AB na sprežnom članu CD = |, odre- 


Sl. 72. Vođenje sprežnog člana kroz tri položaja. a bez dodatnih uvjeta, b s 
dodatnim uvjetom 


đen je položaj zglobova O, i Oz te kutovi o, i 0, zakretanja 
članova r i b. Iz ucrtanih položaja A,B, i A,B, (sl. 71b) 
proizlaze simetrale n, i ng, a time i položaj pola P. Sime- 
trale tetiva ne i np (položaji € i D nisu poznati) prolaze kroz 
pol P i zglobove O, i O,. Ako se od simetrale ne nacrta kut 
f) 


e i od simetrale n, kut od dobiju se pravci članova r i b. 


Duljine tih članova vide se iz pola P pod kutovima se Kut 


D, je zadan ili je određen presjecištima pravaca A,B, i A2B,. 

Vođenje sprežnog člana kroz tri zadana položaja. Za tri zadana 
položaja dužine AB sprežnog člana može se konstruirati samo 
jedan zglobni četverokut. Naime, ako su točke A i B ujedno 
i zglobovi koji vežu sprežni član s ručicama, simetrale 1,, i n,, 
tetiva A,A2 i A,A, sjeći će se u zglobu 0,, a simetrale np, 
i ng, tetiva B,B, i B,B, u zglobu O, (sl. 72a). Ako zglobovi 
sprežnog člana ne moraju ležati na pravcu kroz AB, broj meha- 
nizama koji vode dužinu AB kroz tri zadana položaja besko- 
načno je velik. Tada se mogu pri sintezi zglobnog četverokuta 
zadovoljiti i dopunski uvjeti. Na sl. 72b prikazana je sinteza zglob- 
nog četverokuta za tri zadana položaja dužine AB te za zadane 
položaje zglobova O, i O,. Položaji zglobova € i D određeni 
su pomoću kinematičke inverzije, pretpostavivši da sprežni član 
miruje u položaju A,B,, a da se postoljni član giba. Relativni 
položaji zglobova OY, OY" i 04, O4' određeni su na osnovi 
sukladnosti trokuta: A,B,05' i A3B303, A,B,05 i A2B,0:, 
A,B,01 i 034B20,, A1B20( i A,B,0,. Geometrijsko mjesto 
Go, jest kružnica sa središtem u C,, a geometrijsko mjesto Gy, 
kružnica sa središtem u D,. Na taj su način određeni 
položaji zglobova C i D, a time i duljine članova O,€ = r 
i O;D =). 

Vođenje sprežnog člana kroz četiri položaja. Sinteza zglobnog 
četverokuta za zadana četiri položaja dužine AB sprežnog člana 
relativno je složena. U općem slučaju, kroz četiri zadana polo- 
žaja točke ne može se konstruirati kružnica. Zadatak se svodi 


na određivanje one točke pomične ravnine sprežnog člana koja 
će se za sve zadane položaje sprežnog člana nalaziti na istoj 


SI. 73. Vođenje sprežnog člana kroz četiri polo- 
žaja 
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kružnici. Ta točka određuje mogući položaj zgloba sprežnog 
člana, a središte kružnice po kojoj se giba definira položaj nepo- 
mičnog zgloba ručice. Tako pri pomicanju dužine AB u četiri 
zadana položaja, točke C pomične ravnine nalazit će se na 
kružnici sa središtem u O: (sl. 73). Broj točaka u koje se može 
smjestiti pomični zglob sprežnog člana beskonačno je velik, a 
sve se one nalaze na tzv. Burmesterovoj krivulji. 

Sinteza zgobnog četverokuta prema zadanim položajima ručica. 
Često se sinteza mehanizama obavlja prema zadanim pojedina- 
čnim međusobno vezanim položajima vodećega i vođenog člana, 
ili prema zadanoj funkciji w = f(0) koju mehanizam treba da 
zadovolji. To se može postići pomoću algebarskih i pogodnih 
grafičkih metoda, kao što su metoda relativnih polova konačne 
rotacije, metoda kinematičke inverzije mehanizma, metoda ša- 
blona, metoda trenutnih polova brzina i druge. 

Metoda kinematičke inverzije mehanizma temelji se na pro- 
mjeni postolja, i to imobiliziranjem člana b u početnom polo- 
žaju OgB, (sl. 74). Prema imobiliziranom članu b, zglob A člana 
r giba se po kružnom luku sa središtem u B,. 

Na sl. 74a prikazana je sinteza zglobnog četverokuta za dva 
unaprijed zadana položaja članova r il. Zadana je i duljina postav- 


ljenog člana r ili odnos — = 2,, gdje je a postoljni član. Za- 
a 


kretanjem točke A, oko O, za kut (— w,2) nađe se relativni 
položaj A" toga zgloba u drugoj fazi. Zglob B, nalazi se na 


simetrali tetive A, A“. Ako položaji I i II člana b nisu unaprijed 
zadani, već je zadan samo kutni pomak w,2, točka B, može 
se izabrati proizvoljno na simetrali n,2, i tako od beskonačno 
mnogo rješenja izabrati ono koje odgovara i nekom dopun- 
skom uvjetu. 

Na sl. 74b relativni položaji A" i A"" za drugu i treću fazu 
gibanja određeni su zakretanjem A, za kut (— w,2), odnosno 
točke A3, za kut (—1p,a), oko zgloba Og. Točka B, leži u 
presjecištu simetrala n,, i n2,, te sinteza daje samo jedno rje- 
šenje. Moguće je, dakle, pored tri određena položaja člana r 


m. r R : ć 
i omjera — = A, zadati samo kutne pomake 2 i 23, ali ne 
a 


i položaje člana b. Ako tako dobiveni položaji O;B,, O,B> i 
OgB, iz bilo kojeg razloga nisu pogodni, član b može se pro- 
širiti u ploču O,BC. Pri gibanju mehanizma dužina O,C ta- 
kođer će se zakrenuti za zadane kutne pomake w,2, odno- 
SNO 23. 


SL. 74. Sinteza zglobnog četverokuta za zadane položaje ručica. a za dva zadana 
položaja, b za tri zadana položaja 


Sinteza prema proizvodnom koeficijentu i mrtvim položajima 
mehanizma. Ako je gibanje radnog člana mehanizma oscila- 
tomo pravocrtno ili njihajuće, tad mehanizam obavlja svoju 
radnu funkciju samo pri gibanju u jednom smjeru. Za takve 
mehanizme najčešće se postavlja zahtjev da brzina translacije, 
odnosno kutna brzina, radnog člana bude veća u povratnom 
nego u radnom hodu. Tako je u mehanizmima alatnih stro- 
jeva. Brzina obrade je ograničena i ovisi o materijalu, kvali- 
teti obrade i raspoloživoj snazi pogonskog motora. Njihajuće 
gibanje radnog člana može se ostvariti pomoću zglobnog četvero- 
kuta i pomoću kulisnog mehanizma, a oscilatorno pravocrtno 
gibanje pomoću ekscentričnog stapnog mehanizma. U sastavu 
tih mehanizama nalazi se i ručica koja rotira konstatnom ku- 
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tnom brzinom oko svog permanentnog zgloba, pa se zato omjer 
srednjih brzina radnog člana u radnom i povratnom hodu izra- 
žava s omjerom pripadnih kutova zakretanja ručice. Taj se 


omjer naziva proizvodnim koeficijentom mehanizama: k = —, 


?P, 

gdje indeks r označuje radni hod, a indeks p povratni hod. 
Kulisni mehanizam (sl. 75) nalazi se u mrtvim položajima 
kad su ručica i kulisa međusobno okomite, tj. kad je kutna 
brzina kulise jednaka nuli. Kulisa ima radni hod pri gibanju 
iz desnog položaja A' u lijevi položaj A". Proizvodni koeficijent 
QDrp _ Pr 
rr Po, ž Ša KE ž ao 
Qi o, zakretanja ručice već i kut w, njihanja njihalice. 


Iz trokuta 0,0,A' dobiva se Pri : = 90" 0, = 180* — y,. Pre- 


jest k = Iznos koeficijenta k određuju ne samo kutovi 


2 
ž u š : Pr 
ma tome je 0,=360* — 0,=180+vy, te je k= > = 
180" + | 180%(k — 1) & 
"M ot = ——————,  Dakl 
180" V, Odatle proizlazi w, roi akle, pri 


projektiranju kulisnog mehanizma ne mogu se nezavisno za- 
dati veličine ki v,. 


SL. 76. Sinteza zglobnog četverokuta za 
zadani proizvodni koeficijent i dodatne 
uvjete 


Sl. 75. Sinteza kulisnog _me- 
hanizma za zadani proizvodni 
koeficijent k = pr/Pp 


Zglobni četverokut. Za zadani proizvodni koeficijent k = 
PE i zadani kut w, njihalice može se konstruirati beskonačno 


mnogo zglobnih četverokuta. Za sva ta rješenja zglobovi O, i A 
nalazit će se na određenim geometrijskim mjestima. Na meha- 
nizmu (sl. 76) zglob ručice r nalazi se na geometrijskom mjestu 
Ga ,. Za zadanu vrijednost kođicijenta k i radni kut w, njihalice 
potpuno su određeni kutovi g,, 0,, pa prema tome i kut 
9 = g, — 180%. U beskonačno mnogo mogućih mehanizama luk 
B'B" vidjet će se iz točke O, pod istim kutom 3, tj. O, na- 
lazi se na kružnici koja prolazi točkama B i B". Geome 
trijsko mjesto Gy, ima središte u Cy,. Središnji kut sa vrhom u 
Co, za luk B'B“ treba da bude 28 = 2(0, — 180%), pa će se 
pravci povučeni kroz B' i B“ pod kutom (90% — $) prema tetivi 
B'B"“ sjeći u točki C,, na simetrali tetive. Kut (90* — 9) može 
se izračunati iz zadanog proizvodnog koeficijenta: 
O, 180% +9 k—1 


= dui po 180". 
Pp 180%— 3 k+1 
Proizlazi da je 
k-1 3—k 
90% — 3 = 90% — ——180% = 90% ——.. (97) 
k+1 k+1 


Ako se iz dopunskih podataka može odrediti položaj O, na 
Go,, nepoznate duljine članova rilnađu se iz l+r=0B/, 
= OB' + OB" OB' — OB" 

I—r=0B", a odatle [= i. pi= : 
2 2 
U analiziranom primjeru unaprijed je zadan kut a što ga 
njihalica u srednjem položaju zatvara s postoljnim članom 
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0,0:. U općem slučaju, za izbor pogodnog mehanizma treba 
ucrtati još i geometrijska mjesta G, i Gy. kao što je prikazano 
na sl. 77. Središte Cao, ucrtano je na osnovi ranijeg razma- 
tranja, samo što je, radi bolje preglednosti crteža, umjesto kuta 
(90% — 9) prema tetivi ucrtan kut 3 prema okomici na tetivu 
B'B" u točki B'. Polumjer Rao, kružnice jest 


ž TI 2bsin 5 bsin 5 2 
o, 2sn9  2sn9 sing 09 


Sl. 77. Sinteza zglobnog četverokuta za zadani proizvodni koeficijent 
u općem slučaju 


Geometrijska mjesta Gy i Gy» odrede se na osnovi činjenice 
da su u trokutu A'O,A" (osjenčani trokut na sk. 77) kutovi s 


A koke 9 
vrhom u A' i A" međusobno jednaki i iznose 3 Prema tome 
— 9 
se polutetiva B'C uvijek vidi iz točke A' pod kutom 3 a pod 


istim kutom se iz točke A" vidi polutetiva B"C. Oba geometrijska 

mjesta Gy i G,« jesu kružnice kroz točke A', C i B', odnosno 

kroz točke A", C i B". Središta tih kružnica nalaze se na 

simetralama polutetiva kroz točke C' i C". Tako se točka 

CG, nalazi u presjecištu simetrale kroz C' i pravca iz B'ili €, koji 
£ 


9 
s normalom na tetivu zatvara kut 5 Točka C4., leži u presje- 


cištu simetrale kroz C" i pravca iz B" ili €, koji također s 
normalom na tetivu zatvara kut LE Polumjeri R4, i Ra, 


međusobno su jednaki. Iz sl. 77 proizlazi da je 


BB" bsin5 
Ray = RG. oh ja Nk (99) 


4sin-5 2sin-5 


Činjenica da se sve tri kružnice Gy, Gy: i G,- sijeku u 
točki D, a da se sva tri središta nalaze na kružnici sa sre- 
dištem u E, tako da je ECG, = ED, dokazuje da je točan 
grafički postupak kojim su određena geometrijska mjesta G,.i 
Gy. 

Dopunski uvjeti za definitivni izbor položaja zglobova 0, 
na geometrijskom mjestu Gy, mogu imati konstrukcijski, di- 
namički, a i eksploatacijski karakter. Tako se često postav- 
ljaju slijedeći zahtjevi: određeni odnos duljine članova, odre- 
đeni položaj postolja, kutovi pritiska moraju biti u dozvolje- 
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nim granicama, inercijske sile moraju biti uravnotežene, kre- 

tanje radnog člana treba da bude što ravnomjernije itd. 
Stapni mehanizam. Postoji potpuna analogija u sintezi stapnog 

mehanizma sa zadanim hodom s stapa i proizvodnim koefici- 


jentom pa te sinteze zglobnog četverokuta s unaprijed 


zadanim kutom W, njihalice i koeficijentom k. Uostalom, stapni 
mehanizam i jest zglobni četverokut s njihalicom beskonačne 
duljine, pa se geometrijska mjesta Gy, Gy: i G,- crtaju istim 
postupkom kao u sintezi zglobnog četverokuta (sl. 78). Uz za- 
dani k uvijek će se hod s iz točke O, vidjeti pod istim kutom 


k—1 
9 = — 180" = KIT 180“. Geometrijsko je mjesto Gy,, dakle, 


kružnica sa središtem Cg, na simetrali dužine B'B“. Točka Cy, 
leži u presjecištu simetrale B'B" i pravca kroz B', koji sa oko- 
micom na pravac klizne staze zatvara kut 3. U trokutu A"O,A' 
kutovi su uz vrhove A' i A" međusobno jednaki (osjenčani 


9 
trokut na sl. 78) i iznose svaki po S Budući da pravac kroz 


A'A" raspolavlja u točki C dužinu BB", to će se svaka od 
dužina CB' i CB" vidjeti iz točaka A' i A" uvijek pod kutom 


3 m : : ; 
-—. Geometrijska mjesta Gy, i G,- također su kružnice sa 


središtima na simetralama kroz C', odnosno C“, i to u presje- 
cištu simetrale i pravca kroz B', odnosno B", koji s normalom 
( 


: J 
na pravac klizne staze zatvara kut —. 
Polumjer kružnice G,, jest 


B'B" s 


R I INI“ — dao) 
97 2sing  2sno (9) 
a polumjeri Gy i G,- jesu 
BB 
Ra=Re=-—>=—>7 (101) 
4sin— 4sin=- 


Položaj zgloba 0,, a time i dužina r, [ i e, definitivno se 
odredi na osnovi dodatnih uvjeta koji mogu biti konstrukcijski, 
kinematički, dinamički ili eksploatacijski. 


SI. 78. Sinteza stapnog mehanizma za zadani hod stapa i zadani proizvodni 
koeficijent 


Zglobni četverokuti s istom sprežnom krivuljom. (Robertsovi 
i Čebiševljevi teoremi). Često se dešava da mehanizam, iako 
zadovoljava postavljene uvjete, ipak se ne može u praksi upo- 
trijebiti zbog jednoga od slijedećih razloga: odnos među du- 
ljinama članova je nepogodan, u sastavu mehanizma nema ko- 
ljena koje može izvršiti pun ciklus rotacije, kut pritiska među 
članovima je prevelik, i zbog nekih drugih eksploatacijskih 
razloga. 
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Prema Robertsovu teoremu, određenu trajektoriju bilo koje 
točke sprežnog člana zglobnog četverokuta moguće je ostvariti 
pomoću sustava od tri zglobna četverokuta (sl. 79). Zglobni 


četverokut O, ACBO, je osnovni mehanizam. Nad dužinama O,A 
i AC docrtan je paralelogram O,ACD, a nad dužinama 03B 


i BC paralelogram O,BCF. Nad dužinama DC i CF nacrtani 
su trokuti DCE i CFG koji su slični trokutu ABC. Na kraju, 


nad dužinama EC i CG docrtan je paralelogram ECGH. Tako 
dobiveni mehanizam od 10 članova i 13 nižih parova prvog 
reda ima jedan stupanj pokretljivosti, što se može provjeriti 
pomoću strukturne formule za mehanizam treće skupine (ravni 
mehanizam): 


SEGS op jsnje s SENJU EN 


SL. 79. Sinteza triju zglobnih četverokuta s istom putanjom točke C (Robertsov 
teorem) 


Može se dokazati da je za vrijeme gibanja toga složenog 
mehanizma točka H nepomična i da nepomični rotoidni zglob 
u točki H neće, prema tome, utjecati na gibanje mehanizma. 
Taj mehanizam u sebi obuhvaća Silvestrove pantografe (sl. 80). 


(NEI 
LU 


SI. 80. Silvestrovi pantografi. a točke B i E imaju sličnu putanju, 
b točke A i G imaju sličnu putanju 


Pantograf na sl. 80a osigurava sličnost putanja točaka E i B, 
a pantograf na sl. 80b sličnost putanja točaka A i G. U složenom 
se mehanizmu točke B i A kreću po kružnicama sa središtima 
O,, odnosno 0,, pa će se stoga i točke E i G kretati po 


—— b - 1 
kružnicama polumjera EH = —l i GH = —r. To znači da je 
a 


; c 
trokut O,O,H sličan konstrukcijskom trokutu ABC te da je 
točka H nepomična. Taj se složeni mehanizam može rastaviti 
u tri zglobna četverokuta s identičnim putanjama točke €. 
Odnosi među dužinama članova složenog mehanizma omo- 
gućuju geometrijsku konstrukciju (sl 81), kojom sinteza tih 
mehanizama postaje jednostavnija. Ako se odbace zglobovi O, i 
O,, a osnovni zglobni četverokut ispruži tako da mu članovi 
OjA, AB i BO, leže na istom pravcu, onda će na preostalim 
dvjema stranicama trokuta 0,0;H, koji je sličan trokutu ABC, 
ležati ispružena ostala dva moguća zglobna četverokuta. Prema 
Robertsovoj konstrukciji proizlazi da je trokut 0,0;H, što ga 
sačinjavaju nepomični zglobovi, uvijek sličan trokutu ABC, što 
ga točka C sprežnog člana formira s pomičnim zglobovima 
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A1 8B. To znači da će onda, kad sprežna točka C leži na 
pravcu kroz AB, treći nepomični zglob H ležati na pravcu kroz 
0,03. Dvije takve sinteze prikazane su na sl. 82. 

Prema Čebiševljevu teoremu, trajektoriju bilo koje točke po- 
mične ravnine sprežnog člana zglobnog četvorokuta moguće 
je ostvariti i pomoću tri šesteročlana mehanizma, dobivena 
dodavanjem dvočlanih grupa koje zatvaraju paralelograme s 
pomičnim članovima osnovnog mehanizma. Na sl. 83 prikazana 
je izvedba takve konstrukcije nad osnovnim mehanizmom 
O,ACBOz. Nacrtani su paralelogrami O,ACD i OgFCB. Clanovi 
O,4D i OgF novog mehanizma za sve vrijeme gibanja zatvarat 
će kut B. konstantnog iznosa, ako se konstruira paralelogram 
O,DEO,, a zglobovi F i E kruto vežu. Očigledno je da će 
trajektorija točke C u srednjem zglobu C dvočlane grupe DFC 
biti podudarna s trajektorijom točke € osnovnog mehanizma. Na 
taj se način, za svaki od tri mehanizma, dobivena prema Robert- 
sovu teoremu, može konstruirati po još jedan mehanizam s iden- 
tičnom sprežnom krivuljom, dakle ukupno šest mehanizama. Ro- 
bertsov teorem i Čebiševljeva konstrukcija potpuno su identični 
kad točka C leži na liniji sprežnog člana (npr. mehanizmi na sl. 
82). Sprežne krivulje točaka koje leže na liniji sprežnog člana 
nazivaju se Wattovim krivuljama. Te krivulje su posebno po- 
godne da se postigne približno pravocrtno i kružno vođenje. 


SI. 81. Robertsovi mehanizmi u ispru- 
ženom položaju 


Sl. 83. Čebiševljev teorem. Puna crta: 

originalni mehanizmi, isprekidana cr- 

ta: izvedeni mehanizmi s istom pu- 
tanjom točke € 


Originalni 


j Originalni 
mehanizam E 


mehanizam 


Izvedeni 
mehanizam 


Izvedeni 
mehanizam 


SL 82. Orginalni i izvedeni Robertsovi mehanizmi s istom putanjom točke €. 
a točka C leži u produženju AB, b točka C leži između A i B 


Čebišev je, polazeći od simetričnih ukrštenih i trapezoidnih 
mehanizama, došao do lambdolikih mehanizama (sl 84). Čebi- 
ševljevi mehanizmi dobili su taj naziv zbog sličnosti s grčkim 
slovom 2 (lambda). Simetrični mehanizmi imaju simetrične spre- 
žne krivulje točaka koje leže na simetrali sprežnog člana, pa 
će zato 1 njihove asimetrične lambdolike modifikacije ocrtavati 
također simetrične krivulje. I ti mehanizmi posebno su važni za 
približno pravocrtno vođenje te za približno ocrtavanje kružnog 
luka. 
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SI. 84. Lambdoliki Čebiševljevi mehanizmi. a originalni meha- 
nizmi, b izvedeni lambdoliki mehanizmi 


Robertsova konstrukcija može se primijeniti i na sintezu 
koljenastokliznih (stapnih) mehanizama sa zajedničkom sprež- 
nom krivuljom. Tada je sinteza moguća samo za jedan do- 
datni mehanizam, jer se zglob Og nalazi beskonačno daleko, 
pa jedan od dodatnih mehanizama iščezava. Na sl. 85 izvr- 
šena je sinteza dodatnog stapnog mehanizma O,DE kojemu 
sprežna točka C ima putanju identičnu putanji točke € osnov- 
nog mehanizma 0,AB. Budući da je zbog paralelnosti O,D 
i AC kutna brzina člana O,D dopunskog mehanizma jednaka 


kutnoj brzini poluge AB osnovnog mehanizma, to dopunski 
mehanizam neće biti koljenastoklizni već njihaličnoklizni. 


SI. 85. Koljenastoklizni mehanizmi s istom sprežnom krivuljom. a 
originalni mehanizam i primjena Robertsova teorema, b izvedeni 
mehanizam 


Kinematički ekvivalentni mehanizmi. Na sl. 86 prikazana su 
tri mehanizma potpuno ekvivalentna u kinematičkom pogledu. 
Sve točke kliznog bloka 3 gibaju se po kružnim lukovima sa 
središtem u C (sl. 86a), pa se zato čitav blok može odbaciti 


ako se kružna staza polumjera DC zamijeni stazom polumjera 


BC. Broj se članova mehanizma pri tome smanjio, a dva kine- 
matička para prvog reda zamijenjena su jednim parom drugog 
reda (sl. 866). Iste kinematičke karakteristike imat će i zglobni 


četverokut kojemu dodatni član BC rotira oko stalnog središta 


SI. 86. Kinematički ekvivalentni mehanizmi 


C (sl. 86c). Taj primjer pokazuje kako se mehanizam može 
konstrukcijski pojednostavniti, te kako se pojednostavnjuje plan 
mehanizma pri strukturnoj i kinematičkoj analizi. Za kinema- 
tičku analizu posebno je važna mogućnost da se mehanizam, 
kad se u analizi javlja i Coriolisova komponenta ubrzanja, 


zamijeni kinematički ekvivalentnim mehanizmom kojemu je plan 
ubrzanja jednostavniji. 

Na sl. 87a prikazan je originalni mehanizam sa dvostrukim 
klizačem, a na sl. 876 kinematički ekvivalentan mehanizam. 
Za sve vrijeme gibanja klizač ekvivalentnog mehanizma nalazit 
će se na onom mjestu na kojem i točka C (središte kružnog 
luka kk) klizne kulise orginalnog mehanizma. Zbog toga su 
kinematičke karakteristike klizača C ekvivalentnog mehanizma 
identične s karakteristikama gibanja točke C ili bilo koje druge 
točke klizne kulise. Planovi ubrzanja za oba mehanizma na- 
crtani su na osnovi slijedećih jednadžbi: dg = 4, + san + 
+ dear + ČBAcor (Originalni mehanizam), dc = 44, + deg + deca 
(ekvivalentni mehanizam). U tim planovima je de=dg i 
dea = daa. Kao što se vidi, u planu ubrzanja ekvivalentnog 
mehanizma ne pojavljuje se Coriolisova komponenta ubr- 
zanja, koja je u originalnom mehanizmu: 


-2 DBA 
aBAcor = BAZE“ 


Sl. 87. Usporedba originalnoga i zamjenjujućeg mehanizma te njihovi planovi 
ubrzanja. a originalni mehanizam, b zamjenjujući mehanizam 


Kinematički ekvivalentan mehanizam može se nacrtati ne 
samo kad je putanja relativnog gibanja koincidentnih točaka 
kružni luk već i kad je ta putanja bilo koja kriva linija. Do- 
datni štap ekvivalentnog mehanizma imat će zglob u središtu 
zakrivljenosti dodirne krivulje za točku kontakta među spreg- 
nutim članovima na kojima leže koincidentne točke. Ekvivalentni 
mehanizmi postoje, dakle, za sve zupčane mehanizme i za sve 
mehanizme s krivuljnom pločom (grebenasti mehanizam). Tom 
se metodom ne može konstruirati ekvivalentni mehanizam jedino 
kad je putanja relativnog gibanja koincidentnih točaka pravac, 
jer bi nepomični zglob dodatnog štapa trebao biti beskonačno 
daleko. 

Plan brzina i plan ubrzanja na sl. 88 odnosi se i na origi- 
nalni grebenasti mehanizam i na kinematički ekvivalentan meha- 
nizam. Kad je relativna putanja koincidentnih točaka pravac, 
kinematički ekvivalentan mehanizam ne pojednostavnjuje kine- 
matičku analizu. Međutim, ekvivalentni mehanizmi su vrlo 
zanimljivi za sintezu mehanizama i konstruktor ih treba upo- 
trijebiti za nove konstrukcije. 


dop" 


TA 


& 


da rak 


zaj 
LU 


SI. 88. Krivuljni mehanizam i zamjenjujući mehanizam 


Bane f 


Kad konstruktor treba da konstruira mehanizam za podi- 
zanje i spuštanje gonjenog dijela prema unaprijed zadanom za- 
konu, najjednostavnije je opredijeliti se za grebenasti mehanizam, 
jer crtanje konture grebenaste ploče za zadani zakon kretanja 
nije teško. Ali će zato poteškoće nastati pri preciznoj izradbi 
grebenaste ploče na radnom stroju. Može se utvrditi da je 
izradba takva mehanizma, s obzirom na njegovu upotrebu, 
također i neekonomična. Sile inercije koje nastaju pri radu 
mehanizma, kao i sile opruge, prijeko potrebne za pravilno 
funkcioniranje mehanizma, često onemogućuju precizan rad me- 
hanizma. Ako konstruktor može primijeniti kinematički ekviva- 
lentan zglobnopolužni mehanizam, sve su navedene poteškoće 
time otklonjene. Sinteza polužnih mehanizama otežava rad kon- 
struktoru, pa je on izbjegava. Stoga se na automatskim stroje- 
vima najčešće susreću baš grebenasti mehanizmi. 

Na sl. 89 prikazana je zamjena originalnog ventilskog meha- 
nizma za razvođenje pare kinematički ekvivalentnim mehaniz- 
mom. Ta zamjena je zanimljiva za analizu, jer je crtanje plana 
brzina i plana ubrzanja originalnog mehanizma vrlo složeno. 
Osim toga, ta zamjena je ujedno i metoda za sintezu još jednog 
mehanizma s identičnim kinematičkim karakteristikama radnog 
člana. 


SI. 89. Mehanizam ventila za razvod pare. a originalni mehanizam, 
b zamjenjujući mehanizam 


Sinteza grebenastih mehanizama 


Grafička sinteza profila krivuljne ploče grebenastog meha- 
nizma za zadani zakon gibanja obavlja se istim postupkom, 
samo obrnutim redom, kao kad se određuje zakon gibanja 
iz konture krivuljne ploče. 

Da bi se moglo grafičkom metodom konstruirati profil gre- 
bena, potrebni su, osim zadanog zakona gibanja, još neki po- 
daci o općoj shemi mehanizma i osnovnim dimenzijama. Tako, 
npr., za pravocrtno gibanje pomicaljke s kotačićem treba znati 
koliki je polumjer kotačića r; za pravocrtno gibanje ekscen- 
trične pomicaljke s kotačićem promjera r treba znati i ekscen- 
tričnost e; za rotacijsko gibanje pomicaljke (njihalice) moraju 
biti poznate dužine L, [, r (sl. 90). Za mehanizme s tanjurastom 


a 


SI. 90. Sinteza krivuljnog mehanizma. a dopunski podaci r,1i L 
potrebni za sintezu, b određivanje konture tanjuraste pomicaljke 
pomoću mreže tangenti 


pomicaljkom, bez obzira da li je ekscentrična ili ne, nisu po- 
trebni posebni podaci, nego treba samo paziti na crtanje pro- 
fila s obzirom na tangencijalni dodir grebena i pomicaljke. Što 
je broj položaja tanjuraste pomicaljke veći to je veći i broj 
tangenata na koturu, te je i definiranje konture točnije. 
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U mehanizmima s kotačićem posebno treba paziti na izbor 
promjera kotačića. Na osnovi već konstruirane ekvidistantne 
linije po kojoj se giba osovina kotačića, lako je dokazati da 
njegov polumjer r treba da bude manji od najmanjeg polumjera 
zakrivljenosti omin na konkavnoj strani ekvidistantne linije. SI. 
91 a pokazuje da se za r > Omin dobiva kontura koja je tehnički 
neizvediva. Obično se uzima r =0,79,,;,. Osim toga, poželjno 


SL 91. Izbor promjera kotačića pomicaljke. a pomoću polumjera za- 
krivljenosti omin, b pomoću najmanjeg radijusvektora re min ekvidi- 
stantne linije 


je da polumjer kotačića r bude manji od najmanjeg radijus- 
vektora konture grebena (sl. 916). Prema tome, r treba da je 
manji od polovice najmanjeg radijusvektora ekvidistantne linije 
Tomi: Obično se uzima r=0,4r, ,. Veličina r, odredi se 
lako, a veličina 0,,, može se naći na slijedeći način: odabere 
se točka A za koju ekvidistantna linija ima najveću zakrivljenost; 
u blizini se odaberu još dvije točke B i C. Raspolovnice lukova 
sijeku se u središtu zakrivljenosti i time definiraju polumjer 
Omin« Na osnovi takvih grafikona, u općem slučaju, dobiju se 
dvije vrijednosti za r, pa se prihvaća manja vrijednost. 

Analitička sinteza profila. Analitička sinteza je moguća ako 
je zavisnost položaja pomicaljke i kuta zakretanja grebena za- 
dana u analitičkom obliku. 

Za krivuljni mehanizam s njihajućom pomicaljkom s kotači- 
ćem zadan je kut zakretanja w pomicaljke kao funkcija kuta o 
koji definira položaj grebena w = f(p). Osim toga, zadane su još 
dimenzije L i 1 (sl. 92). 


CERIK 
GU oz 


SL 92. Sinteza profila grebenaste ploče za njihajuću pomicaljku 
s kotačićem 


_ Prvo se napravi inverzija mehanizma i zakrene dužina 
OC, za kut o u suprotnom smjeru od smjera zakretanja grebena. 
Nanoseći kut ip, koji proizlazi iz o = f(0), za kut o odredi se 
položaj osi kotačića B. Koordinate točke B jesu 


(102) 

(103) 

Jednadžba profila kotačića, kojemu je polumjer r, sa sre- 
dištem (Xp, ya), bit će: 

(y— ya)" +(x—xg)*—r*=0. (104) 

Promjenom kuta g mijenjaju se i koordinate xg i ypg, te 

je izraz (104) jednadžba familije kružnica. Profil grebena je 

jedna od ovojnica krivulja te familije. Da se nađe jednadžba 


ovojnice, treba jednadžbu familije derivirati po jednom od para- 
metara koje ona sadrži i derivaciju izjednačiti s nulom, te 


Ya = Lsino + Isin(y — 9), 
xz = Lcoso — Icos(w — o). 
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riješiti sustav, sastavljen iz ove jednadžbe i jednadžbe familije. 
Jednadžba familije (104) derivira se po g, pazeći da i veličine 
Ya 1 Xp Ovise o g: 


d 
—2(- pe) 2 zo)" m0 (105) 
do do 
dyag . dxg om pona : 
—— i —— odrede se deriviranjem izraza (102) i (103): 
do do 
d \ 
S Loso + loosty — o) - 1), (106) 
do do | 
dxag (dy _\\ 
Z——=- l — Pi -1]. 
E Lsino + Isin(w dem 1) (107) 


Taj sustav jednadžbi bi se riješio eliminiranjem parametra o, 
ali to je moguće postići samo u posebnim slučajevima. Jednad- 
žbu profila grebena relativno je lako napisati u parametarskom 
obliku: 


dys 


d 
(x -xg)= —(y- 99) 
dxg 
do 
Ako se uvrsti u jednadžbu skupine kružnica, dobiva se 
1 


(108) 


dxgs 2 


dvs\*  /dxp\? 
=v — i + E 109 
y mtr Te \do) o A 
što uvršteno u parametarski oblik jednadžbe profila daje 
1 
dye[[dys\“ (dxg ci 
=xa+tr—i=š + = 110 
“057 aldo) *\do] co 


Izrazi za x i y, određeni na taj način, omogućuju da se za 
odabrani kut o nađu koordinate pripadne točke na profilu 


grebena. Prije toga treba odrediti w i a iz pw =/f(o), zatim 
fo) 


: dys .d Ko E: Ka : 
Val Xa, = i o“ Različiti predznaci ispred korijena u jednad- 
P 
žbama (109) i (110) odgovaraju dvjema mogućim ovojnicama, od 
kojih jedna predstavlja profil grebena. Polarne se koordinate 
profila odrede iz 


o=VaeTy: tana =. (111) 

Izbor zakona gibanja. Pri konstrukciji mnogih automatskih 
strojeva zakon gibanja pomicaljke potpuno je određen opera- 
cijom koju pomicaljka treba da omogući. Međutim, često je 
definiran samo pomak za određeno vrijeme gibanja, odnosno 
za određeni kut zakretanja grebena, tj. zakon nije potpuno 
određen, nego ga treba djelomično odabrati. Tako je s pro- 
filima grebenaste osovine za otvaranje i zatvaranje ventila motora 
s unutrašnjim izgaranjem, gdje može biti zadano, osim maksi- 
malnog pomaka x, još samo vrijeme od početka otvaranja do 
kraja zatvaranja ventila. Tada se obično uzima 02 =0i0,; = 93, 
premda to za protok smjese u cilindar nije najpovoljnije. Među- 
tim, najčešće su definirane veličine 0,, 02, 03 i 04, pa preostaje 
da se odaberu samo zakoni gibanja pri podizanju (91) i spuštanju 
(p3 — 02) ventila. Ako se pretpostavi zakon jednolikog gibanja 
(sl. 93), koordinata x mijenja se linearno, brzina je konstantna, 
a ubrzanje je jednako nuli, osim u točkama A i B gdje je 
ubrzanje beskonačno. Iz zakona mehanike (F = ma) proizlazi 
da će pri beskonačno velikom ubrzanju djelovati beskonačno 
velike sile inercije. S obzirom na elastičnost konstrukcijskih 
materijala, tlačne sile neće biti beskonačne, ali će biti vrlo 
velike i uzrokovat će udare. To se može dopustiti jedino u 
sporohodnim mehanizmima i to ako pomicaljka i uz nju vezani 
dijelovi imaju relativno male mase. Isprekidane linije na dija- 
gramu sl. 93 pokazuju način da se otklone udari pomoću 
jednoliko ubrzanog gibanja (OA,) i jednoliko usporenog gibanja 
(A,B). U praksi se vrlo često (osobito za pokretanje ventila) 
primjenjuje na čitavom hodu h zakon jednoliko promjenljivog 
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gibanja (sl. 94), iako se i tada pojavljuju nagle promjene ubr- 
zanja i udarnih sila, ali s obzirom na intenzitet promjene ubr- 
zanja pojavljuju se meki udari koji nisu osobito opasni. Udari 
se još više ublažuju ako je pomicaljka i s njom vezani članovi 
od elastičnog materijala. Udari se mogu dopustiti za mehanizme 
koji rade s maksimalnom brzinom vrtnje od 30s-!'. U praksi 


se omjer pozitivnoga i negativnog ubrzanja (sl. 94) 2 = k uzima 

2 
veći od 1. Izbor toga koeficijenta ravna se prema slijedećem: 
što je veće k, to je veće pozitivno ubrzanje pri podizanju ven- 
tila pa i veće opterećenje silama inercije, ali je zato manje 
usporenje pri kraju otvaranja i time i manje potrebne sile u 
oprugama. Vrijednost k jest 1---4. Za mehanizme s više dijelova 
(zvjezdasti motor) odabiru se vrijednosti bliže 1, a za one s 
manje dijelova (greben direktno pokreće ventil) vrijednosti bliže 
4. Za zadani hod pomicaljke h i pripadni 0,, a na osnovi 
odabranog koeficijenta k, može se izračunati vrijednost ubrzanja 
a, i a». Brzina pomicaljke jednaka je nuli na početku i na 
kraju hoda, pa su i prirast brzine i površina dijagrama (a, o) 
također jednaki nuli: 


a0 =a,(P1—P), (112) 
a odatle: 
Ka a * 1 1 (113) 
id ZVKA S E i MEEEIEI 
a2 


SI. 94. Dijagrami puta, brzine i ubr- 

zanja grebenastog mehanizma za otva- 

ranje ventila, pri jednoliko promjen- 
ljivom gibanju 


Sl. 93. Kinematika grebenastog me- 
hanizma za otvaranje ventila na ci- 
lindru motora s unutrašnjim izgara- 
njem. a dijagram put—vrijeme (x,t), 
b dijagram brzina—vrijeme (v,), c dija- 
gram ubrzanje—vrijeme (a,t). Pune li- 
nije u dijagramima označuju jedno- 
liko gibanje 


Analogan je odnos i među pripadnim vremenima: t' = 


= Tra Maksimalna brzina, za t = t', odgovara površini dija- 

grama (a,g'), dakle, dijelu dijagrama iznad apscise: Vmax = dit = 

=d,t,———. Maksimalni hod h može se izraziti površinom 
k + h Vmaxli . 2h 

trokuta u dijagramu (v, t): h = ss tesjes omar in 

di 


Iz oba izraza Za Umax proizlazi 
1 2h 2h(k+ 1) 
+ =) 4i = ———— 2. 


(114) 
k+1 ti ti 


4iti 
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> 


Budući da je pri ravnomjernom okretanju grebena t, = m 
o 


to je 
2h(k+1 
Ai zeka (115) 
Pi 
_4_ 2h(k+1) , (116) 
Ad, = % — ko? eW". 
a a a 
o Pp o 


SL. 95. Dijagrami ubrzanja a kao funkcije kuta krivulje grebenastog mehanizma 
za otvaranje ventila, pri gibanju bez udara 


Udari se najbolje uočavaju u dijagramu (a,g), kad je, 
naime, dio krivulje ubrzanja vertikalan, to znači da dolazi do 
udara. Prema tome, dijagrami (a,) na sl. 95 odražavaju gi- 
banja bez udara. Teorijski postoje i udari drugoga i višeg reda 


2 
koji se javljaju kao skokovi u grafovima S. Sa itd, ali se oni 
u praksi najčešće zanemaruju. Za pravilno funkcioniranje grebe- 
nastog mehanizma važno je jedino ubrzanje drugog reda, tr- 

; . da do 
GE KOANVA 
površina, pa se stoga trzaj mora svesti na što manju mjeru. 

Kut pritiska. Sila kojom greben tlači na kotačić pomicaljke 
okomita je na tangentu dodirnih površina i, prema tome, pro- 
lazi kroz središte zakrivljenosti obaju profila B i M (sl. 964). 
Komponente u smjeru gibanja pomicaljke i okomito na taj 
pravac jesu T= Fcos9, N = Fsin9. Kut 5 što ga zatvaraju 
pravac sile F i pravac kretanja pomicaljke naziva se kutom 
pritiska. Idealna bi situacija bila da je N = 0, jer komponenta 
N pobuđuje trenje u vođicama pomicaljke te pri radu može 
doći do zaklinjenja. To znači da treba nastojati da kut 3 bude 
što manji. Kut 3 također se mijenja ovisno o o, pa se stoga 
nastoji ograničiti maksimalna vrijednost kuta o. U praksi se 
kao granične vrijednosti uzimaju: za translatorno gibanje pomi- 
caljke 9px = 30%; za rotacijsko gibanje pomicaljke 9x = 45%. 


Veličina trzaja utječe na habanje dodirnih 


SI. 96. Određivanje kuta pritiska. a grebenasti mehanizam, b 
zamjenjujući mehanizam 


Razlike proizlaze iz činjenice da je trenje u rotoidnom paru 
manje nego u translatoidnomu. Poželjna vrijednost kuta 9, 
može se postići izborom središta rotacije grebena. Za poznati 
položaj središta O i zadani zakon gibanja pomicaljke može se 
za bilo koji plan mehanizma izračunati kut 3 na slijedeći na- 
čin: pomoću ekvivalentnog mehanizma nacrta se plan brzina, 
zadajući proizvoljnu vrijednost za vy, (sl. 96b). Bit će 


(117) 

Ako se kroz O povuku pravci okomito na putanju pomi- 

caljke, to će trokuti pbm i OMB' biti slični 
dx 

Yy_"%» dt dx dx 


ro rodt ordo 


dB, =Uu + pm: 


(118) 
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, d 
Odatle proizlazi da je y = TI gdje x definira središte ko- 


tačića pomicaljke prema početnom položaju x9. Ako je zadana 
zavisnost (x, 9), može se y izračunati za bilo koji g. Na sl. 97a 
vidi se konstrukcija točke K i kuta 3. Ako se računa vri- 
jednost y za različite položaje x pomicaljke, dobiva se graf 
(x,y) i maksimalne vrijednosti kuta pritiska. 

Obrnuti zadatak nije teško riješiti. Na već zadani graf (x, y) 
povuku se tangente pod kutom J,,,x prema pravcu paralelnom 
s pravcem gibanja pomicaljke; njihovo presjecište određuje sre- 
dište O, grebena, polumjer r, i ekscentričnost e (sl. 976). Ujedno 
se vidi da bi središte centričnog mehanizma bilo u točki 02. Kao 
moguće rješenje bile bi i sve točke u osjenčanom pcdručju 
slike 97b. Ako se kao zadatak postavi manja vrijednost 9m,,, 
točka O, će se odmaknuti te će i gabarit mehanizma biti veći, 
pa se obično uzima neko kompromisno rješenje. Idealno rje- 
šenje bi bilo za 9px = 0, ali bi tada mehanizam bio besko- 
načno velikih dimenzija. 


+" 


xi 


Sl. 97. Maksimalni kut pritiska. a konstrukcija maksimalnog kuta pritiska Smax, 
b izbor središta krivuljne ploče za zadani 9%max pri pravocrtnom gibanju po- 
micaljke 


Na sl. 97b prikazano je približno rješenje za koje se ne 
treba crtati cjelokupni dijagram (x, y). Dovoljno je naći vri- 


jednost x' i x", za koje izraz y = E ima ekstremne vrijednosti, 


kao i ekstremne vrijednosti ynax_ 1 Ymax= IZ Sl. 97b vidi se da 
točke O; i O; ne odstupaju mnogo od ranije točno određenih 
položaja O, i 02. 

Zapravo, na isti način određuje se i približni položaj središta 
rotacije grebena s njihajućom pomicaljkom (sl. 98). Iz zadane 


zavisnosti (w, p) odredi se deriviranjem ku 0) a zatim veličine 


\do 
(do y i bs | te vrijednosti w' i 1". Pri zakretanju po- 
\do et 1 dp mar ' 

micaljke CB za kut dip točka B pređe luk dx =1dwy, pa je 
prema tome 


dx e 
do do 


Iz proizvoljno uzetog položaja CB4 (kao najnižeg) nanesu 
se kutovi y i g" i na njima odresci ymnax | VYmax U razmjeri 
duljine pomicaljke, pa se nacrtaju kutovi 9,,,,, kao što je prika- 
zano na sl. 98. Tako dobiveni pravci sijeku se u 0, i defi- 
niraju položaj središta krivuljne ploče. To središte može biti i 
bilo gdje na osjenčanom dijelu sl. 98. Često je poželjno da se 
središte nalazi na pravcu kroz početni i krajnji položaj vrha 
pomicaljke (kroz By i B,,), dakle, u točki 0. Odrezak y,ax na- 
nosi se od B prema C ako pri tome i greben i pomicaljka 


(dpvy i [09 
Grga de \ do) 


max 


"= . (119) 


4 l 
Ymax = + 
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imaju isti smjer okretanja, a od B na suprotnu stranu od € 
ako se greben i pomicaljka okreću u suprotnim smjerovima. 
Odsječci Vinax 1 Ymax Uvijek su na suprotnim stranama jedan od 
drugoga. 


SL. 98. Izbor središta krivuljne ploče 
za mehanizam s njihajućom pomicalj- 
kom 


Prostorni krivuljni mehanizmi. Najčešći oblik pogonskog čla- 
na prostornih mehanizama jest valjak. Valjak može biti puni 
valjak s urezanim žlijebom, šuplji valjak s krivuljnim rubom 
i valjak s ispupčenom krivuljnom vodilicom (sl. 99). 


SI. 99. Prostorni krivuljni mehanizmi. a puni valjak s urezanim žlijebom, b 
šuplji valjak s krivuljnim rubom, c valjak s ispupčenom vodilicom 


Točno profiliranje bočne površine valjka veoma je teško i 
ne može se postići samo ako se proračunaju koordinate poje- 
dinih točaka. Taj rad se temelji na istom principu na kojem 
i analitička sinteza konture ravnog grebena, jedino što se 
umjesto familije ekscentričnih kružnica pojavljuje familija cilin- 
dričnih površina kojih ovojnice definiraju oblik konture. U 
praksi se žlijeb na valjku može narezati potpuno točno i bez 
prethodnog proračuna. Dovoljno je upotrijebiti glodalo jednako 
promjeru kotačića pomicaljke (sl. 100a), pa okrećući valjak bez 
žlijeba i istodobno pokrećući nosač alata prema zadanom za- 


SI. 100. Izradba žlijeba u valjku krivuljnog mehanizma. a glo- 
danje žlijeba glodalicom, b određivanje konture žlijeba pomoću 
ekvidistantnih linija na razvijenom plaštu valjka 


JJI 


konu gibanja, glodalica će urezati potreban žlijeb. Za točno 
vođenje vodilice, pri obradi je pogodno upotrijebiti ravni kri- 
vuljni mehanizam koji ima isti zakon gibanja kao pomicaljka. 
Konstrukcija i izvedba ravnog krivuljnog mehanizma ne čini 
teškoće. Ako mehanizam ima valjak velikog promjera. može 
se za konstrukciju konture žlijeba poslužiti sljedećom približnom 
metodom (sl. 100b): razvije se plašt valjka u ravninu za koju 
se smatra da se giba brzinom jednakom obodnoj brzini okre- 
tanja valjka v= Ro. Na taj se način dobije mehanizam s 
translatornim gibanjem ravnog grebena duljine 2=R, i tran- 
slatornim gibanjem pomicaljke. Za inverzni mehanizam s ravnim 
grebenom kao postoljem, pokrene se pomicaljka za duljinu x 
i odgovarajuću duljinu y = Ro, gdje je o u radijanima. Spa- 
janjem tih točaka dobije se linija kretanja osi kotačića po- 
micaljke, a pomoću ekvidistantnih linija odredi se kontura žli- 
jeba. Kad se razvijena površina plašta ponovno savije na va- 
ljak, ona na njemu zacrtava potrebnu konturu. 


DINAMIČKA ANALIZA 


Dinamika mehanizama razmatra gibanja mehanizama s ob- 
zirom na vanjske sile koje djeluju na pojedine dijelove i s ob- 
zirom na sile inercije koje se pojavljuju pri gibanju tih dijelova. 
Osnovna je namjena mehanizma da ostvari zadano gibanje, pa 
zbog toga na mehanizam mora djelovati neka pogonska sila. 
Nadalje, na članove mehanizma djeluju i korisni otpori kao 
osnovne sile o kojima najviše ovisi karakter gibanja mehanizma. 
D'Alembertov princip omogućuje primjenu metoda statike na 
analizu sila uz dodavanje ostalim silama još i inercijskih sila, 
koje proizlaze iz neravnomjernog gibanja članova mehanizma. 
U vanjske sile koje djeluju na članove mehanizma spadaju i 
vanjski štetni otpori sredine kroz koju se članovi gibaju. To 
su otpor zraka, otpor ulja kroz koje se gibaju dijelovi suvre- 
menih reduktora i slično. Sve navedene sile, koje djeluju na 
mehanizam pobuđuju i unutrašnje tlakove u zglobovima. Ti tla- 
kovi sami po sebi ne utječu na karakter gibanja, ali zbog njih, 
na mjestima gdje se dodiruju dijelovi mehanizma, nastaju sile 
trenja koje spadaju u štetne otpore jer uzrokuju gubitke ener- 
gije, pa prema tome i povećanje potrebne pogonske sile. 

Dinamika mehanizama treba: 1) na osnovi poznatih vanjskih 
sila koje djeluju na članove mehanizma odrediti pogonsku silu 
koja osigurava zakon gibanja mehanizma; 2) na osnovi zadanih 
vanjskih sila naći unutrašnje tlakove u zglobovima mehanizma; 
3) odrediti sile trenja i njihovo djelovanje na gibanje mehanizma; 
4) odrediti zakon gibanja mehanizma zbog djelovanja zadanih 
vanjskih sila; 5) regulirati rad i uravnotežiti mehanizam. 


Kinetostatička analiza 


Osnovni zadatak analize sila na mehanizmu jest da se odrede 
sve vanjske i unutrašnje sile u zglobovima za određeni položaj 
i određeno stanje gibanja članova mehanizma. Prema D'Alem- 
bertovu principu u vanjske sile ubrajaju se i inercijske sile 
koje proizlaze iz neravnomjernog kretanja članova mehanizma. 
Zato se takva analiza i naziva kinetostatičkom. Analiza sila 
ima osobito značenje, jer se na osnovi svih poznatih sila prora- 
čuna čvrstoća članova mehanizma i elemenata kinematičkih pa- 
rova. Obično se pri analizi sila ne uzimaju sile trenja u kine- 
matičkim parovima. Naime, potpuna analiza sila, ako se uključe 
i sile trenja, relativno je složena. Analitičko rješenje svih sila 
koje djeluju na dvočlanu grupu dovodi do jednadžbe 16-og 
reda, a grafičko rješenje do dviju krivulja četvrtog reda. Sila 
trenja direktno ovisi o tlaku u zglobu, a tlak u zglobu ovisi o 
vanjskim i inercijskim silama na koje utječu i unutrašnje sile 
trenja, pa stoga dolazi do tako složene međuzavisnosti. Sile 
trenja su obično relativno malene prema drugim silama pa ih 
se u analizi može zanemariti. One su samo ponekad bitne, te 
ih tada treba uzeti u obzir. 


Ravnoteža vanjskih sila. Ako je zbroj elementarnih radova 
koje obavljaju članovi mehanizma, pa prema tome i zbroj 
vanjskih sila koje djeluju na mehanizam, jednak nuli, onda 
se mehanizam nalazi u stanju ravnoteže. Ta je ravnoteža kine- 
tostatička ako se u vanjske sile ubrajaju i sile inercije, inače 
je statička. Ako se pretpostavi da je član mehanizma opterećen 
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silom F u točki A, i da je trenutni pol rotacije člana u P, onda 
pri gibanju mehanizma sila F obavlja rad, jer se i točka A 
giba po putanji brzinom kojoj se pravac poklapa s tangentom 
na putanju (sl. 101). Elementarni rad sile F jest 


dA = Fdscosa = F(8, x PA)dt, (120) 
te je snaga koju ova sila razvija 
dA aku 
P=; -F0,00a=F(0, x PA). (121) 


SI. 101. Teorem Žukovskoga 


Ako se odabere mjerilo za brzine u, i nacrta spojnica pa, 
okomita na vektor brzine v,, tako da je vy, = pau,=PA0, pa 
se prenese sila F u homonimnu točku a, moment sile s obzirom 
na p bit će (sl. 101) 

ME = Fh = Fpacosa = Fboosa. (122) 

Mf razmjeran je, dakle, snazi koju razvija sila F u točki A 
mehanizma. Zbroj momenata s obzirom na p svih sila, prenesenih 
u homonimne točke zakrenutog plana brzine mehanizma, bit će 
proporcionalan zbroju svih sila koje djeluju na originalni meha- 
nizam. Za mehanizam u ravnoteži bit će 

n n 

XEK(B, x pd) =XF0,h; = 0. (123) 

il 1 

Ako se mehanizam s jednim stupnjem pokretljivosti pod 
djelovanjem sila F; nalazi u ravnoteži, onda će se, prema teo- 
remu Žukovskoga, u stanju ravnoteže nalaziti i zakrenuti plan 
brzina uzet kao kruta ploča koja rotira oko pola, opterećen 
istim silama F; prenesenim u homonimne točke. To je u skladu 
i s Ilićevim teoremom o kinetostatičkoj ekvivalentnosti redu- 
ciranog mehanizma. 

Najčešće se analiza vanjskih sila svodi na izračunavanje 
uravnotežujuće sile ili uravnotežujućeg momenta. Uravnotežujuća 
sila (odnosno moment), koja djeluje na pogonski član meha- 
nizma, obično je nepoznata te se zadatak svodi na određivanje 
potrebne pogonske sile koja će ostvariti uvjete gibanja za koje 
su poznate vanjske radne, otporne i inercijske sile. Na sl. 102a 


SL 102. Analiza vanjskih sila na zglobnom četverokutu. a zadane vanjske sile, 
osim uravnotežujuće sile F,, b određivanje uravnotežujuće sile F, pomoću 
: zakrenutog plana brzina 


zadane su sve vanjske sile koje djeluju na članove zglobnog 
četverokuta, osim uravnotežujuće sile F,, za koju je zadan 
samo pravac djelovanja kroz točku K ručice OjA. Na st. 102b 
nacrtan je reducirani mehanizam, koji je ujedno kruta ploča 
oblika plana zakrenutih brzina. Sl. 102b je, prema tome, 
osnova za primjenu teorema o kinetostatičkoj ekvivalentnosti, 
ali ujedno i osnova za primjenu teorema Žukovskoga ; postupak 
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primjene obaju teorema je istovetan. Sve sile koje djeluju na 
mehanizam u točkama C, D, E i K (sl. 102a) prenesene su u 
homonimne točke c, d, e i k (sl. 1026). Moment M, koji 
djeluje na sprežni član, treba zamijeniti spregom sila F' = — F" 
š M a PIO e 
tako da je Pe NE Kao točke, u kojima djeluju sile 
F' i F", odabrani su zglobovi A i B, jer je položaj njihovih 
homonimnih točaka a i b već određen. Smjer uravnotežujuće 
sile F, samo je pretpostavljen. Na osnovi uvjeta ravnoteže 
proizlazi 


F'H + F"h" + Fehc — Fohp — Fehg + Fahey = 0, u 
I (124) 
P= Ph — FU" — Fehe + Foho + Feho). 


Krakovi h; očitaju se s crteža. Ako je vrijednost za silu 
F, pozitivna, onda je njen smjer djelovanja točno pretpostav- 
ljen, a ako je negativna, treba smjer sile F, izmijeniti. 

U stapnom mehanizmu (sl. 103) poznate su vrijednosti vanj- 
skih sila FA, Fg i Fs. Sile F,, Fs i Fg, inercijske su sile 
člana AB, Fg, inercijska je sila klizača B, a Fy, sila otpora 
kretanja klizača. Težište ručice O,A pretpostavljeno je u zglobu 
O,, pa je rezultirajuća inercijska sila toga člana jednaka nuli. 


SI. 103. Analiza vanjskih sila stapnog mehanizma i određivanje uravnotežujućeg 
momenta 


Nepoznata je vrijednost i smjer uravnotežujućeg momenta M,. 
Taj se moment zamijeni spregom sila F' i F" u točkama A 
i O,, pa je za pretpostavljeni smjer pogonskog (uravnotežujućeg) 
momenta uvjet ravnoteže vanjskih sila: 


—Fshsg — Fshg + Fi =0, (125) 


i odatle: 


P= 2iFsh + Fghg). (126) 
Dakle, nepoznata sila F' je pozitivna, što znači da je njezin 
smjer, a time i smjer uravnotežujućeg momenta M,, točno 

pretpostavljen. Vrijednost je uravnotežujućeg momenta 
M =F0A=Fr (127) 

Tlakovi u zglobovima. Vanjske sile, težine i sile inercije, koje 
za vrijeme rada mehanizma djeluju na njegove članove, po- 
buđuju tlakove u kinematičkim parovima. Promatrajući niže 
kinematičke parove, može se zaključiti da će, ako se zanemari 
trenje, u rotoidnom paru biti poznata samo točka kroz koju 
prolazi reakcija, a u translatoidnom paru samo činjenica da 
je pravac reakcije okomit na kliznu stazu. Prema tome, za svaku 
reakciju u zglobu treba odrediti još dvije nepoznate vrijednosti. 
Za svaki pomični član mehanizma mogu se napisati tri uvjeta 
ravnoteže, pa će stoga biti statički određen samo onaj mehanizam 
ili grupa od n pomičnih članova i p zglobova koji ispunjavaju 
uvjet: 3n = 2p. Mehanizam se pri analizi rastavlja u grupe koje 
ispunjavaju taj uvjet. Analizu treba započeti od one grupe koja 
je najudaljenija od člana na koji djeluje nepoznata uravno- 
težujuća sila F,, odnosno moment M,. 

Mehanizam s rotoidnim zglobovima. Da se grafičko-analiti- 
čkom metodom odrede tlakovi u zglobovima zglobnog četvero- 
kuta (sl. 104), mehanizam se podijeli na dvočlane grupe: ručica 
1 s postoljnim članom 4 sačinjava jednu, a sprežni član 2 s 
njihalicom 3 drugu grupu. Analiza počinje s drugom grupom. 
Vanjske sile, težine i inercijske sile, koje za vrijeme rada meha- 
nizma djeluju na članove 2 i 3, reducirane su na rezultirajuće 
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sile F, i F, te rezultirajuće momente M, i Mz. Na pogonski 
član 1 djeluje još i nepoznata uravnotežujuća sila F, ili uravno- 
težujući moment M,, već prema tome na koji je način pogonjen 
taj član. Za cijeli mehanizam tlakovi u zglobovima su unutrašnje 
sile koje djeluju u parovima od po dvije kolinearne sile iste 
vrijednosti ali suprotnog smjera. Tako su za izdvojenu grupu 
članova 2 i 3 tlakovi u zglobu B:F,, + F,,=0. Tlakovi u 
zglobovima A i O, javljaju se kao vanjske sile F,, i F4, pa je 
jednadžba ravnoteže sila za tu grupu 


PM M+ Pa 20 (128) 


Rastavljanjem nepoznatih reakcija na radijalne (uzduž štapa) 
i transverzalne (okomito na štap) komponente, jednadžba (128) 
postaje: 


Pa+Pa+Rh+h+Pa+Far=0. (129) 


Svaki se član te grupe nalazi u kinetostatičkoj ravnoteži, 
pa se mogu napisati i uvjeti ravnoteže za svaki član posebno: 


XM, = Foho > Faabh —M2=0, 


XM, = —Fahy + Faxla + M3 =0, (130) 
gdje su 1, i l duljine članova 2 i 3. 
Iz ovih jednadžbi proizlazi 
1 i 
Fa= Tata — My; Fa= Tokaha — M). (131) 
2 3 


Na osnovi vektorske jednadžbe može se nacrtati poligon 
sila, iz kojeg se dobiju iznosi i smjerovi Far i F9, te je 
Fo= Fin + Fon Fa = Far + Far (132) 
Reakcija F, = — Fa, proizlazi iz uvjeta ravnoteže svakog 
od tih dvaju štapova posebno: 


FRHB;+rrfo=0 M+fa.+tka=0 (133) 


Sila F,, = —F,, djeluje u točki A koljena. Iz uvjeta da je 
s obzirom na bilo koju točku zbroj momenata sila koje djeluju 
na koljeno jednak nuli, proizlazi da na koljeno treba djelovati 
još i uravnotežujuća sila kojoj je moment s obzirom na točku 0, 
jednak F,,h,, tj. uravnotežujući moment My = F2,h,. Ako se 
pogon ostvaruje momentom M,,, onda je reakcija Fay = — F,,. 


SL 104. Grafičkoanalitička metoda određivanja tlakova u zglobovima zglobnog 

četverokuta. a zglobni četverokut sa zadanim vanjskim silama, b opterećenje 

dvočlane grupe ABO,, c planovi sila dvočlane grupe ABO,, d opterećenje pogon- 

skog člana O,A momentom M, i planovi sila na pogonskom članu, e optere- 
čenje pogonskog člana O,A silom na zupčaniku Fu i plan sila 


TE VIII, 23 


353 


Ako se pogon ostvaruje silom F, na zupčaniku kruto vezanim za 
Fa, h, 

lu 
cija Fa, dobiva iz uvjeta F,,+f+F4=0. 

Čitav zadatak može se rješavati i računski, zamjenjujući 
sve vektorske jednadžbe s po dvije algebarske jednadžbe pro- 
jekcija na koordinatne osi. 

Motorni mehanizam. Analitička metoda određivanja sila u 
zglobovima primjenjuje se obično kad je i kinematička analiza 
obavljena računski. 

Vanjske sile koje djeluju na članove stapnog mehanizma 
avionskog motora (sl. 105) jesu tlačna sila plinova na stap 
(pogonska sila F,) i otpoma sila zraka na propeler izražena 


. Tada se reak- 


koljeno, vrijednost sile proizlazi iz Fy = 


Sl. 105. Kinetostatička analiza motornog mehanizma 


momentom Mi. Težine članova u suvremenim motorima mogu 
se zanemariti. Iznos sile F, odredi se iz indikatorskog dija- 
grama motora. Vratilo motora okreće se u smjeru satne ka- 
zaljke, pa u položaju mehanizma u četverotaktnom motoru na 
sl. 105 u toku je I ili III takt. Ako se pretpostavi da je u 
toku III takt, kojemu u indikatorskom dijagramu odgovara 
tlak p, bit će 
F ZA Dan 
ii D/A, =D nit 
gdje je A površina stapa, D promjer stapa. Stap se giba transla- 
tomo, te inercijska sila F;,, prolazi kroz težište S, stapa. Vri- 
jednost je inercijske sile Fi3 = —m3ds, = —m3dp, odnosno 


(135) 


(134) 


Fa3=mro(cosp + 4c0s20), 


na r 
gdje je A= sE 

Masa stapajice zamijeni se sustavom koncentriranih masa 
M, i mg. Pomoću približne zamjene masa nađu se inercijske 
sile stapajice 


Fina = mada = "mid (136) 
Fap = —msds = —m da. (137) 

Intenziteti sila inercije jesu 
Faes= m ra = mlgAo? (138) 
FaB=mlylo(coso + 4c0820). (139) 


Vratilo rotira konstatnom kutnom brzinom, pa je kutno 
ubrzanje &, = 0, te je stoga i moment inercijskih sila jednak 
nuli. Težište je vratila u O,, pa je i inercijska sila ovog člana 


354 


jednaka nuli. Sile F3, Fi,3 i F3» djeluju pravcima kroz B, te stoga 
i preostala sila N43 koja djeluje na stap, treba prolaziti kroz B. 
Veličina tog tlaka dobiva se iz jednadžbe momenata s obzirom 
na točku A za grupu (2,3): 

h 


Na = —(F + Fa3 + Fans), 
3 


; (140) 


- SR Eh daa 
a Jer je == tanwy, to se može napisati: 
h3 


Na = (F3 + Fin3 + Fina) tan. (141) 
Jednadžba ravnoteže sila koje djeluju na stap omogućuje 


da se odredi tlačna sila N2, u zglobu B: Ng+Fm+F+Na= 
= 0. Iz plana sila proizlazi 


N23 = VN4a + (Fa + Fang)“. (142) 


Sila K je rezultanta sila F3, i Fi,g i djeluje u smjeru uz- 
dužne osi stapajice, jer je zbroj momenata sile Fig i Fa S 
obzirom na točku A jednak nuli. Vrijednost sile K može se 
naći iz pravokutnog trokuta (sl. 105) 


zoo Fk 
COS , 


K (143) 


Tlačna sila N,, dobiva se iz vektorske jednadžbe sila koje 
djeluju na stapajicu: 


N32 + Fas +Fna+No=0, (144) 
ili: 
K+Fa+Nn=0. (145) 
Iz kosokutnog trokuta na sl. 105 slijedi: 
No = VK? + Fla — 2K Fnacos(o + ip). (146) 


Tlačna sila Ni, proizlazi iz ravnoteže sila koje djeluju na 
vratilo: Na, = — N,,. Vrijednost uravnotežujućeg momenta od- 
redi se iz momentne jednadžbe člana 1 s obzirom na točku 
O,. Sila N,, je rezultanta sila K i F4, pa je zato moment 
sile N2, jednak zbroju momenata tih dviju sila. Osim toga, 
moment sile Fi, s obzirom na O, jednak je nuli, pa je 
M&!, = MK!. Prema tome je 


M;,= Kh,; = Krsin(o + v). (147) 


Kad su poznati tlakovi u zglobovima, uz već poznate vanj- 
ske sile koje djeluju na pojedini član mehanizma, može se 
proračunati čvrstoća i izabrati definitivni oblik i dimenzije 
svakog člana. 

Pri proračunu je potrebno uzeti ekstremne vrijednosti djelu- 
jućih sila i uravnotežujućeg momenta My. Sve te veličine mi- 
jenjaju se prema položaju, odnosno veličini kuta o. Stoga je 
potrebno izvršiti analizu za više vrijednosti p i odabrati maksi- 
malnu vrijednost za svaki od elemenata. 


Grebenasti mehanizam. Slika 106 grafički je prikaz kineto- 
statičke analize pomoću koje je izabrana tlačna opruga za 
dinamičko zatvaranje grebenastog mehanizma. 

Pretpostavljena je kutna brzina rotacije grebena w = 40 rad/s 


i maksimalni hod pomicaljke h = 32mm za vrijeme od s* 


8 
čemu odgovara kut zakretanja od 160“, odnosno grrad. Ubr- 
zanje u početku podizanja a, = 510m/s* tri puta je veće od 


usporenja a, = 170 m/s? u završnoj fazi podizanja. Masa po- 
micaljke i dodatnih dijelova iznosi m = 1 kg, te su ekstremne 
vrijednosti inercijskih sila Fi, = SLON i F2 = —170N. Vanj- 
ska sila otpora koja djeluje na pomicaljku iznosi Q = 49N. Zbroj 
svih navedenih sila (sl. 106b) pokazuje da tokom jednog dijela 
gibanja ne bi uopće bilo dodira između grebena i pomicaljke, 
jer rezultanta sila koje djeluju u tom času na pomicaljku iznosi 
—111,2N, tj. usmjerena je prema gore. Ako opruga treba da 
osigura minimalni tlak od +35 N, u kritičnom trenutku pri- 
jevojne točke dijagrama s = f(o) tlačna sila opruge treba da iz- 
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nosi ukupno 146,2 N. Pretpostavivši da je za početni položaj 
pomicaljke (s = 0) sila prednapona opruge 68 N, iz sl. 106b 
proizlazi da će sila u opruzi porasti od 68 N na 146,2 N za 
Ax =s= 0,008 m. Elastična je konstanta opruge prema tome: 

AF _ 146,2— 68 


AX 0,008 


N : 
=9810—. Maksimalna sila u opruzi za 
m 


Ax =h =32mm = 0,032m iznosit će 68 N + 9810 - 0,032 N = 
=382N. 


sm 
h=0,0032 
Put 
S=0,008m pomicaljke 
TI 300 F 
ISO 340 360 7] 


2r rad 
+ 510m s? 


Ubrzanje 


I70ms? 
+ SION 
NI š Inercijska 
m l 
i sila 
170N LLIU=TTITIJ III 


+49N Vanjska 
TII sita 
| (Težina po- 
+98IN o. kei 
+ 568,81 N ugi 
elemenata 
+ S8SIN |H ram 
Ka 
-in.2N TH] 2 sila 
+8IN |) 
+146.2N | mm : Sila 
+ FN ITI opruge 
+1715N 
+ 636.5 Rezultira— 
juća sila na 
+34N grebenu 
sm 


SI. 106. Kinetostatička analiza grebenastog mehanizma. a shema mehanizma i 
plan sila, b dijagrami sila kao funkcija položaja krivuljne ploče 


Vertikalna komponenta sile F kojom greben pogoni po- 
micaljku treba da bude jednaka vertikalnoj sili FR kojom je 
pomicaljka opterećena. Uravnotežujući je moment M, prema 
tome 


R 


Fi 
M,=Fa= (148) 
cos g 


Oesin9 = FRoEtang, 


gdje je o udaljenost ekvidistantne linije, jednaka zbroju polu- 
mjera početnog kruga Rp i puta x pomicaljke. Iz plana brzina 
dobiva se kut tlaka 


tan9 = “4, (149) 
LEY) 
Izraz za M, postaje 
M=tit, (150) 
[02] 


Dinamičke jednadžbe kretanja mehanizma 


Na osnovi poznatih ili pretpostavljenih masa i momenata 
inercije članova, te na osnovi poznavanja sustava sila koje 
djeluju na mehanizam, pri projektiranju mehanizma potrebno 
je unaprijed predvidjeti gibanje jednog ili više pogonskih čla- 
nova, a time i cijelog mehanizma. Posebno je potrebno ana- 
lizirati dinamičko ponašanje mehanizma na početku i na kraju 
gibanja, odnosno za vrijeme ubrzanja i usporenja pogonskog 
člana. U općem slučaju, vanjske sile i momenti koji djeluju 
na članove mehanizma ovise o položaju članova, o brzini točke 
u kojoj djeluju vanjske sile, odnosno kutnoj brzini člana te 
o vremenu. Ako su ove zavisnosti poznate, uvijek je moguće 
odrediti ili zakon kretanja, ili kinematičke karakteristike članova 
za više planova mehanizma. Postoji nekoliko analitičkih i 
grafičko-analitičkih metoda dinamičke analize, od kojih među 
najvažnije spadaju metoda raspodjele energije i metoda redu- 
ciranja masa i sila. 
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Metoda raspodjele energije temelji se na Quinnovu teoremu 
o raspodjeli energije, prema kojem dio ukupne energije meha- 
nizma, koji otpada na pojedini član pri određenom položaju 
mehanizma, nije ovisan o stvarnoj brzini, odnosno kutnoj brzini 
člana. Pri primjeni toga teorema proizvoljno se pretpostavi br- 
zina jednog člana da bi se moglo nacrtati plan brzina meha- 
nizma. Član kojemu se brzina uzme kao polazna za odre- 
đivanje kinematičkih parametara mehanizma naziva se polaznim 
članom. Polazni član ne mora biti uvijek i pogonski član 
mehanizma. Općenito, za polazni član obično se uzima rotira- 
jući član, a tek ako u mehanizmu nijedan član ne rotira oko 
fiksnog zgloba 0, za polazni član se uzima član s translatornim 
pravocrtnim kretanjem. 

Na osnovi podataka iz plana brzina može se izračunati 
ukupna kinetička energija mehanizma i energija polaznog člana. 
Kinetička energija tijela koje se komplanarno giba jest 

m vž Jsi 0? 
Ei = JE 
2 2 


te je cjelokupna kinetička energija mehanizma 


(151) 


"n 


mivŽ Jao? 
ayi ' 
: | 2 2 


gdje je m masa, J moment inercije, v brzina, w kutna brzina. 

Omjer kinetičke energije polaznog člana i cjelokupne kine- 
tičke energije mehanizma naziva se koeficijentom raspodjele 
energije 


(152) 


E, 


> Ek 
1 


(153) 


&p= 


Iz teorema o raspodjeli energije proizlazi da je za određeni 
plan mehanizma taj koeficijent neovisan o brzini polaznog 
člana. Za k puta veću brzinu polaznog člana, u istom planu 
mehanizma, brzine i kutne brzine svih ostalih članova povećat 
će se također k puta, a njihove kinetičke energije k* puta. 
Ako e, znači koeficijent raspodjele energije za tu povećanu 
brzinu, bit će 


šp k?* Ek _ Ek 


dm (154) 
Ek 
1 


7 =? ep. 


X(kEk) 
L 
Za proračun stvarnih brzina i ubrzanja treba još znati br- 
zinu (ili kutnu brzinu) polaznog člana za jedan plan mehanizma, 
sustav vanjskih sila koje djeluju na mehanizam i njihovu za- 
visnost o položaju mehanizma. Na osnovi tih podataka izračuna 
se mehanički rad sustava sila, obavljen pri prelasku mehanizma 
iz referentnog položaja, za koji je poznata brzina polaznog člana, 
bilo u koji drugi zadani položaj. Prema zakonu o očuvanju 
energije obavljeni rad je jednak promjeni kinetičke energije. Ki- 
netička je energija mehanizma za referentni položaj poznata, 
pa se može izračunati energija za zadani položaj, a odatle stvarna 
brzina polaznog člana: 


" 1 
klizeći član: Bo=&XEi=7 U, (155) 
1 


rotirajući član: Ep = zime + 190) = zapo, (156) 
gdje J.p označuje moment inercije mase polaznog člana s 
obzirom na težište S člana, a Jop moment inercije rotacijskog 
člana s obzirom na fiksni zglob 0. 

Računajući na taj način brzine, odnosno kutne brzine po- 
laznog člana za više planova mehanizma, može se nacrtati 
dijagram brzine prema parametru (x ili o), koji definira položaj 
polaznog člana. Iz dijagrama brzine grafički se dobiju ubrzanja, 
odnosno kutna ubrzanja polaznog člana. 

U motornom mehanizmu (sl. 107) tlačna sila na stap F3 
mijenja se linearno od F; u planu I do Fy u planu V. Meha- 
nizam se počinje gibati u položaju 1. Potrebno je naći kutnu 
brzinu o: i kutno ubrzanje g, polaznog člana 1 (pogonski član 


KA, 


je klizač 3) za položaj (u. Promjene kutne brzine wi: kao 
funkcije kuta 1 prikazane su dijagramom o: =f(g) na sl. 
107d. Kutno ubrzanje jest 


do dodo do 

= = = ć) 

dt odo dt do 

što znači da je € proporcionalno subnormali s, u dijagramu 

w=/f(0). Na osnovi dijagrama o =f(o) zaključuje se da će 

točnost očitavanja e, biti manja za položaje koji su bliži po- 
laznom položaju I. 


(157) 


f 


—_o- 


By Biv Bi Bu Bi Bo 


SI. 107. Dinamička analiza motornog mehanizma metodom raspodjele energije. 

a stapni mehanizam i vanjske sile, b plan brzina, c dijagram sile na stapu F, i 

dijagram raspodjele energije e,, d dijagram kutne brzine vratila kao funkcije 
kuta zakretanja 


Metoda reduciranja masa i sila svodi dinamičku analizu me- 
hanizma na analizu polaznog člana. Uz uvjet dinamičke ekviva- 
lentnosti, treba reducirati mase i momente inercije svih članova 
mehanizma na polazni član, odnosno član redukcije. Ako se na 
isti član reduciraju i sve vanjske sile i momenti koji djeluju na 
mehanizam, zadatak se svodi na dinamičku analizu člana 
redukcije. 

Reducirana masa m, dinamički je ekvivalentna stvarnim 
masama svih članova mehanizma ako je njezina kinetička ener- 
gija jednaka cjelokupnoj kinetičkoj energiji mehanizma. Ako 
se za polazni član, odnosno član redukcije, odabere član koji 


se pravocrtno translatorno giba, onda je 


2 2 


m0) +4) 


r 


m=3 

1 

Izraz (158) vrijedi i kad je redukcija na ekvivalentnu masu 

u točki K rotacijskog člana. Tada je v, brzina točke K člana 

redukcije. Kad član redukcije rotira oko permanentnog zgloba, 

najprikladnije je mase i momente inercije svih članova zamijeniti 
ekvivalentnim momentom inercije člana redukcije 


čl la) 


T, 


(158) 


n 

Ja=9 

1 

gdje je w brzina središta mase m; člana i, a Ji aksijalni 

moment inercije mase člana i s obzirom na središte mase. Ako 

su mase članova prije toga zamijenjene ekvivalentnim koncen- 

tričnim masama, u jednadžbama (158) i (159) član sa J; jednak 

je nuli. Omjeri brzina u tim jednadžbama ne ovise o stvarnim 

brzinama u i o člana redukcije, pa se te brzine mogu proiz- 
voljno pretpostaviti. 

Pri reduciranju vanjskih sila na član redukcije, reducirana 
će sila biti ekvivalentna svim vanjskim silama ako je njezin 
elementarni rad jednak elementarnom radu svih vanjskih sila. 
Prema tome će i snaga reducirane sile biti jednaka zbroju snaga 
svih vanjskih sila 


, (159) 


1 4 ZV; i 
,K,= KV LS 


= (160) 
COS 1\ U Vr 


gdje su a i %& kutovi što ih vektor sile zatvara s vektorom 
brzine točke u kojoj djeluje sila. Ako se vanjske sile redu- 
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ciraju na ekvivalentni moment sila M,, bit će 
dA L 0;! 
M, = X| Fi) c0sa, m oj (161) 
1 r TE 
U općem slučaju reducirana sila ovisna je o položaju, brzini 
i vremenu: F, = F,(x,v,1), a isto tako i reducirani moment sila je 
u općem slučaju ovisan o položaju mehanizma, kutnoj brzini 
i vremenu: M; = Mio, o, t). Reducirana masa m, i reducirani 
moment inercije Jr u općem slučaju ovisni su o položaju člana 
redukcije. Tako je i pri složenom zglobnopolužnom mehanizmu 
(sl. 108a). Mehanizam je nacrtan u položaju 0 (krajnji lijevi 
položaj klizača D), te u položajima 6 i 7. Za pretpostavljenu 
kutnu brzinu ručice OjA i za nacrtane položaje mehanizma 
konstruirani su na sl. 108b planovi brzina. 


SI. 108. Dinamička analiza zglobnopolužnog mehanizma metodom reduciranja 

masa i sila. a plan mehanizma, b planovi brzina za položaje mehanizma 0, 6 i 7, 

c dijagram promjene reduciranih masa ovisnih o kutu zakretanja, d grafički 
prikaz reduciranih masa za 12 položaja ručice 


Ako se pretpostavi da je težište ručice O,A u 0,, težište 
polugeAB u S, težište njihalice O,C u O;,, težište klizača C 
u € te težište klizača D na horizontalnom pravcu kroz oslonce 
E, i E,, reducirani moment inercije za član redukcije“ 0,A 


bit će 


= (02)? / vs)? 03 \ UC : "p 2 
J=J0+J: _ | + mo 5") +Joq, ) + ma] + | 


og] i 
(162) 


Dijagram J, =f(p) na sl. 108c je u izmijenjenom mjerilu 
ujedno i dijagram m, = f(g) reducirane mase u točki A ručice 


O,A, jer je 
m Je 
“OTA: 


m (163) 


Na sl. 108d grafički su prikazane reducirane mase za svih 
12 položaja ručice O,A. 

lako reducirana masa m, i reducirani moment inercije J, 
rijetko imaju konstantnu vrijednost, oni su ipak konstantni 
u zupčanim mehanizmima te zglobnopolužnim mehanizmima 
s konstatnim prijenosnim omjerom pogonskog i gonjenog člana 
(npr. zglobni paralelogram). U planetarnom mehanizmu (sl. 109) 
Jx je moment inercije držača k s obzirom na os kroz 04, J, 
je moment inercije središnjeg zupčanika 1, J, je ukupni moment 
inercije za sva tri satelita, a G, ukupna težina satuita; modul 
zubaca je m. Član redukcije je središnji zupčanik 1. Tada će biti 
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Sl. 109. Planetarni mehanizam 


he (Vk g,4 (92 \ +JIlE ' (164) 
"glog KASA o)“ 
Za taj se tip planetarnog mehanizma dobiva 
ka —— Z Z+Z Z 
no žoa— 1 mZi+2Z»)_m 1 (165) 
O, UZ, +272) 2 = 
%2 Zi 
—=-—, 166 
0% 22, 
Ok Zi 
az 167 
O UZ, +2, I 
a 
G, m27 ko Zi 
=—- +J,+]), +J, (168) 


zd #6 rez kade. TVZ 


Reducirani moment sila može se naći i pomoću metode 
reduciranog mehanizma, odnosno teorema Žukovskog (sl. 110). 
Budući da je snaga reduciranog momenta jednaka zbroju snaga 
svih vanjskih sila i momenata, to će i sile koje djeluju u 
homonimnim točkama reduciranog mehanizma (zakrenutog pla- 
na brzina), s obzirom na permanentni pol O, imati momente 
kojima je zbroj jednak momentu reduciranih sila F, i F/, s 
obzirom na isti pol. Moment redukcije dobije se iz M, = 


= FIOA = Fr. Prema oznakama na sl. 110 bit će 


M 
pisi s ea=yjn= (169) 
ai r di 
Miranje mea (170) 
di di 


SL 110. Određivanje reduciranog momenta metodom Žukovskoga 


Dinamičke jednadžbe gibanja člana redukcije. Reduciranjem 
svih vanjskih sila i momenata te reduciranjem masa svih članova 
analiza gibanja mehanizama svodi se na analizu gibanja člana 
redukcije. Na član redukcije mase m, djeluje sila F, (ako se 
član redukcije translatorno giba), odnosno, na član redukcije 
kojemu je moment inercije J,, djeluje moment M, (ako član 
redukcije rotira). 

Reducirana masa m, mijenja se prema položaju x, a redu- 
cirana sila F, ovisi u općem slučaju o položaju x, brzini v i 
vremenu t. Reducirani moment inercije J, ovisi samo o položaju 
člana redukcije (tj. kutu zakretanja 9) dok reducirani moment 
M, ovisi u općem slučaju o položaju o, o kutnoj brzini o 
člana redukcije i o vremenu t, sl. lil: m =m(x), Fr= F(x,v,t), 
Jr ai J(o), M, = M(9,0,1). 

Ubrzanje člana redukcije mase m, zbog djelovanja sile F,, 
a isto tako i kutno ubrzanje uslijed djelovanja momenta M, na 
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član redukcije kojemu je moment inercije J,, dobiva se iz 
jednakosti prirasta kinetičke energije masa i elementarnog rada 
sila. Prema tome je za član redukcije koji se translatorno giba 


dl5-e? m9) = Hxyv,t)dx (171) 
ili 
d užm(x) _ 
NrSDsroo F(x,v,t). (172) 


Ako se ima na umu ovisnost mase o koordinati x, derivi- 
ranjem se dobiva 
d?x 1 dm(x)/dx\? 
+ (2) = Hx,v,t). 


zi 173 
dž 2 dx o 


m(x) 


F(x,v,t) 


DIVITVTTTTTT TVT TIT 
ji rme 
0 x 0 
a b ? 
Sl. 111. Članovi redukcije. a klizač opterećen reduciranom si- 


lom F(x,r,1) i dijagram promjene reducirane mase m, ovisne 

o položaju x, b ručica opterećena reduciranim_ momentom 

M(Q,,) i dijagram promjene reduciranog momenta inercije 
J(p) ovisnom o kutu zakretanja o 


U toj diferencijalnoj jednadžbi drugog reda koeficijenti 


dm(x) 


m(x) i sio ovisni su o koordinati x, a član F(x,v,t) je u op- 
x 


ćem slučaju funkcija x, v i t. Za m(x) = const. diferencijalna 
jednadžba (173) svodi se na II Newtonov zakon. Ako član re- 
dukcije rotira, bit će 


2 
LAVE e vla (174) 
do 2 
Derivacija te jednadžbe daje 
dipr) E x 
= , 175 
JO) qa +2 ao \ar) "Moe (75) 


Za J(p) = const. drugi član jednadžbe (175) jednak je nuli i ona 
se svodi na dinamičku jednadžbu rotacije krutog tijela Mg = Je. 

U dinamičkoj analizi mehanizma pomoću metode reduciranja 
sila i masa gubici zbog trenja uzimaju se u obzir na sljedeći 
način: složeni mehanizam je sastavljen od višeredno spregnutih 
mehanizama poznatih stupnjeva djelovanja 4. Također je poznat 
i smjer prijenosa snage s pogonskog dijela na radni dio (sl. 112). 


SI. 112. Reduciranje mase i sile člana te složenog mehaniz- 
ma, uzimajući u obzir gubitke zbog trenja 


Ako se za član redukcije uzme gonjeni član i na njega reducira 
sila F; člana i, moraju se uzeti u obzir i svi gubici zbog trenja 
nastalih između člana i i člana redukcije. Prema sl. 112 snaga 
F,v;cosa; smanjit će se zbog trenja u dijelovima I, II i III na 


FibiNiN213 COS; = F;V;1;COS A. (176) 
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Prema tome će reducirana snaga biti 
(177) 


S obzirom da su mase reducirane na principu ekvivalentnosti 
kinetičke energije, bit će 


FivrCOsa, = FiV;NyCOS Oy. 


Rene (178) 
Vr COS A, 
./\2 
m, = nemi | (179) 


Ako je član i vezni član dijela I i dijela Il, onda se rad 
sile, odnosno kinetička energija mase smanjuje zbog trenja samo 
u dijelovima II i III, te je tada yy = 12113. Ako je tok snage 
suprotnog smjera, naime, ako je član redukcije pogonski član, 
onda je 


1 i di 
F.= ip Cosa (180) 
Ni V,COSA, 
ik ske 
== (181) 
A Ni \V,) 


Analogan postupak primjenjuje se i pri reduciranju mome- 
nata inercije masa i momenata sila. Prema tome, metoda redu- 
ciranja masa i sila omogućuje da se relativno jednostavno 
uračuna i trenje. Dovoljno je svaku reduciranu veličinu mno- 
žiti s određenim stupnjevima djelovanja 9, koji u sebi uključuju 
sve gubitke zbog trenja, nastale između stvarnog položaja člana, 
kojemu se masa i sila reducira, i člana redukcije. 


Reguliranje rada mehanizma 


U početnoj fazi gibanja mehanizma, brzina (odnosno kutna 
brzina) člana redukcije raste od nule do brzine koju dostiže 
u radnoj fazi mehanizma. Zbog toga je gibanje u početnoj fazi 
nestacionarno. U toj fazi gibanja rad pogonskih sila troši se 
djelomično na svladavanje štetnih i korisnih otpora, a djelo- 
mično na povećanje kinetičke energije mehanizma. Ako su masa 
mehanizma i njegova brzina gibanja u radnoj fazi velike, to 
će i dio energije koji se troši na povećanje brzine biti također 
velik. Zato, kad god je to moguće, korisni otpori se uključuju 
tek kad mehanizam dostigne brzinu radne faze, jer se na taj 
način smanjuje potrebna nominalna snaga pogonskog motora. 

U radnoj fazi gibanja brzina se periodično mijenja od mak- 
simalne do minimalne vrijednosti, te je gibanje stacionarno 
i može ga se izraziti srednjom vrijednošću brzine v, = 


1 R 1 
= 7 (Umax + Vmin), odnosno kutne brzine w, = > (Umax + Omin). 


U toj fazi gibanja sav rad pogonskih sila troši se na savla- 
davanje otpora. Međutim, u dijeliću vremena u kojem se mi 
jenja brzina, rad pogonskih sila A, razlikuje se od rada sila 
otpora Ag 

0? 


o; | EA i 
ABi=A,-da= I Omo anis (182) 


odnosno 
3 3 


Via > VE 
AE, = M, max 5 ui (183) 
To znači da se povećanjem mase m, (odnosno momenta 
inercije J,) može ograničiti promjena brzine na željenu vrijednost. 
Tako bi se za unaprijed zadane vrijednosti Comax 1 Omin 1 za 
izračunati iznos promjene kinetičke energije AEx mogla izra- 
čunati potrebna vrijednost reduciranog momenta inercije 


2AE, 
— ož 


min 


J= 
r 2 
CI max 


(184) 


U praksi se promjena brzine ograničava tako da se na 
vratilu doda teška masa koja se zove zamašnjak. 

Periodične promjene brzine (odnosno kutne brzine) pri sta- 
cionarnom gibanju nastaju zbog toga što se sile otpora mi- 
jenjaju u funkciji vremena ili funkciji položaja radnog člana. 
U stapnim kompresorima, stapnim sisaljkama, strojevima za 
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kovanje i prešanje, transportnim i sličnim strojevima, sile otpora 
ovise o položaju radnog člana. Za drobilice, strojeve za mije- 
šanje tijesta i slično, sila otpora je funkcija vremena, jer predmet 
obrade vremenom mijenja svoja svojstva. Periodične promjene 
kutne brzine mogu proizlaziti i iz periodične promjene pogonske 
sile. Tako je u parnim strojevima i motorima s unutrašnjim 
izgaranjem, jer čak i pri konstantnoj sili otpora, zbog načina 
pogona, moraju nastati promjene kutne brzine vratila, pa je 
potrebno ugraditi zamašnjak. 

Ponekad pri stacionarnom gibanju velične A, i Aa stalno 
su međusobno jednake pa je promjena kinetičke energije jednaka 
nuli, tj. brzina (odnosno kutna brzina) ostaje konstantna. Uz 
takve uvjete, npr., radi agregat sastavljen od elektromotora i 
ventilatora. Sile otpora u elektromotoru i ventilatoru funkcije su 
kutnih brzina njihovih osovina, pa će se pri bilo kakvoj pro- 
mjeni kutne brzine pojaviti sila koja nastoji da uspostavi prvo- 
bitno stanje. 

Kutna brzina vratila nekog agregata može se u radnoj 
fazi mijenjati i zbog vanjskog uzroka. Tako, npr., opterećenje 
turbogeneratora ovisi o uključivanju i isključivanju potrošača 
električne energije. Radi održavanja konstantne brzine rotacije 
primjenjuju se regulatori koji pri promjeni kutne brzine, uslijed 
promjene opterećenja, smanjuju ili povećavaju pogonsku silu i 
na taj način održavaju brzinu vrtnje konstantnom. 

Karakteristika neravnomjernosti stacionarnog kretanja de- 
Omax — Vmin U 

Va : 
većini strojeva koeficijent & relativno je malen i iznosi od 
0,003---0,1. 

U završnoj fazi gibanja mehanizma brzina se smanjuje od 
brzine stacionarnog kretanja do nule. U toj fazi mehanizam 
obično ne obavlja tehnološku funkciju, pa zato ni ne postoje 
sile korisnog otpora. Nakon što se isključi pogonska sila meha- 
nizam će se gibati-sve dok se kinetička energija ne utroši na 
svladavanje štetnih otpora (trenje, otpor sredine). Suvremeni 
mehanizmi imaju velike brzine, te je i kinetička energija na 
početku zaustavljanja velika. S obzirom da su štetni otpori 
relativno mali, vrijeme zaustavljanja bi trajalo dugo, ako se ne 
uključe uređaji za kočenje. Tako bi se moderni valjaonički stan, 
poslije isključenja pogonskog motora, okretao još nekoliko sati 
kad ga se ne bi kočilo kočnicom. 

Stacionarno gibanje je karakteristično za sve mehanizme 
U sastavu strojeva, osim kad po svojoj funkciji stroj radi kratko- 
trajno i s prekidima. Tada se mehanizmi kreću nestacionarno. 


finirana je koeficijentom neravnomjernosti & — 


Uravnoteženje mehanizma 


Pri stacionarnom gibanju mehanizma brzine i ubrzanja poje- 
dinih točaka periodički se mijenjaju. Zbog toga su članovi meha- 
nizma podvrgnuti djelovanju inercijskih sila, a kinematički pa- 
rovi djelovanju dinamičkih tlakova koji se prenose na postolje 
i na podlogu, pobuđujući i vibracije u postolju i podlozi. Da bi 
se vibracije izbjegle ili barem svele na manju mjeru, potrebno 
je uravnotežiti članove mehanizma, odnosno cijeli mehanizam. 

Član mehanizma je potpuno uravnotežen ako su i glavni 
vektor i glavni moment sila inercije jednaki nuli. Za postolje 
je bitno da je cijeli mehanizam uravnotežen, te da su glavni 
vektor i glavni moment sila inercije čitavog mehanizma jednaki 
nuli ili da su barem vrlo mali. 

Uravnoteženje rotirajućih masa. Posebnu praktičnu važnost 
ima uravnoteženje rotirajućih masa, naročito uravnoteženje brzo- 
rotirajućih rotora motora i radnih strojeva. Za njih je dovoljno 
da je glavni vektor sila inercije rotora jednak nuli, odnosno da 
se središte masa nalazi na osi rotacije. To se postiže ili olak- 
šavanjem one strane na kojoj leži središte masa ili dodavanjem 
protuutega na suprotnoj strani. To se odnosi i na koncentrične 
mase koje leže izvan osi rotacije, udaljene od osi za rotirajući 
vektor R. Ako je to masa m, na udaljenosti R, od osi koja 
rotira kutnom brzinom w, potrebno je u istoj ravnini okomitoj 
na os rotacije sa suprotne strane od osi dodati masu m, na 
udaljenost R,, tako da centrifugalne sile ovih masa budu jednake 
m,R,o =m,R,o*, odnosno m, R, = m,R, (sl. 1132). Na taj 
se način postiže i statičko i dinamičko balansiranje, jer će sre- 
dište masa biti na osi rotacije i kad osovina rotira i kad miruje. 
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Dvije statički uravnotežene koncentrične mase m, i m,, 
ako ne leže u istoj ravnini rotacije, nisu uravnotežene dinamički, 
jer međusobno jednake centrifugalne sile m, Ryo? i my R,o? 
stvaraju par sila te opterećuju osovinu i ležajeve. Dinamičko 
balansiranje postiže se dodatnim masama m, i ma u istoj aksi- 
jalnoj ravnini, postavljenim tako da pobuđuju centrifugalni par 
sila koji je jednak ali suprotnog smjera od centrifugalnog para 
sila što ga stvaraju mase m, i mo. Naime, treba da bude 
m,R,o?a = m,R;0b, i također ma Ry 6 = mag Ryo? (sl. 113b). 


SI. 113. Uravnoteženje rotirajućih masa. a jedna koncentrična masa, b dvije 
koncentrične mase, c četiri koncentrične mase i njihov vektorski poligon 


Ako više koncentričnih masa leže u istoj ravnini rotacije 
(sl 113c), na osovinu djeluje više centrifugalnih sila. Osovina 
će biti uravnotežena ako je rezultanta svih centrifugalnih sila 
jednaka nuli X(m Re?) = 0. Dovoljno je da je jednak nuli vek- 


torski zbroj š(m R), a to će biti onda kad središte svih rotiraju- 
ćih masa leži u ravnini rotacije. Pomoću poligona vektora 
dobiva se rezultirajući vektor moR,, a time i uravnotežuju- 
ća masa m, i njezin položaj određen vektorom — Ra. Uravno- 
teženje se može izvršiti i pomoću više masa kojima vektori 
mR zatvaraju vektorski poligon. 

Rotirajuće mase mogu se i statički i dinamički izbalansirati 
na uređajima za balansiranje. Pri statičkom  balansiranju 
(sl. 114a) osovina rotora je oslonjena na prizme; nakon nekoliko 
okretaja rotor će se zaustaviti u položaju statičke ravnoteže 
pri čemu će se središte masa S nalaziti ispod osi rotacije. Uređaj 
za dinamičko balansiranje (sl. 114b) oslanja se na rotacijski zglob 


SI. 114. Uređaji za balansiranje. a statičko balansiranje, b dinami- 
čko balansiranje 


A i oprugu D, a rotor M (koji se uravnotežuje), oslonjen je na 
ležajeve B i C. Kazaljka E pokazuje na skali N amplitudu 
oscilacija. Uravnotežujuće mase dodaju se u ravnine I i II. Kad 
se ravnina II nalazi iznad rotacijskog zgloba A, protuuteg se 
dodaje u ravninu I sve dok osciliranje kazaljke ne prestane. 
Rotor M se zatim okrene tako da ravnina II dođe s desne 
strane, te se na isti način odredi masa i mjesto drugog protu- 
utega u ravnini II. 


Uravnoteženje ravnih mehanizama. Svaki ravni mehanizam, 
kojemu se članovi gibaju u međusobno paralelnim ravninama, 
može se smatrati sustavom materijalnih točaka kojima središte 
za vrijeme gibanja mijenja svoj položaj s obzirom na nepomični 
koordinatni sustav. Ako se sve inercijske sile reduciraju na sre- 
dište masa S, glavni vektor sila inercije bit će Fy, = — ma., gdje 
je m zbroj masa svih pokretnih članova a a; vektor ubrzanja 
središta masa. Glavni vektor Fi, bit će jednak nuli samo ako 
je ubrzanje a; jednako nuli, odnosno ako se središte masa 
kreće pravocrtno konstatnom brzinom. To se ne može ostvariti, 
jer je gibanje mehanizma periodično, te bi središte masa trebalo 
mirovati. Glavni moment sila inercije također mora biti jednak 
nuli, a to znači da moraju biti konstantni centrifugalni mo- 
menti inercije J,, i J,, pokretnih članova kad je os z okomita 
na ravninu gibanja u kojoj leže osi x i y. 
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Ako se pretpostavi da se središte masa svih pokretnih čla- 
nova zglobnog četverokuta (sl. 115a) nalazi u S, a moment 
mase sustava jednak je zbroju statičkih momenata pojedina- 
čnih masa, može se pisati: 


miS Sve mA + m3 =mfr 
Budući da je 
R=l+8in=l+L+8% (186) 
dobiva se 
ot MS + (imo + mo) : moš, + mal 
m m 
M3 S. P Se 2 
mb, + nak b3e (187) 


Iz te jednadžbe se vidi da su sva tri vektora na sl. 115b 
paralelni s pomičnim članovima tokom čitavog vremena gi- 
banja. Ako kraj trećeg vektora b, leži na postolju 0,0., 
središte masa S neće mijenjati svoj položaj i mehanizam će 
biti uravnotežen. Tada je 


Pb i 
—=—=— 1 
Dra (88) 
pa slijedi: 
m5 = —mlo(1 — Z) (189) 
kr 


SI. 115. Uravnoteženje zglobnog četverokuta. a zglobni četverokut s vektorima 
položaja težišta, b vektorski uvjet ravnoteže, c položaji težišta S, i S, uravno- 
teženog mehanizma 


Iz jednadžbe (189) proizlazi da težište S, leži na produ- 
žetku člana AB. Uravnoteženje se može postići promjenom po- 
ložaja središta masa S, člana BO,. Prema (189) slijedi: 


m=m (191) 

Mase m, i m, imaju pozitivne vrijednosti, pa s, mora biti 
veće od la i položaj S, će biti kao na sl. 115c. Vidi se da 
će desni dio jednadžbe (190) biti pozitivan samo za relativno 
veće vrijednosti sa i da bi se tada središte masa S, nalazilo 
između zglobova 0, i A; najčešće se središte S, nalazi ipak 
na produžetku člana O,A. 

Vektorske jednadžbe (185) i (187) vrijede i za koljenasto- 
klizni (motorni) mehanizam (sl. 1164). Težište S ležat će na 
postolju O,B i bit će nepomično samo ako su intenziteti vektora 
by i b, jednaki nuli. Odatle proizlaze uvjeti: 

Mj Si + (m2 + m3)li = 0; 


m2S2 + ma L =0. (192) 


SL 116. Uravnoteženje koljenastokliznog mehanizma. a koljenastoklizni meha- 
nizam i vektori položaja težišta, b položaji težišta S, i S, uravnoteženog 
mehanizma 


(185). 


Iz ovih jednadžbi slijedi da za uravnoteženje treba položaj 
središta masa S, i S, da bude: 
m3 1 


2>_=-—. 
Mi m, 


PoeEMm3, 
ir ik 


S>= (193) 


Središte masa S, i S, trebaju se, prema tome, nalaziti na 
produžecima članova O,A i AB, jer su koordinate s, i s, 
negativne (sl. 116b). Koljeno O,A može se bez teškoće konstru- 
irati tako da udovoljava tom uvjetu, tim više što je za koljeno 
O,A vezan i zamašnjak, pa se dodatnom ekscentrično postav- 
ljenom masom središte masa S, može premjestiti u potreban 


položaj. Mnogo je teže konstrukcijski oblikovati član AB s 
produžetkom, te se zato rijetko postiže potpuno uravnoteženje 
koljenastokliznog mehanizma. Ako se protuuteg postavi samo 
na koljeno O,A, ostaju potpuno neuravnotežene tangencijalne 
sile inercije na pravcu postolja 0,B. 

Pri djelomičnom uravnoteženju toga mehanizma masa m, 
člana AB zamjenjuje se koncentričnim masama m, i mg. Masa 
m, dodaje se masi m, koljena, nakon čega se odredi veličina 
potrebnog protuutega. Koncentrične mase m, i my trebaju is- 
puniti slijedeće uvjete: 


m,+My=mM, M,S2 = Mello — 82). (194) 


Iz tih jednadžbi proizlaze vrijednosti koncentričnih masa: 


hl — s, 52 

m, = TE , 

Protuuteg m, treba postaviti na udaljenosti sp od rotacijske 
osi tako da se ispuni uvjet: 


(195) 


si " (196) 


i 
MpSp = M Si + Mali = MS + mh meni 
Višečlani mehanizmi uravnotežuju se po pojedinim zatvo- 
renim konturama koje predstavljaju sastavne dijelove meha- 
nizma. Tako se šesteročlani mehanizam (sl 117) rastavi na 


SI. 117. Uravnoteženje višečlanog mehanizma 


konture 0,ABO, i O0,CA0,0, i za svaku se napravi posebna 
analiza i proračun mase i položaja protuutega na članovima 
1 i 5. Protuuteg na članu 1 sudjeluje u uravnotežavanju obiju 
kontura, pa je njegova masa jednaka zbroju protuutega koji 
proizlaze iz analize uravnoteženja obiju kontura. 
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Z. Sapunar 


MELIORACIJA, mijenjanje fizikalnih svojstava tla da 
se poboljša plodnost, odnosno da se osigura normalan rast i 
razvoj biljaka. Melioracija tla obuhvaća odvodnjavanje i navod- 
njavanje tla. Potreba odvodnjavanja i navodnjavanja ovisi o 
svojstvima tla i o vodi u tlu. 


SVOJSTVA TLA I VODA U TLU 


Svojstva tla ovise o mehaničkom sastavu tla, njegovoj 
strukturi, te pojavi vode u njemu. 

Mehanička svojstva tla. Tlo se sastoji od čvrste, tekuće 
i plinovite faze. Čvrstu fazu čine mineralne, mineralno-organske 
i organske čestice različite usitnjenosti. Čestice se prema 
veličini svrstavaju u kamen, šljunak, krupni i sitni pijesak, 
prah i glinu (tabl. 1). 


Tablica 1 
FRAKCIJE MEHANIČKIH ČESTICA U TLU 

Kamen > 20mm 
Šljunak 220mm 
Krupni pijesak 0,2--2mm 

Sitni pijesak 0,02---0,2 mm 

Prah 0,002--:0,02 mm 
Glina < 0,002 mm 


Krupni pijesak ima veliku propusnost i ne može zadržavati 
vodu, nije vezan, neplastičan je, pa tlo sastavljeno pretežno 
od krupnog pijeska nije pogodno za poljoprivredu. Sitni 
pijesak pun je sitnih pora, vrlo lako propušta vodu, nije 
plastičan, ne lijepi se i rasipa se u suhom stanju. Prah može 
primiti veće količine vode, dobro propušta vodu, ne bubri, 
malo je plastičan, omogućuje kapilarni uspon vode, vezan 
je u suhom stanju. Glina praktički ne propušta vodu, vrlo je 
plastična, ljepljiva je i bubri u vlažnom, a kompaktna je i 
tvrda u suhom stanju. 

Mehanički sastav tla može se klasificirati i prema udjelu 
čestica manjih od 0,02 i manjih od 0,002 mm (tabl. 2). Često 
se mehanički sastav prikazuje trima komponentama, tj. udjelima 
pijeska, praha i gline. 


Tablica 2 


KLASIFIKACIJA MEHANIČKOG SASTAVA TLA 
PREMA UDJELU SITNIH ČESTICA 


Udio čestica (%) 
Vrsta tla - _ -— —— 
< 002mm < 0,002 mm 
Pijesak < 10 [ <4 

liovasta pjeskulja 10-::20 4.9 
Pjeskovita ilovača 20--:30 9.15 
Ilovača 30-40 15---20 
Teža ilovača 40-50 20.-:25 
Ilovasta glina 50+-:75 25.36 
Glina 73 > 36 4 


Pomoću mehaničkog sastava tla mogu se procijeniti mnoga 
svojstva tla, pa se ispitivanju mehaničkih svojstava tla za po- 
trebe odvodnjavanja posvećuje posebna pažnja. Taj sastav daje 
osnovne podatke o genezi tla, njegovu bonitetu i zračno- 
-vodnom režimu u tlu. 

Utjecaj mehaničkog sastava tla na njegova svojstva prika- 
zuje tabl. 3. Na temelju mehaničkog sastava tla posredno se 


MEHANIZMI — MELIORACIJA . 


utvrđuje količina fiziološki neaktivne vode, te razmaka i dubine 
drenažnih rovova. 


Tablica 3 
UTJECAJ USITNJENOSTI TLA NA NJEGOVA SVOJSTVA 


Slabo usitnjeno tlo 
(pijesak ) 


Srednje usitnjeno tlo 
prah i sitni pijesak) 


Vilo usitnjeno tlo 
(glina) 


Dobra propusnost 
vode 

Slaba kohezija 

Neznatna količina 


Slaba propusnost 
vode 

Velika kohezija 

Visoki sadržaj 


hraniva hraniva 
Slaba biološka Jaka biološka 
aktivnost aktivnost 


Lako obradiva tla 
Jako ispiranje 
Neznatna_ mogućnost 
zadržavanja vode 
Slaba kemijska 


Teško obradiva tla 
Slabo ispiranje 
Znatna mogućnost 
zadržavanja vode 
Dobra kemijska 


svojstva svojstva 
Loša fizikalna Dobra fizikalna 
svojstva svojstva 


Tla pogodna za uzgoj 
šuma 


Tla pogodna za orani- 
ce s mogućnošću utje- 
caja na kemijska i fizi- 
kalna svojstva 


Tla pogodna za livade 
i pašnjake 


Struktura tla. Da bi se dobila što potpunija slika o tlu, 
potrebno je poznavati i strukturu tla. Pod strukturom tla 
razumijeva se način aglomeriranja čestica, čime nastaju tzv. 
strukturni agregati. Oni mogu imati različite oblike i veličine, 
pa se govori o strukturnim karakteristikama tla. Tlo se djelo- 
vanjem različitih faktora drobi i raspada. Ako se tlo ne 
raspada u strukturne agregate, govori se o bestrukturnom tlu. 
Takva su ona tla koja su sastavljena od različitih vrsta 
pijesaka jer se oni ne vežu u strukturne agregate. Takva su i 
tla s velikim sadržajem vlažne gline koja imaju homogeni sastav 
bez strukturnih agregata. 

Struktura tla može biti prirodna i umjetna. Prirodna je 
struktura nastala djelovanjem prirodnih faktora, a umjetna 
djelovanjem čovjeka (npr. obradom zemljišta). 

Strukturni agregati nastaju uglavnom obaranjem (lokulaci- 
jom), lijepljenjem (adhezijom) i cementacijom. Na razvitak struk- 
turnih agregata najviše utječu neki sastojci humusa, vapno 
i spojevi željeza, koji djeluju kao cement, te sitnozrne strukture 
vežu u veće nakupine. Na razvitak strukturnih agregata mnogo 
djeluje i vegetacija koja korijenjem rahli i zbija tlo, tvori 
kanaliće, te svojim izlučinama i ostacima djeluje na fizikalne 
i kemijske promjene sastava tla. Tako se stvaraju sitni agregati, 
mrvice i grudice u tlu. Smatra se da struktura korijenja trava 
mnogo utječe na poboljšanje strukture tla. 

Strukturni agregati mogu se prema veličini svrstati u četiri 
skupine: mikrostrukturni (promjeri manji od 0,25mm), mezo- 
strukturni (promjer 0,25--:2mm), makrostrukturni (promjer 2--- 
...50mm) i megastrukturni (promjer veći od 50mm) agregati. 

Prema obliku strukturni se agregati svrstavaju u sljedeće 
skupine: a) kockasti ili kuboformni agregati koji su podjednako 
razvijeni u smjeru svih triju osi, b) stupasti ili prizmoformni 
agregati koji su razvijeni u smjeru vertikalne osi i c) plos- 
nati ili laminoformni agregati koji su razvijeni u smjeru 
dviju horizontalnih osi. Unutar tih skupina razlikuje se više grupa 
strukturnih agregata prema njihovoj duljini u smjeru karak- 
terističnih osi. 

Pri pedološkim istraživanjima tala koja se žele meliorirati 
treba svakako utvrditi stabilnost strukture tla. Ta stabilnost ovisi 
O postojanosti strukturnih agregata u vodi. Ona je često 
različita i u različitim profilima istog tla. Strukturni agregati 
nekih tala imaju veliku stabilnost i nakon što su dugo u vodi, 
dok se oni drugih tala u vodi veoma brzo raspadaju u 
mikrostrukturne agregate. Stabilnost strukturnih agregata ovisi 
o faktorima koji uvjetuju cementaciju i o faktorima koji 
djeluju kao sredstva za disperziju (peptizatori). Humusne tvari, 
kalcij, aluminij i trovalentno željezo povećavaju stabilnost 
strukture, a mehanička obradba i peptizatori smanjuju tu 
stabilnost. 


MELIORACIJA 


Na temelju poznavanja stabilnosti strukture agregata može 
se shvatiti cjelokupno dinamičko ponašanje tla, te se može 
procijeniti propusnost tla za vodu i zrak. Rasporedom struk- 
turnih agregata određena je, naime, poroznost tla. Time je 
obujam tla podijeljen na obujam supstancije i obujam pora, 
koji je više ili manje ispunjen promjenljivim sastojcima tla, 
tj. vodom i zrakom. Veličina i oblik pora veoma utječu na 
količinu vode i zraka u tlu. Klasifikacija pora vidi se u 
tabl. 4. 


Tablica 4 
KLASIFIKACIJA PORA U TLU 


Ekvivalentni Tlak potreban 
Vrsta pora Djelovanje promjer za isisavanje 
mm kPa 
Makropore voda se brzo drenira > 50 < 6 
Srednje pore voda se sporo drenira 10--:50 6-::35 
Fine pore korisna voda 0,2--:10 35--+1500 
Vrlo fine pore mrtva voda < 0,2 > 1500 


Voda u tlu. Kad se promatra odvodnjavanje, zanimljiva su 
hidromorfna tla, tj. ona koja su suviše vlažna. Voda koja je 
dospjela u tlo zadržava se. kraće ili duže vremena u njemu, 
a može ga potpuno zasititi (saturirati) ispunjajući potpuno 
sve pore. Pojava vode u tlu naziva se hidrogenizacijom tla. 
Prema porijeklu vode razlikuju se oborinska i dopunska voda. 

Oborinska voda potječe od oborina koje padnu na površinu 
promatranog tla. Ta se voda zadržava na nepropusnom hori- 
zontu u tlu. Tada se voda ne može procijediti kroz nepropusni 
sloj. Pojava je te vode sezonska i ona djelomično ili potpuno 
nestaje za vrijeme vegetacijskog razdoblja zbog evapotrans- 
piracije (v. Hidrologija, TE 6, str. 404). Za razliku od hidro- 
morfnih tala, u automorfnim tlima voda se ne zadržava na 
nepropusnom horizontu jer takav u automorfnim tlima i ne 
postoji. 

Dopunska voda obično obilno povećava količinu vode u tlu. 
Ona se sastoji od slivene, poplavne i podzemne vode. Slivena 
voda dotječe s bokova sliva, bilo s padina okolnih tala, 
bilo kroz tlo tih padina. Poplavna voda se izlijeva iz vodotoka. 
Podzemna voda se skuplja na dubljem nepropusnom sloju. 
Ona se prihranjivanjem penje u više dijelove tla, pa tako 
uzrokuje hidromorfizam. Podzemna voda pritječe iz vodotoka 
kroz vodonosne slojeve, s površine infiltracijom ili lateralno 
kroz slojeve zasićene vodom (kroz akvifer). 


Hidromorfna tla karakterizirana su povremenom ili trajnom 
suficitnom vlažnošću dijela profila ili cijelog profila tla. Hidro- 
morfna tla, koja su zanimljiva za melioracijske zahvate, mogu 
se svrstati u aluvijalna (fluvijalna) tla, pseudoglej, semiglej 
(livadsko tlo), humoglej (ritska crnica) i euglej (močvarna tla). 

Aluvijalna (fluvijalna) tla pojavljuju se uz velike rijeke 
i obično nisu široka, ali se protežu cijelim tokom. To su 
mlađi riječni, jezerski i morski nanosi. Za njihov nastanak 
važni su nanosi koje nose vodotoci i koji se talože na po- 
godnim mjestima. Takvi procesi traju i danas na nebranjenim 
površinama, pa na njima nema razlike među genetskim horizon- 
tima. Obično su vidljivi sedimentni slojevi koji se razlikuju 
po debljini i krupnoći istoloženog materijala, što se podudara 
s visinom i trajanjem poplava. Najkrupnije čestice talože se 
bliže obali. Provođenjem radova za regulaciju vodotoka, za 
obranu od poplava, te melioracijskim zahvatima kojima se 
regulira zračno-vodni režim aluvijalna tla postaju veoma pri- 
kladna za poljoprivredu. 

Pseudoglej je karakteriziran znakovima hidromorfizma što 
se pojavljuje zbog prekomjernog vlaženja stajaćom vodom koja 
je pretežno oborinskog porijekla. Pojavljuje se najčešće tamo 
gdje postoji zbijeni teško propusni horizont koji sprečava 
poniranje oborinskih voda. Tako nastaje voda koja se zadržava 
i ispunja makropore (gravitacijske pore) u površinskom dijelu 
iz kojih istiskuje zrak. Djelovanjem te vode reduciraju se 
spojevi željeza i mangana iz trovalentnih u dvovalentne spo- 
jeve koji su topljivi u vodi. Oni se pokreću difuzijom i 


361 


izbjeljuju površine strukturnih agregata i korijenja. Suha faza 
nastaje ljeti kad se najprije uspostavlja ravnoteža između 
oborina i evapotranspiracije, odnosno kasnije kad je eva- 
potranspiracija intenzivnija od oborina. Tada se mijenja smjer 
kemijskog procesa, nastaje oksidacija te se izlučuju željezo 
i mangan kao rđaste mrlje, pa tlo dobiva mramorasti izgled 
tipičan za pseudoglej. Dinamika takva procesa ovisi o tra- 
janju i o izmjenama suhe i vlažne faze. Trajanje vlažne faze 
osnova je za mogućnost melioracije pseudogleja, a to trajanje 
ovisi o klimi, reljefu zemljišta, te o položaju i debljini 
nepropusnog sloja. Zbog toga se razlikuje pseudoglej na 
zaravni i onaj na obronku, te pseudoglej s plitkim (do du- 
bine 25 cm), srednjedubokim (25-50 cm) i dubokim (više od 
50 cm ispod površine) nepropusnim slojem. 

Pseudoglej je tip tla male plodnosti, nepovoljnih svojstava, 
nesređenog zračno-vodnog režima, siromašan hranljivim sastoj- 
cima i s plitkim aktivnim horizontom. Pseudoglej ima, me- 
đutim, i svojih prednosti jer se razvio na dubokom supstratu, 
a rasprostranjen je na nižim nadmorskim visinama i ima po- 
voljan reljef u povoljnim klimatskim uvjetima. Zbog toga se 
pseudoglej smatra rezervnim poljoprivrednim površinama. 

Zadatak je melioracije u području pseudogleja da se odvedu 
suvišne vode i time regulira zračno-vodni režim, pa se tako 
eliminiraju loše posljedice izmjena suhih i vlažnih faza. Rahlje- 
njem teško propusnog sloja eliminira se vlažna faza, jer se osi- 
gurava bolja infiltracija vode u dublje slojeve, veća prozračnost 
tla i povećanje korisne vode u tlu. Suvišna voda odvodi se mre- 
žom drenažnih cijevi. Osim toga, treba popraviti strukturu tla 
i održavati poroznost dodavanjem kalcija i organskih tvari. 

Kad se meliorira pseudoglej, potrebno je prethodno razgra- 
ničiti poljoprivredne i šumske površine. 

Semiglej (livadsko tlo) je lo u kojemu se hidromorfizam 
pojavljuje djelovanjem podzemnih voda koje se nalaze u tlu na 
dubini većoj od 1m. Taj se tip tla pojavljuje u riječnim do- 
linama gdje je pojava podzemnih voda uvjetovana topografskim 
odnosima. Prekomjerna voda ne utječe na gornje dijelove pro- 
fila jer se ona procjeđuje kroz gornje propusne slojeve. To 
su recentna tla u kojima se nalaze humificirane organske tva- 
ri s koloidnim karakteristikama ispod kojih je rastresiti dio 
matičnog supstrata. 


Većina tala s karakteristikama semigleja prema fizikalnim, 
kemijskim i biološkim karakteristikama spada među naj- 
plodnija tla. Kad se provode veliki regulacijski i melioracijski 
zahvati, mora se paziti da se ne pogorša vodni režim u 
takvim tlima zbog promjene vodnog režima u velikim vodo- 
tocima i zbog stalno visoke razine vode u vodotocima s kojima 
komuniciraju meliorirana tla. Tada je potrebno predvidjeti 
odvodnjavanje pomoću podzemne drenaže da se osigura kon- 
trola razine podzemne vode. 

Humoglej (ritska crnica) pojavljuje se kod nas u Baranji, 
Slavoniji, Srbiji i Vojvodini. Takav tip tla razvija se u po- 
sebnim hidrološkim uvjetima kad je u dijelu godine cijeli 
profil tla sve do površine zasićen vodom, pa je tlo često 
preplavljeno; nakon toga voda se povlači i spušta u dubinu 
veću od 100 cm. Humoglej se pojavljuje u najnižim dijelovima 
riječnih dolina i u poplavnim područjima gdje se održava 
relativno visoka razina podzemne vode. Matični supstrat ritskih 
crnica u nas sastoji se uglavnom od fluvijalnih nanosa te- 
žeg mehaničkog sastava, od pretaloženog lesa i od eolskih pi- 
jesaka. Karakteristika je tih tala da se pri procesu hidro- 
genizacije stvara hidromorfni humus karakteristične crnometalne 
boje (akvatički humus), a za vrijeme sušnog razdoblja pri pro- 
cesu aerifikacije matični humus. 

Svojstva su ritskih crnica heterogena jer su one razvijene 
na sedimentima različitih mineraloških i kemijskih svojstava, 
različite teksture i uslojenosti. Najviše ritskih tala ima teži 
mehanički sastav. Teksturno lakša tla imaju povoljniji zračno- 
-vodni režim i propusnija su, ne bubre, sadrže više zraka 
i imaju duže razdoblje za obradbu. 

Obrana od poplavnih voda i sniženje razine podzemne 
vode osnovna je svrha melioracije. Ako je to postignuto i ako 
se uspostavi povoljan zračno-vodni režim, takva tla mogu dati 
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visoke i stabilne prinose svih ratarskih kultura, a teksturno 
lakša tla pogodna su i za uzgoj povrtlarskih kultura. 

Euglej (močvarno-glejna tla) tip je tla koje je po cijelom 
profilu, dakle sve do površine, ovlaženo kraće ili duže 
dopunskom vodom. Za razliku od ritskih crnica u močvarno- 
-glejnom tlu razina se vode malo mijenja, pa se zbog toga u 
području do dubine od približno 1 m stalno nalazi mokra zona. 
Zbog dugog zadržavanja i slabog kretanja vođe smanjuje se 
kisik u tlu i pojavljuje se tipični redukcijski horizont sivkasto- 
zelenkaste ili plavkaste boje jer nastaju lako topljivi dvovalentni 
spojevi željeza i mangana. 

U površinskom sloju u kojemu vladaju tokom većeg dijela 
godine anaerobni uvjeti, hidrofiti odlažu organske tvari koje 
se razgrađuju i stvara se hidromorfni humus. Karakteristike 
toga humusa i njegova dubina ovise o vrsti, količini i sastavu 
biljnih ostataka, te o sadržaju baza i o kemijskim reakcijama 
u tlu. U srednjem sloju dominiraju redukcijski procesi, pa se 
stvaraju spojevi željeza i mangana u obliku smeđih i tamnih 
mrlja, a ako u vodi ima kalcij-bikarbonata, može se izlučiti 
kreč. 

S obzirom na porijeklo suvišne vode, koja ima utjecaja 
na melioracijske zahvate, razlikuje se: hipoglej (podzemna voda 
djeluje na pojavu suvišne vode), epiglej (površinska, najčešće 
poplavna voda djeluje na pojavu suvišne vode) i amfiglej 
(na pojavu suvišne vode djeluju i podzemna i poplavna voda). 

Vrste vode u tlu. Pod vodom u tlu razumijeva se voda koja 
se nalazi u porama tla i u šupljinama stijena ispod površine 
tla, tj. u litosferi. Udio vode u tlu iznosi 1:+:70%, a naj- 
češće 15--:30%. Procjenjuje se da se do dubine od 5 km po 
hektaru nalazi — 50+10%m? vode. Na poljoprivrednu proiz- 
vodnju, međutim, utječe samo voda u površinskim slojevima 
tla, pa će samo o toj vodi biti riječi. 

Najčešće se voda u tlu, s obzirom na hidropedologiju, 
svrstava u kemijski vezanu, higroskopnu, opnenu, kapilarnu 
i gravitacijsku vodu. 

Kemijski vezana voda nalazi se u kemijskim spojevima, pa 
je nekorisna za rast biljaka i poljoprivredu. 

Higroskopna voda adsorbirana je na površini čestica tla. 
Ta se voda drži za čestice tla velikim silama koje iznose 
.a 3-5 MPa pa do 500 MPa, te je biljke ne mogu preuzeti iz 
tla. 

Opnena voda obavija čestice u obliku tanje ili deblje opne. 
Drži se. za čestice tla silama od 0,3:::0,4MPa (na periferiji 
opne) do 3-5 MPa (prijelaz u higroskopnu vodu). Ta je 
voda samo djelomično korisna za biljke. Opnena voda vrlo se 
sporo giba od čestice s debljom prema čestici s tanjom opnom 
djelovanjem adsorpcijskih sila. Količina opnene vode ovisi o 
fizikalnim svojstvima tla: u pjeskovitim tlima može maseni 
udio iznositi do 4%, u ilovastim do 10%, a u glinenastim i 
do 25%. Ako se količina vode u tlu povećava, ne povećavaju 
se opne oko čestice, nego ta slabije vezana voda popunjava 
pore u tlu. 

Kapilarna voda drži se u kapilarnim porama površinskim 
silama. Ta se voda giba u svim smjerovima, a njezina je brzina 
veća u krupnijim porama. Voda u sitnijim porama može doseći 
veću daljinu. Kapilarna se voda drži u tlu silama koje odgo- 
varaju tlaku 0,3-: 0,4 MPa, pa je biljke mogu lako preuzimati. 
Zbog toga je kapilarna voda najkorisnija za uzgoj biljaka. 

Gravitacijska voda korisna je za biljke, ali ona samo pro- 
tječe kroz makropore u tlu. Pojavljuje se nakon obilnijih 
oborina i prekomjernog vlaženja tla natapanjem. Biljke je mogu 
iskoristiti samo na prolazu kroz područje u kojemu se nalazi 
korijenje. 

Vodne konstante tla. To su karakteristike tla izražene sadr- 
žajem vode u tlu koji se može odrediti. Za regulaciju vodnog 
režima najvažnije su slijedeće vodne konstante: vlažnost venuća, 
lentokapilarna vlažnost, poljski vodni kapacitet i maksimalni 
vodni kapacitet tla. 

Tlak koji treba svladati da se odvoji voda od tla izražava 
se jedinicama tlaka (MPa), a prije obvezne upotrebe mjernih 
jedinica SI i pomoću Scofieldova broja (pF) koji je jednak 
dekadskom logaritmu visine vodenog stupca u cm kojim se iz- 
ražava tlak potreban da se voda odijeli od tla. Treba spo- 
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menuti da vodenom supcu od 1 cm odgovara tlak —100Pa. 
Taj tlak je veći što je tlo suše. Interval tog tlaka iznosi 
0---1000 MPa. 

Vlažnost venuća količina je vode u tlu uz koju biljka po- 


- činje venuti. To su prilike kada korijenje u tlu nema na 


raspolaganju dovoljno vode za održavanje fizioloških procesa. 
Korijen biljke ima usisnu moć od 1,5 MPa, pa kad sila za- 
državanja vode u tlu dostigne tu vrijednost, biljka počinje 
venuti. Vlažnost tla mora se tako održavati da se količina 
vode u tlu nikada ne spusti na vlažnost venuća. Takvo stanje, 
naime, vrlo nepovoljno djeluje na prinose, pa čak, ako vlažnost 
ostane i kraće vrijeme na toj granici, biljka može uginuti. 
Vlažnost venuća ovisi o vrsti tla, odnosno o strukturi agre- 
gata u tlu. Više vrsta biljaka vene na tlu od finog pijeska 
ako je sadržaj vode manji od 2,7--:3,5%, na tlu od pjeskovite 
ilovače kad je sadržaj vode manji od 5,6-::6,9%, a na tlu 
od glinaste ilovače kad je sadržaj vode manji od 13,0-::16,6% 
masenog udjela. 

Razlikuje se početna i trajna vlažnost venuća. Ako se po- 
javi početna vlažnost venuća, biljka će se oporaviti nakon što 
se stavi u mračni prostor ispunjen zrakom zasićenim vodenom 
parom. Ako ni tada ne nestanu znaci venuća, bila je dostignuta 
trajna vlažnost venuća tla. Takvi pokusi omogućuju određivanje 
početne i trajne vlažnosti venuća. U tu svrhu najčešće se 
upotrebljavaju ječam i suncokret kao eksperimentalne biljke. 
Vlažnost venuća može se odrediti pomoću uzorka tla zasićenog 


.vodom. Uzorak se održava pod tlakom od 1,5 MPa tokom 


48 sati, a količina vode koja ostaje u uzorku odgovara vlažnosti 
venuća. 

Lentokapilarna vlažnost količina je vode koju tlo drži silom 
koja odgovara tlaku od 0,625 MPa. Tada se voda u tlu giba 
vrlo sporo i ona ne osigurava dovoljnu količinu vode potrebnu 
biljkama. Prema tome, lentokapilarna vlažnost je granica koli- 
čine vode kad se ona teže i lako giba u tlu, odnosno granica 
između vezane vode i vode koja se slobodno giba. Ta vodna 
konstanta iznosi 60--:70% vrijednosti konstante koja je nazvana 
poljskim vodnim kapacitetom tla. Ona je važna za navodnja- 


vanje, jer se uzima da je donja granica optimalne vlažnosti, pa 


je mjera za određivanje početka navodnjavanja. Lentokapilarna 
vlažnost određuje se u laboratoriju, gdje se uzorak tla pod- 
vrgava tlaku od 0,625 MPa, a preostala količina vode u uzorku 
odgovara lentokapilarnoj vlažnosti. 

Poljski vodni kapacitet količina je vode koju tlo u prirodnim 
uvjetima nakon obilnog vlaženja i poslije gravitacijskog pro- 
cjeđivanja može maksimalno zadržati. Kad je dostignuta vri- 
jednost poljskog vodnog kapaciteta, voda se više ne pro- 
cjeđuje kroz tlo. Smatra se da je poljski vodni kapacitet 
gornja granica optimalne vlažnosti, pa ga treba odrediti za 
svako tlo koje je meliorirano. Naziv poljski uveden je zbog 
toga jer se vodni kapacitet određuje u uvjetima na polju. 
Obično se ispituje na parcelici 1,5 x 1,5 ili 2,0 x 2,0m. Tlo se 
na parcelici zasiti vodom, a zatim se prekrije slamom da se 
spriječi ishlapljivanje. Nakon toga se nekoliko dana (1:10 
dana) uzimaju uzorci tla po slojevima. Kad se ustanovi da se 
vlažnost ustalila, ta se vrijednost vlažnosti uzima kao poljski 
vodni kapacitet. Vrijednost te konstante ovisi o svojstvima 
tla. Za lakša tla (pjeskovito tlo) iznosi 10-::20%, za srednje 
teška tla 20::-30%, a za teže ilovače i glinovita tla 30-::40% 
masenog udjela. U laboratoriju se poljski vodni kapacitet 
određuje tlačenjem uzorka tla pod tlakom od 0,033 MPa. 

Maksimalni vodni kapacitet maksimalna je količina vode koju 
tlo može primiti, ali je ne može zadržati. U trenutku kad 
je tlo primilo maksimalnu količinu vode, sve su pore ispu- 
njene vodom. Takvo je stanje tla vrlo nepovoljno za uzgoj 
biljaka, jer je voda istisnula zrak iz pora, a zrak je za život 
biljaka isto tako važan kao i voda. Kad je postignut maksi- 
malni vodni kapacitet, dio vode je slobodan, pa se cijedi 
djelovanjem gravitacije. Tada se neke od pora oslobađaju od 
vode, pa u njih ulazi zrak, što opet omogućuje normalne 
procese u biljkama. 

Optimalna vlažnost tla. Da bi se ostvarili visoki i stabilni 
prinosi poljoprivrednih kultura, potrebno je tokom vegetacije 
održavati optimalnu vlažnost tla. Višak vlažnosti šteti biljkama, 
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jer tada nema dovoljno zraka u tlu pa se biljke guše i trunu. 
Ako je, međutim, vlažnost nedovoljna, biljka troši veliki 
dio svoje energije da odvoji vodu od čestica tla. Zbog toga 
ona se može tako održavati samo neko kratko vrijeme, a 
nakon toga počne venuti i konačno ugine. 

Optimalna vlažnost tla ovisi o biljnoj vrsti, razvojnoj fazi 
biljke, svojstvima tla i količini soli u tlu. Za uzgoj povrća, 
na otvorenom i u zatvorenom, gornja je granica optimalne 
vlažnosti poljski vodni kapacitet, dok donja granica ovisi 
o vrsti kulture i uvjetima uzgoja. Za većinu povrtljarskih 
kultura uzgajanih na otvorenom donja se granica nalazi oko 
lentokapilarne vlažnosti, a ako se uzgajaju u staklenicima, 
donja je granica nešto veća od lentokapilarne vlažnosti. 

U intervalu vlažnosti između poljskog vodnog kapaciteta 
i lentokapilarne vlažnosti biljka preužima vodu pod istim 
uvjetima. Što je vlažnost bliža poljskom vodnom kapacitetu, 
lakše se voda odvaja od tla, pa je biljka lakše preuzima. Za 
biljku postaje sve teže što je sadržaj vlage u tlu manji. Da 
bi se osigurala optimalna vlažnost, potrebno ju je stalno 
kontrolirati i prema potrebi povećati vlažnost navodnjavanjem. 

Gibanje vode u tlu ovisi o agregatnom stanju vode u tlu, 
o količini vode i silama koje uzrokuju to gibanje. Voda se u 
tlu može gibati u svim smjerovima. Prilikom prirodnog vla- 
ženja i navodnjavanja voda se giba od površine prema dubljim 
slojevima, a kad se tlo suši, voda se kapilarno diže prema 
površini. Osim toga, voda se može gibati i u ostalim smjerovima, 
već prema djelovanju kapilarnih sila. Vlaga se u tlu giba 
od vlažnije zone (manje kapilarne sile) prema zonama manje 
vlažnosti. Takvo gibanje odvija se uglavnom u kapilarnim 
porama tla. Ako se pozna to kapilarno gibanje, mogu se pri 
regulaciji vodnog režima postići veći efekti i veća rentabilnost 
pri navodnjavanju. Visina kapilarnog gibanja ovisi o me- 
haničkim svojstvima tla. Što su čestice tla veće, brzina je 
kapilarnog dizanja vode veća, ali je manja visina dizanja. Vi- 
sina kapilarnog dizanja iznosi: laka tia 0,020---0,035 m, srednje 
teška tla 1,20---3,50 m, a teža tla 6,50:--12,00m. U pjeskovitom 
tlu kapilarno je dizanje, dakle, neznatno prema dizanju u 
glinastom tlu. 

Infiltracija je proces upijanja vode u tlu. Poznavanje in- 
filtracije vrlo je važno za određivanje mogućnosti regulacije 
u tlu jer o intenzivnosti infiltracije ovisi pogodnost tla za 
navodnjavanje i mogući način navodnjavanja. Infiltracijom se 
tlo vlaži od površine prema dubljim slojevima djelovanjem 
gravitacije, kapilarnih sila i hidrostatskog tlaka (ako voda leži 
na površini tla). U početku infiltracije najveće su kapilarne 
sile, pa je i infiltracija najveća. Nakon nekog vremena slojevi 
tla se zasite, Pa se kapilarne sile smanje ili potpuno ne- 
stanu. Tada ostaje samo djelovanje gravitacije i eventualnog 
hidrostatskog tlaka, pa upijanje postaje konstantne neovisno 
o vremenu. Takvo konstantno upijanje naziva se filtracijom. 

Intenzivnost infiltracije ovisi o fizikalnim i kemijskim svoj- 
stvima tla. Ako se tlo sastoji od krupnih čestica, ima bolju 
strukturu, veću poroznost, više organskih tvari, više kalcijevih 
a manje natrijevih soli, bit će veća infiltracija. Osim toga, 
upijanje se povećava kad je tlo bolje obrađeno, kad ima veći 
nagib, kad je gušći biljni pokrivač, te kad je viša temperatura 
vode i tla. Zbog toga se intenzivnost infiltracije mijenja tokom 
godine. Intenzivnost infiltracije izračunava se iz relacije 


W,=W,r "ds, (1) 


gdje je W, (cm) sloj vode koji je upijen tokom vremena £ (h), 
W, (cm) sloj vode upijen u prvom satu, a d koeficijent 
infiltracije. Vrijednost koeficijenta infiltracije ovisi o svojstvima 
tla, a za poljoprivredna tla iznosi 0,3---0,8. Ritska crnica u 
Vojvodini ima koeficijent infiltracije 0,55, a livadska tla u 
Vojvodini 0,40. 

Infiltracija se mjeri infiltrometrima, koji se sastoje od dva 
cilindra ili kvadratna okvira što se dijelom utisnu u tlo. 
Nadolijevanjem vode u cilindre ili okvire održava se konstan- 
tna razina, a mjerenjem upijanja određuje se intenzivnost 
infiltracije. Minimalna infiltracija pojavljuje se najčešće nakon 
3:5 sati, pa tada počinje filtracija. Računa se da tlo nije 
pogodno za navodnjavanje ako je upijanje manje od 25cm/h. 
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Filtracija je gibanje vode kroz tlo djelovanjem gravitacije 
i eventualno hidrostatskog tlaka. Tada su mikropore i kapilarne 
pore zasićene vodom, pa kapilarne sile prestaju djelovati. 
Voda se giba kroz mikropore. U pjeskovitim tlima filtracija 
može biti vrlo intenzivna, pa se gubi mnogo vode i ispiru 
se hranjive tvari iz površinskog tla. U težim tlima filtracija 
je vrlo malena. Intenzitet filtracije ovisi o propusnosti tla 
(tabl. 5). 


Tablica 5 
INTENZIVNOST FILTRACIJE 

Propusnost tla 10 * cm/s m/dan 
Vrlo mala <3 < 0,026 
Mala 3.15 0,026---0,13 
Umjereno mala 15---60 0,13-.-0,52 
Umjerena 60-.-170 0,52---1,47 
Umjereno velika 170-.-350 1,47--:3,02 
Velika 350--700 3,02---6,05 
Vrlo velika > 700 > 6,05 


Zrak u tlu. Zračni je kapacitet tla količina zraka koja preo- 
staje u tlu nakon što je ono zasićeno vodom. Tada se u kapi- 
larnim porama nalazi voda, a zrak u ostalim porama. Prema 
tome, najveći zračni kapacitet imaju pješčana, srednje ilovasta, 
a najmanji glinenasta tla. Rahla tla stabilne strukture imaju 
veći zračni kapacitet nego zbijena tla, usprkos jednakom 
mehaničkom sastavu. Zračni se kapacitet može povećati do- 
datkom organskih tvari, pepela ili pijeska, a novija istraživanja 
pokazuju da se taj kapacitet može povećati dodatkom polimera 
i stabilizatora strukture. 

Zračni kapacitet može se promijeniti mehaničkom obradom 
tla, jer se tada povećava poroznost tla, pogotovu nekapilarna 
poroznost, a ona je mjerodavna za zračni kapacitet. Učestalim 
usitnjavanjem tla oruđima koja rotiraju može se smanjiti 
nekapilarna poroznost. To smanjenje slabi aeraciju, smanjuje 
mikrobiološku aktivnost u tlu i smanjuje infiltriranje vode u tlo. 
Ako je tlo nestabilne strukture duže vremena bilo poplavljeno, 
zračni kapacitet može postati vrlo malen. Upotrebom teških 
poljoprivrednih strojeva u nepovoljnim vremenskim prilikama 
smanjuje se nekapilarha poroznost zbog zbijanja tla. 

Istraživanja o djelovanju aeracije na razvoj korijenja po- 
kazuje da postoji optimalni zračni kapacitet koji ovisi o vrsti 
poljoprivredne kulture. Tako je, npr., za sudansku travu 
optimalni zračni kapacitet 6:-:10%, za pšenicu i zob 10-::15%, 
a za ječam i šećernu repu 15:--20% volumenskih udjela. H. Yoder 
(1937) postigao je najveći prinos pamuka na parceli koja je 
imala za 30% veći zračni kapacitet. J. Bayer i U. Farnsworth 
(1940) utvrdili su da šećerna repa počinje propadati kad 
zračni kapacitet u tlu iznosi 8%, a ako se taj kapacitet 
smanji na 2%, propast će 50% biljaka. Isti su istraživači 
utvrdili da i malo povećanje aeracije tla mnogo povećava 
prinos kukuruza. 

Tlo se opskrbljuje zrakom djelovanjem razlike tlakova i 
difuzijom zbog razlika u koncentraciji. Utvrđeno je da se di- 
fuzijom dovodi najveći dio potrebnog zraka korijenju biljaka, 
jer je razlika tlakova u tlu malena. 

Sastav zraka u tlu mijenja se s dubinom. Koncentracija 
kisika u zraku koji se nalazi u tlu obično je manja nego u 
atmosferi, dok je koncentracija ugljik-dioksida veća. I koncen- 
tracija kisika i koncentracija ugljik-dioksida mijenjaju se tokom 
godine, a ovise o sastavu organskih tvari unijetih u tlo. 
Povećanje koncentracije ugljik-dioksida tumači se povećanom 
aktivnošću mikroorganizama pri razgradnji organskih tvari. 


ODVODNJAVANJE 


Svrha je odvodnjavanja ostvarenje povoljnog zračno-vodnog 
režima u tlu koji omogućuje visoku i stabilnu poljoprivrednu 
proizvodnju, koja je potrebna zbog povećanja stanovništva na 
Zemlji i zbog toga što je i danas veliki dio stanovništva 
u najmanje razvijenim područjima nedovoljno ishranjen. Stanje 
se može poboljšati većom proizvodnjom na već iskorištavanim 
poljoprivrednim površinama i povećanjem poljoprivrednih povr- 
šina odvodnjavanjem i navodnjavanjem. 
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Kad se utvrđuju raspoložive obradive površine, uračunavaju 
se i ona tla koja nemaju povoljna fizikalna svojstva. Površina 
tih tala najčešće je veoma velika. Ta se svojstva mogu 
popraviti odvodnjavanjem. Danas se, naime, smatra da je 
opravdano odvodnjavati dreniranjem i ona tla za koja se do- 
nedavno smatralo za su dobro drenirana. Upotreba teških 
strojeva za obradu zemljišta traži bolje odvodnjeno tlo nego 
što je bilo potrebno kad su polja bila obrađivanja konjskim 
i volovskim zapregama. 

Velike površine potencijalno plodnih tala danas praktički 
nisu plodna zemljišta. To u prvom redu vrijedi za hidromorfna 
tla u kojima suvišak vode onemogućuje povećanje poljoprivredne 
proizvodnje, pa se nastojanja usmjeravaju na obranu od poplava 
i na odvodnjavanje hidromorfnih tala. 

Prve kamene i cijevne drenaže upotrebljavane su za odvodnjavanje još 
prije nove ere. U rimsko doba odvodnjavane su Pontijske močvare u blizini 
Rima natkritim kanalima. U srednjem vijeku zaboravljeno je na odvodnjavanje 
i dreniranje tala. Tek oko 1650. godine ponovno počinje, u Engleskoj i 
Rusiji, primjena odvodnjavanja gradnjom podzemnih rovova obloženih drvetom 
ili kamenom. Nešto poslije počinje u Škotskoj i Engleskoj upotreba krovnog 
crijepa (kanalica, v. Krov, TE 7, str. 410) za izradbu drenažnih odvoda. To je 
bila početna faza upotrebe glinenih proizvoda za cijevnu drenažu. Pronalazak 
preše za strojnu izradbu glinenih cijevi (1840) pospješio je gradnju drenažnih 
uređaja u Evropi. Sljedećih stotinu godina odvodnjavaju se zemljišta drenažom 
pomoću glinenih cijevi postavljenih u ručno iskopane rovove. 

Tek 1940. godine počinju intenzivna istraživanja matematičko-fizikalnih 
osnova za odvodnjavanje zemljišta, a od 1950. godine počinje intenzivnija 
upotreba posebnih strojeva za iskop drenažnih rovova i ukapanje drenažnih 
cijevi. Prije dvadesetak godina počele su se upotrebljavati drenažne plastične 
cijevi. Njihova cijena, lako postavljanje i mala težina uvjetovali su da su one 
potpuno istisnule iz upotrebe glinene cijevi. U posljednje vrijeme drenažne 
se cijevi od plastičnih materijala uvlače bez iskopa drenažnih rovova. 


Tablica 6 


POVRŠINE KOJE TREBA ODVODNJAVATI U NEKIM 
EVROPSKIM ZEMLJAMA 


Površine koje treba be jeka 
Zemlja odvodnjavati Ms 
površinama 
(105 ha) Yo 
Engleska i Wales 34 75 
Finska 2,1 67 
Danska 1,4 45 
Njemačka DR 24 38 
SR Njemačka 44 31 
Švedska 1,0 23 
Austrija 0,5 21 
Nizozemska 0,7 17 
Švicarska 0,2 9 
Tablica 7 
HIDROMORFNA TLA U JUGOSLAVIJI I 
HRVATSKOJ 
[ ; Jugoslavija | Hrvatska 
KA l0*ha | 10%ha 
Aluvijalna tla 1300 400 
Pseudoglej 1200 500 
Livadska tla 450 300 
Ritska crnica 770 207 
Močvarna tla 1200 600 
Tresetna tla 10 1 
Ukupno 4930 , 2008 


U skoro svim zemljama danas se nastoji povećati plodnost tla odvod- 
njavanjem otvorenim kanalima i drenažom. Izbor sustava odvodnjavanja 
ne ovisi samo o potrebnom sustavu nego i o ekonomskim mogućnostima. 
Najuspješniji je sustav odvodnjavanja zemljišta obično i najskuplji. Razvijene 
zemlje najčešće ulažu sredstva ne samo u obranu od poplava nego i u 
regulaciju odvodnjavanja podzemnom drenažom, dok nerazvijene zemlje grade 
tek uređaje za obranu od poplava jer teško pronalaze sredstva za detaljno 
i regulirano odvodnjavanje, pa se zadovoljavaju manje uspješnim sustavima 
odvodnjavanja. 

Potreba odvodnjavanja ovisi i o klimatskim uvjetima. U Evropi potreba 
odvodnjavanja opada od zapada prema istoku i od sjevera prema jugu. 
Površine koje treba odvodnjavati i udio tih površina u ukupno obradivom 
zemljištu u nekim evropskim zemljama vidi se u tabl. 6. 

U SR Njemačkoj potrebno je odvodnjavati 4,4 - 10%ha, a od toga dre- 
nirati 2,6 + 105ha. Od 1955. do 1972. odvodnjeno je 2,4- 10%ha, a od toga 
drenirano 1,0+105ha. Godišnje se drenira 65 -10?ha uz troškove od 
135 + 10% DM. ; 

Površina hidromorfnih tala u Jugoslaviji iznosi 4,93 + 10% ha, od kojih se 
20-10%ha nalazi na području SR Hrvatske (tabl. 7) U SR Hrvatskoj 
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poplavne površine iznose 800 10*ha, od čega je danas branjeno oko 60% 
poplavnih površina, a odvodnjeno je tek nešto više od 1/4 površina koje 
treba meliorirati. Detaljno odvodnjavanje provodi se u nas na tlima na 
kojima voda stagnira. Primjena je drenaže za detaljno odvodnjavanje tek na 
početku (u Jugoslaviji je tako odvodnjeno samo 20. 10%ha, a od toga u SR 
Hrvatskoj 12. 10? ha). 

Odvodnjavanje tla sastoji se u evakuaciji suvišne vode iz 
aktivnog profila tla. Aktivni profil obuhvaća dio tla u kojemu 
se razvija glavni dio korijenja. 

Odvodnjavanje suvišne vode obuhvaća zaštitu melioriranih 
područja od voda izvan toga područja, evakuaciju viška vode 
s područja koje se odvodnjava i detaljno odvodnjavanje s 
poljoprivrednih površina (tabla, rudina). Osim toga, sustav 
odvodnjavanja obuhvaća crpne stanice, mostove, propuste, 
ustave i ostale hidrotehničke građevine. 

Zaštita od vanjskih voda. Zaštita nizinskih terena od voda 
s okolišnih brda i od visokih voda prirodnih vodotoka osnovni 
je preduvjet za uspješno melioriranje površina u nizini. Uobi- 
čajeno je da se melioracija u nizini provodi neovisno o sanaciji 
viših površina koje su na ivici melioriranog područja. Zaštita 
melioriranih površina postiže se a) obodnim kanalima i b) 
regulacijom prirodnih vodotoka za zaštitu od poplavnih voda. 

Obodni kanali. Da se melioraciono područje zaštiti od brd- 
skih voda, potrebna je barem parcijalna sanacija povišenih 
okolišnih terena. Trasa se obodnih kanala postavlja podnožjem 
nagnutih terena, a njihova je duljina ovisna o uvjetima pada. 
Na dijelu na kojemu se ne postiže pad potreban za otjecanje 
vode obodni se kanal vodi u prirodni ili umjetni recipijent. 
Obodni kanali ne uvode se u osnovnu kolektorsku mrežu. 
Istodobno s gradnjom obodnih kanala grade se nasipi sa 
zaštitne strane koji se zasijavaju travom da se spriječi erozija. 

Regulacija prirodnih vodotoka za zaštitu melioriranih povr- 
šina mora prethoditi ostalim radovima, a obično su izdaci 
za regulaciju mnogo veći od izdataka za ostale radove. Ta je 
regulacija radi zaštite od poplavnih voda potrebna jer se ne 
može ostvariti intenzivna poljoprivreda ako se zemljište po- 
plavljuje u bilo koje godišnje doba. Osim toga, biljke stra- 
davaju ako je gornji sloj zemljišta zasićen vodom. 

Evakuacija viška vlastitih voda provodi se tek nakon što 
je dovršena zaštita od vanjskih voda. Projekt evakuacije osniva 
se na detaljnim istraživanjima hidroloških prilika (v. Hidro- 
logija, TE 6, str. 396) i fizikalno-kemijskim svojstvima tala 
koje treba meliorirati. Najbolji se rezultati postižu kad se 
hidromelioracijski radovi provode paralelno s komasacijskim 
radovima (v. Komasacija zemljišta, TE 7, str. 195) jer je 
tako moguće pronaći najbolja rješenja za većinu zemljišnih 
parcela. : 

Glavni odvodni kanali unutrašnjeg odvodnjavanja imaju pre- 
težno tranzitnu funkciju. Oni se redovito trasiraju prema naj- 
nižem terenu, a često se prirodni vodotoci upotrebljavaju 
kao glavni odvodni kanali. U nizinskim terenima s vrlo malim 
uzdužnim padom oni imaju ograničenu duljinu. Optimalne 
duljine odvodnih kanala iznose 10-:12km s koncentriranim 
dotocima. Njih treba dimenzionirati tako da mogu odvesti 
velike vode povratnog razdoblja od 5:10 godina (v. Hidro- 
logija, TE 6, str. 396), uz normu odvodnjavanja od 0,8:-:1,0m. 
Norma odvodnjavanja ovisi o dubini drenaže, retencijskoj 
sposobnosti kanala i propusnoj moći kanala. Norma odvod- 
njavanja može se odrediti iz izraza 


W = Vew Mnax>» (2) 


gdje je c koeficijent (1,5--:2,5), a Ynax maksimalna dubina 
vode u kanalu. Norma je odvodnjavanja zapravo razlika između 
gornjeg ruba kanala i maksimalne kote vode u kanalu (sl. 1). 


SI. 1. Oblik kanala za odvodnjavanje. Knax najveća 
dubina vode, W norma odvodnjavanja 
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Voda se odvodnim kanalima najčešće odvodi u glavni 
recipijent preko gravitacijskog ispusta ili pomoću crpne stanice. 
Crpne se stanice grade kad u svim prilikama nije moguće 
osigurati gravitacijsko odvođenje vode. 

Crpne stanice i gravitacijski ispusti. Crpne se stanice po- 
stavljaju na ušću glavnog odvodnog kanala u glavni recipijent. 
Kanalima se mora osigurati koncentracija dotoka, jer se uz 
dobru koncentraciju dotoka ostvaruju i dobre norme odvod- 
njavanja i na najudaljenijem mjestu kanala (i za tzv. po- 
sljednji hektar), što se teško postiže kad je kanal dug i 
kad ima mali pad. 

Gravitacijski ispusti dimenzioniraju se za protoke većega 
povratnog razdoblja (25 ili 50 godina), a crpne stanice iz 
ekonomskih razloga za manji protok, tj. prema kraćem po- 
vratnom razdoblju. Osim toga, pri dimenzioniranju crpne stanice 
računa se s retencijom dijela vodenog vala u manjim i većim 
depresijama, te u kanalskoj mreži. Maksimalni učin crpne 
stanice Q, izračunava se iz izraza 


W,) 

= Onapl 1 —— : , 3 
0 »\1-7, (3) 
gdje je Omaxp maksimalni protok povratnog razdoblja P godina, 
W, ukupni volumen vodenog vala, a W, volumen retencije u 
kanalskoj mreži i prirodnim depresijama (sl. 2). Ukupni volumen 
vodenog vala određen je izrazom 


W, = Omax pyT, (4) 
u kojemu je 


y =9450m-%!*(1 — o)!*exp(— 0,50), (4a) 


a T trajanje vodenog vala od početka porasta do kraja opa- 
danja protoka. Konstanta m ima vrijednost 1:-:6, s tim da se 
smanjuje s povećanjem površine sliva, dok je o omjer učina 
crpne stanice i maksimalnog protoka (v. Hidrologija, TE 6, 
str. 413). Djelovanjem retencija smanjuje se maksimalni protok 
i produžuje se trajanje pogona crpne stanice s maksimalnim 
učinom za AT = T, — T (sl. 2). 


> 
sau 


Sl. 2. Tok vodenog vala. W,, ukupni volumen vodenog vala, 
W,=W, volumen retencije u kanalskoj mreži i prirodnim 
depresijama, Q. učin crpne stanice 


U našim prilikama crpnim stanicama odvodi se 1,5. 
2,0 dm*/s vode po hektaru. 

Sabirni i detaljni kanali za unutrašnje odvodnjavanje imaju 
u prvom redu tranzitnu funkciju. Da li će oni djelovati 
i na regulaciju zračno-vodnih prilika u aktivnom profilu tla, 
ovisi o fizikalnim svojstvima tla. U lakšim i srednje teškim 
tlima, s dovoljnom propusnošću za vodu, osnovna kanalska 
mreža može preuzeti i regulacijsku i kolektorsku funkciju, jer 
ona tada ne samo da sakuplja višak vode nego i snizuje 
razinu podzemnih voda. Samo za takvo odvodnjavanje oprav- 
dan je naziv detaljno odvodnjavanje. U tlima s težim i teškim 
mehaničkim sastavom kanalska mreža djeluje samo kao kolektor 
voda jer se njezinom izgradnjom ne snizuje razina podzemnih 
voda u aktivnom profilu tla. 


Da bi se u teškim tlima postigao optimalni zračno-vodni 
režim, potrebno je, osim sabirnih kanala, izgraditi i detaljne 
kanale (kanali II i III reda), a osim toga predvidjeti i do- 
datne regulacijske zahvate. Pri tom treba uskladiti meliora- 
cijske i ekspoatacijske zahtjeve takvim rasporedom kanalske 


tao 
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i putne mreže da se postigne najbolje iskorištavanje poljo- 
privrednih površina. 

Od postavljanja osnovne kanalske i putne mreže ovisi i 
formiranje zemljišnih parcela kao proizvodnih jedinica. U ni- 
zinskim područjima grade se paralelni sabirni i detaljni kanali. 
Pri tom se iskorištava prirodni pad zemljišta, a obradba 
se predviđa u smjeru prirodnog pada. Oblik, veličina i smjer 
parcele (table) ovisi o prosječnoj veličini posjeda u individu- 
alnom vlasništvu i o načinu obradbe. Duljina i smjer par- 
cela u društvenom posjedu ovise o sastavu odvodnjavanja i 
smjeru obradbe zemljišta. Budući da su na nizinskim ravnim 
zemljištima padovi ograničeni, najčešće duljine tabla iznose 
600--:1000 m, dok je širina table određena sustavom regula- 
cijskog odvodnjavanja. Prema iskustvu širine su tabla 250--- 
::400m, a najčešće optimalna širina iznosi 300m. Prema 
tome, prosječne su površine parcela 24:--30 ha. 

Razmak sabirnih kanala određuje se prema izrazu (A. N. 
Kostjakov) 


_0,5cT?[(01)%% + k,]? 
gi : 


l 


(5) 


gdje je c Chezyjev koeficijent, T' dopušteno zadržavanje vode 
na parceli, a koeficijent otjecanja, i maksimalni satni intenzitet 
kiše, a k, srednja brzina poniranja vode poslije kiše. 

Dimenzioniranje kanala. Glavni odvodni i sabirni kanali 
obično se dimenzioniraju za maksimalne protoke s povratnim 
razdobljem od 5 ili 10 godina. Pri tom se mora osigurati 
unaprijed utvrđena norma odvodnjavanja (2). Takvi kanali 
dimenzioniraju se uz kriterij manje sigurnosti, jer s povećanjem 
sigurnosti (dulje povratno razdoblje, veća norma odvodnjavanja) 
rastu i troškovi gradnje. O potrebnoj sigurnosti postoje, 
međutim, različita mišljenja, jer su potrebna ulaganja za melio- 
raciju, kad se uračunaju i drenaže, vrlo velika. Budući da za 
većinu naših područja ne postoje normativi za hidrološku 
analizu, koji se osnivaju na mjerenim protocima, najčešće se 
analiza temelji na empirijskim formulama. Za područje srednjeg 
Posavlja upotrebljavaju se formule (D. Srebrenović) koje se 
osnivaju na intenzivnosti kiša (mm/h) prema relaciji 


67,84(1 + 1g P)08 
[ 


0,843 exp( — 0,146 Ig P) 


i=1111H (6) 


gdje su H godišnje oborine (m), t je trajanje kiše (h), a P 
povratno razdoblje (god.). Uz koeficijent otjecanja a = 1 za 
povratno razdoblje od 5, 10 i 25 godina specifični protoci 
u dm*/s po hektaru dobivaju se iz relacija 


2,78 [ | po \3165 0,316 
= 428,37H ;EŠE — u 
krvi: | I | se 
_ 278 p 3,682 0272. 
do=2 (9351 535m +1 -v), (Ib) 
2,78 | v a 0,240 
seSt24H : eru 
kr) | 5242H ; ž (79 


gdje je v retencijska sposobnost tla, a T zbroj trajanja 
koncentracije 


a 
KE go (8) 


i trajanja evakuacije voda 


( F 1/3 
n=265) , (9) 


gdje je To trajanje evakuacije sa zemljišta nakon prestanka 
jake kiše, F površina sliva (km?), a I prosječni pad terena (%). 
Maksimalni protok u m?/s računa se iz izraza 


E Ola = 0,1Fq, 


gdje je g specifični protok određen relacijama (7). 


(10) 
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Za proračun specifičnog dotoka često se upotrebljava i 
formula A. N. Kostjakova: 


a= 280%, dm3s-'ha !, (11) 
gdje su p jednodnevne oborine (mm), a je koeficijent otje- 
canja, k koeficijent koji karakterizira histogram otjecanja, t 
trajanje kiše (h), s prijeđeni put vode, a x eksponent ovisan 
o obliku, duljini, padu i površini sliva. 

Kanali se dimenzioniraju na temelju utvrđenih maksimalnih 
protoka. Brzina toka određena je relacijom 


v=e/at; 
gdje je c kodicijent brzine, R hidraulički polumjer, a i pad 
razine vode. Omočeni presjek dobiva se iz omjera protoka 
i brzine (A = Q/v). Koeficijent brzine može se odrediti pomoću 
izraza 


(12) 


ci= KERN? (13) 


pa se za brzinu dobiva 


v=k,R2?i12, (14) 


Vrijednost koeficijenta ovisi o obliku kanala, njegovu odr- 
žavanju i zaraštenosti, dubini vode i materijalu u kojemu 
je izgrađen kanal (tabl. 8 i 9). 


Tablica 8 


KOEFICIJENT k,, (13) OVISAN O ODRŽA- 
VANJU KANALA 


Vrlo dobro održavan 30 < km < 45 


Dobro održavan 20 < km < 30 
Malo zarastao 15 < km < 25 
Srednje zarastao 10 < km < 20 
Vrlo zarastao km < 10 


Tablica 9 
KOEFICIJENT k,y, OVISAN O DUBINI VODE, VRSTI 
TLA I O DOBA GODINE 


Zima Ljeto 


Dubina vode do 0,80m 
lako tlo 35 20 
teško tlo 25 15 
Dubina vode 0,70---1,/7m 
lako tlo 40 30 
teško tlo 30 20 
Dubina vode više od 1,5m 40 50 


Smanjenje razine vode određuje se izrazom 
v2 
pri 
gdje je Cu ulazni koeficijent otpora, Ćć, koeficijent otpora 


* u kanalu, Ć;, izlazni koeficijent otpora, v brzina vode, a g 
ubrzanje gravitacije. 


Bh = (Cu + Če + li) (15) 


Drenaža 


Sl. 3. Odvodni kanal 


Detaljne, tzv. suhe kanale, ne treba posebno dimenzio- 
nirati, jer su oni redovito predimenzionirani. Dubina tih kanala 
ovisi o regulacijskom sustavu. Ako se primjenjuje površinski 
sustav, prosječna je dubina kanala 1,20-:-1,60m, a kad je pri- 
mijenjena podzemna drenaža, potrebni su kanali duboki 1,60-- 
.1,80 m (sl. 3). 
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Dopuštena brzina vode u kanalima ovisi o geomehaničkim 
svojstvima tla. Dopuštene brzine vode i pokosi kanala prema 
nizozemskim propisima vide se u tabli. 10. 


Tablica 10 
DOPUŠTENE BRZINE VODE U KANALIMA I 
POKOSI KANALA PREMA NIZOZEMSKIM 


PROPISIMA 
Dopuštena Nagib 
Tipovi tla brzina pokosa 
4 m/s bn 
i HI 
Koherentno teško tlo 
(glina, ilovača, les) 0,6-- 0,8 0,75--.2 


Pjeskovita glina ikoherentna 


pjeskovita tla 0,3-::0,6 1,5---2,5 


Fini pijesak 0,15-::0,3 2.4 
Grubi pijesak 0,3:::0,6 1,5: 3 
Treset 0,3:-:0,6 1+.2 


Površinsko uređenje tla. Nakon što je iskrčeno višegodišnje 
raslinje i nakon što su .iskopani sabirni i detaljni kanali 
potrebno je urediti površinu zemljišta. Tome se često u nas 
ne poklanja dovoljno pažnje. Ujednačeni prinosi, naime, mogu 
se postići samo kad se svakoj biljci na parceli osiguraju 
jednaki uvjeti rasta, jednaka ishrana i jednaki vodni režim. 
Uz nedovoljno uređenje površine tla ostaju veće ili manje 
depresije i uzvisne, pa je zemljište nejednako namočeno, a 
nejednaka je i debljina sloja zemlje s reguliranim vodno- 
-zračnim režimom u kojemu se razvija korijenje. Površinsko 
uređenje tla sastoji se od njegova planiranja i niveliranja. 
Grubim planiranjem zatrpavaju se korita starih vodotoka i 
depresije zemljom s mikrouzvisina i razgrću se deponije od 
novoiskopanih kanala. Tlo se uređuje na svakoj parceli u 
smjeru pada terena. Finim planiranjem zemljišta usklađuje se 
površina sa sustavom regulacijskog odvodnjavanja. Nekad će 
biti potrebno zemljište detaljno geodetski snimiti pomoću kvad- 
ratne mreže, da bi se odredile visinske razlike za površinsko 
rezanje i punjenje terena. Fino se planiranje provodi oranjem 
i finiširanjem pomoću strojeva za fino ravnanje. Ore se u smjeru 
pada terena, a finišira u smjeru dijagonale. Na tako ure- 
đenim parcelama može se primijeniti površinsko ili potpovr- 
šinsko odvodnjavanje. 

Trajanje odvodnjavanja. Nekontrolirano preplavljivanje zem- 
ljišta u bilo kojoj fazi razvitka biljaka i u bilo koje godišnje 
doba nepovoljno utječe na prinose. Preplavljivanje žitarica 
tokom 48 sati snizuje prinose na 50-::60%, a ako je zem- 
ljište preplavljeno 8:10 dana ne treba prinos ni očekivati. 
Trajanje evakuacije viška vode s oranica, tj. trajanje odvodnja- 
vanja ne smije biti duže od 12 sati. Ako je trajanje odvodnja- 
vanja duže, prinos se smanjuje, a očekivani prinos može se 
izračunati pomoću izraza 


y=(10— T)Y, 


gdje je y prinos žitarica u postocima, a T trajanje pota- 
panja u danima. 


(16) 


Regulacijsko odvodnjavanje 


Regulacijsko odvodnjavanje može biti površinsko, podzemno 
i kombinirano. 

Površinsko odvodnjavanje najstariji je način regulacije vodno- 
-zračnih odnosa u tlu. Tim se postupkom hvata višak oborina 
i nastoji ga se što prije odvesti u osnovnu kolektorsku mrežu. 
Primjenjuju se sljedeći sustavi površinskog odvodnjavanja: 
sustav sa srednje dubokim kanalima, sustav Bedding, dvostrešna 
baulacija, sustav s paralelnim poljskim kanalima i sustav 
Random. 

Sustav sa srednje dubokim kanalima (sl. 4). Regulacijski 
kanali (kanali IV reda) prosječno su duboki 120 cm, a među- 
sobno su udaljeni 100:::150m. Ispod navratine ugrađuju se 
cijevi promjera 25 cm, duge 12:-+:16m. Već prema prirodnom 
padu može se izvesti jednostrešan i dvostrešan sustav. Pred- 
nosti su sustava da njegova izvedba nije skupa, da kanali 
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imaju manje padove od drenažnih cijevi i da kanali osnovnog 
odvodnjavanja mogu biti plići. Nedostaci su, međutim, što se 
kanalima smanjuje iskoristljiva površina parcela, što se ne 
regulira razina podzemne vode, što se obrađuje u smjeru 
kraće stranice i što je skupo održavanje sustava. 

Sustav Bedding (sl. 5) karakteriziran je uskim slogovima 
(širine 7-+:17m). Duljina jaraka među slogovima iznosi 90--- 
+300 m. Slogovi s padom do 1% dobivaju se naoravanjem. 
Pogodan je za manje posjede, za tlo težeg mehaničkog sastava, 
te kad se za obradu upotrebljavaju traktori manjih snaga. 

Dvostrešna baulacija provodi se stalnim plitkim kanalima 
(sl. 6) i plitkim kanalima koji se formiraju tokom obradbe 
(sl 7). Slog je širok 25m, što je višekratnik širine oruđa 
za obradbu zemljišta. Izbočine (baule) na zemljištu stvaraju 
se stalnim naoravanjem. One moraju biti pravilno formirane 
s nagibom do 4%. U navratine se postavljaju cijevi pro- 
mjera 25cm, i to iznad razine srednje vode u kolektorskom 
kanalu. Obradba je u smjeru kraće stranice, što je nedo- 
statak sustava. Troškovi gradnje sustava relativno su maleni, 
ali je održavanje skupo. Smanjuje se površina iskoristljivog 


kog av 
5 
b Presjek AA: 


Y 100-150 m Y 


I2l6m__. 


c mj 


30 cm podzemna 
cijev 


SI. 4. Sustav odvodnjavanja sa srednje dubokim kanalima. 

1 kanal II reda, 2 kanal III reda (duljina 500--:2000 m), 

3 kanal IV reda (dubina —120cm, duljina 300-::600 m, 

razmak 100:.:150m), 4 poljski put II reda, 5 navratina 

(širina 12-16 m); a tlocrt, b poprečni presjek A—A, c 

poprečni presjek podzemnog propusta iz kanala IV u kanal 
III reda 


Presjek A-A : 
do 1% Pad d 
ad O Ja 


Širina sloga 7:+17m 


SI. 5. Sustav Bedding. / kanal II reda, 2 kanal III reda, 

3 kanal IV reda ili odvodni razori (duljina 90-::300 m, 

razmak 7-::17 m), 4 poljski put II reda, a tlocrt, b poprečni 
presjek, c detalj poprečnog presjeka A—A 
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Presjek B-B: 
12-16 m 


d ] dvori deo 
KI Q-+100 ci anala 
Ni LE Tie T_ IVreda 


"7 Podzemna cijev“ 


SI. 6. Dvostrešna baulacija u kombinaciji sa stalnim plitkim kanalima. / kanal 

I] reda, 2 kanal III reda, 3 stalni kanal IV reda (razmak 25-::37,5 m), 4 polj- 

ski put II reda, 5 navratina široka 12:16 m; a tlocrt, b poprečni presjek, 
e presjek A-—A, d presjek B—B 


150-300 m 


Presjek A-A: Presjek B-B: 


i 12-16 cm 
Ku ATE \y 
d =/ Podzemna cijev 


SI. 7. Dvostrešna baulacija u kombinaciji s plitkim kanalima. / kanal II reda, 
2 kanal III reda, 3 plitki kanal IV reda, 4 poljski put II reda, 5 navratina 
široka 12:16 m; a tlocrt, b poprečni presjek, c presjek A—A, d presjek B—B 


,50 cm 


SI. 8. Odvodnjavanje paralelnim poljskim kanalima. / kanal 
II reda, 2 kanal III reda, 3 kanal IV reda, 4 poljski put 
i navratina; a tlocrt, b poprečni presjek 


zemljišta, a vegetacija je slabija u jarcima među slogovima 
i neposredno uz njih. Mnogo se primjenjuje na tlima težeg 
i teškoga mehaničkog sastava u srednjoj i zapadnoj Posavini. 

Sustav s paralelnim poljskim kanalima (sl. 8). Karakteri- 
ziran je kanalima dubine 15-::30cm, s blagim poprečnim 
nagibom (1 :8 do 1 :10) preko kojih nesmetano prolaze strojevi. 
Kanali su razmaknuti 100-::200m. Zemljište se obrađuje u 
smjeru dulje stranice, pa se može uz optimalno iskorištenje 
primijeniti krupna mehanizacija. Najviše se primjenjuje na 
ravnim terenima s tlom teškoga mehaničkog sastava. 
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Sustav Random (sl. 9) služi za odvodnjavanje depresija na 
zemljištu, i to kad su one duge i uske. Grade se otvoreni 
kanali s blagim pokosima (1:8 do 1:10). 


SI. 9. Sustav Random. / i 2 depresije, 3 odvodni 
kanal 


Podzemno odvodnjavanje primjenjuje se za sniženje razine 
podzemne vode u tlima koja su u aktivnom dijelu dovoljno 
vodopropusna. Tada se zahvatima u tlu prekida dizanje te 
vode u onaj sloj u kojemu se nalazi najveći dio korijenja. 
Osnovni je preduvjet za primjenu podzemnog odvodnjavanja 
(drenaže) da je aktivni dio tla vodopropustan u horizontalnom 
smjeru. Ta je vodupropusnost klasificirana prema njemačkim 
normativima u 7 klasa (tabL 11). Za klase I--—-III mora se 
drenažno odvodnjavanje kombinirati s dodatnim odvodnja- 
vanjem (krtičenje, podrivanje, rigolanje), a za klase zemljišta 
IV---VII može se primijeniti neki od sustava odvodnjavanja. 


Tablica 11 


HORIZONTALNA VODOPROPUSNOST TLA 
PREMA NJEMAČKIM NORMATIVIMA 


Horizontalna 
Klasa propusnost k Odvodnjavanje 
cm/dan 
Kn mona 
lI k<6,0 ( kombinirano 
II k=6:16 
IV k= 16.32 
V k=32...50 sustavno 
VI k = 50-.-100 
VII iš k > 100 Ž 


Razina podzemne vode najčešće je zakrivljena između dva 
drenažna odvoda, koji mogu biti otvoreni kanali i ukopane 
cijevi (podzemna drenaža) (sl. 10). Prednost je podzemne dre- 
naže u tom što se manje gubi obradivih površina, što se 
lakše obrađuje zemljište i što se lakše održava drenažni sustav. 


SI. 10. Razina podzemne vode. a odvodnjavanje otvorenim kanalima, b odvod- 
njavanje drenažnim cijevima 


Mana je, međutim, podzemne drenaže u tome što su du- 
ljine drenažnih odvoda kraće, jer je potrebno osigurati veći 
uzdužni pad zbog većih gubitaka tlaka, i što su manji dotoci 
u drenažne odvode. Zbog svega toga primjenom otvorenih 
kanala postiže se niža razina podzemne vode. Na oblik plohe 
kojom je prikazana gornja granica podzemne vode i na visinu 
te vode utječu oborine i površinski dotoci, evaporacija, stanje 
tla, dubina i razmak drenažnih odvoda, površina s koje voda 
dotječe drenažnom odvodu, površina presjeka drenažnog od- 
voda i razina vode u njemu. 

Dotok prema drenažnom odvodu. Ako se računa samo s 
horizontalnim dotokom vode, dotok (m/dan) prema drenažnom 
odvodu iznosi 


4k(H? — D?) 
ŽE Igre (17) 
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gdje je k horizontalna propusnost tla (m/dan), H visina pod- 
zemne vode u sredini razmaka među drenažnim odvodima 
iznad nepropusnog sloja, D visinska razlika između razine vode 
u drenažnom kanalu ili između središta cijevi podzemnog 
drenažnog odvoda i razine nepropusnog sloja, a L razmak među 
drenažnim odvodima (sl. 11a). Ako se razlika kvadrata u (17) 
zamijeni umnoškom zbroja i razlike, te ako se postavi da je 
H+D=2D+hiH—D=h, dobiva se 


_ 8kDh +4kh? 
o TE. 


(18) 


SI. 11. Uz određivanje dotoka u drenažne odvode. a odvodnjavanje otvorenim 
kanalima, b odvodnjavanje drenažnim cijevima 


U izrazu (18) prvi dio (8k Dh/L?) predstavlja dio dotoka ispod 
razine vode u drenažnom odvodu, a drugi dio (4kh?/L?) 
dio dotoka iznad te razine. Ako se horizontalna propusnost 
iznad drenažnog odvoda (k,) razlikuje od horizontalne pro- 
pusnosti ispod toga odvoda (k»), izraz (18) može se napisati 
u obliku 


2 
zadani jn ' (19) 
if 
Kad se umjesto otvorenih kanala postavljaju drenažne ci- 
jevi (sl. 11b), računa se i s radijalnim dotokom, pa se u 
izrazu (19) veličina D zamjenjuje veličinom d, koja znači 
visinu ekvivalentnog sloja, koja ovisi o veličini D i razmaku 
među drenažnim cijevima Z (tabl. 12). 
Visina podzemne vode h (sl. 12) može se odrediti i iz 
izraza (D. Kirkham) 


"8 
eo jv (20) 
k2 
Tablica 12 
VISINA EKVIVALENTNOG SLOJA 4 
PREMA S. B. HOOGHOUDTU 

L.m J sj ] 7,5 10 15 20 25 30 35 
D=05m| 0,40 [0,43 0,45 0,46 0,47 0,47 0,48 0,48 
0,75 0,49 | 0,56 0,61 0,65 0,69 0,71 0,72 0,73 
1,00 0,54 | 0,64 0,71 0,78 0,83 0,86 0,88 0,89 
1825; 0,56 | 0,69 0,78 0,89 0,96 1,01 1,06 1,07 
1,50 0,73 0,83 0,98 1,08 1,15 1,20 1,24 
1,75 0,75 0,88 1,05 1,18 1,26 1,32 1,37 
2,00 0,91 LA 1:25 195 1,43 1,50 
2,25 0,93 1,16 132 1,44 1,54 1,61 
2,50 0,94 1,19 1,38 1,52 1,63 1:72 
Zla 1,22 1,42 1,58 1,70 1,81 
3,00 1,24 1,46 1,63 1,76 1,88 
3.25) 1,26 1,49 1,68 1,83 1,96 
3,50 1,28 152 1,72 1,88 2,01 
3,15 1,29 1,54 175 1,92 2,07 
4,00 1,56 1,79 1,96 2,13 
4,50 1,59 1,84 2,03 2,22 
5,00 1,61 1,87 2,09 2,28 
5,50 1,90 I 2,34 
6,00 , 2:17, 2,39 
7,00 221i 2,46 
8,00 I 231 

9,00 | | 
10,00 * * u ib 1 
o 0,57 | 0,76 | 0,95 1,29 1,62 1,94 2,24 2,54 
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ako se zanemari tok iznad drenažnih cijevi, a kad se i taj 
tok uzme u obzir, iz izraza 


kla je (21) 


pera 

k(1-a/ki 

Vrijednosti veličine Fy koja ovisi o omjeru Z/D i D/2r, (gdje 
je ro promjer drenažne cijevi) nalaze se u tabl. 13. 


Nepropusni sloj 


SI. 12. Uz određivanje visine podzemne 
vode 


Tablica 13 


VRIJEDNOSTI VELIČINE Fy ZA ODREĐIVANJE VISINE PODZEMNE 
VODE IZNAD DRENAŽNE CIJEVI 


m T r 
ED log 80 25 | 125 | 6,25 | 3,125 | 1,563 | 0,781 
D/2raN 
8192 i 2,65 
4096 2,65 | 2,43 
2048 2,66 | 243 | 221 
1024 284 | 245 | 221 | 199 
512 340 | 263 | 223 | 199 | 176 
256 476 | 3,19 | 240, 201 | 176 | 154 
128 7,64. | 453 | 296 1 219 | 178 | 154 | 132 

64 13,67 | 743. | 431 | 274 | 1961 1571 132 | 1,10 
32 13471 721. | 409 | 2,52 | 174 | 135 | 110 | 088 
16 13271699. | 386 0 230 | 152 | 1,13 | 0,88 | 0,66 
8 13,02 | 6,76. | 364. | 2,08 | 1,30 | 090 | 0,66 | 0,44 
4 12.79 1 6,54. | 342 | 1,86 | 1,08 | 0,68 | 044 | — 
2 12571632. | 320 | 163 1 085 | 046 | — | — 
1 1233 1608. | 295 | 140 | 0621 — | — 

0,5 [12031577 | 266 | 1,11 z 

0,25 | 11251529 | 220 L E 

4 


Kad se uzme u obzir vertikalni, horizontalni i radijalni 
tok podzemne vode, visina podzemne vode iznad razine vode 
u drenažnom odvodu izračunava se iz izraza (L. S. Ernst) 


qD gq  gqL. Do 


ba. 
ki BkDo mk, u 


a (22) 


gdje je D, =h, D, razlika visine razine vode u drenažnom 
odvodu i nepropusnog sloja, a u je vodom oplakivani obod 
drenažnog odvoda. Izraz vrijedi za homogeno tlo i kad je 
razlika visine D, između razine vode u drenažnom odvodu 
i nepropusnog sloja manja od 42. Ako se u tlu razlikuju dva 
sloja s propusnošću k, i k, koji se međusobno mnogo ne 
razlikuju, a drenažni se odvod nalazi na granici slojeva, visina 


podzemne vode izračunava se iz izraza 
bo L,D 
q q ln Dg 


nk, u 


(23) 


h= 
8(kyD; + k2D2) 


Nepropusni sloj 


SI. 13. Uz određivanje visine podzemne vode kad se 
drenažni odvod nalazi na granici slojeva različite 
vodopropusnosti 


TE VIII, 24 
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Značenje veličina D, i D, vidi se na sl. 13. Kad je k, <k,, 
vrijedi relacija (22), a kad je k, > k,, može se upotrijebiti 
relacija (19). 

Proračun udaljenosti među drenažnim odvodima ovisi (prema 
A. N. Kostjakovu) o položaju vodonepropusnog sloja. Ako je 
nepropusni sloj na većoj dubini od 2 m ispod drenažnog odvoda 
(sl. 14), udaljenost među drenažnim odvodima računa se prema 
izrazu 


L = MZkTU + 190) a 


b t 
XIn-— — 1)ln— 
(ln in 


gdje je u faktor koji iznosi 1,5, k koeficijent propusnosti 
(m/s), T vrijeme (s) potrebno da se snizi razina podzemne 
vode za AH (sl. 14), 6. srednji kut depresione linije razine 
podzemne vode koji ovisi o vrsti tla, a iznosi 2,7--:18,0" 
(manji za pjeskovito, a veći za glinasto tlo), č = (A — C)/100 = 
= 0,04-:-0,23, gdje je A maksimalni a C poljski vodni kapa- 
citet tla, d promjer drenažne cijevi, b razmak cijevi, t = h + 
+ Ah (sl. 14), a n koeficijent ponavljanja. Tada se dotok u dre- 
nažni odvod (m?/s) određuje prema izrazu 


a= PET E Soo) 


in(L/d) (25) 


Nepropusni sloj na dubini > 200m 


Nepropusni sloj 
Sl. 14. Uz određivanje razmaka drenažnih odvoda 


Ako je nepropusni sloj na dubini manjoj od 2m ispod 
drenažnog odvoda, razmak (m) među drenažnim odvodima 
računa se prema formuli 


1/2 


= 2ukTh(t + 2a) (26) 


čit — h) 


L 


gdje je a (m) visinska razlika između drenažnog odvoda i nepro- 
pusnog sloja. Tada se dotok (m?/s) u drenažni odvod dobiva 
iz relacije 


g 2khQa+k) 


a (27) 


Kad je drenažni odvod upravo na nepropusnom sloju, razmak 
među drenažnim odvodima i dotok u drenažni odvod dobivaju 
se iz izraza (26) i (27), ako se postavi da je a=0. 

Ako se meliorirana područja u nekim razdobljima godine 
natapaju ili ako je velika intenzivnost oborina, mora se računati 
s nestacioniranim tokom u drenažnim odvodima, koji utječe 
i na potrebni razmak među drenažriim odvodima. To je oprav- 
dano kad je vremenski ograničeno trajanje sniženja razine pod- 
zemnih voda s obzirom na uzgajane usjeve i na mogućnost 
pojave šteta zbog predugog zadržavanja podzemne vode na 
višoj razini od optimalne. Tada se razmak među drenažnim 
odvodima određuje prema izrazu 


:ho\7\2 


z= (222) (m L 1163, (28) 


gdje je D dubina drenažnog odvoda ispod površine tla, 
t trajanje sniženja razine vode (dan), ha razina podzemne 
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vode na polovici razmaka među drenažnim odvodima u tre- 
nutku t=0, a h, ta razina u trenutku t, koja se dobiva 
iz izraza 


h,= 1,16 h, exp(— at), (29) 
u kojemu je « reakcijski faktor određen relacijom 
=2kd 
= 12 (30) 


gdje je d promjer drenažne cijevi. 


Dimenzioniranje drenažnih cijevi. Potreban promjer drenažne 
cijevi ovisi o količini vode koju treba odvesti, nagibu cijevi 
položene u tlo, otporu što ga hrapavost cijevi suprotstavlja 
strujanju, te o vrsti strujanja (laminarno ili turbulentno). Po- 
trebni nagib cijevi određen je izrazom 


= (31) 


gdje je A faktor otpora cijevi, d promjer, v brzina vode, a 
g ubrzanje gravitacije. Protok kroz cijevi uz laminarno strujanje 
određuje se pomoću izraza za 


glatke cijevi: Q = 30-057 d2.71 ;0,50, (32) 

rebraste cijevi: Q = 21,8d2.67;050, (32b) 
a uz turbulentno strujanje pomoću izraza za 

glatke cijevi: Q = 50d2.7140.572, (33a) 

rebraste cijevi: Q = 22d2667;0,500, (33b) 


U izrazima (32) i (33) d je promjer cijevi, a a je faktor koji 
ovisi o čistoći cijevi (za čistu cijev a = 0,40). 

Materijal za cijevnu drenažu. Kao cijevi za drenažu upo- 
trebljavaju se glinene i betonske cijevi, te cijevi od plastičnih 
materijala. Cijevi mogu biti glatke i rebraste. Najviše se 
upotrebljavaju rebraste cijevi od polivinilklorida. Izrađuju se 
s unutrašnjim promjerom od 50, 60, 80, 100 i 125 mm, duljine 
70.::200 m, a isporučuju se u kolutima. Cijevi imaju šest 
redova rupa sa 100 rupa na metar duljine. Površina rupe 
iznosi 1:+3mm*, a njihov je promjer 0,6-:::0,9, 1,1-<+1,5 i 
1,7:2,0mm. Ukupna površina rupa po metru duljine iznosi 
12---48 cm2. Potreban promjer rupa na cijevi ovisi o geome- 
haničkim svojstvima tla. 

Za priključak na spojne bunare upotrebljavaju se krute 
cijevi s poklopcima i štitnicima (sl. 15a i f), za spajanje 
cijevi spojnice, redukcijske spojnice, T-spojnice i čepovi (sl. 
15b, 6, d i €), a za spajanje drenažnih cijevi nadzemni 
ili podzemni bunari (sl. 15g i h). 


a b C 
ge o AR klizi 


+99 - Sisavac 
)10 
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—> Kolektor 


SI. 15. Fazonski komadi cijevi za podzemnu drenažu 
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Ako se drenažne cijevi polažu u tlo bogato prahom slabih 
kohezijskih svojstava, kad postoji opasnost od zamuljenja 
cijevi, postavljaju se oko cijevi mehanički filtri (sl. 16). To 
mogu biti porozni materijali omotani oko cijevi ili filtri 
od granuliranog šljunka, treseta, slame i sl. koji se postavljaju 
na dno drenažnog rova. 


SI. 16. Mehanički filtri oko cijevi za podzemnu 
drenažu. a bez filtra, b filtar oko cijevi, c filtar 
iznad cijevi 


Drenažne cijevi postavljaju se pomoću posebnih strojeva, 
tzv. drenmastera. Postoje dva tipa takvih strojeva. Jednima 
se drenažne cijevi uvlače u tlo, a drugima se kopaju drenažni 
rovovi. Prvi se upotrebljavaju kad je tlo lakše i za tla ne- 
vezanog sastava. Drugi frezanjem (glodanjem) kopaju rovove 
do dubine od 1,6m, a široke 17.:-40cm. Kad se ugrađuju 
filtri, rovovi su široki 17:30 cm. 

Dubina i razmak drenažnih cijevi. Dubina drenažnih cijevi 
ovisi o geomehaničkim svojstvima tla, njegovoj uslojenosti i 
dubini vodopropusnog sloja, dok razmak među drenažnim ci- 
jevima ovisi o vodopropusnim svojstvima tla i dubini drenažnih 
cijevi. U tlu težega mehaničkog sastava s manjom horizon- 
talnom propusnošću i s plićim vodonepropusnim slojem potre- 
ban je manji razmak drenažnih cijevi (sl. 17). 
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SI. 17. Razmak drenažnih cijevi s obzirom na propusnost tla i dubinu 
nepropusnog sloja. Promjer drenažne cijevi 100mm, dubina odvodnjavanja 
50 cm, dubina cijevi 1,0 m, modul odvodnjavanja 10mm/dan 
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SI. 18. Raspored i dubina drenažnih cijevi uz jednaki efekt 
odvodnjavanja. a veća dubina i veći razmak, b manja dubina 
i manji razmak drenažnih cijevi 


U propusnom tlu isti se efekt odvodnjavanja može postići 
različitim kombinacijama dubine i razmaka drenažnih cijevi. 
Dublje postavljene drenažne cijevi traže veće razmake, a pliće 
drenažne cijevi manje razmake (sl. 18). 

Krtična drenaža potrebna je tlima teškoga mehaničkog 
sastava zasićenima oborinskom vodom koja se zbog zbijenosti 
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i male propusnosti tla, te množine finih kapilarnih pora, ne 
može procijediti u dublje slojeve. Zbog toga je zemljište trajno 
ili povremeno suviše vlažno. Djelotvornost je krtične drenaže 
to veća što je veći sadržaj glinenih čestica u tlu. Krtičnom 
se drenažom, naime, stvaraju podzemni rovovi (sl. 19). Takva 
drenaža ne može se uspješno primijeniti u tlima s manje od 
30% glinenih čestica. Smjer rovova treba da bude u smjeru 
najvećeg pada, a njihov pad treba da iznosi od 0,5-::1,0% do 
4-.:7%. Rovovi se izvode na dubini 50-::60cm s razmakom 
od 1:++3m. 

Krtična se drenaža izvodi pomoću specijalnih krtičnih plu- 
gova s kuglom promjera 7::-10 cm. Plug vuče traktor ili gusjeni- 
čar. Engleski tip pluga (sl. 20) smatra se danas najuspješnijim 
oruđem za krtičnu drenažu. 


> <>Prorez od krtičnog pluga 


0,50--- 0,60 m 


Dotok 


Krtični rov 


SI. 19. Krtični rovovi 


SI. .20. Krtični plug. / teška greda koja sprečava da neravne površine 

pokvare nagib rova, 2 zupčana letva za podizanje pluga, 3 traktor, 4 noga 

za bušenje krtičnog rova do dubine od 75cm, 5 transportni kotač, 6 dre- 

nažna cijev koja služi za odvod vode iz krtičnih rovova, 7 naprava za 
bušenje rovova promjera 75 mm, 8 nož pluga 


Krtični drenažni odvodi djeluju kao pojedinačne odvodne 
cijevi, ali se bolji rezultati postižu u kombinaciji s plitkim 
i rijetko postavljenim kanalima (kombinirana drenaža). 

Podrivanje (rahljenje) zemljišta postupak je za izmjenu 
strukture tla. Želi se, naime, od zbijenog i intaktnog tla 
dobiti rastresito tlo koje može dobro prihvatiti vodu i koje 
je, osim toga, dobro prozračeno. Postupak podrivanja primje- 
njuje se najviše kad se želi meliorirati tlo na kojemu se 
zadržava oborinska voda (pseudoglej), u kojemu postoji zbijeni 
podoranički sloj koji sprečava ocjeđivanje vode. U takvu tlu 
prevladava poliedrička i pločasta struktura s oštrim bridovima. 

Nakon rahljenja mora se stabilizirati kvalitetna promjena 
svojstava tla. Tlo se može stabilizirati kemijski (u prvom 
redu dodavanjem kalcija) i biološki (obogaćivanje korijenjem). 

Prema dosadašnjem iskustvu, duboko se podrivanje provodi 
u tlu kojemu zbijeni sloj leži na vodopropusnoj podlozi. Ako 
je, međutim, nepropusni sloj debeo, mora se primijeniti kombi- 
nirano odvodnjavanje, tj. podrivanje u kombinaciji s cijevnom 
drenažom. Iskustvo, osim toga, pokazuje da podrivanje nije 


Dubina 

rahljenja 

75-80 gm 
1 


SI. 21. Profil podrivanja (pseudoglej) 
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uspješno u vlažno-plastičnim tlima bogatim glinom i tlima 
bogatim muljem ako je sadržaj gline u njima manji od 17%. 

Brazde podrivanja izvode se u smjeru pada zemljišta, a taj 
pad za uspješno podrivanje ne smije biti veći od 5%. Du- 
bina podrivanja ovisi o dubini zbijenog sloja. Tlo na kojemu 
se zadržava voda i na kojemu postoje duboki zbijeni slojevi 
podriva se najmanje od dubine od 75--:80cm (sl. 21), jer se 
pliće podriveno to brzo zasiti vodom, pa može doći do 
ponovnog zbijanja. Razmak brazda iznosi u prosjeku 75cm s 
najmanjim preklapanjem od 30 cm. 

Podriva se statičkim ili vibracijskim podrivalima, i to u 
vrlo sušnim ljetnim mjesecima kad je tlo raspucano. U područ- 
Jima s godišnjim oborinama većim od 600 mm, ili kad se podriva 
u nepovoljnim vremenskim prilikama, tlo se zasićuje vodom, 
što djeluje štetno na njegovu strukturu. Tada je potrebno 
kombinirano odvodnjavanje: rahljenje u kombinaciji s cijevnom 
drenažom. 

Duboko oranje (melioracijsko oranje). To je odrezivanje i 
prevrtanje dijela tla najmanje debljine od 60cm s jednoora- 
ničkim plugom. Prevrtanjem se dio tla dovodi na površinu, pa 
se nakon ravnanja sljedećim poprečnim oranjem miješa s gor- 
njim slojevima oranice. Istodobno se tlo rahli, pa se povećava 
sposobnost upijanja vode. 

Duboko oranje daje dobre rezultate kad je tlo srednje pjesko- 
vito i kad se na tlu nalaze grumeni veoma zbijene zemlje. Ne 
preporuča se duboko oranje kad gornji sloj sadrži više od 35% 
gline, kad je tlo muljevito sa sadržajem gline manjim od 20% 
i kad je visoka razina podzemne vode. , 

Primjena kombiniranog odvodnjavanja. Za prihvaćanje voda 
iz krtičnih rovova ili podrivene zone potreban je kolektor 
(recipijent, kolektorski kanal ili drenažna cijev). Vrijednost 
takva kombiniranog sustava ovisi o djelovanju kolektora i o 
stabilnosti veze između krtičnih rovova, odnosno podrivene 
zone i kolektora. Kad se fizikalna svojstva tla izmijene krti- 
čenjem ili podrivanjem, sva voda otječe na dubini od 50-- 
+60 cm, pa se to može smatrati specifičnim površinskim tokom, 
s jedinom razlikom da se tok vode koncentrira na dijelovima 
koji su međusobno udaljeni 1+::3m. Ako je tlo bilo podriveno, 
kanali su slabije izraženi, pa je otjecanje slično kao da je 
provedeno dvostruko međusobno okomito krtičenje (kvadratno 
krtičenje) s nešto manjom koncentracijom dotoka. 

Radi koncentracije otjecanja mora filtarski materijal kojim 
je ispunjen kolektor prihvaćati vodu koja dotječe da se ne 
bi zadržavala u kanalima stvorenim krtičenjem ili podrivanjem. 
Kad bi se to, naime, dogodilo, umjetno stvorena struktura 
brzo bi se poremetila. Osim toga, tlo u modificiranom stanju 
mora imati veću propusnost za vodu nego kad je primijenjeno 
drenažno odvodnjavanje bez krtičenja ili podrivanja, jer tada 
voda u drenažni odvod ulazi na cijeloj duljini drenažne cijevi. 
Takva propusnost tla potrebna je samo na dubini između zone 
krtičenja ili podrivanja i zone u kojoj su drenažne cijevi. Pro- 
pusnost tla iznad tih zona manje je važna za odvodnjavanje. 


Tablica 14 


OVISNOST RAZMAKA CIJEVNIH 
KOLEKTORA O PADU TERENA 


Razmak cijevnih 

Pad terena KOTPkIOFA 

Yo m 

0,2 30---50 

0,5 35. 40 

1,0 40---45 

2,0 45-50 

3,0 50-- 60 

5,0 60«:-70 

Tablica 15 


SVOJSTVA TALA POGODNIH ZA 
PODRIVANJE I KRTIČENJE 


Vrsta tla Podrivanje Krtičenje 
Glina % >17 > 30 
Prah % < 10 < 60 
Pijesak % < 50 < 50 
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Razmak drenažnih cijevi ovisi o intenzivnosti oborina, 
vrsti tla i nagibu terena (tabl. 14). Te je razmake teško 
odrediti nekim formulama, pa se najčešće određuju na eksperi- 
mentalnim poljima. Kolektori se postavljaju na dubinu od 
0,90--:1,00 m. Okomito ili pod malim kutom niz padinu provodi 
se krtičenje ili podrivanje (sl. 22). 
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SI. 22. Sheme kombiniranog odvodnjavanja 


Da li će se za kombinirano odvodnjavanje upotrijebiti 
krtičenje ili podrivanje, ovisi o tipu tla te o sadržaju gline 
i praha (tabl. 15). 


Gradnja sustava za odvodnjavanje 


Priprema gradnje. Predradnje za regulaciju vodnog režima 
mogu se svrstati u dvije skupine: opća priprema regulacije 
vodnog režima i tehnička priprema. 

Opća priprema obuhvaća komasaciju (v. Komasacija zem- 
ljišta, TE 7, str. 195) i odvajanje poljoprivrednog zemljišta 
od šumskih površina i naseljenih područja. Tehnička priprema 
obuhvaća, osim izradbe podloge (hidroloških, pedoloških, geo- 
detskih) za projektiranje i izvedbu, još i krčenje i ravnanje 
terena. 


Krčenje i grubo ravnanje terena uključuje i zatrpavanje 
starih kanala, graba i većih depresija. 


Prije ostalih melioracijskih zahvata treba odstraniti biljni 
pokrov koji se sastoji od gustih skupina višegodišnjih odrve- 
njelih biljaka, panjeva i manjih šumaraka. Šumarci se ukla- 
njaju kad smetaju oblikovanju rudine (table) ako je to eko- 
nomično. Ako je, naime, potrebno iskrčiti 0,5ha šumarka 
da bi se dobila rudina površine od 25ha, krčenje šumarka 
(sječa, vađenje panjeva) može iziskivati veće troškove nego 
melioracija cijele rudine. Tada je bolje smanjiti obradivu 
površinu, a na ostalom dijelu uz šumarak posaditi topolu 
ili drugo drveće. 

Kad se uklanja šuma, najbolje je ukloniti (ručno ili po- 
moću stroja) panj s drvetom, jer je to lakše i jeftinije. Prema 
gustoći drveća iskorijenjeno se drveće skuplja na jednom ili 
više mjesta na rudini. Ako drvo nije moguće drukčije iskoristiti 
(za loženje, u industriji), ono se spaljuje. Ako na zemljištu 
ima depresija ili dijelova koji se neće obrađivati, panjevi se 
deponiraju. To, međutim, zahtijeva utovar, transport i depo- 
niranje. Panjevi se mogu i zatrpati. Tada se iskopa jama du- 
bine 4:5 m. Panjevi se angldozerima doguraju do jame koja 
se napuni do razine od < 2m ispod površine tla. Ostatak 
se napuni zemljom s nadvišenjem od 055m iznad ra- 
zine okolišnog zemljišta, jer panjevi ne ispunjaju potpuno 
jamu. Nakon nekog vremena taj će se humak slegnuti i 
izravnati s ostalim zemljištem. Panjevi se mogu uklanjati i 
dinamitom, što obično nije skuplje od ostalih postupaka, 
ali traži stručne radnike. + 
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Grmlje koje raste pojedinačno ili kao živica najčešće se 
siječe ručno, ali postoje i posebni strojevi za sječenje koji se 
montiraju na traktor. Poslije toga se zemljište izore. Ako 
grmlje ima plitko korijenje, zemljište se prelazi teškom tanju- 
račom ili tanjurastim plugom. Ostaci iskrčenog grmlja ostaju na 
polju do dvije godine. 

Dugogodišnje trave uništavaju se paljenjem, oranjem, tanju- 
ranjem ili pomoću herbicida. Postoje i strojevi za paljenje 
trave i biljnih ostataka. 

Uklanjanje biljaka sa zemljišta vrlo je važna pripremna 
faza melioracije, jer ostaci trave, grmlja, drveća i panjeva 
otežavaju rad sijačica, kombajna i drugih strojeva. Oni, osim 
toga, vrlo često uzrokuju kvarove na strojevima. 

Dosadašnja praksa pokazuje da uređenje površina većih od 
200 ha, koje su na 5--+10% površine obrasle grmljem i drvećem, 
traži mnogo mukotrpnog rada, što često usporuje melioraciju 
novih površina. 

Oblikovanjem rudine nastaju sa svih strana kanali ili brazde 
za odvodnjavanje. Iskopavanjem se stvaraju velike hrpe zemlje 
(ponekad i nekoliko tisuća m?). Ako na rudini nema starih 
kanala, graba ili većih depresija, ta se zemlja mora jednoliko 
razgrnuti po cijeloj rudini. Pri tom se mora paziti da se zbog 
lošeg razgrtanja ne stvore depresije u sredini rudine, što bi 
onemogućilo odvodnjavanje. Razgrće se angldozerima (uda- 
ljenosti do 100m), grejderima (100---250 m) i skrejperima (više 
od 250m). Jeftinije je razgrtati skrejperima točkašima nego 
elevatorskim skrejperima. Skrejperima se može prebacivati 
zemlja i na udaljenost od 2000m, što znači da se zemlja 
prebacuje s jedne na drugu rudinu. Kad je potrebno razgrnuti 
veće količine zemlje, potreban je jedan angldozer i nekoliko skrej- 
pera. Zemlju koju je iskopao bager treba, naime, razgrnuti 
angldozerom da se omogući rad skrejpera. 

Pri zatrpavanju starih kanala, graba i većih depresija treba 
ih najprije isušiti (odvođenjem vode ili pumpanjem), jer se ne 
smiju zatrpavati dok su vlažni. Tek poslije toga mogu se 
zatrpati, s tim da se ostavi nadvišenje od 10-::20cm kako 
bi se površina nakon slijeganja nasute zemlje izravnala. 

Obračun obujma iskopa i nasipanja. Racionalna se priprema 
zemljišta postiže kad je obujam iskopa (V) jednak obujmu 
nasipanja (V,) i kad je premještanje zemlje minimalno. Zbog 
toga je potrebno pri projektiranju izračunati te obujme i 
što više izjednačiti ih, određujući pri tom dubine iskopa i 
visine nasipanja. Obujam iskopa i nasipanja za kvadratni dio 
rudine izračunava se pomoću relacija: 


L? H? 
K=ag dn 34 
* MOH,+H, oo 
L2 Hž 
= 34b 
400H.+H, GI 


u kojima je LZ duljina stranice kvadrata, H, zbroj dubina 
iskopa u četiri vrha kvadrata, a H, zbroj visina nasipanja 
također u četiri vrha kvadrata. Relacije (34) omogućuju do- 
voljno točno izračunavanje obujma iskopa i nasipanja ako 
se rudina podijeli na dovoljno veliki broj kvadrata. Često 
se, da se pojednostavi proračun, odabiru za proračun kvadrati 
sa stranicama od 20m, pa prvi član u relacijama (34) po- 
staje jednak jedinici. 

Uski napeti slog tipični je površinski sustav odvodnje. 
Takav sustav naziva se i dvostrešnom baulacijom ili slogo- 
vanjem. U nas se najčešće nagib slogova postiže dvokratnim 
ili trokratnim oranjem. Širina sloga iznosi 25--:30m s padom 
na objema stranama od 2--:3%. Između slogova nalaze se jarci 
ili vodene brazde koje se poslije oranja oblikuju kanalo- 
kopačima. Vodene brazde idu od sredine rudine prema rubnim 
kanalima, a pad brazda iznosi 1-::2%00. Na duljoj strani 
rudine nalaze se uvratine preko kojih strojevi prelaze sa 
sloga na slog. Uvratina mora biti za < 2m šira od najšireg 
sloga. Da bi se omogućio lagan prijelaz strojeva sa sloga 
na slog, jarci ne sijeku uvratine, nego se jarci pod uvratinom 
produljuju cijevnim ispustom. Promjer ispusta ne smije biti 
manji od 15cm. Ispust je od betonskih, plastičnih ili gli- 
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nenih cijevi. Kao najbolje pokazale su se betonske perforirane 
cijevi. Dubina jarka na ulazu u cijevni ispust iznosi 50--:60 cm. 
Dno je jarka široko 25--:30cm s pokosom 1:0,5. Često se 
nazivaju kanalima četvrtog reda. 

Izradba je takvog sloga jednostavna. Najprije se iskolče 
pravci i širine slogova, te jarci. Ore se tek kad je tlo 
grubo izravnano. U sredini sloga najprije se pooru dvije 
plitke brazde, svaka na svoju stranu. Zatim se poore od 
sredine, s tim da se zahvate i dvije plitke brazde. To je 
potrebno da u sredini sloga ne bi ostao dio zemljišta nepooran. 
Dubina je prvog oranja 30-::40cm. Tako se navlači zemlja 
prema sredini sloga, pa se počinje formirati dvostrešni pad 
prema jarcima. Poslije dva do tri oranja za jednu ili dvije 
godine dobiva se dobro oblikovan slog. Zatim se ispod uvra- 
tina postave cijevni ispusti, a nakon toga se ore uvratina, 
i to naoravanjem prema sredini rudine. Ne smije se naoravati 
prema kanalu. Pri tom se mora paziti da se početnom 
brazdom uz kanal ne stvori prirodni jarak koji bi smetao 
odvodnji i radu strojeva. Konačno se kanalokopačem oblikuju 
jarci. Bolji je kanalokopač koji baca zemlju na obadvije 
strane i koji oblikuje jarak jednim prohodom. Za to je 
potreban traktor veće snage s pogonom na sva četiri kotača, 
koji radi s malim brzinama (500--:800 m/h). 


Slično se izrađuju već opisani sustavi: sustav sa srednje 
dubokim kanalima, dvostrešna baulacija (talijanski sustav) i 
dvostrešna baulacija prilagođena našim uvjetima. Također slično, 
s nešto drukčijim dimenzijama slogova, izrađuje se sustav 
dubokog oranja. 

Široki napeti slog. Slogovi su široki 90--:100m, a nekada 
i 120m. Smjer je oranja okomit na pravac sloga. Slog je 
dvostrešan s padom od 5%/00, Između slogova nalaze se jarci 
s vrlo blagim pokosom (1:10 do 1:15). Tako mali pokos 
potreban je zbog smjera oranja i ostalih agrotehničkih rado- 
va, jer strojevi ne samo da prolaze preko jaraka nego i 
obrađuju cijeli jarak. Jarci imaju nagib od 1% prema obodnom 
kanalu. Nakon iskopa jarka kanalokopačem sredinom jarka 
oblikuju se vrlo plitke brazde. 

Sustav širokog sloga povoljniji je s gledišta iskorištenja 
strojeva, ali s gledišta odvodnjavanja potpuno ne zadovoljava 
na ravnim terenima, ali je pogodan za nagnute terene. 

U sustavu širokog sloga postoje uvratine na kraćim stra- 
nama rudine. Uvratine su široke 12--:18 m, one su jednostrešne 
i nagnute prema prvom jarku. 

Za izradbu širokoga napetog sloga potrebno je prebaciti 
velike količine zemlje i na udaljenosti veće od 50m. Nakon 
iskolčenja mreže sustava započinje rad sa strojevima, i to 
od odvodnih kanala. Pomoću angidozera kopaju se kanali s 
obje strane, a zemlja se prebacuje prema sredini sloga. Tako 
se na mjestu kanala dobiva niža razina, a prema sredini sloga 
uzvisina. Kanal je širok -8m, a dubok =50cm, pa se 
za svaki metar kanala iskopaju 4 m? zemlje, a na svaku stranu 
prebace se po 2m?. Nakon iskopa grejderom zemljište se 
fino izravna uz izradbu potrebnog nagiba. Tek je tada zem- 
ljište pripremljeno za oranje. Ore se poprečno na slog. Na- 
kon svih radova, a to znači i poslije sjetve, kanalokopačem 
se oblikuju plitke brazde. 

Cijevna drenaža. Cijevi se polažu u iskopani rov. Ako se 
rovovi kopaju strojem, a cijevi polažu ručno, širina rova je 
tolika da se u njemu može raditi. Ako, međutim, obje opera- 
cije obavlja stroj, rov je širok 17-.30cm. Dubina rovova 
i razmak drenažnih cijevi određeni su hidrauličkim proračunom. 
Obično je rudina dugačka 800m, a široka 300m. Drenaža 
je dvostrešna, od sredine rudine prema kanalima, što znači 
da su drenažne cijevi duge 150m. Pad drenažnih cijevi iznosi 
1,5-+-2,0%/00, Dubina je drenažnih cijevi < 100 cm, a određena 
je hidrauličkim proračunom. 

Upotrebljavaju se glinene drenažne cijevi i cijevi od plas- 
tičnih materijala. Proizvode se glinene cijevi duljine 33cm s 
unutrašnjim promjerom 5-::10cm. Plastične cijevi isporučuju 
se u koturima, a režu se na 20..:50m; perforirane su i imaju 
unutrašnji promjer od 5-::20cm. Kraj plastične drenažne cijevi 
izlazi neposredno u kanal, dok se na kraj glinene cijevi 
umeće plastična cijev duljine —1,5m, od koje je 1m u tlu, 
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a 05m u kanalu. Glinena cijev bi se, naime, u kanalu 
lako slomila. 

Prije polaganja drenažnih cijevi najprije je potrebno iskol- 
čiti pravce drenaže. Ako se polažu betonske cijevi, one se 
ručno polažu u rov bez obzira na to kako se kopaju ro- 
vovi. Plastične cijevi polažu se strojem na koji je navučen 
kotur s namotanom cijevi. Za polaganje betonskih cijevi po- 
trebno je 7.--8 radnika, a za polaganje plastičnih cijevi 3::-4 
radnika. Zbog toga su troškovi drenaže s plastičnim cijevima, 
iako su one skuplje, približno jednaki troškovima drenaže 
s betonskim cijevima. 

Postoje strojevi koji imaju i dio za zatrpavanje jarka. 
Danas mnogi strojevi za polaganje drenažnih cijevi imaju 
laserski uređaj za kontrolu dubine polaganja cijevi, pa su 
eliminirane pogreške pri određivanju dubine polaganja. 

Izbor strojeva za melioracijske radove ovisi o predviđenom 
opsegu radova. 

Kad se radi o manjim zahvatima na uređenju zemljišta, 
mogu se upotrijebiti oruđa i strojevi koji se obično upotre- 
bljavaju za poljoprivredne radove (v. Poljoprivredni strojevi), 
ali ako su predviđeni veliki melioracijski zahvati, potrebni 
su posebni strojevi. Strojevi za odvodnjavanje i uređivanje 
tala mogu se prema namjeni svrstati u sljedeće skupine: 
traktori, strojevi za glavne radove na površini tla, strojevi 
za detaljno površinsko odvodnjavanje, strojevi za podzemno 
odvodnjavanje, strojevi za čišćenje i druge pomoćne radove. 
Ta se podjela ne smije shvatiti strogo, jer postoje kombi- 
nirani strojevi za više namjena, a stalno se pojavljuju i novi 
tipovi strojeva (v. Bagerovanje, TE 1, str. 636; v. Mehanizacija 
građevinskih radova). 

Traktori koji se upotrebljavaju za uređivanje tala služe 
za vuču drugih strojeva te za priključak potrebnog oruđa. 
Traktori namijenjeni za uređivanje tala ne razlikuju se od 
traktora za poljoprivredu, ali zbog velikih naprezanja koja 
se pojavljuju u upotrebi oni su čvršće građeni. Za rad u 
teškim uvjetima (npr. za rad na nagnutim zemljištima) pri- 
kladniji su traktori na gusjenicama, koji se upotrebljavaju na 
blatnim i pjeskovitim zemljištima. Traktori na gusjenicama 
mogu se racionalno upotrebijavati na manjim udaljenostima 
(do 300 m). Zbog male brzine sve se više traktori na gusjenicama 
zamjenjuju traktorima na kotačima. Slabije prianjanje traktora 
na kotačima nadomješta se dodatnim opterećenjem kotača. 
Za uređivanje tala upotrebljavaju se traktori s kotačima sa 
širokim pneumaticima niskog tlaka. Traktori s kotačima ne- 
zamljenljivi su kad je potrebna velika pokretljivost i brze 
promjene brzine i smjera. 

Strojevi za glavne radove na površini tla mogu se svrstati 
u tri podskupine: strojevi za iskopavanje, strojevi za premještanje 
zemlje, te strojevi za iskopavanje i premještanje zemlje. 

Univerzalni ekskavator najstariji je stroj za iskopavanje: 
sastoji se od osnove na gusjenicama ili kotačima, okretne 
platforme s motorom, kabine i izduženog nosača. Na kraj 
nosača može se postaviti čeona kašika za iskretanje. Stroj 
može raditi na različitim razinama tla. Osim za iskopavanje, 
može služiti i za utovar iskopanog materijala. Posebna su vrsta 
strojevi s beskonačnim lancem na kojemu su kašike a nazivaju 
se vedričarima. Obično se strojevi za iskopavanje nazivaju 
bagerima. Razlikuju se dva tipa: bager hidrauličar (sl. 23) 
i bager s užetom. Naziv ovisi o pogonu kašika za iskopavanje. 


SI. 23. Bager hidrauličar 
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Prvi ima hidraulički pogon, a drugi pogon pomoću užeta. 
Radni dio može imati kašike za iskopavanje, profilnu ka- 
šiku (za kopanje manjih kanala), kašiku za grabljenje i drugo. 

Strojevi za premještanje zemlje služe za prijevoz zemlje 
i kamenja. Iako se najčešće prevozi traktorom s prikolicom 
ili velikim kamionima, grade se posebna prijevozna vozila 
(damperi) za melioracijske radove. To su prijevozna vozila 
s ojačanim metalnim sandukom i s kotačima za kretanje po 
teškom terenu. 

Kombinirani strojevi za iskopavanje i premještanje tla 
obavljaju obje vrste radova. Upotrebljavaju se za premještanje 
zemlje na udaljenosti do 500m. 

Toj grupi strojeva pripada buldozer koji je postavljen na 
čvrsti okvir, tzv. buldozersku dasku na kojoj je hidraulički 
ili mehanički uređaj za podizanje. Buldozer se može primijeniti 
za različite radove. Za krčenje i čupanje drveća buldozer 
ima poseban uređaj postavljen na stražnjem dijelu koji se 
naziva riperom. Glavna je primjena buldozera sječenje tla 
i njegovo premještanje na udaljenosti do 100m. Osim toga, 
može se upotrijebiti za oblikovanje različitih profila u tlu, 
za kopanje jama i kanala, te za zatrpavanje depresija i starih 
kanala. Upotrebom dodatne opreme (riperi, teški plugovi, 
čupači panjeva) proširuje se primjena buldozera. Riperima i 
teškim plugovima tlo se rahli da bi se omogućio rad drugih 
strojeva. 

Za razliku od buldozera koji ima dva nosača daske stalne 
duljine, na angldozeru (sl. 24) može se mijenjati duljina tih 
nosača, pa se kut koji zatvara nož daske sa smjerom kre- 
tanja može mijenjati. Angldozer može se upotrijebiti za iste 
radove kao buldozer, ali zbog mogućnosti promjene kuta 
daske pogodan je za rad na nagnutim terenima, za trasiranje 
putova na nagibima, kopanje jama i oblikovanje profila. 


SI. 24. Angldozer 


Tiltdozer ima tako opremljenu dasku da se ona može tako 
nagnuti da jednom stranom može dublje prodrijeti u tlo. Taj 
se stroj može dobro iskoristiti za otkopavanje velikog drveća 
prije čupanja, za iskop jama i kanala, te za rad na nagnutim 
terenima. 


SI. 25. Ravnjač ili grejder 


Ravnjač ili grejder (sl. 25) sastoji se od okvira koji se 
oslanja na četiri ili šest kotača s pneumaticima. U sredini 
okvira je daska ili nož koji se može podizati i spuštati, 
pomicati u stranu, zakretati oko okomite i vodoravne osi, 
te mijenjati kut sječenja. Ravnjači se upotrebljavaju za ravnanje 
valovitih terena i ravnanje slogova. Vrlo su pokretni i zbog 
toga prikladni za fino ravnanje zemljišta. Za premještanje 
zemlje na udaljenosti od 100--:250m racionalno je upotrijebiti 
ravnjače. 


SI. 26. Skrejper 
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SI. 27. Kopač s kosim kopačem / / 


Za premještanje na veće udaljenosti služe skrejperi (sl. 
26). Za razliku od spomenutih strojeva skrejperi ne guraju 
zemlju, već je sijeku, utovaruju, prevoze i istovaruju. Glavni 
je dio skrejpera sanduk koji ima nož na prednjoj strani. 
Nož siječe tlo koje kliže preko njega u sanduk. Skrejperi 
imaju vrlo jake motore (do 750kW), a najveći imaju dva 
motora (jedan za pogon prednje, a drugi za pogon stražnje 
osovine). 

U posljednje vrijeme upotrebljavaju se elevatorski skrejperi 
koji na prednjem dijelu imaju traku za utovar materijala u 
sanduk. 

Strojevi za detaljnu površinsku obradu. Za oblikovanje široko 
napetih slogova upotrebljavaju se uglavnom angldozeri, skrejperi 
i grejderi, dok za oblikovanje usko napetih slogova služe 
plugovi i kanalokopači. 

Kanalokopači su strojevi koji neprekidno obavljaju kopanje 
kanala. Pri upotrebi ekskavatora i buldozera za kopanje ka- 
nala rad se sastoji od više faza, od kojih je samo jedna 
radna. Kanalokopači razvili su se iz plugova. Plužno tijelo 
zamijenjeno je dvostrukim ralom koje se nastavlja s dvije 
odgrnjače promjenljivog razmaka. Najveća dubina kanala bila 
je 90cm. Danas se za kopanje kanala upotrebljavaju strojevi 
s kašikama na lancima, s lopaticama na kotaču, s okomito 
i koso postavljenim kotačima i s rovilicama. 

Lančasti kopač s kašikama kopa kanal po osi koja je jednaka 
smjeru kretanja. U novijim izvedbama lanac s kašikama tako 
je postavljen da je os kanala usporedna s pravcem kretanja. 
Takav kopač služi za kopanje kanala s okomitim stranama širine 
0,30:--1,50m i dubine 2-:+3m. Brzina iznosi 24:-:400m/h. 

Lopatičasti kopači namijenjeni su za lakše radne uvjete. 
Dubina kanala iznosi do Im, širina 0,28-:-:0,45m, a brzina 
kopanja 55-::75m/h. 

Kružni kopači s okomitim kotačem služe za kopanje kanala 
s okomitim stranama. Imaju veću radnu brzinu (do 200m/h) 
nego lopatičasti kopači, a održavanje je jednostavnije. 

Danas se sve više upotrebljavaju kopači s kosim kotačem 
(sl. 27) koji imaju noževe na obodu kotača što sijeku i 
iznose iskopanu zemlju na površinu. Zahvaljujući brzini vrtnje 
kotača i prikladno postavljenom limenom oklopu, iskopana 
se zemlja odbacuje u stranu, pa se uz iskopani kanal ne 
stvaraju nasipi. Mogu se kopati kanali s kosim stranama do 
dubine od 2m. Brzina kopanja iznosi od 100-::600m/h. 

Strojevi za podzemno odvodnjavanje obuhvaćaju strojeve za 
polaganje drenažnih cijevi, krtične plugove i podrivače. 

Strojevi za polaganje drenažnih cijevi služe za polaganje 
glinenih i plastičnih cijevi. Takvi strojevi imaju podrivač koji 
kopa rov u koji se uvlači plastična cijev. Strojevi za polaganje 
drenažnih cijevi mogu biti samohodni (sl. 28) ili vučeni. Kanalo- 
kopač je beskonačni lanac ili okomito postavljeni kotač. 


MELIORACIJA 


Sl. 29, Stroj za polaganje pješčanih filtara u drenažni 
sustav 


Ako se uz drenažu postavlja filtar, upotrebljava se posebna 
prikolica sa sandukom za pijesak i transporterom u obliku 
beskonačne trake (sl. 29). 


M. Čović A. Fabijanić R. Katalinić 


NAVODNJAVANJE 


Navodnjavanje je melioracijski postupak kojim se voda do- 
daje u tlo u razdoblju kad je nema dovoljno, odnosno kad je 
uzgajane biljke nemaju dovoljno za normalan rast i razvoj. U 
aridnim područjima pojavljuje se stalan nedostatak vode za 
uspješan uzgoj većine poljoprivrednih kultura, pa je tamo 
navodnjavanje prijeko potrebno. U područjima s dovoljnim ali 
nepovoljno raspoređenim oborinama potrebno je dopunsko 
navodnjavanje. Na — 55% od površine kontinenata na Zemlji 
prosječne su godišnje obor ne manje od 500 mm (aridna i semi- 
aridna područja), pa to pokazuje koliku bi površinu trebalo 
navodnjavati. Primjenom navodnjavanja, naime, mogu se postići 
viši, stabilniji i kvalitetniji prinosi poljoprivrednih kultura. 

Zemljišta uz rijeku u toplijin područjima navodnjavaju se od davnine. 
Smatra se da je navodnjavanje oko rijeka Murgab i Tedžen (Turkmenska SSR) 
započelo prije deset tisuća godin, a u dolini Eufrata i Tigrisa, u dolini Nila 
i u Indiji prije sedam tisuća godina. Navodnjavanje se primjenjivalo pr.n.e. 
u Kini, Japanu, sjevernoj i središnjoj Africi. Od evropskih zemalja najprije 
su navodnjavana zemljišta u Italiji, Grčkoj, Engleskoj. i Španjolskoj, a poslije 
u Francuskoj i Nizozemskoj. Ima potvrda da se u našim zemljama navod- 
njavalo u srednjem vijeku, ali razvoj navodnjavanja u nas započinje tek nakon 
drugog svjetskog rata. 

Danas se navodnjava oko 190 - 105% ha (oko 15% ukupno obradivih povr- 
šina) u 99 zemalja. Najviše se navodnjava u Kini (74: 10%ha), Indiji 
(37 - 105 ha), SAD (17 10%ha), Pakistanu (12 - 105ha) i u SSSR (10: 105 ha). 
U Evropi se najviše navodnjava u Italiji (3+ 10% ha), Francuskoj (2,5 - 10% ha) 
i Španjolskoj (2,3 + 105 ha). 

U nas, kako je već spomenuto, navodnjavanje nema duže tradicije. 
Količina i sezonski raspored oborina nisu povoljni za ljetne kulture, pogotovo 
u srpnju i kolovozu, pa su i prinosi mnogo niži od mogućih. U našim 
glavnim poljoprivrednim područjima pojavljuje se suša u ljetnim mjesecima, 
zbog koje nastaju često vrlo veliki gubici u poljoprivrednoj proizvodnji. 
Danas se u nas navodnjava samo 155 + 10%ha, odnosno samo 1,9% od ukupno 
obradivih površina. Smatra se da je navodnjavanje izvedljivo na 2+ 10*ha 
u nizinskim područjima, odnosno ukupno na 3 - 10*ha, kad se uračunaju 
površine krških polja, površine uz korita rijeka i kotline. Može se očekivati 
da će se u nas u neposrednoj budućnosti navodnjavati —0,6 + 105ha, a tek 
u daljoj budućnosti treba računati s navodnjavanjem (1,5---2,0) + 105 ha. Uskoro 
će se povećati navodnjavane površine u hidrosustavu Dunav-Tisa-Dunav, 
Ibar-Lepenac, te sustava u Pologu, Pelagoniji i Metohiji. Zelenim planom 
SR Hrvatske predviđeno je navodnjavanje u Slavoniji i Baranji (110 + 10%ha), 
Dalmaciji (30 - 10%ha) i Istri (10- 105ha). Uz jadransku obalu predviđa se 
navodnjavanje krških polja i površina u riječnim dolinama na nadmorskim 
visinama do 100m. 


Potreba navodnjavanja ovisi o načinu uzgoja biljaka. Ako 
se biljke uzgajaju u zatvorenom (staklenici, plastenici, v. 
Gospodarsko graditeljstvo, TE 6, str. 147), potrebno je tokom 
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vegetacije stalno navodnjavati. Kad se biljke uzgajaju na 
poljima, potreba navodnjavanja najviše ovisi o klimatskim 
prilikama. 

Postoje različiti kriteriji za određivanje potrebe navod- 
njavanja. Etcheverry za uvjete u SAD smatra da je navod- 
njavanje potrebno u područjima s godišnjim oborinama manjim 
od 375 mm, ako su godišnje oborine od 375-:-750 mm, potrebno 
je dopunsko navodnjavanje, a u područjima s godišnjim obori- 
nama većim od 750 mm navodnjavanje je korisno samo u iznim- 
nim prilikama (vrlo sušna godina, vrlo nepovoljan raspored 
oborina). Takav se kriterij može smatrati samo grubom aprok- 
simacijom. Tako se npr. na otoku Javi navodnjava — 3 + 105 ha, 
iako prosječne godišnje oborine iznose —2500mm. Nasuprot 
tome, tla su na poluotoku Kola suviše vlažna iako godišnje 
padne samo 200mm oborina. 

Nešto bolje rezultate u procjeni potrebe navodnjavanja 
daju mnoge metode koje, osim oborina, uzimaju u obzir 
temperature ili vlažnost zraka. One, međutim, ipak daju samo 
indikacije o potrebi navodnjavanja jer ne uzimaju u obzir 
mikroklimatske karakteristike, svojstva tla i zahtjeve pojedinih 
kultura. 

Bolje podatke o potrebi navodnjavanja daje usporedba 
potrebne i raspoložive vode (sl. 30) u vegetacijskom razdoblju. 


SI. 30. Potrebna (A) i raspoloživa (B) voda za vrijeme 
vegetacije, C deficit vode 


Postoji više metoda za određivanje potrebne i raspoložive 
vode. 

Potrebna voda. Voda je potrebna biljkama radi evapotranspi- 
racije. Evapotranspiracija se može odrediti eksperimentalno 
ili indirektnim metodama na osnovi klimatskih elemenata. 
Eksperimentalni postupak, međutim, nije jednostavan zbog 
potrebne opreme i održavanja točno određenih uvjeta tokom 
eksperimenata. Zbog toga se najčešće primjenjuju indirektne 
metode koje uzimaju u obzir temperaturu zraka (Thoru- 
thwait, Ivanov, Šarov, Bouchet), deficit vlažnosti zraka (Alpatev), 
veći broj klimatskih elemenata (Turc, Penman), te klimatske 
elemente s koeficijentima pojedinih kultura (Blaney, Criddle). 
U praksi se najčešće upotrebljavaju metode L. Turca, H. F. 
Blaney-W. D. Criddle, te A. N. Ivanova. 

Turcova metoda omogućuje proračun evapotranspiracije po- 
moću izraza 


t 


E, =(I 50) : 04 —— 
sala t+15 


, (35) 


gdje je E, potencijalna evapotranspiracija (mm/mjesec), I, 
prosječna sunčana radijacija (J/ecm* dnevno), a t prosječna 
mjesečna temperatura zraka (*C). Ako je t < 0“C, treba staviti 
E, =0. Kogficijent 0,4 vrijedi za sve mjesece osim za veljaču 
(februar), za koju ima vrijednost 0,37. Izraz (35) vrijedi za 
područja s relativnom vlažnošću većom od 50%. Za područja 
s aridnom klimom (relativna vlažnost zraka manja od 50%) 
vrijednosti se E, (35) korigiraju množenjem faktorom 


50 —r 


m=1+ 5 
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(36) 


gdje je 7 relativna vlažnost zraka. Vrijednosti za 1, određuju 
se iz izraza 


h 


= la [018+ 062 d (37) 
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gdje je 1, sunčana radijacija koja bi doprla do Zemljine 
površine kad ne bi bilo atmosfere (J/cm? dnevno) (tabl. 16), 
H trajanje dana (tabl. 17), a h stvarno trajanje insolacije. 1, i 
H ovise o geografskoj širini. 


Tablica 16 


PROSJEČNA DNEVNA SUNČEVA RADIJACIJA (J/cm?) 
PREMA GEOGRAFSKOJ ŠIRINI 


Geografska širina 
Mjesec 

40 42 44 46" 48" 
Siječanj (januar) 1524 1403 1281 1164 1074 
Veljača (februar) 2072 1959 1846 1733 1202 
Ožujak (mart) 2818 2726 2633 2541 2449 
Travanj (april) 3488 3433 3374 3316 3257 
Svibanj (maj) 3952 3936 3915 3894 3873 
Lipanj (juni) 4124 4124 4120 4120 4116 
Srpanj (juli) 4011 3994 3977 3961 3944 
Kolovoz (august) 3592 3546 3500 3450 3400 
Rujan (septembar) 2973 2889 2805 2717 2629 
Listopad (oktobar) 2244 2135 2026 1918 1805 
Studeni (novembar) 1633 1516 1394 1273 1151 
Prosinac (decembar) 1352 1231 1110 988 871 

Tablica 17 


MJESEČNO DNEVNO SVJETLO (h) NA RAZLIČITIM 
GEOGRAFSKIM ŠIRINAMA 


Geografska širina 
Mjesec 

40“ 42" 44" 46 48" 
Siječanj (januar) 301 294 287 280 273 
Veljača (februar) 301 298 295 292 288 
Ožujak (mart) 371 370 370 370 369 
Travanj (april) 398 401 404 407 410 
Svibanj (maj) 446 452 458 465 472 
Lipanj (juni) 449 457 465 473 481 
Srpanj (juli) 455 462 469 476 484 
Kolovoz (august) 425 429 434 439 444 
Rujan (septembar) 374 375 376 377 378 
Listopad (oktobar) 346 344 342 340 337 
Studeni (novembar) 300 295 290 284 278 
Prosinac (decembar) 291 283 276 269 261 

Tablica 18 


MJESEČNO TRAJANJE DANA (%) PREMA GODIŠNJEM 
TRAJANJU DANA 


ni 


Geografska širina 


Mjesec Te 

34* 36“ 38" 40" 42" 44" 46" 48" 
Januar 7,10| 6,991 6,887| 6,721 6,62[ 6,49] 6,331 6,17 
Februar 691| 6,86|  6,79| 6,73] 6,65| 6,58|  6,50| 6,42 
Mart 8,36| 8,35| 8,341 8,331 831] 8,30| 8,29| 8,27 
April 8,80| 8,85| 8,90/ 8/95! 9,00/ 905| 9,121 9,18 
Maj 9,72| 9,81| 9,92| 10,02! 10,14 | 10,26| 10,39 | 10,53 
Juni 9,70| 9,83| 9,95| 10,08| 10,21 | 10,38| 10,54| 10,71 
Juli 9,88|  9,99| 10,10| 10,22| 10,351 10,49 | 10,64| 10,80 
August 9,33| 9,40| 9,47] _9,54| 9,62| 9,70| 9,79|_ 9,89 
Septembar 8,361 8,36| 8,38/ 8,38] 840] 841, 842] 8,44 
Oktobar BIJO 4851. 180) 1151 OI 7,63]. 258 TSI 
Novembar 7,02| 6,92] 6,82| 6,72|_6,62| 6,49| 6,36| 6,22 
Decembar 692| 6,79] 6,66( 6,521 .6,38| 6,22] 6,04] 5,86 
Ukupno 100,00 | 100.90 100,00 | 100,00 | 100,00 | 100,00 | 100,00 | 100,00 


Blaneyjeva i Criddleova metoda može se upotrijebiti i za 
aridna i za ostala klimatska područja. Mjesečna potencijalna 
evapotranspiracija (mm) određena je izrazom 


E, = 0,254(1,81 + 32)pk, (38) 


gdje je t prosječna temperatura zraka ("C), p prosječno mje- 
sečno trajanje dana u postocima prema trajanju dana u go- 
dini (tabl. 18), a k koeficijent koji ovisi o poljoprivrednoj 
kulturi (tabl. 19). Treba spomenuti da vrijednost koeficijenta 
k ovisi o području i mjesecu, pa ih je dobro utvrditi za 
svaki promatrani slučaj. 
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Ivanovljeva metoda osniva se na istraživanjima kojima je 
utvrđeno da je rashod vode iz dijela tla u kojemu se nalazi 
korijenje biljaka približno jednak količini vode koja ishlapi 
s vodene površine uz istu temperaturu i vlažnost zraka. Ishlap- 
ljivanje (mm mjesečno) s vodene površine može se odrediti iz 
izraza 


E = 0,0018(25 + 1)*(100 — »), (39) 
gdje je t prosječna temperatura zraka (*C), a r prosječna 


mjesečna vlažnost zraka (%). 


Tablica 19 


VRIJEDNOSTI KOEFICIJENTA k ZA 
ODREĐIVANJE POTENCIJALNE EVAPO- 


TRANSPIRACIJE 
Klimatski uvjeti | 
Kultura 
umjereni aridni 
Kukuruz 0,75 0,85 
Pšenica, ječam, raž 0,75 0,85 
Šećerna repa 0,65 0,85 
Rajčica 0,70 -— 
Grah 0,60 0,70 
Krumpir 0,65 0,75 
Povrće — prosjek 0,60 — 
Riža 1,00 1,20 
Lucerna 0,80 0,85 
Djetelina 0,80 0,85 
Sirak 0,70 — 
Pašnjak 0,75 — 
Voćarske kulture | 0,60 0,70 


Raspoloživa voda. Voda u tlu koja je na raspolaganju biljkama 
tokom vegetacije potječe od vode koja se nalazila u tlu na 
početku vegetacije, od vode od oborina i od podzemne vode 
koja se kroz kapilare tla podigla do vegetacijske zone. Prema 
tome, raspoloživa je voda (mm) 


(40) 


gdje je r (mm) rezerva vode u tlu na početku promatranog 
razdoblja, h (mm) korisne oborine koje je upilo zemljište, 
a w (mm) voda koja je kroz kapilare dospjela u vegetacijsku 
zonu. Raspoloživa voda određuje se za vegetacijsko razdoblje 
ili za mjesec, pa se na promatrano razdoblje e dnose i vrijednosti 
za hiw. Postoje, međutim, teškoće da se precizno odredi 
raspoloživa količina vode, pogotovo je teško točno odrediti 
korisne oborine i utjecaj podzemne vode. 
Obično se korisne oborine određuju prema relaciji 


h=PBh,, 


P=r+h+vw, 


(41) 


gdje su ha (mm) oborine u promatranom razdoblju, a f_ je 
koeficijent iskorištenja oborina koji ovisi o intenzivnosti oborina, 
upijanju, otjecanju, filtraciji u tlu i dr., odnosno o vrsti tla, 
njegovu nagibu i obraslosti. Ako ne postoje podaci o vrijednosti 
koeficijenta fB. određeni hidrometeorološkim istraživanjima (v. 
Hidrologija, TE 6, str. 398), može se računati sa srednjom 
vrijednošću B = 0,7. 

Utjecaj podzemne vode na raspoloživu vodu tokom vegetacije 
ovisi o njezinoj dubini, o debljini sloja u kojemu se nalazi 
korijenje i o klimatskim prilikama. Budući da se prilike tokom 
vegetacije mijenjaju, mijenja se visina i brzina dizanja vode kroz 
kapilare, pa ne postoji ni mogućnost za sigurno određivanje 
utjecaja podzemne vode. Približno se vrijednost w (40) može 
odrediti izrazom 

w=k,E,, 


gdje je E, potencijalna evapotranspiracija, (35) ili (38), a k,, 
koeficijent utjecaja podzemne vode koji je određen izrazom 


ke=(1—35)(1=32) 


(42) 


(43) 


U (43) h je dubina podzemne vode u promatranom razdoblju, 
a h, je dubina do koje može utjecati podzemna voda na 
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Tablica 20 
KOEFICIJENT UTJECAJA PODZEMNE VODE *,, 
| Dubina podzemne vode u m 

Vrsta tla 

1,00 1,50 415 2,00 
Teško tlo 0,25- 0,20 | 0,17: 0,15 0,10: -+0,08 0,05 
Srednje tlo | 0,20---0,17 0,15-..0,10 0,07---0,05 0,02 
Lako tlo 0,15---0,12 0,08--:0,05 0,03--:0,02 0,00 


vegetaciju. Za većinu je tala h, = 2,0---2,5m. Približne vrijednosti 
koeficijenta k,, s obzirom na vrstu tla i dubinu podzemne vode 
nalaze se u tabl. 20. 

Norma navodnjavanja ukupna je količina vode koju treba 
dodati tlu navodnjavanjem u vegetacijskom razdoblju. To je, 
zapravo, ukupni deficit vode u tom razdoblju, a on se određuje 
pomoću izraza 


N,=XE->P, (44) 


u kojemu se znak sume odnosi na mjesece tokom vegetacije. 
Zbog gubitka vode (ishlapljivanje, površinsko otjecanje) na 
putu od zahvata do sloja tla koje se navodnjava potrebno je 
normu navodnjavanja (44) povećati pomoću koeficijenta iskori- 
štenja vode y, da bi se dobila bruto-norma navodnjavanja 
Ny prema relaciji 

N 


Nu =—, 
? 


(45) 


Vrijednost koeficijenta y ovisi o načinu dovoda vode, klimatskim 
prilikama, te o načinu eksploatacije sustava za navodnjavanje, 
pa iznosi 0,35--:1,00. Smatra se da tako treba voditi eksploataciju 
sustava za navodnjavanje da vrijednost koeficijenta y ne bude 
manja od 0,85. 

Uvjeti za primjenu navodnjavanja. Za uspješnu primjenu 
navodnjavanja potrebno je da su ispunjeni klimatski i pedo- 
loški uvjeti, da je uređen vodni režim, da je uređeno zemljište 
i da je osiguran izvor kvalitetne vode. Proizvodne površine 
moraju biti branjene od poplavnih voda i mora postojati 


Tablica 21 


DUBINA GLAVNE MASE KORIJENJA POLJOPRI- 
. VREDNIH KULTURA U KARAKTERISTIČNIM 
FAZAMA RAZVOJA 


Faza razvoja Dubina cm 
5---6 listova 30:40 
Kukuruz metličanje 70:80 
voštana zrioba 90-.-100 
bokorenje 30-40 
Strni vlatanje 50--:60 
ine klasanje 60..-70 
voštana zrioba 70---80 
A 
ukorjenjivanje 40 -:50 
Šećerna repa razvoj lišća 60--:70 
razvoj korijena 80-:-100 
4 lista 40--:50 
Suncokret formiranje glave 60:-:70 
cvjetanje 80 .--100 
Lucerna cvjetanje 75-:-120 
razvoj lišća 40---50 | 
Krumpir butonizacija 50---60 
razvoj gomolja 60--:80 
ukorjenjivanje 30---40 
Rajčica razvoj lišća 40 --50 
razvoj plodova 50--60 
ukorjenjivanje 20-::30 
Grašak cvjetanje 30---40 
nalijevanje zrna 40- :60 
Kupus, krastavci, UKOBNI ds vje zan 
luk razvoj lišća 30-:-40 
sazrijevanje 40---50 
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sustav odvodnje za regulaciju suvišnih vlastitih voda. Osim toga, 
potrebno je oblikovati proizvodne jedinice tla s izravnanim 
površinama. Izbor poljoprivrednih strojeva, način obradbe i 
gnojidbe, vrste poljoprivrednih kultura i načina uzgoja treba 
prilagoditi uvjetima navodnjavanja. 

Obrok navodnjavanja količina je vode (m*/ha ili mm) koja 
se dodaje jednokratnim navodnjavanjem. To je dio deficita 
vode tokom vegetacijskog razdoblja ili dio norme navodnja- 
vanja. Obrok navodnjavanja ovisi o dubini tla koje se želi 
navlažiti, vrsti tla i vlazi u tlu prije navodnjavanja. Dubina 
tla koju treba navlažiti ovisi o dubini korijenja, odnosno o 
vrsti kulture i fazi razvoja biljke. Nije, međutim, potrebno 
navlažiti lo do dubine do koje dopire korijenje, već samo 
aktivni sloj tla u kojemu se nalazi glavna masa korijenja. 
Dubine glavne mase korijenja poljoprivrednih kultura u karak- 
terističnim fazama razvoja vide se u tabl. 21. 

Obrokom navodnjavanja treba navlažiti tlo do poljskoga 
vodnog kapaciteta, i to do dubine prema tabl. 21, što znači 
da obrok navodnjavanja ovisi o vrsti tla. Za lakša (pjesko- 
vita) tla potreban je manji obrok navodnjavanja nego za teža 
(glinovita) tla. Međutim, pjeskovita tla treba češće navodnjavati 
nego glinovita, jer biljke trebaju jednake količine vode bez 
obzira na tlo na kojemu se uzgajaju. Budući da tlo treba 
zasititi do poljskoga vodnog kapaciteta, za određivanje obroka 
navodnjavanja treba poznavati vlažnost tla prije navodnjavanja. 
Obrok navodnjavanja (m>/ha) može se odrediti pomoću izraza 


No = 1000,h(P, — T,), (46) 


gdje je o, gustoća tla (t/m?), h (m) dubina vlaženja, P, 
(maseni %) poljski vodni kapacitet, a T, (maseni %) sadržaj 
vode u tlu prije navodnjavanja. 


Izraz (46) vrijedi za homogeno tlo. Ako je tlo heterogeno, 
obrok navodnjavanja izračunava se pomoću prosječnih vri- 
jednosti 04, Py i T,. Prosječna vrijednost gustoće tla dobiva 
se iz izraza 


= žoD; 
XD, 


gdje je 04 gustoća i-tog sloja tla, a D; debljine istog sloja. 
Prosječne vrijednosti poljskoga vodnog kapaciteta i sadržaja 
vode u tlu određuju se analognim izrazima. 

Trenutak početka navodnjavanja. Točno određivanje trenu- 
taka dodavanja obroka navodnjavanja jedan je od uvjeta za 
uspješno i racionalno navodnjavanje. Ako se trenutak početka 
navodnjavanja određuje odoka, navodnjavanje je najčešće nera- 
cionalno, a može biti i štetno. Ako se navodnjava češće nego 
je potrebno, troši se suviše vode, narušavaju se prirodna 
svojstva tla, ispiru se hranjive tvari, a tlo se može zasoliti 
zbog podizanja razine podzemne vode. Ako se, međutim, 
navodnjava rjeđe nego što je potrebno, ne mogu se ostvariti 
visoki i kvalitetni prinosi, pa je navodnjavanje nerentabilno. 

Trenutak početka navodnjavanja određuje se najčešće mje- 
renjem vlažnosti tla. Na žalost, u praksi se primjenjuju i 
zastarjele metode koje se osnivaju na promatranju morfoloških 
promjena biljke, na procjenama vlažnosti tla (vizuelne procjene 
i procjene opipom), na utvrđenom ritmu dodavanja obroka 
vode. Pokušavaju se pronaći povoljniji postupci za utvrđivanje 
početka navodnjavanja (kritična faza razvoja biljke, fiziološke 
promjene biljke, obračun dnevne evapotranspiracije). 

Mjerenje vlažnosti tla osnova je za racionalno navodnjavanje. 
Vlažnost se tla mjeri u prvom redu na dubini na kojoj se 
nalazi najaktivniji dio korijenja. Točnije stanje vlažnosti tla 
dobiva se ako se mjeri u području glavne mase korijenja, 
i to na svakih 10cm dubine. Na temelju tih mjerenja određuje 
se početak i obrok navodnjavanja. 

Vlažnost se najjednostavnije i najbrže mjeri na polju. Po- 
stoje instrumenti za neposredno i posredno mjerenje vlažnosti. 
Za neposredno mjerenje služe tenziometri, dok se posredno 
mjerenje osniva na mjerenju električnog otpora tla. 

Postoje tenziometri sa živom (sl. 31) i vakuumometrom 
(sl. 32). Njima se mjeri napetost u kapilarnom prostoru tla. 
Tenziometar se sastoji od staklene ili metalne cijevi koja na 


Q (47) 
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dnu ima poroznu čašicu od keramičkog materijala. Prilikom 
postavljanja tenziometra u tlo porozna čašica mora biti u 
neposrednom kontaktu s tlom. Kad se cijev postavi u tlo, 
ona se napuni vodom i na vrhu se hermetički zatvori. Kad 
se tlo suši, u njemu se napetost povećava, pa voda iz tla 
prodire u čašicu. Obrnuto je kad se povećava vlažnost tla, 
pa tada voda iz čašice prodire u tlo. Zbog toga raste, 
odnosno smanjuje se tlak u cijevi koji se registrira kao razlika 
razina žive u cijevi oblika slova U (sl. 31) ili kao položaj 
kazaljke vakuumometra. Tenziometrima se mogu mjeriti tlakovi 
od 0---0,09 MPa. 


Vakuumo- 
metar 


Porozna 
čašica 


A Porozna 

VJ, čašica 

SI. 32. Tenziometar s vakuu mometrom 
za mjerenje vlažnosti tla 


SL 31. Tenziometar sa. živom 
za mjerenje vlažnosti tla 


Električni otpor tla ovisi o njegovoj vlažnosti. Ta se ovis- 
nost iskorištava za mjerenje vlažnosti tla. Blok od gipsa 
(najčešće 42 x 16,5 x 31,5 cm) postavlja se u tlo koje se nabije 
oko njega da se uspostavi što bolji kontakt između bloka i 
tla. U bloku su ugrađene mrežaste elektrode kroz koje se do- 
vodi struja iz izvora istosmjerne struje. Ukopani blok preu- 
zima vlagu iz tla ako je vlažnost tla veća od vlažnosti 
bloka, odnosno blok predaje vlagu tlu ako je vlažnost blo- 
ka veća. Struja koja protječe kroz blok uz konstantni na- 
pon izvora struje obrnuto je proporcionalna otporu među elek- 
trodama (v. Električna mjerenja, TE 3, str. 668), a mjeri se 
ampermetrom. Najčešće su na skali ampermetra označene 
vrijednosti logaritma otpora (od 0--+100). Da se preračuna 
podatak očitan na instrumentu u postotak vlažnosti tla, 
treba uz istodobno mjerenje otpora i vlažnosti tla (npr. 
tenziometrom) odrediti krivulju koja povezuje te dvije vri- 
jednosti (npr. sl. 33). Te vrijednosti ovise o vrsti tla. Metoda 
određivanja vlažnosti mjerenjem električnog otpora jedno- 
stavna je i brza, ali se ne može primijeniti na slana tla (jer 
sadržaj soli utječe na električnu vodljivost tla). Osim toga, 
mogu se dobiti pogrešni rezultati ako je tlo vrlo vlažno i 
nije pogodno za određivanje vlažnosti pijeska i tresetnih tala. 


100 = T 


80 


60 


lg R 


40 


20 


Vlažnost 


p 
o 


SI. 33. Ovisnost logaritma otpora R gipsinog bloka o vlaž- 


nosti tla. LV lentokapilarna vlažnost, PVK poljski vodni 
kapacitet 
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Voda za navodnjavanje. Kao voda za navodnjavanje može se 
upotrijebiti voda iz nadzemnih vodotoka, prirodnih i umjetnih 
jezera, te bunara (podzemna voda), a nekada i otpadna voda. 
Osnovni su uvjeti da su raspoložive dovoljne količine vode, 
te da voda ima potrebna kemijska i fizikalna svojstva. Voda 
se do površine koja se želi navodnjavati dovodi gravitacijski ili 
pumpama, već prema međusobnom položaju vodotoka ili jezera 
i navodnjavane površine, a razvodi se do parcela otvorenim 
kanalima ili cjevovodima. 

Svaka voda u prirodi ima više ili manje otopljenih soli i 
suspendiranih čestica koje mogu nepovoljno utjecati na tlo i 
biljke, pa i na uređaje za navodnjavanje. Osim toga, tempera- 
tura vode može utjecati na djelotvornost navodnjavanja. 

Kemijska svojstva vode za navodnjavanje. Koncentracija soli, 
odnosno iona u vodi određuje se kemijskom analizom, a kvali- 
teta vode definira se prema toj koncentraciji. Najčešće se kvali- 
teta vode procjenjuje prema vrijednosti irigacijskog koeficijenta, 
prema klasifikaciji US Salinity Laboratory, a u našim uvjetima 
i prema Neugebauerovoj klasifikaciji. 

Irigacijski koeficijent (prema Stebleru) određuje se prema 
količini iona natrija Na , klora CI7 i sulfat-iona SOg 2. Ako 
se uglatim zagradama označe koncentracije ekvivalentnih jedinki 
ovih iona (mmol/dm>)iako je [Na] < [CI], irigacijski koeficijent 
određuje se iz relacije 


288 

SE SIIGI sa 

Ako je [CI] < [Na] < [CI] + [SOL], irigacijski je koeficijent 
288 

ki (49) 


“ [Na] +4: [C]' 
te ako je [CI] + [SO04] < [Na], irigacijski se koeficijent dobiva 
iz relacije 

288 


rizi [Na] -5-:[CI] -9.-[S0,]' 


(50) 


Kvaliteta vode procjenjuje se prema vrijednosti irigacijskog 
koeficijenta (tabl. 22). 


Tablica 22 
KVALITETA VODE PREMA IRIGACIJSKOM KOEFICIJENTU 
Irigacijski ni 
koeficijent Ocjena vode | Uvjeti iskorištavanja vode 
voda se može upotrebljavati 
> 18 dobra bez posebnih postupaka za 
sprečavanje nakupljanja štetnih 
soli u tlu 
potrebni su posebni postupci 
18.6 zadovoljavajuća e sprečavanje zasoljavanja, 
osim za tla koja su povoljno 
prirodno drenirana 
A NEE skoro uvijek je potrebna 
5,9-::1,2 nezadovoljavajuća umjetna drenaža 
< 12 loša voda nije pogodna za 
g navodnavanje 


Klasifikacija US Salinity Laboratory. Električna vodljivost 
vode služi kao indikator koncentracije, a koeficijent je adsorpcije 
natrija SAR (Sodium Adsorption Ratio) indikator relativne 
aktivnosti natrija u reakcijama s tlom. Električna se vodljivost 
(uS/cm) vode mjeri na temperaturi od 25“*C, a koeficijent 
adsorpcije natrija izračunava se pomoću izraza 


oja aa. | 
/ICa]+ [Mg] 


2 


SAR (51) 


gdje su u uglatim zagradama označene koncentracije ekviva- 
lentnih jedinki tih iona (mmol/m*). Na osnovi vodljivosti 
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G,s i koeficijenta SAR određuje se kvaliteta vode za natapanje 
(sl. 34). 

Prema toj klasifikaciji, dakle, razlikuju se vode prema 
koncentraciji soli (prema opasnosti od zasoljavanja) i prema 
koeficijentu adsorpcije natrija (opasnost od alkalizacije), pa se 
upotrebljivost vode za navodnjavanje određuje prema objema 
kriterijima. 

Prema koncentraciji soli razlikuju se četiri klase voda: 
klasa C1 može se upotrijebiti za navodnjavanje većine tala i 
za većinu poljoprivrednih kultura uz vrlo malu opasnost od 
zasoljavanja; klasa C2 može se upotrijebiti za navodnjavanje 
relativno propusmih tala i prema solima srednje tolerantnih 
biljaka nisu potrebni posebni zahvati za sprečavanje zasolja- 
vanja, pogotovu ako postoje dobri uvjeti za ispiranje tla; 
klasa C3 ne može se upotrijebiti za navodnjavanje tla koje 
nije drenirano, potrebni su posebni zahvati za sprečavanje 
zasoljavanja, a mogu se uzgajati biljke koje podnose veću 
koncentraciju soli u vodi; klasa C4 nije pogodna za navod- 
njavanje ako tlo nije propusno za vodu, ako ne postoji pod- 
zemna drenaža, ako se ne navodnjava s većim obrocima radi 
ispiranja soli iz tla, te ako se ne«uzgajaju biljke koje podnose 
visoku koncentraciju soli u vodi. 

Prema kocficijentu adsorpcije natrija također se razlikuju 
četiri klase voda: klasa SI može se upotrebljavati za natapanje 
skoro svih tala, takva voda može oštetiti samo kulture koje 
su vrlo osjetljive na natrij (npr. koštunjavo voće akumulira 
natrij, koji oštećuje lišće); klasa S2 alkalizira teška tla, a to 
se može spriječiti dodavanjem gipsa u tlo; klasa S3 alkalizira 
mnoge vrste tla, pa kad se navodnjava takvom vodom, 
potrebna je istodobna odvodnja uz održavanje dobrih fizikalnih 
svojstava tla; klasa S4 može se upotrijebiti za navodnjavanje 
samo karbonatnih tala s malim udjelom soli. 


g 


snost od alkalizac 
srednja 


mala 


C3-sl 


100 250 750 1000 


2250 5000 
Vodljivost G,; uS/em 
Opasnost od zaslanjivanja 
mala srednja velika 


SI. 34. Klasifikacija vode prema US Salinity Laboratory 


Upotreba koeficijenta adsorpcije natrija, prema (51), za 
ocjenu kvalitete vode za navodnjavanje osniva se na korisnom 
djelovanju kalcija i magnezija, sprečavajući štetno djelovanje 
natrija koji pogoršava strukturu i ostala fizikalna svojstva tla. 

. I bor se može naći u vodi za navodnjavanje. Koncentracija 
bora može iznositi i nekoliko grama po m*. Na većinu 
biljaka već koncentracija bora od 1--:2g/m> djeluje toksično. 
Prema koncentraciji bora u vodi vode se klasificiraju u pet 
klasa (tabl. 23). 


Tablica 23 


KLASIFIKACIJA VODA ZA NAVODNJAVANJE PREMA 
KONCENTRACIJI BORA (g/m?) 


Najveća dopuštena koncentracija bora 
Klasa vode 
prema koncen- za osjetljive poljo- | 2S polutolerantne za tolerantne 
traciji bora ode doboj poljoprivredne kul- poljoprivredne 
privredne kulture 
ture kulture 
1 0,33 0,67 1,00 
2 0,33---0,67 0,67--:1,33 1,00---2,00 
3 0,67---1,00 1,33-::2,00 2,00--:3,00 
4 1,00--+1,25 2,00---2,50 3,00--:3,75 
3 1,25 2,50 3,75 
Tablica 24 
KLASIFIKACIJA VODA ZA NAVODNJAVANJE PREMA 
NEUGEBAUERU 
) Suhi ostatak K ao 
Klasa mg/L oncentracija iona 
Besprijekorna la < 700 (LCa] + [MgD/(ENa] +[K]) >3 
voda Ib < 700 (LCa] + EMg]D)/LNa] > 3 
Dobra voda lI < 700 ([Ca] + [Mg])/[Na] > 1 
k 
Potrebno posebno| IIIa 700:-:3000 | (LCa] + EMg])/[Na] > 3 
ispitati HIb 700-::3000 | ([Ca] + LMgJ)/[Na] > 1 
< IVa < 700 ([Ca] + [MEg])/[Na] < 1 
Nepogodna voda| IVb 700--:3000 | (LCa] + [Mg])/[Na] < 1 
IVec,d,e| > 3000 bez obzira na koncentraciju iona 


/ U uglatim su zagradama koncentracije ekvivalentnih jedinki iona (mmol/L). 


Neugebauerova klasifikacija osniva se na količini soli u 
vodi (suhi ostatak nakon ishlapljivanja) i na međusobnom 
omjeru koncentracija Ca, Mg, Na i K (tabl. 24). Ta je klasifi- 
kacija predložena za navodnjavanje u Vojvodini. 

Fizikalna svojstva vode za natapanje. Najveće značenje ima 
temperatura vode i udjel krutih čestica. Niska temperatura 
negativno djeluje na razvoj biljaka, na mikrobiološke procese 
u tlu i na ishranu biljaka. Minimalna temperatura vode za 
navodnjavanje iznosi 19%C, a maksimalna 34*C, Optimalna 
je temperatura 29--30C. Utjecaj krutih čestica ovisi o njiho- 
voj vrsti i količini. Nepoželjne su čestice od 0,10---0,15 mm jer 
se lako talože u uređajima za dovod i raspodjelu vode. 

Metode navodnjavanja. Navodnjavati se može površinskim 
natapanjem, kišenjem, subirigacijom i kapanjem. O vrsti uzga- 
jane kulture, svojstvima tla, klimatskim uvjetima, reljefu terena, 
porijekla vode i svrsi proizvodnje ovisi izbor metode navod- 
njavanja. Od površinskih metoda navodnjavanja najviše se 
primjenjuje navodnjavanje brazdama, dok se preplavljivanje 
ili potapanje primjenjuje za uzgoj riže. 

Navodnjavanje brazdama najstariji je način navodnjavanja. 
Sustav navodnjavanja brazdama sastoji se od dovodnog i raz- 
djelnih kanala, razdjelnih brazda, brazda za natapanje i preno- 
sivih ustavica (provizornih brana). Razdjelne brazde mogu se 
zamijeniti plastičnim, gumenim ili metalnim cijevima pomoću 
kojih se voda prebacuje u brazde za natapanje. Sustav se 
može poboljšati upotrebom prenosivog cjevovoda. Tada se do- 
vodni i razdjelni kanali te razdjelne brazde, ili samo razdjelni 
kanali i razdjelne brazde, zamjenjuju cijevima. Cijevi su od 
lakog matrijala radi lakšeg prenošenja. Promjer cijevi obično 
iznosi 15cm. Cijevi koje zamjenjuju razdjelne kanale i brazde 
imaju otvore koji se mogu zatvoriti, što omogućuje izbor brazda 
u koje se dodaje voda. Prenosivim sustavom cijevi osigurava 
se bolja raspodjela i kontrola dodavanja vode, smanjuju se 
gubici vode zbog filtracije, pa se mogu smanjiti i obroci 
navodnjavanja, omogućuje se navodnjavanje i na neravnim 
terenima, povećava se obradiva površina jer nisu potrebni 
stalni kanali i razdjelne brazde, te se poboljšavaju radni uvjeti. 
Na tlu je tada potrebno samo načiniti brazde za natapanje, 
a sva se razdjelna mreža kanala i brazda zamjenjuje cijevima. 

Razmak brazda za natapanje ovisi o svojstvima tla i 
uzgajanoj kulturi. Lakša tla upijaju vodu bočno iz brazda do 
udaljenosti od < 40 cm od brazde, srednje teška tla do — 60 cm, 
a teška do udaljenosti od —100cm. Zbog toga su za uzgoj 
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ratarskih i povrćarskih kultura brazde za natapanje na razmaku 
od 50-:-200cm, a za drvenaste kulture i do 500 cm. Poželjno 
je da zemljište navodnjavano brazdama bude ravno s ravno- 
mjernim padom (najpovoljniji je pad 24%). Duljina brazda 
ovisi o svojstvima tla i padu terena, a može iznositi 20--- 
+500 m, a dubina brazde 15--:25cm. 

Punjenje brazda vodom, također, ovisi o svojstvima tla 
i padu terena. Na lakšem tlu, da se smanji ocjeđivanje vode 
kroz dno brazde, intenzivnost ulijevanja u brazdu iznosi 
0,5---1,0 L/s, a na težim tlima ta je intenzivnost 0,1---0,5 L/s, 
jer je potrebno tlo duže vlažiti. 

Obrok navodnjavanja ovisi o fizikalnim svojstvima tla, 
uzgajanoj kulturi i trenutnoj vlažnosti tla. Za većinu poljo- 
privrednih kultura iznosi 30-::60mm. Pri navodnjavanju braz- 
dama samo je dio površine tla u neposrednom dodiru s 
vodom, dok na ostalom dijelu vladaju normalni zračni uvjeti. 
Nakon prosušivanja tla procesi nitrifikacije obnavljaju se i 
u području brazda, gdje su bili privremeno spriječeni zbog 
nedostatka zraka. 

Navodnjavanjem brazdama narušava se struktura tla i pogor- 
šavaju se uvjeti za formiranje pokorice. 

Navodnjavanje kišenjem. Pri navodnjavanju kišenjem voda 
se raspodjeljuje po površini tla u obliku kapljica kao umjetna 
kiša pomoću rasprskavala. Ta je metoda navodnjavanja jedna 
od najmlađih, a proširila se poslije drugog svjetskog rata. 
Mnoge su prednosti navodnjavanja kišenjem: moguća je prim- 
jena u različitim topografskim uvjetima, nepotrebni su ili 
su potrebni vrlo mali pripremni radovi na zemljištu, ne 
smanjuju se obradive površine, moguće je precizno dozirati vodu 
za navodnjavanje, minimalno se pogoršavaju fizikalna svojstva 
tla, mogu se navodnjavati sve vrste tla i u svim fazama 
razvoja biljaka uz istodobno dodavanje fertilizatora, može se 
primijeniti i kad je visoka razina podzemne vode. Navodnjavanje 
kišenjem, međutim, ima i nedostataka. To su: visoka cijena 
uređaja, visoki pogonski troškovi, neravnomjerna raspodjela 
vode pri jakom vjetru, zrak nad tlom postaje vlažniji, što 
pogoduje razvoju biljnih bolesti, relativno su veliki gubici 
vode zbog ishlapljivanja, teško je prenositi cijevi kad su vi- 
soki usjevi. 

Sustav za kišenje može biti prenošljiv, polustabilan i 
stabilan. 

U prenošljivom sustavu svi se dijelovi mogu prenositi, pa 
se mogu navodnjavati veće površine, ali se tokom prenošenja 
gaze nasadi i gubi vrijeme. 

U polustabilnom sustavu glavni je cjevovod najčešće ukopan, 
na površini se nalaze hidranti na koje se spajaju cijevi za 
priključak rasprskavala. Takav se sustav smatra ekonomič- 
nijim od prenošljivog i stabilnog sustava. 

U stabilnom su sustavu svi dijelovi stabilni, a rasprska- 
vala se priključuju na cijevnu mrežu koja je najčešće uko- 
pana. Tada je potrebno najmanje radnog vremena, ali su troškovi 
gradnje visoki. 

Rasprskavala se razlikuju prema vodnom tlaku, dometu, 
količini vode, površini koju navodnjavaju, intenzivnosti kišenja 
i broju mlaznica. Ravnomjernost kišenja jedno je od važnih 
svojstava rasprskavala. Idealan raspored vode vidi se na 
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Si. 35. Idealan raspored vode u okolišu rasprskavala pri 
navodnjavanju kišenjem 


sl. 35. Taj se raspored kvari djelovanjem vjetra, ali i zbog 
nejednolike brzine vrtnje rasprskavala. 
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Da bi se postigao što jednoličniji raspored kišenja, rasprska- 
vala se moraju prikladno razmjestiti po površini. Najčešće se 
razmještaju u vrhove istostraničnih trokuta (sl. 36), ili u vrhove 
kvadrata (sl. 37). U trokutnom rasporedu rasprskavala njihove 
udaljenosti iznose d = 1,73r il =1,5r (sl. 36), gdje je r domet 
rasprskavala. U kvadratnom rasporedu razmaci su u oba 
smjera jednaki i iznose d=1,A4lr. Površina koja pripada 
jednom rasprskavalu uz trokutni raspored iznosi 2,6r*, a uz 
kvadratni raspored 2r?. 


Sl. 37. Raspored rasprskavala u vrho- 
vima kvadrata 


Sl. 36. Raspored rasprskavala u vrho- 
vima istostraničnih trokuta 


Trajanje kišenja (min) jednako je omjeru obroka kišenja 
(mm) i intenzivnosti kišenja (mm/min). Intenzivnost kKišenja 
(mm/min) određena je izrazom 

;_ na 


Mor u (52) 
gdje je n koeficijent iskorištenja vode (dio vode koji padne 
na tlo prilikom kišenja, najčešće 0,90---0,95), q količina vode 
koju izbacuje rasprskavalo (L/min), a A površina kišenja (m?). 

Intenzivnost kišenja treba prilagoditi sposobnosti tla za 
upijanje vode (infiltracija tla). Intenzivnost kišenja mora biti 
manja od početne infiltracije tla. Ona se, naime, postepeno 
smanjuje s kišenjem. Ako je intenzivnost kišenja veća od 
infiltracije, voda se sakuplja na površini, pa se narušava 
struktura tla, što može štetno djelovati i na tlo i na biljke. 
Orijentacijske vrijednosti infiltracije i intenzivnosti kišenja za 
različite vrste tla nalaze se u tabl. 25. 


Tablica 25 


ORIJENTACIJSKE VRIJEDNOSTI INFILTRA- 
CIJE I INTENZIVNOSTI KIŠENJA (mm/min) 


Intenzivnost 


Vrsta tla Infiltracija 


kišenja 
Lakše tlo 25:42 0,7---1,0 
Srednje tlo 0,8: -2,5 0,3---0,7 
Teže tlo 0,2:--0,8 0,1---0,8 


Intenzivnost kišenja može se regulirati podešavanjem mlaz- 
nica ili izborom rasprskavala, a infiltracijska sposobnost tla 
agrotehničkim zahvatima (gnojidba, obradba, plodored). 

Navodnjavanje subirigacijom provodi se dovođenjem vode 
kroz tlo. Cijevi se postavljaju na dubinu od 0,50---1,50m. Voda 
u tlo ulazi kroz rupice ili pore, već prema vrsti cijevi, a u 
njemu se širi kroz kapilare na sve strane. Što je tlo vlažnije, 
prima manje vode iz cijevi, a kad je zasićeno vodom, otvara 
se ventil na kraju cijevi, pa se voda odvodi u odvodni kolektor. 

Promjer cijevi iznosi 5---12cm, a razmak cijevi ovisi o 
vrsti tla i iznosi 1,5-+:5,0m. Duljina cijevi može iznositi i do 
200m. 

Mislilo se da će se navodnjavanje subirigacijom nagio 
proširiti. To se, međutim, nije dogodilo i usprkos prednosti 
takva navodnjavanja. Te su prednosti: tlo se vlaži kapilarnim 
širenjem vode, pa se ne kvari njegova struktura, skoro je 
uvijek postignuta optimalna vlažnost tla, nema većih gubitaka 
vode ishlapljivanjem s površine, potrebna je manja obrada 
zemljišta i njega usjeva za vrijeme vegetacije, sustav navod- 
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njavanja ne ometa mehaniziranu obradbu zemljišta, sustav 
može služiti ne samo za navodnjavanje nego i za odvodnju. 
Nasuprot tome, natapanje subirigacijom ima mnogo nedosta- 
taka. Za uspješnu primjenu takva navodnjavanja mora tlo 
ispod sloja u kojemu se nalazi većina korijenja biti dovoljno 
nepropusno. Površinski sloj nije najčešće navlažen, što je 
nepovoljno za uzgoj biljaka u prvoj fazi rasta. Ako je nepro- 
pusni sloj blizu površine, može se tlo učiniti močvarnim 
i zaslaniti, a ako je takav sloj suviše duboko, gubi se suviše 
vode. Najveći je, međutim, nedostatak subirigacijskog postupka 
što su potrebna velika ulaganja. 

Navodnjavanje kapanjem razvilo se prije dvadesetak godina 
u Izraelu. Voda se iz cijevi kap po kap dodaje tlu, i to nepo- 
sredno uz biljku. Navodnjavanje kapanjem može se primijeniti 
na svim tlima na poljima i u staklenicima. Zemljište nije 
potrebno ni ravnati ni posebno pripremiti, a ne narušava se 
ni struktura tla. Vodu je moguće vrlo precizno dozirati, pa 
je velika ušteda vode uz stalno održavanje optimalne vlažnosti. 

Može se primijeniti za navodnjavanje kultura koje se siju 
ili sade u redovima. Za sada se natapa povrće i voće u 
staklenicima i plastenicima. 

Voda se mora filtrirati da se spriječi začepljivanje rupica 
na cijevima kroz koje kapa voda. Voda je pod niskim tlakom 
(0,035---0,200 MPa). Glavne dovodne cijevi imaju promjer 2,5--: 
-5,0cm, a cijevi s rupicama promjer 1,0-::2,0cm. Razmak 
cijevi s rupicama ovisi o razmaku biljaka i iznosi 40---100 cm, 
dok je razmak rupica (kapaljki) 40---60cm. Promjer je kapaljki 
1,Omm. Iz jedne kapaljke padne na tlo 2: +4L/h, a ima i 
takvih iz kojih se dovodi tlu i do 8L/h. 

Takvim navodnjavanjem postižu se veći prinosi. U Izraelu 
je, npr., ostvaren za 75% veći prinos rajčica i krastavaca 
primjenom navodnjavanja kapanjem. 

Uz visoke investicije, nedostatak je navodnjavanja kapanjem 
i to što je potrebno filtriranje vode i što se kapaljke za- 
čepljuju. U nas se malo primjenjuje. 
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MEMBRANE, barijere koje razdvajaju kapljevite ili pli- 
novite faze, ali omogućuju razmjenu nekih komponenata sustava 
među tim fazama. Od graničnih površina razlikuju se time što 
su i same faze. Najčešće su čvrste, ali mogu biti i kapljevite. 
Prema suvremenim normama membrane (od latinskog mem- 
brana kožica) treba razlikovati od dijafragmi (prema grčkom 
Ši&poxyua diafragma pregrada, opna), a pod time treba razu- 
mijevati opne koje služe za otežavanje difuzijske izmjene tvari. 

Tom, barem zasad najprikladnijom, funkcionalnom definici- 
jom obuhvaćene su vrlo brojne i raznovrsne tvorevine. Prije 
svega u te se ubrajaju za život izvanredno važne i u prirodi 
vrlo rasprostranjene opne stanica organizama (biološke mem- 
brane, biomembrane). Te membrane ne samo što odvajaju sta- 
nice jedne od drugih i štite ih nego i omogućuju usmjereni 
prijenos tvari potrebnih za biološke funkcije iz vanjske sredine 
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i, obrnuto, prijenos otpadaka od metabolizma u vanjsku sre- 
dinu. Bez tog prijenosa tvari ne bi bile moguće mnoge fizio- 
loške funkcije organizama, npr. disanje, krvotok, biosinteza, 
apsorpcija hrane u organizmu i odvođenje otpadaka iz orga- 
nizma. 

Zbog toga se već odavno proučavaju struktura i djelovanje 
biomembrana. U posljednje vrijeme mnogi rezultati tog prouča- 
vanja omogućili su postavljanje različitih smjernica razvoju 
umjetnih membrana za znanstvene, medicinske i tehničke svrhe. 
Obrnuto, proučavanje ponašanja i djelovanja umjetnih mem- 
brana pod utjecajem raznovrsnih vanjskih uvjeta omogućilo je 
mnoge spoznaje o funkcioniranju biomembrana. To znači da će 
proučavanje veza među biomembranama i umjetnim membra- 
nama i procesa koji se provode s njima ubuduće biti jedna od 
glavnih niti razvoja upoznavanja i iskorišćivanja membrana i 
membranskih procesa. Osim toga, brzo množenje objavljenih 
informacija o membranama i membranskim procesima stvara 
uvjerenje da se poznavanje i primjena membrana razvijaju u vrlo 
važne grane znanosti i tehnologije (membranologiju i membransku 
tehnologiju). 

Već je J. A. Nollet u drugoj polovici osamnaestog stoljeća otkrio difuziju 
(v. Difuzija, TE 3, str. 299) kroz prirodne membrane. Međutim, tek stotinjak 
godina nakon toga provedena je prva separacija tim membranama, dijaliza 
(v. Dijaliza, TE 3, str. 338), što se smije smatrati začetkom znanstvenog razvoja 
membranske tehnologije. Nekako istodobno za separaciju tvari upotrebljene su 
i prve umjetne (nitrocelulozne) membrane. Ipak se značenje membrana i dalje 
skoro isključivo zadržalo u znanstvenom istraživanju sve do drugoga svjetskog 
rata, kad su se membrane počele upotrebljavati u vrlo velikim postrojenjima 
za koncentriranje 23*UF, iz UFy pri proizvodnji 235U. 

Nakon toga membranska se tehnologija razvijala dosta brzo, osobito u pri- 
mjeni za separacijske operacije. Tome je mnogo doprinio i razvoj proizvodnje 
umjetnih smola. (One su omogućile proizvodnju membrana vrlo različitih svoj- 
stava, pa su mogle zadovoljiti vrlo različite zahtjeve.) 

Raznolikost membrana i njihove primjene u tehnici čine ne- 
mogućim čak i sažeti prikaz svih vrsta membrana u ovom 
članku, pa se on nužno ograničuje na najvažnije, uglavnom na 
membrane za separacijske operacije, i to one koje su do danas 
najdublje prodrle u industrijsku primjenu. 


Osnovna svojstva membrana. Očito za obavljanje svoje funk- 
cije u svakom procesu u kojemu sudjeluju membrane prije svega 
moraju biti propusne primjereno zahtjevima. To se njihovo vrlo 
važno tehnološko svojstvo naziva permeabilitetom (permeabil- 
nošću, propusnošću). Za znanstvene svrhe mjeri se faktorom 
permeabiliteta (v. Difuzija, TE 3, str. 305). Za tehničke određuje 
se izrazom 


G k 1) 
E Ev, 
gdje je G propusnost, odnosno (udjelna) proizvodnost, V vo- 
lumen (obično L) fluida propuštenog kroz površinu F (obično m?) 
membrane u vremenu 7 (obično h, ponekad d). 

Prema tom svojstvu membranski se procesi često nazivaju 
permeacijom, a proizvod permeacije propušten kroz membranu 
općenito permeatom. Analogno se zadržani proizvod permeacije 
(nepropušten kroz membranu) često naziva retentatom. 

Također je očito da za separacijske operacije membrane 
trebaju biti primjereno selektivne. To se, također, vrlo važno 
svojstvo membrana naziva permselektivitetom (permselektivno- 
šću, semipermeabilitetom, polupropusnošću). U operacijama se- 
paracije kapljevitih faza obično se izražava kao postotak izrazom 


Xi >X2 
o = ———100, (2) 


Xi 

gdje su x, i x» molni razlomci ili koncentracije u sirovini i 
permeatu tvari koja se separira. U operacijama separacije plin- 
skih faza permselektivitet se može prikazati analognim izrazom 
pomoću parcijalnih tlakova plina, koji se separira, u permeatu i 
sirovini. Pri razdvajanju ili koncentriranju otopina soli mem- 
branskim separacijskim operacijama o se naziva i koeficijentom 
retencije (zadržavanja) soli, ili jednostavno retencijom soli mem- 
brane. U nekim operacijama te vrste naziva se i koeficijentom 
retencije otopljene tvari. 

Kako nema ni potpuno neselektivnih, tako nema ni mem- 
brana koje ne bi dopuštale permeaciju nikakvih drugih vrsta 
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čestica osim jedne. Takve potpuno permselektivne membrane 
također su samo idealizirane predodžbe. Sve su permselektivne 
membrane manje ili više preferencijalno propusne za jednu ili 
barem manji broj vrsta čestica, ali, iako manje, propuštaju 
i druge. 

Mehanizmi se selektivne permeacije razlikuju prema svoj- 
stvima membrana, sredine u kojoj se nalaze i čestica koje su- 
djeluju u permeaciji (osobito njihove vrste, dimenzija i oblika). 
Zamršeni su, pa se o njima dade uopćiti malo što. Za većinu od 
njih bitan je faktor sposobnost materijala membrane da se pro- 
žima kapljevinom i da time bubri. Dakako, ta sposobnost za- 
visi i od vrste kapljevine koja sudjeluje u permeaciji, pa od toga 
zavise i mnoga permeacijska svojstva membrane. Najviše se ta 
svojstva mogu ocijeniti na temelju hidrofilije membranskog ma- 
terijala. Pod tim treba razumijevati ne samo masu vode kojom 
se može prožeti taj materijal nego i način na koji se sada raspo- 
ređuje u njemu. 

Mnoge membrane ireverzibilno gube sposobnost prožimanja kapljevinama 
i sposobnost bubrenja, pa time i nužan permeabilitet čim se osuše. Zbog toga 
ih proizvođači isporučuju u vlažnom stanju. Ponekad se za održavanje njihova 
permeabiliteta do upotrebe namjesto vodom natapaju drugim kapljevinama 
koje imaju slično zaštitno djelovanje (npr. glicerolom, poliglikolima). Međutim, 
zaštitno djelovanje tih kapljevina prestaje čim se membrane upotrijebe, pa se 
nakon toga više ne smije dopustiti da se osuše. 

Osim toga, važno je svojstvo membrana postojanost njihova 
materijala i njihove strukture (koja je također vrlo raznolika) 
prema mehaničkom naprezanju i kemijskim djelovanjima (npr- 
prema hidrolizi, plastifikatorima, aktivnom kloru) i na tempera- 
turama permeacije u kojoj sudjeluju. Kad je ta postojanost pre- 
mala, brzo se smanjuje sposobnost funkcioniranja membrana u 
procesu. Dakako, važna je i cijena membrana. 


Membranske separacijske operacije danas se opširno istra- 
žuju, prije svega zbog toga što se očekuje da će se u bliskoj 
budućnosti moći toliko iskoristiti neke njihove prednosti (prema 
klasičnim separacijskim operacijama) da će te operacije moći 
zamijeniti barem znatan dio tih klasičnih procesa. (Možda je naj- 
veća prednost, barem najvažnijih membranskih separacijskih 
operacija, što se provode bez faznih promjena, pa i bez utroška 
energije za to, koji u drugim separacijskim operacijama, npr. 
isparivanjem, može biti vrlo velik.) Međutim, u iskorišćivanju 
mnogih od poznatih membranskih separacijskih operacija još 
se uvijek susreću dosta teško savladljive zapreke, pa se u teh- 
ničkom mjerilu provodi još uvijek razmjerno malo njih (tabl. 1) 
i u razmjerno ograničenom opsegu. 


Tablica 1 
TEHNIČKI VAŽNE MEMBRANSKE SEPARACIJSKE OPERACIJE 


Operacija Djelujuća sila procesa Proces u membrani 


viskozni tok, učinak 


Ultrafiltracija prosijavanja 


Reverzna osmoza tlačni gradijent difuzija otapala 


Plinska permeacija difuzija plinova 


difuzija otopljene 


koncentracijski gradijent Noi 


Dijaliza 


Elektrodijaliza električno polje izmjena iona 


U području separacije kapljevitih faza tehnički najvažnije od 
tih operacija jesu one koje se odvijaju pod utjecajem gradijenta 
tlaka, osobito reverzna osmoza i ultrafiltracija (v. Ultrafiltracija). 
Zbog prividne sličnosti s tlačnom filtracijom (v. Filtracija, 
TE 5, str. 398) ponekad se o njima govori kao o operacijama 
membranske filtracije. Međutim, one se od filtracije razlikuju ne 
samo time što se pri njihovu izvođenju ne pojavljuje filtarski 
kolač, niti se čestice tvari koja se separira gomilaju u materijalu 
membrane, nego su i mehanizmi i stanja tvari koje se razdvajaju 
tim operacijama bitno različiti. Te tvari nisu suspenzije, već 
manje-više samo molekularne disperzije (sl. 1). 


Ipak, slično kao pri filtraciji kroz kolač, u mnogim membranskim opera- 
cijama razdvajanja otopina proces se, ako se ne poduzimaju druge mjere, tako- 
đer postepeno usporuje, ali pod utjecajem koncentracijske polarizacije (koncen- 
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SI. 1. Područja primjene membranskih operacija razdvajanja kapljevitih sustava 


triranja otopljene tvari na površini membrane zbog pretežnog prijenosa ota- 
pala kroz membranu). S jačanjem tog efekta opada ne samo permeabilitet nego 
i selektivitet membrane. Te se pojave ograničuju održavanjem primjerene tur- 
bulencije sloja kapljevine uz membranu. 

Također zbog sličnosti, na prvi pogled, ponekad se pod ul- 
trafiltracijom razumijeva i reverzna osmoza. Reverzna osmoza 
čak se i naziva hiperfiltracijom (prema grčkom Uzeo hiper 
preko, ekvivalent latinske riječi ultra preko), što je zapravo sino- 
nim za ultrafiltraciju. Međutim, ne samo zbog različitih dimen- 
zija molekula koje se razdvajaju tim operacijama nego i zbog 
dosta različitih mehanizama procesa, ultrafiltracija i reverzna 
osmoza obično se jasno razlikuju jedna od druge. 

Naziv reverzna (povratna) osmoza stvoren je u pomanjkanju 
boljega i znači da se pri tom radi o procesu suprotnom 
osmozi (sl. 2). 


Pod osmozom se razumijeva proces difuzije otapala u sustavu od otopine 
i otapala, ili dviju otopina različitih koncentracija, razdvojenih membranom , 
permselektivnom za otapalo. Tada otapalo difundira u otopinu, odnosno u oto- 
pinu veće koncentracije, sve dok se ne uspostavi ravnoteža protutlakom (z) 
stupca otopine određene visine (h) u koju difundira otapalo. 

Veličina z određena mjerenjem u sustavu na sl. 2a svojstvo je otopine 
koje se naziva njenim osmotskim tlakom. (Međutim, to nije neki tlak koji se 
može izmjeriti u otopini izvan tog sustava, već predstavlja otpor protiv kojega 
difuzija u tom sustavu obavlja rad.) Prema van't Hoffu osmotski se tlak može 
prikazati izrazom 


n=xRT, (3) 


analognim jednadžbi stanja idealiziranih plinova, gdje su x molni razlomak 
otopljene tvari u otopini, R opća plinska konstanta, a T termodinamička 
temperatura. Ipak izračunavanje osmotskih tlakova realnih otopina izrazom (3) 
obično daje pogrešne rezultate. 


Prema tome, reverzna osmoza mora se odvijati u sustavu na 
sl. 2b ako je tlak kojemu je izložena otopina P > z. Tada je, 
u idealiziranom slučaju, na početku djelujuća sila 


AP=P-—r. (4) 


Tlak p 


Otopina \Otapalo Otopina 
a VL yemba =? b 


SI. 2. Principi osmoze (a) i reverzne osmoze (b) 


MEMBRANE 


Doduše, zbog nepotpunog permselektiviteta membrane djelu- 
juća je sila reverzne osmoze zapravo veća, i može se prikazati 
izrazom 


AP=P—-(n,—m)=P—Arz, (5) 


gdje je zy osmotski tlak otopine koja se razdvaja, a z» osmotski 
tlak permeata, ali je još uvijek vrlo malena s obzirom na utro- 
šak za njenu proizvodnju potrebne energije u usporedbi s po- 
trebnim utroškom energije za provedbu klasičnih separacijskih 
operacija. 

Teorijska se energija, potrebna za provedbu reverzne osmoze, 
može prikazati kao zbroj 


A = A, Ta A (6) 
rada A, potrebnog za proizvodnju tlaka P i rada 
A,= PV (7) 


potrebnog za protiskivanje permeata kroz membranu, gdje je 
V volumen permeata. Budući da su kapljevine praktički inkom- 
presibilne, A, je toliko malen da se smije zanemariti, a zbog 
toga što ni AP nije mnogo velik, to i A, mora biti razmjerno 
malen. Obično se približava minimalnom termodinamičkom 
radu razdvajanja. 

Lako se može izračunati da je minimalni termodinamički rad razdvajanja 
za dobivanje 1 m* slatke vode desalinacijom morske vode sa 3,5% soli 2,67 MJ, 
a da je za dobivanje 1 m? permeata, kad se taj proces provodi reverznom 
osmozom pod 4,9 MPa, potreban teoretski rad samo 4,9 MJ. (Zapravo u visoko- 
proizvodnim postrojenjima za desalinaciju morske vode reverznom osmozom 
troši se 7.2.9 MJ po m> permeata, ali i to je još uvijek neusporedivo manje 
od utroška energije za izdvajanje 1 m> vode isparivanjem (2270 MJ). 

Ultrafiltracija se razlikuje od reverzne osmoze najviše po 
tome što se provodi s membranama propusnim ne samo za 
otapalo nego i za niskomolekularne spojeve, pa se njome mogu 
razdvajati i otopine smjesa niskomolekularnih i visokomoleku- 
larnih spojeva. Pri tom se dobivaju permeati koji su koncen- 
trati niskomolekularnih spojeva i retentati koji su koncentrati 
visokomolekularnih spojeva. 

Kako je osmotski tlak otopina visokomolekularnih mnogo 
manji od osmotskog tlaka otopina niskomolekularnih spojeva, 
i djelujuće sile za provedbu ultrafiltracije otopina s velikom 
koncentracijom visokomolekularnih, a malom koncentracijom 
niskomolekularnih spojeva, mnogo su manje od potrebnih za 
provedbu reverzne osmoze. Obično su to tlakovi 0,3---1 MPa, pa 
utrošak energije. Kad je obrnuto, za ultrafiltraciju se troši 
energija približno kao i u reverznoj osmozi. 


Uz dijalizu i elektrodijalizu (v. Dijaliza, TE 3, str. 338 i 
v. Elektrodijaliza, TE 4, str. 337), koje se već upotrebljavaju u 
industriji i za druge svrhe, među ostalim operacijama za se- 
paraciju kapljevitih faza stanovitu važnost imaju još i mikro- 
filtracija i piezodijaliza. Pod mikrofiltracijom razumijeva se ope- 
racija slična ultrafiltraciji, kojom se odvajaju otapalo i nisko- 
molekularni spojevi iz otopina krupnih koloidnih ili mjerljivih 
mikročestica. Piezodijaliza je sličnija dijalizi nego ultrafiltraciji 
jer je, iako se izvodi pod utjecajem gradijenta tlaka, proces 
preferencijalnog prijenosa otopljene tvari kroz membranu. Ipak 
se od dijalize razlikuje mehanizmom. Zasniva se na svojstvu 
nekih membrana od materijala sa svojstvima amfoternih izmje- 
njivača iona (v. Izmjena iona, TE 6, str. 576) da pod tlakom 
(5..10 MPa) postaju permselektivne za soli. 

Plinska permeacija zasniva se na različitoj topljivosti plinova 
u materijalu membrane. Mehanizmi difuzije plinova otopljenih 
u membrani (koja slijedi gradijent tlaka) različiti su već prema 
vanjskim uvjetima, vrsti materijala i strukturi membrane. Pri 
tom se u permeatu koncentrira više topljivi, a u retentatu manje 
topljivi plin. Općenito je topljivost plinova u materijalima mem- 
brana malena, ali je njihova difuzija brza. Zbog toga se, za 
razliku od permeacije kapljevina, u plinskoj permeaciji ne po- 
javljuje koncentracijska polarizacija. 

U posljednje vrijeme pojavljuju se i membranske operacije 
za razdvajanje parnih faza od kapljevitih pod nazivom perva- 
poracija (isparivanje kroz membranu). To su membranske ope- 
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racije razdvajanja smjesa hlapljivih kapljevina, tako da se na 
strani retentata održavaju uvjeti pod kojima je on kapljevina, 
a na strani permeata uvjeti pod kojima je on u parnoj fazi. 
Izgleda da su, uz upotrebu prikladnih membrana, pri tom brzine 
permeacije komponenata nekih, inače vrlo teško razdvojivih 
smjesa, dovoljno različite da se te komponente mogu odvajati 
jedna od druge, ili barem koncentrirati razmjerno vrlo lako. 

U pokusnoj je fazi razvoja i primjena separacijskih operacija 
s kapljevitim membranama. Jedna je od takvih operacija razdva- 
janje binarnih smjesa ugljikovodika, npr. smjese toluena i 
n-heptana. Princip te separacije (sl. 3) dosta je jednostavan. Od 


SI. 3. Princip separacije komponenata 
iz binarne smjese ugljikovodika kap- 
ljevitom membranom. / kapljice smje- 
se koja se procesira u emulziji tipa 
ulje u vodi, 2 kontinualna faza emul- 
zije tipa ulje u vodi, 3 kontinualna 
faza emulzije tipa voda u ulju 


smjese (1) koja se procesira priredi se emulzija tipa ulje u vodi 
(v. Emulgiranje, TE 5, str. 313) pomoću otopine (2) prikladnih 
detergenata, pa se od te emulzije priredi emulzija tipa voda u 
ulju pomoću prikladnog trećeg ugljikovodika (3). Tada se kom- 
ponente smjese koja se prerađuje razdvajaju pod utjecajem 
razlike njihovih brzina difuzije kroz otopinu (2). U kontinualnoj 
fazi emulzije tipa voda u ulju koncentrira se komponenta koja 
brže difundira, pa se iz tako dobivene otopine može dobiti 
permeat, koji je koncentrat te komponente, ako se svojstvima 
dovoljno razlikuje od ugljikovodika (3) da se može izdvojiti 
nekom drugom operacijom, npr. destilacijom. Čitav se taj proces 
može provesti u aparaturi (sl. 4) sličnoj aparaturi za konti- 
nualnu ekstrakciju (v. Ekstrakcija, TE 3, str. 537). 


SI. 4. Princip aparature za kontinualnu 
separaciju kapljevitom membranom. 
A kolona za separaciju, B aparat za 
razdvajanje permeata od otapala, | 
ulaz sirovine (smjese koja se proce- 
sira), 2 otopina detergenta u vodi, 3 
sirovina koja se emulgira, 4 otapalo 
permeata (kontinualna faza emulzije 
tipa voda u ulju), 5 formirana kap 
emulzije tipa ulje u vodi, 6 koalesci- 
rajuća emulzija tipa ulje u vodi, 7 
izlaz retentata. 8 padajuća kap tenzida, 
9 izlaz permeata 


Ostali procesi membranske tehnologije također otvaraju nove 
perspektive u različitim područjima tehnike, osobito u proce- 
sima proizvodnje energije. 

Tako su membrane važni elektroliti gorivnih elemenata (v. 
Gorivni elementi, TE 6, str. 142). Elektrode tih elemenata za- 
pravo su membrane. Dobre izglede za primjenu u proizvodnji 
energije ima i osmoza, jer su tlakovi koji se mogu proizvesti 
njome vrlo veliki. (Mogu dosezati desetke MPa.) 


Klasiranje membrana. Zbog raznolikosti membrana i njiho- 
vih svojstava dosta ih je teško klasirati. Postoje različiti pokušaji 
da se to učini s obzirom na neko njihovo važno svojstvo, ali 
izgleda da su, barem s gledišta preglednosti, najuspješnije kla- 
sifikacije plastičnih i čvrstih membrana na osnovi njihovih 
osnovnih strukturnih svojstava i postupaka dobivanja (sl. 5). 
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Pri tom se pod difuzijskim membranama razumijevaju (ba- 
rem u uobičajenom smislu) neporozne membrane koje imaju 
strukturu kvazihomogenih gela, a permeacija se u njima odvija 
pod utjecajem koncentracijskog gradijenta, tj. molekularnom 
difuzijom. Zbog takve strukture često se nazivaju i neporoznim 
ili gustim membranama. (Zapravo se mora pretpostaviti da su 
i one, barem submikroskopski, porozne. Vjerojatno su im pro- 
mjeri pora 5-+:10nm.) 

Brzina difuzije u difuzijskim membranama zavisi od ener- 
gije aktivacije međusobnog djelovanja materijala membrane i 
čestica koje difundiraju, dimenzija i oblika tih čestica, te po- 
kretljivosti pojedinih sastavnih dijelova membrane. U membra- 
nama od polimernih materijala ta je brzina obično to veća 
su za proizvodnju difuzijskih membrana liofilni polimeri načelno 
najprikladniji materijali. Budući da su praktički neporozne, a 
koncentracija tvari koja difundira u njima razmjerno je malena, 
difuzijske se membrane ne začepljuju i, ako se zaštite od kon- 
centracijske polarizacije, njihov permeabilitet ne smanjuje se s 
vremenom. 

Difuzijske i porozne membrane mogu biti stišljive i krute 
strukture. Pod stišljivim membranama razumijevaju se one ko- 
Jima se struktura mijenja pod utjecajem vanjskog tlaka i nekih 
drugih uvjeta. Prije svega to su polimerne membrane (membrane 
građene od materijala na osnovi umjetnih ili prirodnih, odnosno 
regenerata prirodnih polimernih materijala). 

Pod krutim membranama razumijevaju se one koje nemaju ta 
svojstva. To su, npr., membrane od metala, membrane na osnovi 
poroznog stakla, porculana, grafita. U te se membrane ubrajaju 
i dinamičke membrane koje se formiraju sorpcijom čestica mem- 
branski aktivnih tvari na porozne podloge s nominalnim pro- 
mjerima pora 0,003...5 um. Za tu svrhu jednostavno se kroz 
poroznu podlogu filtrira prikladna disperzija membranski ak- 
tivne tvari. 

Pod izotropnim difuzijskim membranama razumijevaju se one 
koje u oba smjera okomita na površine imaju jednaka permea- 
cijska svojstva. Nazivaju se i simetričnima, što je možda više 
opravdano jer, strogo uzevši, i nisu izotropne. (Tako, npr., 
mnoge od njih imaju gušće, sjajne površine, strukturno različite 
od osnovne mase njihova materijala.) 

Zbog sporosti njihove permeacije simetrične difuzijske mem- 
brane nisu prikladne za operacije razdvajanja kapljevitih faza 
koje se odvijaju pod utjecajem tlačnog gradijenta. Nastoji se 
da se taj njihov nedostatak ukloni smanjivanjem debljine. Me- 
đutim, te su mogućnosti ograničene zbog toga što membrane 
mogu biti još dovoljno postojane samo ako im debljina nije 
manja od neke određene. Bolje se taj nedostatak uklanja 
primjenom anizotropnih membrana. 


Anizotropne (asimetrične) membrane (sl. 5) uglavnom se sa- 
stoje od poroznog nosača, koji se može natopiti vodom do sa- 
držaja čak i 60%. Na njemu je vrlo tanki slabo porozni (gusti) 
površinski, membranski aktivni sloj. U tzv. integralnim asime- 
tričnim membranama i aktivni sloj i njegov nosač od istog su 
materijala. Međutim, nosači tzv. višeslojnih asimetričnih membra- 
na od drugačijeg su materijala. Nosači asimetričnih membrana 


SI. 5. Struktura anizotropnih difuzijskih 
membrana. / aktivni neporozni sloj, 2 po- 
rozni nosač aktivnog sloja 


mogu biti ili membranski inaktivni, ili mogu također imati 
membranska svojstva. Asimetrične difuzijske membrane upo- 
trebljivije su za separacijske operacije pod tlakom nego izo- 
tropne. Već pri debljini 50:::100 um mogu podnijeti razlike 
tlakova do 10 MPa, ako su primjereno poduprte. Međutim, 
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njihova je čvrstoća na kidanje vrlo mala. Anizotropija permeacije 
asimetričnih membrana očituje se time što funkcioniraju samo 
kad tvar, koju membrana prenosi, ulazi kroz vanjsku površinu 
aktivnog sloja. U suprotnom smjeru prijenosa te tvari izostaje 
membranski učinak. 

Za provedbu operacija separacije kapljevitih faza koje se 
odvijaju pod utjecajem gradijenta tlaka skoro se isključivo upo- 
trebljavaju porozne membrane. Obično su im promjeri pora u 
granicama 0,1-::1 um. 

Granice među gustim i poroznim membranama nisu oštre. 
Nedvojbeno svrstavanje membrana u porozne moguće je samo 
za tipove koji se proizvode nekim postupkom dobivanja pora 
definiranih dimenzija. Inače je pripadnost membrana skupini 
difuzijskih ili poroznih određena mehanizmom njihova prijenosa 
tvari. Tako su, npr., neke asimetrične membrane koje se upo- 
trebljavaju za ultrafiltraciju, a dobivaju se nekim procesima pro- 
izvodnje gustih membrana, ipak porozne, jer odvajaju makro- 
molekule učinkom prosijavanja. 

U proizvodnji poroznih membrana općenito se teži dobivanju 
membrana. Mehanizmi permeabiliteta tih membrana opisuju se 
kapilarno-filtracijskim modelima. 

Suprotno dinamičkim membranama koje se formiraju u po- 
strojenjima za membranske procese, pretfabricirane porozne mem- 
brane dobivaju se kao gotovi proizvodi za ugrađivanje u pro- 
cesnu aparaturu. Osim stišljivih i krutih, to mogu biti i kombi- 
nirane membrane. To su membrane od stišljivog materijala ukru- 
ćenog nekim drugim, npr. žičanim pletivom. 

I stišljive i krute membrane mogu biti i izoporne i anizo- 
tropne. Međutim, kombinirane membrane mogu biti samo ani- 
zotropne. Anizotropne porozne membrane međusobno se razli- 
kuju, već prema postupku kojim su dobivene. 

Među izotropnim poroznim membranama najvažnije su nu- 
kleoporne membrane. To su izoporne membrane koje se dobivaju 
ozračivanjem tankih, obično polimernih opni ionizirajućim če- 
sticama i zatim jetkanjem kemikalijama. Danas je moguća pro- 
izvodnja nukleopornih membrana različitih dimenzija pora (unu- 
tar granica promjera 0,1---8 um, s odstupanjima od nominalnog 
promjera ne većim od 10%). 

Izgleda da se danas mogu dobiti i anizotropne ili dvoslojne 
nukleoporne membrane. Glavna je odlika takvih membrana što 
im pore mogu biti vrlo uske (s promjerom od nekoliko nm). 
Mogu se upotrijebiti za različite procese reverzne osmoze. 

Posebnu vrstu izopornih membrana čine tzv. ionotropne gel- 
ne membrane, koje se dobivaju obradom otopina polielektro- 
lita otopinama elektrolita. Promjeri pora mogu biti 1...60 um, 
ali je za njih karakteristična uska raspodjela promjera oko nomi- 
nalnoga (sl. 6). 
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SI. 6. Snimka jedne ionotropne gelne membrane pod elektron- 
skim mikroskopom 


. Pod nanesenim membranama razumijevaju se one koje se 
proizvode oblaganjem (unutrašnjih) površina poroznih liofilnih 
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materijala. Svrha je da se promjeri tih pora toliko smanje 
da materijal postane membranski aktivan. (Prema kapilarno- 
-filtracijskim modelima permselektivnosti tako smanjeni promjer 
ne smije premašiti dvostruku debljinu sloja vode što ga vezuje 
materijal membrane.) Prema načinu tog nanošenja razlikuju se 
impregnirane, naprašene i nataložene membrane. 

Impregnirane membrane najviše se dobivaju impregnacijom 
metalnih i metalokeramičkih poroznih opni solima. To se obi- 
čno provodi tako da se opna natopi otopinom neke soli, pa 
osuši i zatim tretira otopinom neke druge soli, koja reagira 
s prvom uz nastajanje netopljive soli. 

Naprašene membrane dobivaju se taloženjem različitih tvari u 
mikroporozne podloge, najčešće iz suspenzija u plinovima. Uvjet 
za uspjeh u tome jest da je tvar koja se taloži sklona sljeplji- 
vanju s materijalom podloge. Jedan od najboljih primjera 
takve proizvodnje membrana jest postupak polimerizacije or- 
ganskih monomera u plazmi uz istodobno taloženje proizvoda 
tih procesa u podlogu. 

Nataložene membrane dobivaju se tlačenjem visokodisperznih 
otopina nekih tvari male koncentracije kroz mikroporoznu pod- 
logu, i zatim daljom, obično termičkom obradom kojom se od 
tih tvari formira permselektivni sloj. Najbolje su tehnološki 
razrađeni postupci dobivanja tih membrana s disperzijama 
grafit-oksida (grafitne kiseline, kojoj sastav približno odgovara 
bruto-formuli H2CgO4). 

Za tehnološke svrhe poželjnije je klasiranje membrana prema 
njihovoj primjeni ili mehanizmu prijenosa tvari. Prvo se ponekad 
čini usprkos tome što se često jednaki učinci postižu razli- 
čitim membranskim operacijama (npr. desalinacija elektrodija- 
lizom ili reverznom osmozom). Dakako, pri tom u istu sku- 
pinu dospijevaju i vrlo različite membrane. Donekle je pri- 
kladnije klasiranje membrana prema vrsti operacije za koju 
služe. 
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Među osnovnim sirovinama za proizvodnju membrana (tabl. 
2) najvažniji su organski polimeri. To mogu biti oplemenjene 
prirodne ili sasvim sintetske tvari. Proizvodnja membrana, oso- 
bito gustih, najčešće je povezana s otapanjem tih tvari i nji- 
hovim ponovnim dobivanjem iz otopine uklanjanjem otapala, 
pa je za to jednako važan i izbor otapala prikladnih svoj- 
stava. Osim izdvajanjem njihovih materijala iz otopine, mem- 
brane se proizvode i reakcijskim postupcima. 


Tablica 2 
OSNOVNE SIROVINE ZA PROIZVODNJU MEMBRANA 


Materijali za proizvodnju 


poroznih membrana 


gustih membrana 


Celuloza Celuloza 

Esteri celuloze Esteri celuloze 
Polialkeni Polipropilen 
Poliamidi Polikarbonati 
Poliimidi Politetrafluoretilen 
Polialkoholi Polivinilklorid 
Polisulfoni Specijalno staklo 


Porculan 


Kopolimeri vinilklorida 
Volfram, specijalne legure 


Silikonske gume 


Uz te postupke svojim se specifičnostima u proizvodnji 
membrana ističe dobivanje poroznih membrana i dobivanje 
membrana od ionskih izmjenjivača (v. Izmjena iona, TE 6, str. 
576). 

Zasebno područje proizvodnje membrana jest njihovo obli- 
kovanje u različite forme i module. 

Dobivanje membrana iz otopina izvodi se ili isparivanjem 
otapala, ili isparivanjem kombiniranim s izmjenom otapala tih 
otopina s nekim drugima (sredstvima za precipitaciju polimera). 
To se često, ne sasvim opravdano, naziva inverzijom faza. 

Dobivanje membrana isparivanjem otapala iz već priređenih 
otopina polimera obično je jednostavno izlijevanje otopina na 
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podlogu pomoću nekog uređaja s dugim procjepima, pa pre- 
puštanje isparivanju otapala na zraku. Svojstva membrane koja 
zaostaje nakon toga mogu znatno varirati različitim uvjetima, 
među ostalim sastavom otopine. brzinom isparivanja. relativnom 
vlažnošću okolišnog zraka, završnom obradom (tem periranjem, 
kemijskom obradom). 

Za formiranje pora i time povećanje permeabiliteta mem- 
brana dobivenih isparivanjem važna je vlažnost okolišnog 
zraka koja vlada tokom procesa, posebno kad je voda jako 
sredstvo za precipitaciju polimera. Temperiranjem ili razvla- 
čenjem pojačava se kristalnost materijala polimernih membrana, 
a uz to se smanjuje njihov permeabilitet. 

Za dobivanje ultratankih membrana, potrebnih u proizvo- 
dnji asimetričnih membrana, služe razrijeđene otopine polimera 
i postoji nekoliko postupaka isparivanjem. Po jednom postupku, 
u otopinu polimera uranjaju se čiste staklene ploče i zatim 
polako izvlače. Nakon isparivanja otapala membrane se skidaju s 
ploča uranjanjem u vodu. Po jednom drugom postupku, oto- 
pina polimera se izlijeva na površinu sredstva za taloženje 
(obično vodu). Pri tom za primjereno rasprostiranje otopine po 
površini otapalo smije biti samo ograničeno topljivo u sredstvu 
za taloženje. 

U tehnici proizvodnje membrana tim postupcima teško je 
svladati neke probleme, npr. dobivanje neporoznih ultratankih 
membrana i komplikacije pri nanošenju tih membrana na nosi- 
oce. Ti se problemi mogu izbjeći primjenom izravnog formiranja 
membrana na nosiocu. Pri tom se može spriječiti prodiranje 
otopine polimera u pore podloge međuslojem, npr., poliakrilne 
kiseline. 

Dobivanje membrana inverzijom faza također obuhvaća izli- 
jevanje otopina polimera na podloge kroz procjepe ili rakelima. 
Zatim se djekomično ispari otapalo. Time se otopina razdvoji u 
tzv. koacervat (dvije još uvijek kapljevite faze, od kojih je jedna, 
kontinualna, bogata polimerom, a druga bogata otapalom, dis- 
pergirana u kontinualnoj u kapljicama), pa se fiksira uranjanjem 
u sredstva za taloženje (najčešće vodu) koja se moraju potpuno 
miješati s otapalom. Pri tom se od disperzne faze formiraju 
vakuole, a od kontinualne kostur membrane. 

Mehanizam stvaranja membrane tim procesom određen je 
okolišnom temperaturom, temperaturom i sastavom otopine, 
trajanjem isparivanja na zraku, brzinom izlijevanja, te svoj- 
stvima taložne kupke. 

Među ostalim, na taj se način mogu dobiti i membrane od 
acetata celuloze. Pri tom se otopini polimera dodaju i druga 
kapljevita sredstva za modificiranje svojstava, te čvrsta sredstva 
za bubrenje, npr. magnezij-perklorat, kadmij-bromid, kalij-jodid, 
natrij-jodid, natrij-klorat, dvobazične i trobazične karboksilne 
kiseline. 

Za razliku od postupka isparivanjem, tim se postupkom 
dobivaju membrane s velikim volumenom unutrašnjih šupljina. 
Oblici i dimenzije tih šupljina (sl. 7) variraju između dva 


SI. 7. Snimka graničnih struktura membrana dobivenih inver- 

zijom faza. a pjenasta struktura jedne membrane od acetata 

celuloze (gornja strana), b prstasta struktura jedne membrane 
od poliamidskog materijala (donja strana) 
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granična slučaja, pjenaste i prstaste strukture, već prema sastavu 
otopine polimera i modifikacijama uklanjanja otapala. 
Svojstva tih membrana mogu se dalje modificirati temperi- 
ranjem. Time im struktura postaje gušća i smanjuje se njihov 
sadržaj vode, pa im opada permeabilitet, ali raste selektivi- 
tet. Intenzitet tih učinaka to je veći što je temperatura tem- 
periranja veća (sl. 8) i što ono duže traje. Obično ne traje više 
od 10 min, a pretjerano temperiranje čini membrane ireverzi- 
bilno nepropusnim. Slično može djelovati i temperatura na kojoj 
se vodi membranski proces. Tako, npr., neki proizvođači 
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SI. 8. Međuzavisnost permeabiliteta G, retencije R 

i temperature temperiranja t jedne membrane od 

acetata celuloze u permeaciji otopine 0,1 mol/dm? 
NaCl, pod 10 MPa, na 293 K 


membrana za desalinaciju reverznom osmozom propisuju 298 K 
kao maksimalnu dopuštenu temperaturu procesa. Ipak, iz razrije- 
đenih otopina acetata celuloze (maseni udjel 5%) u smjesi lako- 
hlapljivog otapala i najmanje jednog hlapljivog sredstva za for- 
miranje pora (koje nije otapalo, npr. etanola, izopropanola, tri- 
metilkarbonila, vode), ili sredstva za bubrenje, dobiju se mem- 
brane koje bez štete podnose sušenje. 

Na sličan način mogu se dobiti i membrane od potpuno sin- 
tetskih polimera, npr. linearnih aromatskih poliamida iz oto- 
pine u dimetilacetamidu sa 5% litij-klorida. Nakon izlijevanja 
otapalo se ispari na mnogo višoj temperaturi (378 K), pa se 
koacervat koagulira vodom (+3h). Permeabilitet tako dobive- 
nih membrana poboljšava se reakcijama umrežavanja (npr. s 
aldehidima, poliaminima, poliizocijanatima) ili ozračivanjem 
y-zrakama. 

Reakcijski postupci proizvodnje membrana služe za dobivanje 
višeslojnih proizvoda i proizvoda s ultratankim aktivnim op- 
nama. Tako se polieteramidske membrane dobivaju polikonden- 
zacijskim reakcijama na graničnim površinama. Pri tom se na 
neku membranu od polisulfonskog materijala, koja služi za no- 
sač, nanese tanak sloj vodene otopine epiklorhidrinetilendiamina 
i na to sloj u vodi netopljive otopine izoftalildiklorida. Na 
granici tih slojeva stvara se membrana debela 25..:50 nm. Na- 
kon formiranja suši se na temperaturi višoj od temperature 
okoliša. 

Vrlo su rašireni reakcijski procesi proizvodnje membrana 
već spomenutom polimerizacijom u plazmi s tinjajućim izbija- 
njem. Za to postoje i elektrodni i bezelektrodni postupak. U 
bezelektrodnom postupku (sl. 9) sustav se prethodno evakuira 
do rezidualnog tlaka reda veličine 10-!' Pa, pa se uvodi para 
monomera (to može biti npr. 4-vinilpiridin, 2-metilstirol, N-vi- 
nilpirolidon, akrilonitril, vinilidenklorid) do tlaka od 10 Pa 
u sustavu. Zatim se tlak u sustavu poveća na 20--:30 Pa do- 
davanjem argona ili dušika, te poveća snaga generatora do 
pojave izbijanja. Trajanje reakcije pod odabranim uvjetima odre- 
đuje se vremenom potrebnim da se na podlošku stvori opna od 
polimera. 
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SI. 9. Shema aparature za polimerizaciju 

u plazmi bez elektrodnog izbijanja. / mje- 

rač tlaka, 2 elektrode za kapacitivnu 

pobudu izbijanja, 3 ekran visokonapon- 

skog zračenja, 4 podloška, 5 sustav za 

usklađivanje, 6 visokonaponski generator, 
7 mjerač protoka 


U sustavu za polimerizaciju u plazmi elektrodnim izbija- 
njem (sl. 10) razmak među elektrodama može biti 5---40 mm 
uz frekvencije 5+ 10-*..:2 MHz. Proces se vodi pod tlakovima 
para 0,01.--1 kPa. Opna nastaje na jednoj i na drugoj elektrodi. 
Za razliku od bezelektrodnoga, nedostatak je elektrodnog po- 
stupka što su dimenzije i oblik proizvoda vezani za dimenzije 
i oblik elektroda. 


SI. 10. Shema aparature za 
polimerizaciju u plazmi s elek - 
trodnim izbijanjem. / poklo- 
pac, 2 podnica, 3 zaštitni 
ekran, 4 otporski potporanj, 
5 elektrode, 6 regulacijski 
vijci, 7 napojni vodiči 


Priključak Priključak 
dovoda 1 manometra 
monomera 
Odsis 


Dobivanje poroznih membrana također obuhvaća postupak 
inverzije faza. Najvažnije porozne membrane koje se proizvode 
tim postupkom jesu neke od membrana za reverznu osmozu 
i ultrafiltraciju. Proizvodnja membrana od acetata celuloze iz 
te skupine, namijenjenih ultrafiltraciji, razlikuje se od proizvodnje 
tih membrana za reverznu osmozu time što ne obuhvaća tem- 
periranje. Za formiranje pora otopinama se, koje služe za pro- 
izvodnju tih membrana, dodaju litij-klorid ili litij-nitrat, organ- 
ske tvari ili sredstva za bubrenje. Nosioci za te svrhe prije 
svega su aromatski poliamidski i polisulfonski materijali. 

Porozne membrane mogu se dobiti i iz gustih filmova nitro- 
celuloze ili polietilena s prikladnim sredstvima za bubrenje, npr. 
etanolom, ksilenolima. 

Nukleoporne membrane najčešće se dobivaju zračenjem ura- 
nom. Za jetkanje nakon ozračivanja najviše se upotrebljava 
natrijeva lužina. Sirovine od kojih se dobivaju te mem- 
brane mogu biti poliesteri, polimetilakrilati, esteri celuloze, ali 
najbolji se rezultati dobivaju sa sirovinama od polikarbonata. 

Polielektrolitske otopine od kojih se dobivaju ionogene 
gelne membrane mogu biti polianionski soli (npr. soli alginske 
kiseline, karboksiceluloze, karboksimetilceluloze), ili polikation- 
ski soli (npr. soli poliglukozamina, polietilendiamina). Otopine 
elektrolita kojima se tretiraju ti soli moraju sadržavati pri- 
kladne protuione, koji pri tom difundiraju u sole. Time se 
smanjuje gustoća naboja polielektrolita, pa se soli dehidrati- 
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raju, što ima za posljedicu geliranje uz formiranje pora. Na- 
stali geli mogu se umrežavati s vinilskim monomerima. 

Porozne membrane od regenerata celuloze, osobito važne za 
hemodijalizu, dobivaju se procesima vrlo sličnim nekim postup- 
cima proizvodnje kemijskih celuloznih vlakana: postupkom 
viskoze, bakar-oksid-amonijačnim (Cuoxam) postupkom. Modi- 
ficiraju se razvlačenjem. 

Porozne membrane od netopljivih polimera, npr. politetra- 
fluoretilena, dobivaju se sinteriranjem praha, kao i neke me- 
talne. 

Osim sinteriranjem praha, vrlo porozne metalne membrane, 
s vrlo uskom raspodjelom širine pora, dobivaju se od legura 
izluživanjem ili destilacijom, ili sublimacijom jednog od sasto- 
jaka. Obično je promjer njihovih pora 0,1-::5 um, ali izgleda 
da može biti i manji. 

Staklene membrane najviše se proizvode u obliku poroznih 
šupljih vlakana ili kapilara. Za to se priređuju taline stakla 
sa 65-::86% silicij-oksida, 10:::30% bor(IIl)-oksida, 4---5% na- 
trij-oksida (tzv. Vycor-stakla). Postupak obuhvaća izvlačenje 
šupljih vlakana slično kao i u proizvodnji anorganskih tek- 
stilnih ili izolacijskih materijala, temperiranje na 723:::873 K, 
pri čemu se u materijalu vlakana razdvajaju silikatna i borat- 
silikatna faza, te izluživanje boratsilikatne faze razrijeđenim ki- 
selinama, čime u stijenkama nastaju pore. Od tih se membrana 
mogu dobiti nanesene membrane za reverznu osmozu termičkom 
ili kemijskom obradom silanima, čime se modificira širina pora. 

Za dobivanje dinamičkih membrana na poroznim podlogama 
upotrebljavaju se vrlo razrijeđene koloidne otopine hidroksida 
metala ili polimera. Postupci dobivanja i regeneracije tih mem- 
brana vrlo su jednostavni. Tako se, npr., dinamičke membrane 
s aktivnom opnom od poliakrilne kiseline za reverznu osmozu 
mogu dobiti tlačnom filtracijom (na —8 MPa) otopine od 100 
na 105 dijelova i 005% soli u vodi, kroz neki miliporni 
filtar, s porama širine 25 nm, za vrijeme od 4---6 h. Za ultra- 
filtraciju na visokim temperaturama proizvode se dinamičke 
membrane od cirkonij(TV)-oksida na ugljičnim poroznim no- 
siocima. 

Porozne membrane od ugljika za plinsku permeaciju izra- 
đuju se u obliku cijevi ekstrudiranjem smjese finodispergiranog 
ugljena, polietilena i akrilnitril-butadienskog lateksa, pa sporim 
zagrijavanjem do 1023 K. 

Dobivanje membrana od izmjenjivača iona priređivanje je 
opni od netopljivih polielektrolita s velikim koncentracijama 
čvrstih iona, koje su permselektivne za ione, ili otapala, ili soli, 
već prema prirodi mehanizma prijenosa tvari u njima. 

Prijenos iona kroz te membrane moguć je, dakako, samo pod utjecajem 
istosmjernog električnog polja (pri elektrodijalizi), a prijenos otapala pod utje- 
cajem Donnanova membranskog učinka. Ti se procesi mogu odvijati u mem- 
branama od kationskih ili anionskih izmjenjivača. One se dobivaju od uobiča- 
jenih smola za ionsku izmjenu, a prema sastavu klasiraju se u homogene, hete- 
rogene i interpolimerne membrane. 

Pod homogenim membranama razumijevaju se membrane od manje-više jed- 
nog materijala. Heterogene membrane sastoje se od smljevenih izmjenjivača iona 
i nekog veziva. Interpolimerne membrane također su heterogene, ali s mikro- 
skopski finom disperzijom izmjenjivača iona. : 

Skupini membrana od izmjenjivača iona pripadaju još i amfoterne mem- 
brane za piezodijalizu, jer zbog toga istodobno imaju i svojstva kationskih i 
anionskih izmjenjivača iona. To su tzv. mozaičke membrane. 

Najjednostavnije se homogene membrane od izmjenjivača 
iona dobivaju inverzijom faza (npr. neke membrane od acetata 
celuloze), ali najčešće polimerizacijom, ili polikondenzacijom. 

Tako se uobičajene homogene membrane mogu dobiti ko- 
polimerizacijom stirena i divinilbenzena, ponekad i drugih ko- 
monomera, ili u prisutnosti plastifikatora među malo razmaknu- 
tim pločama, pa uvođenjem ionogenih skupina u proizvod, npr., 
za dobivanje kationskih izmjenjivača sulfoniranjem, ili, za do- 
bivanje anionskih izmjenjivača klormetiliranjem, pa aminira- 
njem u kvarterne amonijske skupine. 

Osim tih, poznate su homogene membrane od izmjenjivača 
iona izrađene od polistirenskih i polietilenskih folija sulfonira- 
njem. Kemijski i termički postojane homogene membrane od 
izmjenjivača iona izrađuju se od nafiona (kopolimerizata tetra- 
fluoretilena i perfluorsulfoniletoksidetera). 

Glavni nedostatak homogenih membrana od ionskih izmje- 
njivača jest mala čvrstoća, koja se ublažuje potpornim tki- 
vima. 
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Heterogene membrane od izmjenjivača iona čvršće su, ali 
im je i električni otpor veći. Ta su im svojstva to izrazitija 
što im je veći sadržaj veziva. Aktivne su im komponente također 
kopolimeri stirena i divinilbenzena, a veziva mogu biti polietilen, 
polistiren, polivinilklorid, polivinilidenfluorid ili derivati celuloze. 
Također se dobivaju iz otopina (koloidnih otopina aktivne 
komponente u otopini veziva), ali i valjanjem s vezivom. 

Interpolimerne membrane od izmjenjivača iona također se 
dobivaju iz otopina nekog polielektrolita (npr. polistirensulfon- 
ske kiseline) i nekog inertnog polimera (npr. smjese poliakril- 
nitrila i polivinilklorida) u nekom prikladnom otapalu (npr. 
dimetilsulfoksidu, dimetilformamidu). 

Mozaičke membrane dobivaju se postupcima koji omogućuju 
nastajanje uskih područja obiju vrsta izmjenjivača iona. Jedan 
od tih postupaka obuhvaća izmjenu iona jednog kiselog linear- 
nog elektrolita, npr. akrilne kiseline s nekim bazičnim izmjenji- 
vačem iona, pa fiksiranje tog elektrolita u kostur izmjenjivača 
polimerizacijom, te ugradnju proizvoda polimerizacije u inertno 
vezivo kao u proizvodnji heterogenih membrana. 

Mozaičke membrane mogu se također dobiti i miješanjem 
nekih kationskih i anionskih izmjenjivača iona, pa umrežava- 
njem, ili postupcima na osnovi ozračivanja. Jedan takav po- 
stupak obuhvaća maskiranje politetrafluoretilenskih opni nekom 
mrežom, pa ozračivanje i zatim ugradnju akrilne kiseline na 
ozračena mjesta, te neutralizaciju viška kiseline, a nakon toga 
ponovno ozračivanje, te ugradnju 4-vinilpiridina. 

Oblikovanje membrana može se klasirati u dobivanje plosna- 
tih i cijevnih proizvoda. Iz skupine cijevnih membrana obično 
se posebno izdvajaju kapilare i šuplja vlakna. Granice među 
kapilarama i šupljim vlaknima od membranskih materijala nisu 
oštre. U prve se ubrajaju proizvodi promjera 0,2-::2mm. Pro- 
mjeri su šupljih vlakana od membranskih materijala 40-:-500 pm. 

Među oblikovanim membranama sve su važniji sklopovi već 
priređeni za jednostavno i brzo ugrađivanje u procesnu apara- 
turu, tzv. membranski moduli. 

Oblikovanje plosnatih membrana prije svega obuhvaća pro- 
izvodnju traka. To je najjednostavnije u proizvodnji neojačanih 
traka. Obično je princip tog oblikovanja isti kao u proizvodnji 
plastičnih folija: izlijevanje otopine iz jedne duge sapnice na 
valjak ili beskrajnu traku od metala ili umjetne smole. U pro- 
izvodnji membrana inverzijom faza na taj način podloga se s 
izljevenim filmom još vodi kroz taložnu kupku. Očvrsnute trake 
skidaju se s tih podloga i dalje obrađuju (drugim kupkama, 
termički itd.). 

U proizvodnji ojačanih traka od membranskih materijala 
tim postupcima još se između filma i podloge ulaže traka od 
potpornog tkiva. Pri tom viskozitet otopine polimera mora 
biti primjeren sposobnosti nosača da se prožima, a skvrčavanje 
tog materijala pri temperiranju mora biti primjereno skvrča- 
vanju aktivnog sloja. 

Osim na taj način, trake se od membranskog materijala 
mogu proizvoditi i zaranjanjem prikladno oblikovanih nosača 
u otopinu za lijevanje. 

U dobivanju pretfabriciranih proizvoda preradbom tih traka 
proizvodnja membrana obično se ograničuje na dobivanje plo- 


hou 


Sl. 11. Shema konstrukcije pločastog membran- 

skog modula. / svornjak, 2 prirubnica, 3 držač za 

razmak, 4 nosači membrane, 5 membrane, 6 filtar- 
-papir 
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snatih membrana jednostavnog oblika, te pločastih (sl. 11) i smo- 
tanih modula. 

Zbog razmjerno velike površine njihovih membrana u jedi- 
nici volumena sklopa (300-.:800 m?/m?) više se upotrebljavaju 
smotani moduli. Proizvodi se dosta mnogo njihovih tipova, koji 
se uglavnom razlikuju samo načinom na koji su namotani. 
Principi su njihova djelovanja manje-više jednaki kao i u naj- 
jednostavnijim tipovima (sl. 12). To su zamoci od dvije mem- 
brane i drenažnog sloja među njima, učvršćeni na cijev za 
odvod permeata. Za stvaranje međumembranskih kanala ti se 
paketi namataju zajedno s trakom od mrežastog materijala 
(separatorom). Pri namatanju membrane se rubno sljepljuju s 
drenažnim slojem. U pogonu sirovina ulazi aksijalno u među- 
membranske kanale, a permeat se spiralno giblje dok ne dospije 
u cijev za odvod, gdje se također giblje aksijalno. Da se spri- 
ječi teleskopsko razvlačenje modula pod utjecajem radnog tlaka, 
njegov suprotni kraj oslonjen je u aparatu na pregradnu stijenku 
(fiksator) koja je perforirana da bi mogao istjecati retentat. 


Retentat 


Permeat 


Permeat 


Sirovina 


Sl. 12. Principi izradbe (a) i funkcio- 

niranja (b) jednog jednostavnog smo- 

tanog membranskog modula. / cijev 

za odvod permeata, 2 membrana, 3 

drenažni sloj, 4 separator od mreža- 

stog materijala, 5 oblast sljepljivanja, 
6 perforirani fiksator 


Složenije oblikovanje plosnatih membrana obično se obavlja 
na mjestu upotrebe. Tu se membrane oblikuju prema obliku 
aparata za membranski proces. 

Oblikovanje cijevnih membrana moguće je iz otopine poli- 
mera intermitentnim i kontinualnim postupcima. Također je mo- 
guće i od plosnatih metalnih traka. 

Najjednostavniji postupci dobivanja cijevnih membrana in- 
termitentnim postupcima jesu različite varijante izvlačenja stoža- 


SI. 13. Principi proizvodnje cijevnih membrana iz otopine izvlačenjem utegom 
pomoću gipke vuče (a), pod utjecajem njegove vlastite težine (b) i gibanja 
pomicanjem elektromagneta (c). ! cijevna šablona, 2 stožasti uteg, 3 uže, 
4 otopina polimera, 5 sloj od kojega se formira membrana, 6 elektromagnet 
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SI. 14. Princip nanošenja otopine po- 

limera na vanjsku površinu potporne 

cijevi od drenažnog materijala u pro- 

izvodnji cijevnih membrana. / kružna 

sapnica, 2 potporna cijev, 3 otopina 

polimera, 4 sloj od kojega se formira 
membrana 


Sl. 15. Princip kontinualne proizvod- 
nje cijevnih membrana iz otopine iz- 
lijevanjem u taložnu kupku. / uređaj 
s kružnom sapnicom, 2 komora za 
uklanjanje otapala, 3 membrana, 4 ci- 
jevna šablona, 5 cijev za odvođenje 
taložne kapljevine, 6 stap, 7 otopina 
polimera, 8 taložna kupka 


stim utegom (sl. 13). Nakon izvlačenja i provedbe uobičajenih 
daljih operacija proizvodnje gotove se membrane vade iz cijevi 
i zaštite omatanjem drenažnim materijalom. Međutim, prak- 
tičnije je nanošenje otopine na već formirane potporne cijevi 
od drenažnog materijala. Za nanošenje na vanjsku površinu 
stijenki tih cijevi (sl. 14) služe uređaji s kružnim sapnicama. 
Za nanošenje na unutrašnju površinu stijenki te se cijevi napune 
otopinom, pa se nakon nekog vremena ona ispusti, ili istjera 
propuhivanjem zrakom. 

Jedan od kontinualnih postupaka proizvodnje cijevnih mem- 
brana iz otopine jest izlijevanje kroz kružne sapnice u taložnu 
kupku (sl. 15). Pri tom je vanjski rub sapnice zaronjen u ta- 
ložnu kapljevinu. Plin (zrak) se tlači u komoru za otparivanje 
otapala kroz cijevnu šablonu. Razina taložne kapljevine u ko- 
mori regulira se tlakom plina. Plin s parama otapala i česticama 
taložne kapljevine odvodi se kroz cijev provučenu kroz šablonu. 
U tom je postupku i regulacija debljine i vremena sušenja mem- 
brane moguća samo tlakom plina. Zbog toga nastaju teškoće koje 
ograničuju primjenu postupka na proizvodnju cijevnih mem- 
brana malog promjera (3-:-5 mm). 


Sl. 16. Principi kontinualne proiz- 
vodnje cijevi od plosnatih membran- 
skih i potpornih materijala namata- 
njem (a) i uzdužnim preklopnim spa- 
janjem (b). ! trn, 2 traka od mem- 
branskog materijala, 3 samoljepiva 
traka, 4 disk za močenje sredstvom 
za zaljepljivanje šava, 5 valjčići za za- 
ljepljivanje i transport 


Za kontinualnu proizvodnju cijevnih membrana i njihovih 
nosača od traka služe postupci stičnim namatanjem i preklop- 
nim uzdužnim spajanjem (sl. 16). U prvom postupku traka se 
spiralno namata na cilindrični trn, a stik rubova namotaja 
zaljepljuje samoljepljivom trakom, ili trakom od istog materijala 
namočenom otopinom istog polimera. U drugom postupku jedan 
se rub trake kontinualno maže sredstvom za zaljepljivanje, pa 
se traka svija oko trna tako da se namazani rub preklopi 
nenamazanim. Spoj se dovršava tlačenjem valjcima i daljom 
obradom. Valjci služe i za prijenos s trna. 

Namjesto modula od cijevnih membrana upotrebljavaju se 
i jednostavni, nepoduprti snopovi cijevi manjeg promjera 
(3-5 mm) povezani nekom gipkom vezom (sl. 17a), koji se u 
aparatima učvršćuju čelnim razvodnim stijenkama zaljepljiva- 
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njem (sl 17b). Konstrukcije modula cijevnih membrana (sl. 18) 
razlikuju se već prema tome da li su im aktivni slojevi na 
vanjskoj ili unutrašnjoj površini stijenke potporne drenažne 
cijevi, ili su kombiniranog tipa. 


SI. 17. Shema snopa cijevnih _mem- 

brana (a) i princip njegova ugrađi- 

vanja u aparat (b). / cijevni element, 

2 gipka veza, 3 kućište aparata, 4 raz- 
vodna čelna stijenka 


Sirovina Permeat ! 
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s seo 


Sirovina 
Sirovina 
Retentat 


Sl. 18. Principi konstrukcije 
modula cijevnih membrana s 
aktivnim slojem na unutraš- 
njoj (a), vanjskoj (b) i na ob- 
jema (c) stijenkama potporne 
drenažne cijevi. 1 potporna 
cijev od drenažnog materijala, 
2 aktivni sloj, 3 podloga ak- 
tivnog sloja, 4 kućište 


Sirovina 
Retentat 


Permeat 


Permeat 


Prednosti konstrukcije modula (prema sl. 18a) jesu jedno- 
stavnost i zbog toga niska cijena, što oni pružaju razmjerno 
mali otpor permeaciji i što je ona u njima jednolična, što se 
lako čiste i što su njihove membrane razmjerno dobro zaštićene. 
Njihovi su nedostaci u tome što im je aktivna površina razmjerno 
malena i što zahtijevaju veliku točnost unutrašnjeg promjera 
potporne cijevi, a ne dopuštaju vizualnu kontrolu formiranja 
membrane. Moduli konstrukcije prema sl. 18b nemaju tih nedo- 
stataka, ali su skuplji zbog toga što moraju imati kućište, teže 
se čiste i hidraulički su nepovoljniji. Iste, još izrazitije nedo- 
statke imaju moduli kombiniranog tipa (sl. 18c). Jedina im je 
prednost razmjerno velika površina aktivnog sloja (1,6::1,8 
površine drugih cijevnih modula jednakog promjera). 


Dobivanje membrana od kapilara i šupljih vlakana postaje 
sve važnije, prije svega zbog toga što ti proizvodi imaju vrlo 
veliku aktivnu površinu. Tako moduli i aparati s membranama 
od šupljih vlakana imaju aktivnu površinu 2. 10%--:3. 10% m? 
po m? njihova volumena. 

Kapilarne membrane obično se dobivaju jednakim postup- 
cima kao i uske cijevne membrane (v. sl. 15), a također se 
mogu upotrijebiti u snopovima spojenim gipkim vezama, bez 
posebne potpore (v. sl. 17). Podnose tlakove do 1 MPa, pa 
se najviše upotrebljavaju za ultrafiltraciju. 

Dobivanje je membranskih šupljih vlakana od svih membran- 
skih materijala slično, kao i već spomenuto izvlačenje stakle- 
nih, ispredanju tekstilnih vlakana (v. Predenje). Provedljivo je 
i mokrim i suhim postupkom, te iz taline. U središtu sapnica 
za predenje tih vlakana nalaze se šuplje igle kroz koje se pro- 
puhuje inertni plin da se spriječi kolabiranje vlakana. Potreban 
promjer vlakana postiže se rastezanjem za vrijeme ili nakon 
ispredanja. 

Šuplja vlakna od membranskih materijala općenito podnose 
veće tlakove nego kapilare, pa se mnogo upotrebljavaju za 
reverznu osmozu. 


389 


Dalja prednost membrana od kapilara i šupljih vlakana jest 
što omogućuju dosta jednostavnu konstrukciju različitih tipova 
modula i aparata. Jedna od tih mogućnosti, koja se često isko- 
rišćuje, jest sa snopom svijenim u obliku slova U (sl. 19). Za 
ugrađivanje u module krajevi se membrana od šupljih vlakana 
i kapilara sljepljuju. Sljepljivanje krajeva kapilara provodi se u 
tlačnim posudama, a sljepljivanje krajeva šupljih vlakana cen- 
trifugalnim lijevanjem. Međutim, veliki je nedostatak membrana 
od kapilara i šupljih vlakana što im je permeabilitelt_ mnogo 
manji od permeabiliteta drugih membrana i što se lako za- 
čepljuju. 


ZIKNNIIE TI EJNINITITINIJJIKI I) 
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Sl. 19. Princip konstrukcije jednog aparata s membran- 
skim modulom od snopa šupljih vlakana svijenog u obliku 
slova U. / snop. 2 ploča, 3 porozna podloška, 4 poklopac, 
5 prirubnički spoj, 6 kućište 
Kapilarne membrane često se proizvode od poliamida. Za 
proizvodnju šupljih vlakana prikladni su materijali celuloza i 
njeni derivati, poliamidi, polikarbonati, polibenzimidazoli, sili- 
koni i polisulfoni. 
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Brzi razvoj primjene reverzne osmoze i ultrafiltracije u ke- 
mijskoj i prehrambenoj industriji, industriji preradbe nafte, bio- 
logiji i medicini, te u obradi vode (pripremi procesnih voda, 
čišćenju otpadnih voda i desalinaciji) u posljednje vrijeme odra- 
zio se i u brzom širenju proizvodnje membrana za te operacije. 
Te membrane brojem komercijalnih i pokusnih tipova danas 
premašuju sve ostale. Istodobno razvoj membrana za dijalizu 
i elektrodijalizu bio je mnogo sporiji. Nešto brže je raslo zna- 
čenje membrana za plinsku permeaciju. 

Membrane za reverznu osmozu dosta se proizvode od acetata 
celuloze (tabl. 3) i poliamida (tabl. 4). Glavni nedostaci mem- 
brana i modula od poliamidnih materijala jesu njihova dosta 
mala postojanost prema temperaturi i kiselosti, odnosno ba- 
zičnosti sredine. Obično su upotrebljive samo do 30*C, ili 
35 “€, te unutar granica pH 4--:11, pa i užih (5---9). 

Za reverznu osmozu do 54 €, odnosno 60 “C upotrebljive 
su membrane od sulfoniranih polipropilenoksidnih, odnosno 
polipropilenskih materijala. Prema kiselinama i lužinama dosta 
su otporne membrane od poliuretanskih i polifuranskih mate- 
rijala (pri pH 2...12). Osim toga, uz razmjerno visoki perme- 
abilitet (-- 500, odnosno 1000 L m -Žd -!) one imaju i veliku 
moć retencije soli (99,6% pri ispitivanju otopinom NaCI kon- 
centracije 3,5%). 

Za vrlo oštre uvjete provođenja reverzne osmoze upotreblja- 
vaju se membrane od staklenih šupljih vlakana. Osim što su 
otporne prema kemijskim utjecajima i visokim temperaturama, 
one podnose i visoke tlakove procesa (10---12 MPa). Moć reten- 
cije soli tih membrana obično je 83--:98%. 

Veliku moć retencije soli (više od 99%) uz visoku otpor- 
nost pod tlakom imaju neke membrane od polibenzimidazolnih 
i metoksiliranih poliamidnih materijala. Slična svojstva imaju 
i neke membrane od kopolimera vinila. 

Osim tih, za reverznu osmozu još se upotrebljavaju i neke 
druge membrane od polimernih materijala, npr. fluorpolimera 
(nafionskih i permionskih materijala), polimera vinila (polivinil- 
pirolidonskih i materijala na osnovi polivinilklorida). Glavni 
nedostatak tih membrana jest njihov vrlo mali permeabilitet. 
Naprotiv, vrlo veliki permeabilitet (2---5m>m-*d-!), uz još 
razmjerno dobru moć retencije soli (80-::90%), imaju neke 
dinamičke membrane. 
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Tablica 3 


TIPIČNE MEMBRANE I MODULI OD ACETATA (CA) I TRIACETATA 
(CTA) ZA REVERZNU OSMOZU I NJIHOVA GLAVNA SVOJSTVA 


Uvjeti ispitivanja 
Vrsta membrane Koncentra- Permeabi- Retencija 
(modula) Tlak | cija otopine litet soli 
soli 
MPa % Ems2d % 
E 
Plosnate membrane 
od CA 4 0,5 220-.-2500 60..-99 
Smotani moduli od CA 7 3.5 650 98 
Smotani moduli 
od CTA Ki 13 550 9 
Cijevne membrane 
od CA 4 0,5 500-- 2500 50...99 
Šuplja vlakna od CA 2 3,5 130 94 
Šuplja vlakna od CTA 7 3,5 50 99 
Tablica 4 


TIPIČNE MEMBRANE I MODULI OD POLIAMIDA ZA REVERZNU 
OSMOZU I NJIHOVA GLAVNA SVOJSTVA 


= 
Uvjeti ispitivanja 
Vrsta membrane Koncentra- | Permeabi- | Retencija 
(modula) cija otopine litet soli 
soli 
% jea % 
Plosnate membrane od po- 
lipiperazinamida 1 600 98 
Smotani moduli od poli- 
amid hidrazida 33 500 99 
Smotani moduli od aro- 
matskih poliamida 3:5 1700 99 
Šuplja vlakna od aromat- 
skih poliamida 0,15 50 95 
Šuplja vlakna od kopoli- 
amida 3 30 98 


Membrane za ultrafiltraciju razlikuju se od membrana za 
reverznu osmozu prije svega većim porozitetom. Osim toga, 
kako se ultrafiltracija odvija pretežno efektom prosijavanja, 
selektivitet membrana za nju zavisi isključivo od raspodjele ši- 
rine pora. (Što je ona uža, to je membrana selektivnija, i 


Tablica 5 
TIPIČNE MEMBRANE ZA ULTRAFILTRACIJU I NJIHOVA GLAVNA 
SVOJSTVA 
[ Granice 
Membrane Permeabilitet po relativnih 
jedinici tlaka molekulskih masa 
Materijal Oznaka tipa mm -žd-' MPa-! META. 
jE 
CA BF 80 3.10% 
CA 117 0,07.--7 (2::-16) +104 
CA 800.500 0,7---2,8 (0,6---6) - 104 
CA T2/A :--T5/A (0,1--<+2) + 10% 
CA HFA/100--.:HFA/300 0,35---20,8 (1,5-<5) - 10% 
CA UF 6:-UF 100 0,7.--7 (0,6.--10) - 10* 
CTA PEM 0,3 5.10% 
CN 121 0,35 (1-5) - 10“ 
CR BF 50 0,5 + 10* 
CR 115 0,077 


Materijali membrane: CA acetat, CTA triacetat, CN nitrat, CR regenerat 
celuloze. 


Tablica 6 


RETENCIJA RAZLIČITIH POLIMERA JEDNOM MEMBRANOM OD 
ACETATA CELULOZE ZA ULTRAFILTRACIJU POD —0,3 MPa 


Supstancija koja Relativna Retencija 

se retenira molekulska masa Yo 
Dekstran 20000 47 
Dekstran 40000 64 
Dekstran 70000 85 
Poliakrilna kiselina 20000 92 
Pepsin 33 000 0 
Hemoglobin 65000 100 
Bovalbumin 67000 100 


MEMBRANE 


obrnuto.) Kemijski sastav materijala membrana za ultrafiltraciju 
određuje njihovu otpornost prema uvjetima vođenja operacije 
(npr. prema temperaturi, agresivnosti sredine). Zbog toga što 
pri ultrafiltraciji razdvajanje ne smije nastupiti unutar mem- 
brane, većinom su te membrane asimetrične. 

I za ultrafiltraciju mnogo se upotrebljavaju membrane od 
acetata, ali i od nitrata i drugih derivata, te od regenerata 
celuloze (tabl. 5). Sve te membrane podnose radne tlakove koji 
najčešće dolaze u obzir za provedbu ultrafiltracije i obično su 
postojane na 30-::50“C pri pH 3:7. Neke od njih podnose 
i nešto oštrije uvjete procesa. 

Osim tih, za ultrafiltraciju se upotrebljavaju i druge mem- 
brane od polimera, npr. kompleksnih polielektrolita, polisulfona, 
poliakrilata, poliamida. Neke od njih podnose mnogo više tem- 
perature i upotrebljive su u mnogo širim područjima pH, npr. 
neke polisulfonske i do 115 “C, u čitavom području pH do 12, 
ali osjetljivije su prema tlaku. Dopušteni radni tlakovi obično 
su im 0,2-::0,7 MPa. 

Neke cijevne membrane od ugljena i cirkonij(IV)-oksida 
podnose skoro sve uvjete koji dolaze u obzir u provedbi pro- 
cesa ultrafiltracije (100 *C, 1 MPa, pH 1---14). 

Pri upotrebi podataka o retencijskoj moći membrana za 
ultrafiltraciju valja voditi računa da su zavisni od vrste mole- 
kula koje sudjeluju u procesu, raspodjele širine pora (tabl. 6) 
i osim toga od koncentracijske polarizacije. Povećanjem radnog 
tlaka ne samo što se zgušćuje polarizirajući sloj nego i struk- 
tura membrane. Obje te pojave još i smanjuju permeabilitet 
membrane. Njihovo se djelovanje može samo donekle ublažiti 
povećanjem brzine strujanja uz površinu membrane. 


Membrane za dijalizu trebaju imati primjereno visoki per- 
meabilitet i dovoljno usku raspodjelu pora da se osigura po- 
treban selektivitet. Te uvjete ispunjavaju izoporne membrane. 
Nedostatak nukleopornih membrana u dijalizi jest njihova mala 
gustoća pora. 

Za dijalizu se upotrebljavaju i plosnate, i cijevne, i membrane 
od šupljih vlakana. Još uvijek su glavni materijali dijalitičkih 
membrana regenerati celuloze kao što su celofan, kuprofan, 
nefrofan, modificirani razvlačenjem. Za hemodijalizu upotreblja- 
vaju se i membrane od acetata celuloze, poliakrilnitrila, poli- 
karbonata, polietilenskih folija obrađenih N-metilpirolidom, ko- 
poliesterskih materijala. U dijalitičke membrane ubrajaju se i 
opne nekih mikrokapsula. 


Pod mikrokapsulama razumijevaju se proizvodi sa česticama srednjih pro- 
mjera 1 um---5 mm, koje se sastoje od opne i jezgre. Među tim proizvodima 
vrlo su važne mikrokapsule kojima su opne dijalitičke membrane. One se razli- 
kuju već prema tome da li su im membrane propusne ili nepropusne za 
materijal jezgre. 


0 
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SI. 20. Kontrolirano ispuštanje hranjiva iz mi- 

krokapsula gnojiva 13N/13P,0:/21 K,0, pro- 

mjera 2:-4mm. N udio od ukupnog dušika 

koji je ispušten, t trajanje ispuštanja tog udjela, 

1-10 krivulje tog procesa pri upotrebi gnojiva 

mikrokapsuliranog s masenim udjelom polibu- 
tadiena 1:-++10% 


Mikrokapsule prve od tih dviju vrsta sve se više upotrebljavaju za tzv. kon- 
trolirano (produženo i ravnomjerno) djelovanje različitih aktivnih tvari. (Za 
razliku od djelovanja pri difuziji bez posredovanja membrane, djelovanje je tih 
tvari iz mikrokapsula dugotrajno i ujednačeno time što postepeno izlaze u 
okoliš.) Tako se npr. mikrokapslovanjem umjetnih gnojiva može produžiti 
njihovo djelovanje u zemljištu na cijelo vegetacijsko razdoblje poljoprivrednih 
kultura (sl. 20), što je često povoljnije od djelovanja nekapslovanog gnojiva. 


MEMBRANE — METALNE KONSTRUKCIJE 


Na istom principu zasniva se i tzv. depot djelovanje nekih mikrokapsio- 
vanih lijekova, te kontrolirano djelovanje mikrokapslovanih insekticida i herbi- 
cida. Tako se npr. mikrokapslovanjem produžava inače neznatna perzistencija 
metilparationa (od nekoliko sati na nekoliko dana). Ujedno se smanjuje i njegova 
opasna visoka toksičnost (na devetinu). 

Membrane mikrokapsula s kontroliranim djelovanjem tvari njihovih jezgara 
ne smiju biti propusne za otapala (uglavnom vodu), barem ne toliko da bi 
osmozom tlak u njima narastao iznad dozvoljenog naprezanja njihova mate- 
rijala. Inače bi se kapsule rasprsnule, pa bi prestalo kontrolirano djelovanje. 

Mikrokapsule s membranama nepropusnim za tvari njihove jezgre prikladne 
su i za neke separacijske operacije. Tako se, npr., na taj način mikrokapslo- 
vani aktivni ugljen uspješno upotrebljava za dobivanje i čišćenje enzima i anti- 
biotika. Mikrokapslovani enzimi stabilniji su nego slobodni: Među najvažnije 
preparate te vrste ubraja se mikrokapslovana ureaza. Uz ostalo oni su omo- 
gućili napredak u konstrukciji umjetnih bubrega do suvremenog stanja, kojim 
je obrada pacijenata skraćena sa 6: 12h na 2h. Membrane tih kapsula moraju 
biti propusne za vodu, ali ne toliko da osmozom tlak u njima naraste toliko 
đa imobilizira enzime. 

Membrane za elektrodijalizu isključivo su jednog tipa od 
tipova membrana za transport iona. Za njihovu funkciju naj- 
važniji su njihov sadržaj izmjenjivih protuiona (kapacitet mem- 
brane) i njihov električni otpor. 

Prvo se lako može odrediti potpunim zasićivanjem, pa elu- 
iranjem i određivanjem količine izdvojene ionske vrste u eluatu. 
Rezultati se prikazuju množinom ekvivalentnih jedinki u masi 
suhe membranske tvari (mmol/g). Tako određeni kapaciteti 
membrana za elektrodijalizu obično su 0,8...2,8 mmol/g. 

Osim od prirode izmjenjivača iona, ili još i veziva, elek- 
trični otpor tih membrana u pogonu zavisi još i od njihove 
moći bubrenja (obično ih proizvođači isporučuju sa sadržajem 
vode 20-::50%) i od prirode i koncentracije elektrolita koji se 
separira operacijom. Obično se određuje u otopinama natrij- 
-klorida koncentracije 0,1 mol/dm?, ali često i druge, pa nisu svi 
podaci usporedljivi. Izgleda da električni otpor tih membrana 
mjeren u otopini 0,1 mol/dm NaCI iznosi 5---23 Qem. 

Osim tih karakteristika, proizvođači navode i druga svojstva 
njihovih membrana za elektrodijalizu, koja su važna za pogon, 
npr. dopušteni radni tlak, postojanost prema kemikalijama i 
oksidaciji. 

Membrane za plinsku permeaciju načelno mogu biti od bilo 
kojeg polimera, jer su svi oni manje ili više permeabilni za 
plinove, a selektivitet njihove permeacije veći je za plinove s ni- 
žom kritičnom temperaturom i manjim dimenzijama molekula. 
Ipak, u izboru materijala za te membrane služe neki kriteriji. 
Tako su polimerni materijali to povoljniji za te membrane što 
im je struktura više amorfna (jer su kristalna područja imper- 
meabilna), i što «u manje umreženi (jer to smanjuje brzinu 
difuzije). Osim toga, svojstva se tih materijala mogu modifici- 
rati tokom izradbe membrana. Tako im se može povećati per- 
meabilitet obradom plastifikatorima ili otapalima, i termičkom 
obradom. 

Za plinsku permeaciju najviše se upotrebljavaju šuplja vlakna, 
ali i plosnati proizvodi od gustih i od poroznih membrana. 
Osobito su važne membrane bez strukturnih pogrešaka i asime- 
trične membrane. Od materijala za guste membrane za plinsku 
permeaciju osobito su prikladni guma i silikonska guma, etil- 
celuloza, polisulfoni, poliakrilnitrili i kopolimeri politetrafluor- 
etilena. Od materijala za porozne membrane za plinsku per- 
meaciju osobito su prikladni anorganski, npr. legure paladija sa 
srebrom, keramički materijali, Vycor staklo, kojima su promjeri 
pora 5-30 nm. Osim od tih materijala, porozne membrane za 
plinsku permeaciju izrađuju se i od polipropilena i polikar- 
bonata. 


LIT.: Ju. I. Dytnerski, Rozdielanie mieszanin ciektych za pomoca mem- 
bran z polimerov. WNT, Warszawa 1970. — R. E. Kesting, Synthetic 
polimeric membranes. McGraw-Hill, New York 1971. — R. E. Lacey, S. Loeb, 
Industrial processing with membranes. Wiley-Interscience, New York 1972. 
— S. Hwang, K. Kammermeyer, Membranes in separation. Wiley-Interscience, 
New York 1975. — FO. H. ,Ismunepckuii, MemGpaHHpie npoleccbi pa3sne- 
JIEHHH >KMJIKHX cmeCeii. Xumugi, MockBa 1975. — M. I. .TeiiGosckuti, CoBpe- 
MeHHO€ OGOpy/lOBaHHHE /IJIADMEMOPAHHBIX _ METO/LOB  pa3JleJIEHMA = CmMECEil. 
NHHTHxumnedrenaru, MockBa 1975. — P. Meares, Membrane separation 
processes. Elsevier, Amsterdam 1976. — S. Sourirajan, Reverse osmosis and 
synthetic membranes. National Research Council. Canada, Ottawa 1977. — 
IO. II. Zoumnepckuii, OGparabiii ocmoc u yarpabuirpanua. Xumua, MockBa 
1978. 
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METALNE KONSTRUKCIJE su sklopovi i kon- 


strukcije u obliku metalnih štapova, ploča, skeleta, sfernih ele- 
menata i drugih konstrukcijskih oblika koji nešto nose, pokri- 
vaju, uskladištuju ili služe drugim potrebama. To su npr. in- 
dustrijske građevine, hale i hangari (v. Hale i hangari, TE 6, str. 
335), visoke građevine, rezervoari, silosi i bunkeri, cevovodi (npr. 
v. Hidroelektrane, TE 6, str. 370), dalekovodi (v. Dalekovodi, TE 3, 
str. 136), antene (v. Elektronika, sistemi i uređaji, Antene, TE 4, 
str. 603), tornjevi za duboka bušenja (v. Bušenje na veliku dubinu, 
TE 2, str. 552; v. Nafta), dizalice, pretovarni kranovi (v. Preno- 
sila i dizala), reaktorski sudovi za nuklearne reaktore (v. Nu- 
klearna energetska postrojenja) i u hemijskoj procesnoj indu- 
striji (v. Procesna aparatura) i dr. Za preuzimanje velikih za- 
teznih sila upotrebljava se i čelična užad sastavljena od žica 
visokovrednog čelika. 


Kao materijal za metalne konstrukcije upotrebljavaju se danas čelik i alu- 
minijumske legure. Svaki od tih materijala ima svoje područje primene na ko- 
jemu imaju konstrukcijske ili ekonomske prednosti. Čelik je, prema upotreblje- 
noj količini, glavni materijal za izradu metalnih konstrukcija. 

Prve metalne, gvozdene, konstrukcije izrađene su u drugoj polovini XVIII v., 
a prvi most od livenog gvožđa izgrađen je u Engleskoj 1776. godine. Početkom 
XIX v. građenje mostova doživljava velik polet kombinacijom livenog gvožđa, 
drveta i gvozdenih štapova zglobasto vezanih u lančanice i vešaljke (v. Lančani 
mostovi, TE 6, str, 462). Međutim zbog rušenja takvih mostova u Evropi i 
Severnoj Americi, koji nisu bili stabilni pri jačim vetrovima, brzo je napušteno 
njihovo dalje građenje. Oko polovine XIX v. već se grade rešetkasti mostovi 
raspona većeg od 100m i puni limeni mostovi sa rasponima do 140m. Ma- 
terijal je pudlovano gvožđe koje se kovanjem prečišćavalo od troske, a zatim 
valjalo. Od kraja sedamdesetih godina XIX v. počinje primena Thomasova 
postupka za proizvodnju čelika (v. Čelik, TE 3, str. 43), što će omogućiti valjanje 
većih profila i većih tabli limova ravnomernijeg kvaliteta. U to vreme gradi 
se most Garabit u Francuskoj (raspon dvozglobnog luka 165 m, niveleta 123 m 
iznad reke) i most preko moreuza Firth of Forth (tabl. 6), između Engleske 
i Škotske. Taj rešetkasti most, sa dva srednja otvora od po 520 m i dva bočna 
od po 210 m, sa visinom iznad stubova od 120 m, značajan je uspeh u građenju 
čeličnih konstrukcija. Pored raspona, od značaja je obim radova (masa ugra- 
đenog čelika 54160t, 6,5 miliona zakivaka, 5000 ljudi u tri smene u toku od 
7 godina, 1882—1889). U to doba izgrađena je Kristalna palata u Londonu 
i Eiffelova kula u Parizu. 

Od devedesetih godina u opštoj je upotrebi topljeni čelik koji ima ravno- 
mernija i bolja svojstva od pudlovanog gvožđa. Topljeni čelik, proizveden usa- 
vršenijim postupcima, i danas se upotrebijava. Za čelične konstrukcije upo- 
trebljava se tzv. konstrukcijski čelik, i to: čelik ČN 24 (broj predstavlja mero- 
davnu veličinu za proračun konstrukcija, a to je granica velikih izduženja u 
kp/mm? (240 N/mm?), i čelik ČN 36, kao visokovredni čelik za značajnije 
građevine. 

Za savlađivanje sve većih i težih zahteva u probnoj su fazi novi nisko- 
legirani, sitnozrni čelici još boljih mehaničkih kvaliteta. Tako je u SAD uveden 
čelik TI, sa granicom velikih izduženja a, > 700 N/mm? i u Japanu čelik sa 
5, = 800 N/mm?, a u Evropi (Francuska, Nemačka) čelik E 460 sa a, > 460 
N/mmž:; u Jugoslaviji Železarna Jesenice proizvodi tzv. Nioval čelik sa 
5, > 450 N/mmž. Od čelika T1 izgrađen je (1966) viseći most u Lisabonu 
(72000 t čelika), a od japanskog čelika _most u Osaki (1974). U Evropi je npr., 
most u Rouenu izgrađen 1975. godine od čelika E 460. Takvim čelicima, zajedno 
sa povećanjem jačine, ostvaren je napredak i u kvalitetu materijala, meren 
zavarljivošću i otpornošću prema krtom lomu. 

Građenje velikih mostova na novim železničkim prugama doprinelo je u 
drugoj polovini XIX v. razvoju teorije konstrukcija. Osim toga, posle velikih 
nesreća uvek su revidirana dotadašnja saznanja. Tako je, npr., rušenje 19 čeličnih 
konstrukcija u Švajcarskoj, između 1882. i 1892. godine, zbog izvijanja pri- 
tisnutih štapova, diktiralo (1892) reviziju dotadašnjih propisa za proračun takvih 
konstrukcija. U istom periodu ruši se (1892), za vreme montaže, železnički most 
preko reke Morave kod Ljubičeva. Sličnu posledicu (1907) imalo je i rušenje 
montiranog dela velikog mosta preko reke St. Lawrence kod Quebeca u Kanadi, 
kada se srušilo 15000 t montiranog čelika (sl. 1.). 


SI. 1. Srušeni bočni otvor mosta preko reke St. Lawrence, Kanada (1907) 
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Primena zavarivanja daje posle prvoga svetskog rata novi impuls mosto- 
gradnji i građenju čeličnih konstrukcija. U tom periodu je srađen i kolni most 
preko Save u Zagrebu (1939). Taj je most ušao u istoriju mostogradnje jer 
je to bio prvi most sagrađen kao spregnuta konstrukcija čelik-beton. i prvi 
most sa uspešno zavarenim lamelama debljine 95 mm od teško zavarljivog 
čelika, bez ikakvih štetnih pojava za više od 40 godina eksploatacije. Međutim, 
u istom periodu ruši se nekoliko zavarenih mostova u Belgiji i Nemačkoj 
(1937 — 1938) usled konstrukcijskih grešaka i slabe zavarljivosti materijala. Te 
su havarije nametnule uvođenje novih odredaba u propise, ali nisu doncle dalji 
napredak zbog ratnih prilika. Prelamanje i potapanje američkih brodova tipa 
Liberty (1942—- 1945) iniciralo je posle završetka drugoga svetskog rata istra- 
živanja da se iznađu nepoznata dejstva zavarivanja na neke nedovoljno žilave 
materijale (neposredna korist: unifikacija proba za određivanje udarne žilavosti 
Charpy-V). 

Potkraj pedesetih godina ovoga veka rađa se novi konstruktivni oblik u 
mostogradnji. To su gredni nosači sa kosim zategama. I u Jugoslaviji su za- 
beleženi uspesi na ovom polju. Godine 1980. pušten je u saobraćaj železnički 
dvokolosečni most preko Save u Beogradu, raspona 254 m, koji je prvi dvo- 
kolosečni železnički most toga tipa u svetu. Postojeći most u Argentini preko 
Brazzo Largo (1976) ima široki, armiranobetonski drumski kolovoz i jedan 
železnički kolosek. Armiranobetonska ploča ima pozitivan uticaj na krutost i 
deformacije mosta, što olakšava problem projektovanja i eksploatacije mosta. 

U gradnji je kolni most preko Dunava u Novom Sadu (rok završetka 
1981). Sa svojim srednjim rasponom od 351 m to će biti najdulji most na 
svetu sa grednim nosačima sa zategama. 

Rušenje četiriju velikih sandučastih mostova (1969——1971) (sl. 2) zbog nedo- 
stataka u proračunu zbog upotrebe pritisnutih elemenata sandučastih delova 
mosta (problemi stabiliteta) izazvali su produbljeno teorijsko i eksperimentalno 
izučavanje te unapređenje pravila za proračun takvih konstrukcija i promenu 
propisa. Taj proces nije završen. 


Beč, Austrija, novembra 1969, 
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Pit. SR Nemačka, novembra 1971. 


Sl. 2. Srušeni sandučasti mostovi u periodu od 1969. do 1971. 


U drugoj kritičnoj oblasti, pojavi krtih lomova, otkrivanjem pravog po- 
kazatelja žilavosti materijala Kr,, stvar za konstruktore ni izdaleka još nije 
rešena, jer se taj pokazatelj može bez ograničenja primeniti samo za ultrajake 
čelike. Za konstrukcijske čelike još nema pravih rešenja i pored mnogih po- 
moćnih koji se nude za praksu. Konstruktori se moraju navići na pojavu 
prslina u konstrukciji, koje nisu opasne sve dok ne dostignu kritičnu veličinu. 

Međutim, ni tu još nema rešenja, jer sredstva za ispitivanje bez razaranja 
(poglavito ultrazvuk koji jedini tom zadatku odgovara) nisu još u stanju da 
odrede konturu prsline, bez koje se ne može ustanoviti njezina kritična veličina. 


VRSTE MATERIJALA 


Čelik. Valjaonički proizvodi (limovi, štapovi, profilisani no- 
sači, sl. 3) osnovni su materijali za čelične konstrukcije. Savre- 
mena je tendencija sve veća primena limova (zbog lakšeg spa- 
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SI. 3. Vrste valjanih čeličnih profila, štapova, traka i limova 
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SI. 4a. Ponašanje čelika pri istezanju do kidanja. Linija 2 pokazuje 
odnos 4, € u cilindričnom štapu za vreme naprezanja do loma; 
OA hukovski deo odnosa g, g; AC zaravan tečenja, CF deo oja- 
čanja do pojave kontrakcije u zateznoj epruveti, u preseku u ko- 
jemu će se javiti lom: FG je deo u kojemu je epruveta izložena 
višeosnom naponskom stanju sa stalnim smanjenjem merodavnog 
preseka i povećanjem napona u merodavnom preseku do tačke G. 
Linija 3 je korigovana linija zbog višeosnog naponskog stanja na 
mestu kontrakcije: merodavna je tačka H(gy). Linija / predstavlja 
zapravo dijagram P.A pretvoren u »uprošćen« dijagram g,€, dobijen 
pod pretpostavkom da ne nastaje kontrakcija i da je površina 
loma jednaka prvobitnoj površini epruvete. Ta se linija ne može 
upotrebiti za analizu i daje se samo radi upoređenja sa pravim 
dijagramom g, e 
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SL. 4 b. Detalj dijagrama g, e konstrukcijskih čelika (deo ve- 
likih izduženja AC sa sl. 44). gg gornja granica velikih 
izduženja (= A'izsl 4a), Syd donja granica velikih izdu- 
ženja pre stabilizacije (= B iz sl. 44), 6, din granica velikih 
izduženja pri normalnom režimu brzine povišenja napre- 
zanja, ya granica velikih izduženja pri brzini naprezanja 
nula, tj. merodavne vrednosti pri statičkom naprezanju. Od 
tačke € počinje oblast ojačanja sa karakterističnim mo- 
dulom ojačanja Eger. Podatak koji daju železare je zapravo 
ve (= A' iz sl. 4a). Pri C' završava se zaravan velikih 
izduženja, pa i odgovarajuće specifično izduženje eger 


janja zavarivanjem i prelaska na površinske sisteme konstruk- 
cija. Limovi se valjaju u debljinama do 40, 100 pa i do 300mm, 
u velikim tablama širine do 4 i 6m i dužine 10 do 15m. Za 
posebne potrebe upotrebljava se čelični liv, kovani čelik i sivi liv. 

Valjaonički su proizvodi uglavnom od niskougljeničnog če- 
lika koji mehanička svojstva dobija određenim sadržajem uglje- 
nika i mangana. Za čelične konstrukcije upotrebljavaju se sle- 
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deći čelici: ČN 24 (Č.0361-:0363), ČN 26, ČN 29 i ČN36 
(C.0561 ---0563). Oznake su prema JUS C.B0.500.70. Značenje 
brojke iza CN već je navedeno, a o značenju brojaka u za- 
gradama v. Čelik, TE 3, str. 101. 

Mehanička svojstva materijala za metalne konstrukcije jesu: 
modul elastičnosti E. grupa svojstava tvrdoće i grupa svojstava 
žilavosti. Modul elastičnosti za sve čelične materijale u ela- 
stičnom području iznosi 210 kN/mm? (sl. 4a i 4b). U grupu svoj- 
stava tvrdoće spadaju jačina, tvrdoća“i krtost, a u grupu svoj- 
stava žilavosti izduženja, udarna žilavost (Charpy-V) i savijanje 
oko određenog trna. Merodavni konvencijalni pokazatelji jačine 
čelika za proračun otpornosti elementa ili dimenzija poprečnog 
elementa neke konstrukcije dejstvu spoljnih sila, jesu granica 
velikih izduženja o, (dimenzija N/mm?), jačina materijala g, , 
jačina zamora op; a pokazatelji tvrdoće, u užem smislu, jesu 
vrednosti otpora prodiranju u materijal prema Brinellu, Vickersu 
i Rockwellu. Pokazatelji žilavosti su dilatacije (specifično izdu- 
ženje) pri lomu €, i pri dostizanju granice velikih izduženja e, 
(dimenzija mm/mm), pokazatelj žilavosti (udarna žilavost) k, je 
specifičan rad potreban za lom udarom propisane epruvete sa 
određenim zarezom na tzv. Charpy-V epruveti (sl. 5) sa polu- 
prečnikom krivine u korenu žleba od 0,25 mm (dimenzija J/cm?). 


mije 


SI. 5. Epruveta za određivanje žilavosti materijala nazvana 

Charpy-V, prema JUS i ISO. Žilavost se meri utrošenim radom 

za lom epruvete. Rad loma se ostvaruje klatnom: meri se kao spe- 

cifičan rad na jedinicu površine radnog dela epruvete (J/cm?). Zarez 
se ostvaruje blanjanjem 
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U novije vreme uvedena je veličina K;, (dimenzija u MPa - Vm) 

- pokazatelj intenziteta napona, odnosno COD (Crack Opening 
Displacement) — pomeranje otvora prsline (8, dimenzija u mm) 
prema mehanici loma, kao materijalna konstanta. 

Prva od tih veličina, žilavost Charpy-V, unificirana posle 
drugoga svetskog rata, uveliko je unapredila proizvodnju kon- 
strukcijskih čelika i navodi se kao pokazatelj žilavosti materijala 
u atestu o mehaničkim svojstvima isporučenog materijala iz va- 
ljaonice. Ispituje se pri različitim temperaturama, od sobne pa 
do —50“C i niže, po potrebi. Za različite kvalitete čelika pro- 
pisane su vrednosti rada pri lomu epruvete pri određenoj tem- 
peraturi. Druga veličina, K;,, smatra se danas da predstavlja 
materijalnu konstantu u oblasti žilavosti: zasad je važna u 
oblasti linearne mehanike loma, ali se radi na produbljivanju 
ovog znanja i proširenju i na obične konstrukcijske čelike 
(COD-postupak); primena je već dala neke pozitivne rezultate. 

U literaturi se često sreće dijagram P,A (sl. 6). Veličine 
označene u dijagramu P,A služe samo pri prijemu materi- 
jala i upoređenju dvaju materijala, jer ne vode računa o pojavi 
kontrakcije epruvete za vreme opita kidanja i kontrakciji na 
mestu loma, što znači da ne vode računa o stvarnom preseku 
pri lomu, te ne daju realni napon loma, nego neki zamišljeni 
napon kao kvocijent najveće dostignute sile i početne površine 
epruvete. Taj se dijagram može upotrebiti samo u koordinatnom 
sistemu sila/izduženje, a ne može (kao što se to ponekad čini) 
i u sistemu napon/dilatacija. 

Za analizu stanja koja se pojavljuju u materijalu od po- 
četka naprezanja cilindričnog štapa (linearno naponsko stanje) 
pa do loma, služi dijagram g/e (sl. 4a); karakteristične oblasti 
jesu: hukovska oblast OA, oblast tečenja (oblast velikih izdu- 
ženja) AC, oblast ojačanja AF i oblast loma FH. Brojčane ve- 
ličine u tom dijagramu su karakteristične za linearno naponsko 
stanje. Zavisne su i od brzine nanošenja naprezanja te pri većim 
brzinama iskazuju više vrednosti. Stoga je normirana brzina 
povišenja naprezanja od 10 N/mm* u sekundi. Ranije isticana 
tačka proporcionalnosti u hukovskoj oblasti danas nije više 
interesantna jer se ne može tačno odrediti usled postojanja 
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sopstvenih napona i početnih nesavršenosti epruvete: prema 
tome, usvaja se hukovska oblast od nule do granice velikih 
izduženja. Sl. 4b prikazuje različite razine zaravni g/€ dijagrama 
u oblasti velikih izduženja. Za statičko naprezanje merodavna 
je veličina 4... 

Prema JUS, svaki proizvod koji izlazi iz železare dobija 
atest sa označenim vrednostima za: o, (jačina materijala), g, 
(granica velikih izduženja), s (specifično izduženje posle loma 
na bazi lh = 5 prečnika epruvete), žilavost k, (Charpy-V) pri 
određenoj temperaturi i savijanje oko propisanog trna (x). 

Upotreba vrednosti g, je višestruka. Pri proračunu konstruk- 
cija prema dopuštenim naponima vrednost g,,, određuje se 
prema važećim Tehničkim uslovima kao deo vrednosti g,. Pri 
proračunu prema graničnim stanjima granica nosivosti se odre- 
duje prema granici velikih izduženja materijala konstrukcije. 


Pi 


Zaravan 
velikih 
izduženja 


ol, 
4 E ćenje 
3 nA 
“> a Sa 


SL 6. Dijagram sila—izduženja (P, A), A, izduženje 

između repera epruvete pri dostizanju sile koja 

pobuđuje tečenje materijala, Alom izduženje iz- 

među određenih repera posle loma epruvete i sa- 

stavljanja delova epruvete. U tački D sila opita 

dostiže svoju najvišu vrednost, a u tački E vred- 
nost je sile opita pri lomu epruvete 


Sl. 7. Dijagram P,A u oblasti 
zatezanja i pritiska 


Te se vrednosti (dopuštena naprezanja i granica nosivosti) odre- 
đuju iz statističke obrade rezultata redovnih ispitivanja mate- 
rijala; one se određuju na osnovu zahtevane verovatnoće da 
neće biti manjih vrednosti. U međunarodnoj praksi (ISO) uobi- 
čajen je drugi put, nešto strožiji od opisanog: propisana je 
nešto niža vrednost g,, ali se pri ispitivanju manja vrednost 
ne sme pojaviti. Ako se ona pojavi, materijal se pri prijemu 
odbija. Ni te vrednosti nisu konstante za istu kvalitetu mate- 
rijala. Iskustvo pokazuje da usled različitog stepena provalja- 
nosti materijala proizvodi valjanja različitih debljina ne mogu 
zadovoljiti navedene uslove merodavne za materijal debljine do 
16 mm; za deblji materijal te vrednosti se, prema JUS, snižavaju, 
to više što je veća debljina. Tako se vrednosti razlikuju za 
sledeća područja debljina 16 < & < 40, 40 < 8 < 100mm i za 
debljine > 100mm. Takve odredbe sadrže i međunarodne norme. 
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Za današnje topljene čelike uzima se da su grane dijagrama 
P,A za zategnutu (prvi kvadrant) i pritisnutu zonu (drugi kva- 
drant) jednake (sl. 7). Pritisnuti deo dijagrama vredi kad se 
dimenzionišu pritisnuti štapovi. 

Svi navedeni dijagrami (sl. 4-+-7) dobiveni su za linearno 
naponsko stanje. Vrednosti naprezanja menjaju se u dvoosnom 
i troosnom naponskom stanju, što treba uzeti u obzir jer se 
sa kompleksnijim naponskim stanjem povećava vrednost gra- 
nice velikih izduženja (g,). 

U fazi izrađe konstrukcije, u radionici, mogu nastati, npr. 
prilikom ispravljanja ili savijanja delova, vrlo velike deforma- 
cije koje prelaze vrednost zaravni niskougljeničnih čelika (dila- 
tacije veće od 2-:-4%, koje ulaze u zonu ojačanja, sl. 4). Pojave 
koje se tada javljaju nazivaju se J. Bauschingerov efekt. Ako 
se pri naprezanju dođe do tačke A (sl. 8), pa se naprezanje 
smanji na nulu (tačka A4) i neposredno nastavi ponovno na- 
prezanje, materijal će se ponašati kao da je hukovska oblast 
podignuta do tačke A. Kad između smanjenja naprezanja i po- 
novnog opterećivanja prođe neko vreme, nastupiće promena 
svojstava materijala. Granica velikih izduženja će se povisiti, a 
mogućnost deformacija smanjiti. Nastalo je starenje materijala, 
tj. povećanje krtosti (sl. 8a). Značajno je da se ta pojava može 
potpuno otkloniti, materija rehabilitovati, posle toplotnog po- 
stupka normalizacije. Time se postiže rekristalizacija, pa se po- 
ništava efekt starenja i ponovno se uspostavljaju prvobitna ela- 
stična svojstva čelika (primer na sl. 8b). 


Posle 5 dana 
ležanja opet 
opterećivano ll 
(efekat starenja) 


Izvučeno 
| AY kroz matricu 


| Vučeno pa 
| odžareno 


=== os 


SI. 8. Prikaz Bauschingerova efekta u dijagramu g, 


Zaostali naponi. Posle valjanja svi proizvodi sadrže zaostale 
(sopstvene) napone usled lokalnog zagrevanja i neravnomernog 
hlađenja. Ta je pojava najjače izražena u valjanim nosačima 
zbog neravnomernog zagrevanja i hlađenja rebara i pojaseva, 
jer se rebra brže hlade od pojaseva. Veći deo pojaseva je za- 
tegnut, a veći deo rebara pritisnut (sl. 9). 


9%90%2 7 f(h,t,B.t0) 


tz 


9%|%, 


SI. 9. Zaostali naponi u valjanom 
profilu 


Zavarivanje takođe unosi visoke zaostale napone. Sl. 10 pri- 
kazuje zaostale napone pri zavarivanju dvaju limova. Zaostali 
naponi u svakom preseku moraju biti u ravnoteži, pa se zbog 
zatežućih napona u zoni šava javlja pritisak na ivicama ploče 


(sprečeno skupljanje pri hlađenju). Za praktičan proračun uti- . 


caja zaostalih napona na ponašanje konstrukcijskih delova na- 
ponski se dijagrami uprošćavaju. Primer takva dijagrama za dva 
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Sl. 11. Generalisana shema zao- 
SI. 10. Zaostali naponi nakon zavari- stalih napona nakon zavarivanja 
vanja ploča limova 
< .c(26+c) : 2c 
=, c(b=cyz *7%W G—20) 
c(4b—c l 
%7%“ (—0)? = MOO mm 
c c € 
—a, E 
%n— 
& 
t ps: t 
rez rez rez 


o, u N/mmž 


SI. 12. Generalisana shema zaostalih napona nakon termičkog rezanja 


Ivice gasno rezane 


| 


a 
0.2.0, 


SI. 13. Generalisana shema zaostalih napona I-nosača sa 
termički rezanim pojasevima 


zavarena lima vidi se na sl. 11. Na sl. 12 su raspored i vred- 
nosti zaostalih napona koji nastaju usled termičkog rezanja li- 
mova, a na sl. 13 zaostali naponi posle zavarivanja I-nosača, 
koji je sastavljen od gasno rezanih pojasova. Zaostali naponi 
vrlo brzo dostižu vrednost granice velikih izduženja g,, pa su 
zato preostali naponi na sl. 11--:13 prikazani kao delovi od g. 
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Treba spomenuti da zbog različitih materijala apsolutna vred- 
nost zaostalih napona nije jednaka, ali je njihov odnos prema 
6, pri istim geometrijskim uslovima stalan. 

Aluminijumske legure za zavarene konstrukcije. Mehanička 
svojstva aluminijumskih legura koje se upotrebljavaju za kon- 
strukcije zavise od hemijskog sastava i tehnologije prerade (na- 
čin oblikovanja i toplotne obrade). Te se legure uglavnom 
oblikuju gnječenjem, pri čemu se pritiskom daje oblik proiz- 
vodu (sl. 14). To može biti valjanje (toplo ili hladno) za do- 
bijanje limova i traka, presovanje kroz matricu za proizvodnju 
šipki, profila i cevi ili izvlačenje za dobijanje šipki i cevi. 


SI. 14. Gnječeni profili aluminijumskih legura 


Za povišenje jačine aluminijumskih legura služe dodaci: Cu, 
Mg, Si, Mn i Zn, a za povišenje hemijske otpornosti, najefi- 
kasniji su dodaci Mg i Mn (v. Aluminijum, TE 1, str. 230). 

Postoje tri vrste zavarljivih aluminijumskih legura: a) legure 
koje se termički ne mogu ojačati, b) legure koje se termički 
mogu ojačati i c) legure koje se termički ojačavaju, ali svoje 
fizičke karakteristike mogu popraviti i pri okolnoj temperaturi 
taloženjem u čvrstom stanju. 

Za spajanje zakivcima mogu se upotrebiti sve tri vrste legura. 

Za spajanje zavarivanjem pogodne su samo legure pod b) 
i €), a naročito pod c), jer termički otpuštena mesta pored šava 
posle izvesnog vremena restauriraju svoju jačinu (sl. 15). 


50 60 mm 
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SI. 15. Jačina zavarenog spoja legure AlZnMg neposredno posle zavarivanja 
(A) i posle 30 dana (B) 


Legure AIMg, AIMgSi i AlZnMg jesu zavarljive alumini- 
jumske legure. Legure AlCuMg i AlZnMgCu imaju odlična me- 
hanička svojstva, ali nisu pogodne za zavarivanje, jer se po- 
višenjem procenta Cu i Zn smanjuje zavarljivost legura. Legure 
AIMgMn i AIMg4,5Mn dobro su zavarljive, a najboljom se po- 
kazala legura AlZn4,5Mg1 kojoj odgovara dijagram na sl. 15. 

Aluminijumske legure nemaju izraženu granicu velikih izdu- 
ženja u obliku zaravni u dijagramu g,e (sl. 16) kao npr. kon- 
strukcijski čelici, pa se ta granica određuje kao naprezanje pri 
kojemu ostaje trajna deformacija od 2% (obeležava se sa 0,02). 
Ta granica u zavarljivim legurama dostiže 30 kp/mm? (300 
N/mm?), što znači da je viša nego za ČN 24. Iz dijagrama se 
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vidi da je modul elastičnosti mnogo manji od onoga koji vredi 
za čelik (iznosi tek 1/3 modula elastičnosti za čelik, tj. 
70 kN/mm?), što pokazuje da su aluminijumske konstrukcije 
mnogo mekše od čeličnih i da za izjednačenje krutosti treba 
momenat inercije konstrukcije od aluminijumskih legura pove- 
ćati za tri puta. 


kp/mmžA 
501 


SI. 16. Dijagrami g,g za čelike ČN 24 i ČN 36, te 
za dve vrste aluminijumskih legura 


Dimenzionisanje spojeva od aluminijumskih legura kompli- 
kovanije je od dimenzionisanja čeličnih spojeva, jer postoji slab- 
ljenje pri zavarivanju i za sučeone i za ugaone šavove. Di- 
menzionišu se prema obrascu osqop S k+B-%-: 640, pa je po- 
trebno poznavati ponašanje legure pod uticajem toplote zava- 
rivanja da bi se ti koeficijenti odredili. 
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Spajanje igra značajnu ulogu u oblikovanju i ostvarenju 
metalnih konstrukcija. Valjaonički proizvodi koji se isporučuju 
određenih dimenzija skraćuju se ili se sastavljaju u radionici, 
pa se spajaju u oblike predviđene projektom. Spajaju se spojnim 
sredstvima kojima je zadatak da spojeni delovi deluju kao celina 
i da su u stanju da sigurno prenesu naprezanja koja mogu na- 
stati između pojedinih delova. Spojna sredstva koja se prime- 
njuju u metalnim konstrukcijama jesu zavrtnji, zakivci, šavovi 
i visokovredni zavrtnji. Za stalne konstrukcije ne primenjuju 
se zavrtnji. 

Zakovane veze (v. Elementi spojeva, zakovice, TE 5, str. 200) 
bile su osnovno spojno sredstvo više od 100 godina u početku 
primene čeličnih konstrukcija. Zakivak je poluproizvod sa vra- 
tom sa jedne i polukružnom glavom sa druge strane. Zakivak 


SI. 17. Zakivak kao sredstvo spajanja. a sirovi 
zakivak, b izrađeni zakivak sa polukružnom 
glavom 

se u zagrejanom stanju stavlja u prethodno izbušenu rupu, pa 
se posle toga pneumatskim kovanjem, dok je još u crvenom 
usijanju, deo vrata, za koji je zakivak duži od debljine limova 
koji se spajaju, oblikuje u drugu glavu (sl. 17). Tim je postup- 
kom rupa ispunjena zbijanjem dela vrata kovanjem, a limovi 
stegnuti pri hlađenju skupljanjem zagrejanog materijala zakivka 
posle kovanja. Rupe se buše u skrojenom paketu limova prema 
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određenom planu. Delovanje zakivka je prikazano na sl. 18 i +3 
19. Zakivak prenosi sile smicanjem vrata i pritiskom Vrata Na gg. 22. Lom zategnutog štapa sa 
omotač rupe. Rupa za zakivak slabi elemenat koji se spaja, jer rupama u zavisnosti od razmaka a 
a ie. Merodavni presek je onaj A, 
koji ima manji zbir delimičnih 
površina: A, +A2ili A\+A43+A4 .\ 


SI. 23. Jednostrani, direktni stepenasti nastavak paketa lamela. a raspored pod- 
vezica za nastavak lamela, b tok linija sila u prelazu (uz jednaku debljinu 
lamela jednak je broj zakivaka n u svakom delu) 


a 3 2 I P 
= ="r— PP PEP P— ž 
=. = =a i nn o o nn o 
F5 [zaš - Prenos | EE I 
SI. 18. Rad zakivka u jednosečnom i dvosečnom spoju: a A n 1 n=16n h 
smicanje i pritisak u omotaču rupe b r | Pp 
om m ra POSTAVITI PITT ANTA PETE ROTA AVE Pre 3 
ZAPPA POLE #2 2 pei VB 1 m aa NENE RONNIE aa PAB BBK, BAE PEEK u. 3 
P3331333 _ rive DN. KAKNJA ANNO NAI 


Sbohopoobririi di 
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prep od 1 


a b 
N |! ž 
t 
N SI. 24. Jednostrani, indirektni stepenasti nastavak paketa lamela. a 


raspored podvezica za nastavak lamela, b tok linija sila u prelazu, 

c ravni smicanja zakivaka u pojedinim grupama nastavka (najnepo- 

voljnija je poslednja desna grupa, te se zbog toga povećava broj 
zakivaka, "' = 1,61) 


SI. 19. Pritisak u omotaču rupe. a stvarna, b računska 
raspodela 


Zakovano Zavareno 


Sl. 20. Primeri računskog i stvarnog naprezanja u konstrukcijskim elementima 
pri skretanju linije sila. a štap sa rupom, b preklopni zavareni spoj, c za- 
tegnuti štap proširen u čvorni lim 


rana == Montažni VVZ 
e 
www Zavareno u radionici | Zavareno u 
== Montažni VVZ i | radionici 
€ Radionički zakivci 


SI. 25. Upoređenje oblikovanja zakivanjem, zavarivanjem i visokovred- 
nim zavrtnjima 


SI. 21. Lom preseka sa jednom rupom zbog prekoračenja ot- d š s 
pornosti prema smicanju ili prema kidanju u oslabljenom skreće tok sila oko rupe u elementu. Raspored naprezanja u 


preseku zategnutom štapu sa jednom rupom vidi se na sl. 20. Crtkano 
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prikazuje srednju računsku vrednost naprezanja u oslabljenom 
preseku, prema važećim Tehničkim uslovima za proračun kon- 
strukcija spojenih zakivcima. Pri prekoračenju jačine materijala, 
bilo usled smicanja, bilo u oslabljenom preseku, nastaje lom 
(sl. 21). Merodavni presek za ceo zategnuti spoj zavisi od me- 
đusobnog rastojanja zakivaka. Sl. 22 prikazuje oslabljeni presek 
sa dve rupe. Postoje praktična pravila za raspored zakivaka. 
Raspored sila duž zakovanog spoja nije ravnomeran; neravno- 
mernost je to veća što je veza dulja. Zbog toga se broj redova 
zakivaka po dužini ograničava. Kad nastupe plastične deforma- 
cije, sile se izjednačuju, pa se zbog toga u proračunu zakovanih 
veza prema Tehničkim uslovima računa sa ravnomernom po- 
delom sila i u stadijumu dopuštenih naprezanja. Ako u paketu 
koji se spaja ima više od dva elementa, tj. više od jedne smi- 
čuće ravni, u nastavku se ne presecaju svi elementi na jednom 
mestu, već je nastavak stepenast. Postoje dva tipa tog nastavka: 
direktan i indirektan (sl. 23 i 24). U direktnom nastavku svaka 
je grupa zakivaka smicana u po jednom preseku, a u indirektnom 
nastavku, koji je kraći (desni deo sl. 24), postoji grupa zakivaka 
koji su smicani u više preseka. Zato se na tom delu povećava 
broj zakivaka od n na "i 

Spajanje delova pod pravim uglom može se zakivcima ostva- 
riti jedino preko posebnih profila, ugaonika (sl. 25). To ogra- 
ničava oblikovanje ne samo pravougle veze: veze pod pravim 
uglom, npr., sa cevima nisu moguće tim spojnim sredstvom, pa 
ni spajanje delova pod proizvoljnim uglom. 

Primena spajanja zakivcima u čeličnim konstrukcijama je u 
opadaju zbog uslova rada zakivača (velika buka pri kovanju), 
te zbog ekonomskih i organizacijskih prednosti drugih postu- 
paka spajanja: u radionici to je zavarivanje, a na gradilištu pri- 
mena visokovrednih zavrtnja. 

Zavarivanje je danas najšire primenjeno sredstvo spajanja 
metalnih konstrukcija; ono je u isto vreme i kvalitetno i efi- 
kasno. Uvedeno je u opštu praksu izrade čeličnih konstrukcija 
posle 1920. godine. Tri su osnovne karakteristike zavarivanja 
kao spojnog sredstva, u odnosu na zakivke i zavrtnje: prva, 
sile se sa jednoga na drugi deo ne prenose diskontinuirano, 
od jednog zakivka ili zavrtnja do drugoga, već preko konti- 
nualnog metalnog spoja; druga, veza se ne može prekinuti bez 


Tablica 1 
NAZIV I OZNAKA SPOJA 


(kosi T-spoj) 


Krstasti 
(ukrsni) 


če: 


324 


Sl. 26. Poprečni presek šava. / osnovni materijal, 2 zona uti- 

caja toplote, 3 rastopljeni osnovni materijal, 4 granica topljenja 

osnovnog metala, 5 dodatni metal, 6 uvar (rastopljeni osnovni 
metal izmešan sa dodatnim metalom) 


SL. 27. Šav i zavari 


razaranja; treća, dok izrada spoja sa zakivcima i zavrtnjima ne 
utiče na mehanička i metalurška svojstva materijala u njihovoj 
okolini, jer je potrebna samo mehanička obrada za izradu rupa, 
zavarivanje, zbog svojih osobenosti, bitno utiče, usled povišenja 
temperature pri izvršenju zavarenog spoja do Ac,, odnosno i 
preko Aca, na svojstva osnovnih materijala delova koji se spa- 
jaju. U zoni uticaja toplote (zona oko šava), materijal prolazi 
sve metalurške promene koje se pojavljuju pri temperaturi od 
— 700---1500 *C. U srednjoj zoni, u oblasti pripremljenog žleba, 
dodatni materijal se topi, i posle očvršćivanja ostvaruje mate- 
rijalni kontinuitet, dakle spoj (sl. 26). Osnovni je uslov za kva- 
litetno zavarivanje da izvedeni spoj, na celoj svojoj širini, ima 
što ravnomernija tražena svojstva (to su najčešće svojstva jačine 
i žilavosti, otpornosti prema habanju i koroziji i dr.). 

Naziv spoj upotrebljava se i za preciziranje položaja delova 
koji se spajaju (tabl. 1). Žleb je rezultat pripremne obrade su- 
čeljavajućih ivica dvaju komada koje treba zavariti. Za oblike 
žlebova postoje preporuke, iskustveni podaci i delimično od- 
redbe JUS. Kada se žleb popuni dodatnim materijalom, nastaje 
materijalizovan spoj, nazvan šav; šav se obično dobija iz više 
zavara (koji su rezultat topljenja elektrode ili žice za zavarivanje, 


Presek A-B 
uvećan 


SI. 28. Primer obeležavanja šavova osnovnim i dopunskim znacima (u crtež 
su unete samo mere u vezi sa vrstom i dimenzijama šavova) 
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sl. 27). Od oblika žleba zavisi i naziv šava (tabl. 2 i 3). Šavovi 
se u planovima obeležavaju propisanim oznakama (tabl. 4); 
primer obeležavanja šavova dat je na sl. 28. 


Tablica 2 
VEZA IZMEĐU ŽLEBA I ŠAVA SUČEONOG SPOJA 


Bez obrade ivica | | 


Žleb oblika +V 


Žleb oblika V 


Žleb oblika K 


Žleb oblika X 


| Žleb sa velikim 
zatupljenjem; 
oblik Y 


Žleb oblika U 


Žleb oblika U 
sa obe strane; 
dvostruko U 


Dvostruki 
U-šav 


Tablica 3 
ŽLEBOVI I ŠAVOVI SPOJEVA T-PRESEKA 
——— 
š Žleb Šav mu 
s ; Tr ——— | Napomena 
e Opis Izgled Izgled Naziv 
Dvostrani ili 
Koren 
Bez žleba neprovaren 
IŽleb oblika #V « ENE sek 
2 \Žleb oblika 1 | x , 
ANIWRĐAY Piši JV -šav provaren 
Koren 
3 \Žleb oblika4v ŽV-šav = ineprovaren 
E | =. 
IZ MJ Koren 
4 [Žleb oblika K| S ia K-šav provaren 
Na l l 
ZU i Koren 
5 [Žleb oblika J V J-šav neprovaren 
Tablica 4 


OSNOVNI I DOPUNSKI ZNACI ZA OBELEŽAVANJE ŠAVOVA 


Zrak 


I-šav 

" V-šav 
V-šav sa potko- 
renom trakom 


Y-šav 

X-šav 

U-šav 

Dvostruki U-šav 

g V-šav 

K-šav 

J-šav 

Ugaoni šav 
Dvostruki ugaoni šav 


Obrađeno: lice ili koren 
šava 


Kontinualan ugaoni šav 


Isprekidan ugaoni šav 
Ravno lice ugaonog šava 
Ispupčeno lice ugaonog 

šava 

Udubljeno lice ugaonog hu 
šava 
Ugaoni šav zavaren po 

celoj konturi 


D BVVKNANKA TIA 


Šav na uglu 


METALNE KONSTRUKCIJE 


Kontrolom kvaliteta šavova postižu se dva cilja: utvrđuje se 
kvalitet, a time i ugovorna obaveza izvođača, i dobija se osnov 
za procenu sigurnosti konstrukcije u eksploataciji. Prema važno- 
sti u pogledu sigurnosti od rušenja i time odgovornosti, šavovi 
se dele prema našim Tehničkim uslovima za kvalitet zavarenih 
spojeva u tri klase: specijalna, prva i druga klasa (prema novom 
predlogu treba da bude I, II i III klasa). Za svaku klasu pro- 
pisuju se zadaci koji se šavu postavljaju, uslovi koji se za vreme 
izrade moraju ispuniti i dokazi koji se traže da se utvrdi da su 
ispunjeni postavljeni uslovi. Sl. 29 prikazuje greške šavova. 

Postupci zavarivanja kojima se postiže metalni kontinuitet 
dele se prema izvorima toplotne energije upotrebljene za zava- 
rivanje. Na sl. 30 je izvod iz punog pregleda postupaka zava- 
rivanja, i to samo onih potupaka koji se redovno primenjuju 
za spajanje konstrukcijskih čelika (niskougljeničnih i nisk olegi- 
ranih) i aluminijumskih legura koje se upotrebljavaju za metalne 
konstrukcije. Primenom svih tih postupaka tope se ivice žle- 
bova, pa se pomoću dodatnog metala, i uvarivanja ovih dvaju 
metala (osnovnog i dodatnog), ostvaruje spoj. Navedeni po- 
stupci se obeležavaju simbolima (tabl. 5). Svaki od navedenih 
postupaka ima svojih prednosti. Te prednosti određuju područje 
primene kad se postiže bilo najpovoljniji kvalitet zavarenog 
spoja, bilo pak najpovoljniji ekonomski uslovi. 

Tako se, npr., čelične konstrukcije zgrada, raznih vrsta stu- 
bova (dalekovodnih, televizijskih i dr.), mostova i kranova, naj- 
češće zavaruju električnim lukom (1.1), obično topljivom elek- 
trodom (postupak 1.1.1), i to bilo obloženim elektrodama 
(1.1.1.2) ručno, bilo poluautomatskim postupkom žicom pod 
zaštitom praha (1.1.1.4, EPP postupak). Za zavarivanje spome- 


DIMENZIJSKE GREŠKE GREŠKE JEDRINE 


SI. 29. Dimenzijske greške šavova i 
greške jedrine. Dimenzijske greške: 
1 nedovoljno ispunjen žleb, 2 nepro- 
varen žleb, 3 debljina komada koji 
se zavaruje, 4 prekomerno nadvišenje 
šava, 5 oštar prelaz ka osnovnom ma- 
terijalu, 6 zarez, 7 prokapljina, 8 nad- 
višenje šava, 9 neprovaren koren, 10 
debljina šava, 11 nedovoljna debljina 
šava, 12 šablon za meru, 13 zakriv- 
ljenost spoja, /4 denivelacija, 15 pre- 
komerni razmak u korenu žleba. Gre- 
ške jedrine: 21 pore, 22 mehurići, 23 
lančani mehuri, 24 uključena troska, 
25 nalepljeno (neuvareno) mesto, 27 
prslina, 28 neuvareno mesto na po- 
vršini šava, 29 prelivanje, 30 krater 


METALNE KONSTRUKCIJE 
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POSTUPCI ZAVARIVANJA RAZVRSTANI PREMA IZVORIMA ENERGIJE 


r 


LL 


Električni luk između topljive elektrode ili 
elektrodne žice i komada koji se zavaruje 


[8181,2! 

Elektrolučno zavarivanje obloženom elektrodom 

1.1.14 

Elektrolučno zavarivanje elektrodnom žicom pod prahom 
(EPP) 


iejlakoj 
Elektrolučno zavarivanje elektrodnom žicom u zaštitnoj 
atmosferi inertnih gasova (MIG) 


1.1.1.6 
Elektrolučno zavarivanje elektrodnom žicom u zaštitnoj 
atmosferi aktivnih gasova _ (npr. CO) (MAG): 1.11.6a i 
Z 1.1.1.6b 
14.1 LEE 
Električni luk Elektrolučno zavarivanje punjenom elektrodom sa ili bez 
aktivne atmosfere 
kla 3 1.1.21 
Električni luk između netopljive elektrođe i / Elektrolučno zavarivanje volframskom elektrodom u zaštit- 
1 = Elektrotermički komada koji se zavaruje noj atmosferi inertnog gasa (TIG) 
izvori 
1.3.1 
13 Električno zavarivanje pod troskom 
Različiti elektrotermički izvori 1.3.2 
\ Žavarivanje elektronskim snopom 
21.1 
oli Oksiacetilensko zavarivanje 
Gasno zavarivanje ( sagorljivi gasovi) 2.1.3 
2. Termohemijski Gasno zavarivanje pritiskom 
izvori 22 
| Aluminotermijsko zavarivanje 
3 Mehanički izvori 
4. Različiti termički izvori 


SI. 30. Skraćeni pregled postupaka zavarivanja prema izvorima toplote 


nutih konstrukcija u posebnim slučajevima dolazi u obzir za- 
varivanje ležećom elektrodom (1.1.1.3), zavarivanje pod troskom 
(1.3.1) ili u zaštitnoj atmosferi (1.1.1.6), naročito u atmosferi 
CO, (1.1.1.6). 

Konstrukcije od aluminijumskih legura zavaruju se danas 
jedino električnim lukom u zaštitnoj atmosferi, bilo netopljivom 
elektrodom (TIG) uz ručno dodavanje žice (1.1.2.1), bilo toplji- 
vom elektrodnom žicom (MIG) (1.1.1.5). Ređe se, danas još iz 
ekonomskih razloga, primenjuje noviji postupak zavarivanja 
elektronskim snopom (1.3.2). 

Konstrukcije od cevi zavaruju se gasnim (2.1.1) ili elektro- 
lučnim zavarivanjem u zaštitnoj atmosferi od CO, (1.1.1.6). 
Cevovodi se zavaruju električnim lukom (1.1.1.2) elektrodama 
sa specijalnom celuloznom oblogom. 

Zaostali naponi nakon zavarivanja. Iz već navedenih podataka 
proizlazi da neki proizvodi dolaze već na obradu u radionicu 
sa zaostalim naponima, dok se u svim zavarenim delovima 
pojavljuju takvi naponi posle zavarivanja. Oko svakog šava 
postoji polje zaostalih napona (sl. 31 i 32). To je važno pri 


Tablica 5 
OZNAKE NAJČEŠĆE PRIMENJIVANIH POSTUPAKA ZAVARIVANJA 
Simbol Postupak zavarivanja zobi 
G Gasno zavarivanje 21 
Elektrolučno ručno zavarivanje obloženom 
elektrodom 181122 
fIG go S Tungsten—inertni gas 61s241 
MIG ž B o Metal—inertni gas LIS 
MAG Boo S Metal —aktivni gas 1.1.1.6 
(MAG C) EE= Metal—aktivni gas CO, (CO,-za- 
SRE sa 
zo varivanje) 1.1.1.6a 
(MAG M) Ž+a2 Metal—aktivni mešani gas (zavari- 
| hr kei vanje mešanim gasovima) 1.1.1.6b 
EPP Elektrolučno zavarivanje pod prahom 1.1.1.4 
ZU Zavarivanje pod troskom 12351 
ES Zavarivanje elektronskim snopom [33:2 


kontroli kvaliteta, jer nije svejedno da li se greška u šavu nalazi 
u delu gde deluje zatezanje ili pritisak od zaostalih napona. 

Značaj tih zaostalih napona je dvostruk: sa jedne strane 
zbog njih se pojavljuju deformacije konstrukcije, a sa druge, 
utiču na nosivost i sigurnost konstrukcije. Mogu se pojaviti 


280 N/mm? 
250 


Graniga 
velikih —| 
izduženju 


Podužni presek u osovini 


Poprečni presek kroz sredinu 


Sl. 31. Zaostali naponi pri zavarivanju dvaju limova bez ukleštenja. L podužni, 
T poprečni napon 


Ugaona deformacija 
ugaonog šava 


i rana iro 


ge te 


Poprečno skupljanje šava Ugaona deformacija 
sučeonog šava 


SI. 33. Sile usled skupljanja dodatnog i rastoplje- 
nog materijala pri zavarivanju izazivaju različite 
deformacije zavarenih delova 


SL 32. Raspored zaosta- 
log napona po debljini 
zavarenog lima 
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deformacije pojedinih elemenata (sl. 33) ili celih delova kon- 
strukcije (sl. 34). Deformacije se sprečavaju prethodnim defor- 
macijama pre zavarivanja (sl. 35) ili pogodnim redosledom za- 
varivanja (sl. 36) ili, u komplikovanijim slučajevima, planom 
zavarivanja (sl. 37). 

Značaj zaostalih napona za sigurnost zavarenih konstrukcija 
ogleda se višestruko: u opasnosti od pojave krtog loma, u sni- 
ženju nosivosti, u sniženju jačine zamora i sl. Polja zateznih 
naprezanja igraju značajnu ulogu u eventualnoj pojavi krtog 
loma, jer su visoka naprezanja zatezanja jedan od potrebnih 
uslova za pojavu nestabilnog (krtog) loma. Delovanjem super- 


Ml/2 


AlU/2 


y 
II d=2 


SI. 34. Opšte deformacije usled zavarivanja mogu izobličiti oblik i 
razmere celog elementa. f, glavna deformacija, f lokalna deformacija 


I2d0o 14mm 


SI. 35. Prethodne deformacije u suprotnom smeru za smanjenje krajnih de- 
formacija 


Deformacija posle 1,2 
Posle 3,4 


ae. ana 


može da se izravna 


Deformacije posle zavarivanja šava 


2 


Šavovi li 


j 
L 


Sl. 36. Uticaj redosleda zavarivanja na opšte deformacije, a i b u vertikalnoj 
ravni u različitim fazama nastajanja zavarenog elementa, c posle ojačanja 
I-nosača zavarivanjem dodatne lamele prema redosledu zavarivanja 


IZVRŠENI UGAONI ZAVAR 


METALNE KONSTRUKCIJE 


poniranih eksploatacijskih i sopstvenih napona može se pojaviti 
lokalno tečenje ili kritični napon stabiliteta. Položaj šava i pred- 
znak zaostalih napona prema merodavnoj osi izvijanja svrstava 
pritisnute štapove u tri kategorije, o čemu će još biti reči. U 
delovima izloženim promenljivom dejstvu sila u polju visokih 
zateznih naprezanja, u prisustvu koncentratora naprezanja, lako 
se pojavljuju prsline i one se šire pod opterećenjem. Ima pri- 
mera pojava prslina usled zamora i u zoni pritiska od eksploata- 
cijskog naprezanja, i to na onim mestima gde postoje zatezna 
područja zaostalih napona koji tada preovlađuju. 

Zavarljivost. Ponašanje materijala pri zavarivanju i kasnije, 
u eksploataciji, koje zavisi od mnogih parametara, obuhvaćeno 
je pojmom zavarljivosti. Taj pojam obuhvata: ostvarivanje ma- 
terijalnog kontinuiteta za vreme zavarivanja između ivica delova 
koje treba spojiti bez pogrešaka (operativna zavarljivost), svoj- 
stva spoja neposredno nakon zavarivanja ili nešto kasnije (me- 
talurška zavarljivost), te ponašanje spoja za vreme eksploatacije 
(konstrukcijska zavarljivost). 

Operativna zavarljivost zavisi od hemijskog sastava osnov- 
nog i dodatnog materijala. Metalurška zavarljivost zavisi od 
strukturne heterogenosti prouzrokovane toplotnim promenama 
u spoju tokom zavarivanja, tj. od postupka i režima zavari- 
vanja, a u vezi je i sa hemijskim sastavom osnovnog materijala. 
Konstrukcijska zavarljivost zavisi od ponašanja spoja u eksplo- 
ataciji pod uticajem krutosti konstrukcije (uticaj projektanta) 
i polja sopstvenih napona oko šava. 

Metalurška zavarljivost je najinteresantnija za izučavanje 
ponašanja šava i zone na koju utiče toplota. Ona zavisi uglav- 
nom od količine ugljenika i drugih elemenata u osnovnom 
materijalu koji teže stvaraju gama-faze. Kao merilo za pojavu 
kaljenih struktura uzima se tzv. ekvivalent ugljenika. Ima više 
različitih obrazaca za određivanje toga ekvivalenta. Prema pred- 
logu Međunarodnog instituta za zavarivanje ekvivalent uglje- 
nika određuje se iz obrasca 


Mn. Cr+Mo+V Ni 
CE=(€+ Jara aa. o (1) 


gde su C, Mn, Cr, ... procentni udeli elemenata u osnovnom 
materijalu. Smatra se da je čelik pogodan za zavarene kon- 
strukcije, tj. da se može zavarivati bez posebnih mera predo- 
strožnosti, ako je ekvivalent ugljenika manji od izvesne isku- 
stvene granice (CE < 0,45--:0,50%). Niskougljenički čelik ČN 24 
ima CE = 0,25, a čelik ČN 36 ima vrednost ekvivalenta uglje- 
nika CE = 0,45. ČN 24 neosetljiv je prema kaljenju, što znači 


Izrada šava u 
najpovoljnijem 


PRVI ZAVAR: Svi zavari prvog odseka 
zavaruju se povratnim korakom u du- 
žinama od 600 mm (2 elektrode) g 4 mm 


2. zavar 


ERAT 
/ 1. zavar 
br 


DRUGI ZAVAR: Svi zavari drugog odseka 
zavaruju se u jednom potezu 


SI. 37. Plan zavarivanja za I-nosač 
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da ima dobra zavarljiva svojstva, dok je ČN 36 negde ispod 
dopuštene granice. Međutim, danas zapravo nema nezavarljivih 
čelika. Čelici sa nepovoljnim ekvivalentom ugljenika mogu se 
ipak uspešno zavarivati uz određene mere, npr. predgrevanjem. 
Sklonost kaljenju zavisi mnogo i od debljine komada koji se 
zavaruje. Deblji komad brže odvodi toplotu te su i brzine hla- 
đenja veće, usled čega su i efekti kaljenja nepovoljniji. Debljina 
komada može biti nepovoljna i usled mogućnosti pojave tro- 
osnih naponskih stanja. 

Defekti koji se pri visokim vrednostima CE mogu pojaviti 
jesu vruće i hladne prsline, prsline ispod zavara i prsline pri 
termičkoj obradi otpuštanja napona zavarenog spoja. Vruće 
prsline nastaju za vreme hlađenja kada usled skupljanja delova 
sa nakupljenim nečistoćama, koji materijal pri hlađenju izlu- 
čuje, ne mogu više da izdrže nastala naprezanja. Hladne prsline 
nastaju posle hlađenja usled prisustva vodonika u šavu. Pojava 
prslina ispod zavara ima kompleksnije uzroke: zakaljivanje u 
zoni uticaja toplote uz liniju topljenja, prisustvo vodonika i 
visoki sopstveni naponi. 

Pojam zavarljivosti danas se mnogo kompleksnije posmatra: 
razrađene su tzv. parametarske analize, koje daju uvid u po- 
našanje čelika pod uticajem zavarivanja i upućuju na postupke 
kad se zavaruju teže zavarljivi materijali. 

Dodatni materijal ima vrlo velik uticaj na kvalitet zavari- 
vanja. Dodatni materijal dodaje se u obliku šipki pri ručnom 
elektrolučnom zavarivanju i TIG postupku, ili u obliku namo- 
taja od žice koja se kontinualno dodaje pri postupcima EPP, 
MIG, MAG (CO). 

Ručno elektrolučno zavarivanje, prvi postupak zavarivanja 
koji je dobio industrijski značaj, napravilo je presudan korak 
u svojem usponu posle pronalaska O. Kjellberga (1904) da se 
gola žica obloži određenom smesom koja olakšava i poboljšava 
uslove zavarivanja. Obloga elektrode ima sledeće funkcije: po- 
maganje jonizacije luka, stvaranje gasne zaštite rastopljenom 
metalu, pokrivanje rastopa troskom, koja sprečava prodiranje 
vazduha, usporava očvršćivanje (što omogućuje prečišćavanje 
rastopa), i, najzad, omogućava dovođenje sastojaka u rastop 
koji ga oplemenjuju. Prema hemijskom sastavu obloge, razlikuju 
se oksidne, rudnokisele, titanskokisele, bazične i celulozne ob- 
loge. Svaka od njih ima svoje prednosti, pa prema tome i po- 
dručje primene. Najkvalitetniji dodatni metal daju bazične elek- 
trode, ali je rad njima i najteži. Flektrode sa titanskokiselom 
oblogom najviše se upotrebljavaju. Elektrode sa oksidnim oblo- 
gama više se ne upotrebljavaju. Elektrode sa celuloznom oblo- 
gom dobijaju u poslednje vreme značaj zbog stvaranja dubokog 
uvara i mogućnosti zavarivanja u svim položajima, što ima na- 
ročiti značaj u današnjoj intenzivnoj gradnji velikih cevovoda 
za transport ugljovodonika (nafte i sl.). 

U poluautomatskim postupcima, kao što je elektrolučno za- 
varivanje pod prahom (EPP), prah ima istu funkciju i sličan 
hemijski sastav kao obloga na elektrodi. Pri elektrolučnom za- 
varivanju sa zaštitnim gasovima (TIG, MIG, MAG) rastop je 
zaštićen atmosferom iz pištolja, a za legiranje služe puna žica 
ili elektroda od tankog savijenog lima napunjena prahom. He- 
mijski sastav elektroda obloge i praha zavisi od vrste osnovnog 
materijala. 

Visokovredni zavrtnji. Uvedeni najpre u SAD (1949), dobi- 
jaju sve veći značaj u metalnim konstrukcijama, naročito kao 
zamena zakivcima pri montaži (u inače zavarenim konstruk- 
cijama). U spojevima sa visokovrednim zavrtnjima sile se pre- 
nose trenjem između delova u kontaktu, preko velikog pritiska 
koji nastaje pritezanjem visokovrednog materijala od kojeg su 
zavrtnji izrađeni. U izvesnim konstrukcijama (industrijske hale, 
visokogradnja, mostovi i dr.) ovi su zavrtnji naprezani i aksi- 
jalno od sila u eksploataciji (sl. 25b). 

Takvo spajanje delova konstrukcije sa uspehom se prime- 
njuje. Na svim velikim mostovima izgrađenim za poslednjih 15 
godina delovi konstrukcije na gradilištu, ako nisu zavarivani, 
spajani su visokovrednim zavrtnjima. 

Stanje površina koje se dodiruju važno je pri upotrebi toga 
spojnog sredstva. Pravilnim izborom postupka može se postići 
koeficijent trenja od 0,5, koji inače iznosi «0,3. Drugi para- 
metar od značaja je uvođenje određene sile zatezanja u vrat 
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zavrtnja, koji zatim steže paket koji se spaja (sl. 38). To se 
postiže jakim pritezanjem navrtke zavrtnja kontrolisanim tor- 
zionim momentom M, pomoću posebnog ključa (sl. 39). Steže 
se ručno ili mehanizovano pomoću pneumatskog zatezača sa 
tangencijalnim udarima (sl. 40). Sila koja može da se prenese 
takvim zavrtnjem jednaka je proizvedenom trenju, što znači da 
zavisi od uvedene sile u vrat zavrtnja (preko momenta pri- 
tezanja), kvaliteta materijala i površine vrata zavrtnja, kao i 
koeficijenta trenja između pritegnutih ploča (za jedan zavrtanj 
i jednu spojnu površinu). 


SI. 38. Shema rada visokovrednog za- 

vrtnja. Okretanjem glave momentom 

Mp uvodi se u vrat zavrtnja sila Pp 
koja steže paket limova 


Sl. 39. Ručni ključ za pritezanje visokovrednog zavrtnja 


SI. 40. Pneumatski zatezač sa udarima za pritezanje visokovrednog zavrtnja 


Materijal koji se upotrebljava za visokovredne zavrtnje ni- 
skolegirani je čelik sa konvencionalnom granicom velikih izdu- 
ženja od 900 N/mm?. Matica je od istog materijala kao i za- 
vrtanj, a pločice su termičkim postupkom otvrdnute na tvrdoću 
koju ima materijal zavrtnja. Najveća sila koja se može preneti 
takvim zavrtnjem u jednoj kliznoj ravni ograničena je proiz- 
vedenim trenjem. Optimalna hrapavost se postiže pomoću 
mlaza šljunkovidog topljenog čelika, dvostrukim plamenova- 
njem, peskarenjem ili premazima koji povećavaju trenje (pre- 
mazi sa anorganskim dodacima, npr. cink-silikat). No, i ako se 
desi da se ta sila i prevaziđe, pomera se vrat zavrtnja u rupi 
i krajnji rezultat može da bude da visokovredni zavrtanj de- 
luje kao običan zavrtanj naprezan smicanjem vrata i pritiskom 
u omotaču rupe. Nema dakle opasnosti od otkazivanja moći 
nošenja. Smatra se da je veza proklizala ako se javi pome- 
ranje veće od 150 um. 

To sredstvo spajanja i ekonomski je povoljno, povoljnije 
od zakivanja koje istiskuje i svojim kvalitetnim prednostima. 
Tri su glavne prednosti pred zakivcima: maksimalna krutost 
veze, veća sposobnost nošenja pri statičkom naprezanju, a na- 
ročito znatno veća moć nošenja pri zamoru. Ostaje još i pred- 
nost da se zavrtnji montiraju bez buke, što je mana zakivanja. 
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Postupak pritezanja je razrađen. Važna je tačna vrednost 
momenta pritezanja, što treba čestim baždarenjem, i uvek kada 
se uslovi rada promene, održavati u kontrolisanom stanju. 

Sa konstruktivne strane, za raspored visokovrednih zavrtnja 
vrede sva pravila za raspored zakivaka s jednakim prečnicima 


SI. 41. Raspored napona u merodavnim presecima zategnutih šta- 

pova. a puni štap, b štap sa rupom, c zakovani štap, d štap sa 

visokovrednim zavrtnjem, e štap sa navarenom tačkom, f štap sa 
ugaonim šavovima. Koeficijent koncentracije ak = Smax/Agr 


vrata. Što se konstrukcijskog elementa tiče, prednost je i u tome 
što ni u zategnutim delovima ne treba odbijati rupe kao 
oslabljene delove pri protoku sila kroz presek sa rupom, usled 
toga što se deo sile prenosi na elemenat koji silu prima još 
pre preseka u kojemu je rupa (sl. 41). 


KONSTRUKCIJSKI SISTEMI 


Za obezbeđenje nosivih i drugih funkcija metalnih konstruk- 
cija ostvareni su vrlo različiti konstrukcijski sistemi prema 
osnovnim zadacima, a u datim uslovima i za obezbeđenje ži- 
votnih i radnih uslova te za zaštitu od dejstva okoline. Stam- 
bene zgrade i biroi zahtevaju uglavnom obezbeđenje životnih i 
radnih uslova, te zaštitu od atmosferskih uticaja. Industrijske 
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SI. 42. Konstrukcijski elementi 
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zgrade moraju ispunjavati uslove rada. U tu kategoriju metal- 
nih konstrukcija sa težim uslovima spadaju: platforme za bu- 
šenje u moru, mostovi koji omogućuju transport preko prirod- 
nih i drugih prepreka. Rezervoari, silosi, bunkeri, visoki dim- 
njaci, razni stubovi i tornjevi imaju svoje specifične zadatke. 
U nuklearnim elektranama materijal je suočen sa težim uslo- 
vima (ozračenje, visoke temperature itd.), a zadatak je kon- 
strukcije, osim ostalog, i osiguranje čovečje okoline. 

Za izvršenje navedenih funkcija primenjuju se različiti kon- 
strukcijski elementi (sl. 42), odnosno sistemi (sl. 43). 

Štap (sl. 42a) je prizmatičan elemenat napregnut prvenstveno 
aksijalno, tj. linearno. 

Stub je štapasti elemenat, često kompleksno napregnut osim 
osnim još i poprečnim silama i napadnim momentima u jednoj 
ili obe ravni. 

Gredni nosač (sl. 43a) je punozidna ili rešetkasta konstruk- 
cija u jednoj ravni, oslonjena na svojim krajevima (na jednom 
pomično, na drugom nepomično). To je prosta greda. Ako se 
produžava preko više polja, bez prekida na osloncima, naziva 
se kontinualni nosač (ili greda). Gredni nosači su napregnuti 
transverzalnim silama i napadnim momentima u svojoj ravni, 
ređe aksijalnim silama i silama van svoje ravni. 
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d) NOSAČ SA KOSIM ZATEGAMA 


e) VISEĆI MOST SA GREDOM ZA 
UKRUĆENJE 


SLU RIJE 


Sl. 43. Konstrukcijski sistemi 


Ram (sl. 43c) je kombinacija nosača i stubova koji su me- 
đusobno kruto povezani u svojoj ravni. Obično pod ravnim 
uglom, u jednu celinu (ugao ne mora iznositi 90%). Ramovi pre- 
uzimaju sve tri vrste naprezanja: transverzalne uticaje, napadne 
momente i horizontalne sile. Nožice su ili zglobno oslonjene 
ili ukleštene (ram na dva zgloba ili uklešteni ram). Ramovi 
mogu biti jednospratni i višespratni, jednobrodni i višebrodni. 

Roštilj (sl. 42c) je sistem paralelnih nosača raspoređenih u 
dva, obično ortogonalna pravca, spojenih vezama koje primaju 
momente. Najčešće su pod pravim uglom. Roštilj je naprezan 
upravo na svoju, srednju ravan, tj. savijanjem. Karakteristika je 
roštilja saradnja više nosača u prijemu i nošenju naprezanja 
(spoljnog opterećenja). Primenjuje se u mostovima i svuda tamo 
gde se teški tereti primaju i dalje prenose, pa je stoga korisna 
raspođela na više elemenata. 

Luk (sl. 43b) je krivolinijski nosač, punozidni ili rešetkast, 
koji je oslonjen na dva kraja, zglobno ili je uklešten. Poseban 
je oblik luka luk na tri zgloba, od kojih su dva na osloncima, 
a treći u temenu. To ima svoj odraz u proračunu nosivosti. 
Najčešća je primena lukova u mostogradnji, ali i za velike hale. 

Nosač na kosim zategama (sl. 43d) je najmlađi sistem (od 
pedesetih godina ovoga veka) koji se primenjuje za gradnju 
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mostova sa rasponom većim od 200m. Nosač je kosom uža- 
di poduhvaćen u izvesnom broju tačaka koje predstavljaju 
za nosač elastične oslonce. Sila iz užeta razlaže se u kompo- 
nentu koja podupire nosač, a u komponentu pritiska u pravcu 
nosača. Dosad postignuti rasponi omogućuju predviđanje da se 
tim sistemom mogu premostiti rasponi do 1000 m. Taj se si- 
stem primenjuje i u visokogradnji, za sportske hale i tribine. 

Viseći mostovi. Za premoštenje najvećih prepreka, u mosto- 
gradnji, primenjuju se sistemi visećih mostova, Sistem se sastoji 
od lančanice i nosača za ukrućenje, koji ujedno nosi kolovoznu 
tablu. Lančanica prenosi teret od oslonca do oslonca, a nosač 
za ukrućenje rasprostire svojom krutošću deformaciju lančanice 
na veću dužinu, i time omogućuje upotrebljivost objekta i 
njegovu stabilnost. 


Mostovske konstrukcije. U mostovskim konstrukcijama ti se 
elementi kombinuju i daju nove oblike. Razlikuju se uglavnom 
dva: linijski i površinski sistem. 

Ako je kolovoz otvoren, to je linijski sistem. Sastoji se od 
dva glavna nosača (rešetkasta ili puna), kolovoznih nosača (sa 
kolovoznom tablom), spregova za ukrućivanje u gornjem i do- 
njem pojasu, te portala koji osigurava poprečnu krutost kon- 
strukcije i prenosi reakcije gornjeg pojasa na oslonce (sl. 44a). 
Tipičan primer je železnički most sa otvorenim kolovozom na 
donjem pojasu. 

Kolni most ima zatvoreni kolovoz, ali je u prvoj fazi bio 
konstruisan samo kao prenosnik opterećenja od vozila na glavne 
mostovske nosače (sl. 44d), a računat je kao linijski sistem. 
Kasnije se ta dva elementa (ploča i ortotropna ploča-nosač, 
sl. 44e) spajaju u celinu. To je početak primene površinskih 
sistema. Savremena je koncepcija: dva sanduka spojena orto- 
tropnom pločom (sl. 44g), ili samo jedan torziono kruti sanduk 
(sl. 44h) sa konzolama i ortotropnom kolovoznom pločom. 
Površinski sistemi se grade i za železničke mostove, ali tada 
sa zatvorenim kolovozom (sl. 44b i c). 
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SI. 45. Različite vrste sprezanja moždanikom. a i bh sastavljeni su od krutog 
paralelopipednog moždanika ! i od uzengije od okruglog čelika 2, uzengija 
služi i kao anker protiv odizanja ploče i za prijem zateznih, odnosno koso 
zateznih sila. c moždanik i uzengija su oblikovani od trakastog čelika, d i e 
varijante od a i b, ali lakšeg tipa koji se upotrebljava u zgradarstvu, f mož- 
danik sa zavarenim zavrtnjima 3 za čelični nosač (glava zavrtnja sprečava 
odvajanje betonske ploče od čeličnog nosača, a spirala 4 oko vrata zavrtnja 
služi kao armatura za beton oko zavrtnja), g moždanik sa visokovrednim 
zavrtnjima 5 (primenjuje se kada je armiranobetonska ploča izrađena kao pret- 
fabricirana i položena preko čeličnog nosača na sloj maltera 8, debljine 
20.30 mm; oba zavrtnja su spojena pločicom 6, a glave zalivene cementnim 
malterom 7) 


SI. 44. Prikaz evolucije sistema kolovoza i glavnih nosača. a otvoreni železnički kolovoz, b zatvoreni železnički kolovoz, ortotropna ploča, kolovoz 

direktno na ploči, c zatvoreni železnički kolovoz, ortotropna ploča, kolovoz u zastoru, d zatvoreni kolni kolovoz, starija izvedba, kolovozni roštilj 

je težak, e zatvoreni kolni kolovoz, novija ekonomičnija izvedba, ortotropna kolovozna ploča, f zatvoreni kolni kolovoz, spregnuta armiranobetonska 

ploča kolovoza sa čeličnom konstrukcijom glavnih nosača, g zatvoreni kolni kolovoz sastavljen od dva sanduka spojena ortotropnom pločom kao 
gornjim pojasom, h zatvoreni kolni kolovoz sa torziono krutim glavnim nosačem i podužnim rebrima ortotropne ploče 


Za mostove raspona 60--:80 m konkurentne su i tzv. spreg- 
nute konstrukcije. Pod sprezanjem se podrazumeva zajednički 
rad dvaju konstruktivnih delova od različitih materijala u no- 
vom sistemu, u kojemu je sprezanjem postignuto maksimalno 
iskorišćavanje njihovih pojedinačnih svojstava. Tako je, npr., 
na mostovima sa kolovozom na gornjem pritisnutom pojasu 
kolovozna tabla izgrađena od armiranog betona, a nosiva kon- 
strukcija glavnih nosača mosta od čelika (sl. 44f). Da bi se 
dobila preraspodela napona prema odvojenom radu svakog od 


dva konstruktivna elementa, treba ih spregnuti, tj. postići da 
rade kao celovit sistem. To se postiže sprečavanjem klizanja 
na dodirnoj površini tih dvaju elemenata, ugrađivanjem tzv. 
možđanika (sl. 45). Takvi se sistemi primenjuju za kolne i za 
železničke mostove te u zgradarstvu (sl. 46). Spregnute kon- 
strukcije donose konstrukcijske i ekonomske koristi. Kad je 
takav sistem primenjen na železnički most (kolovoz je istovetan 
na otvorenoj pruzi i mostu), olakšano je njegovo održavanje, 
čak i u krivinama (podbijanje zastora). Osim toga, postiže se 


SI. 46. Spregnute tavanice u zgradarstvu sa profilisanim limovima. / podni 
pokrivač, 2 profilisani lim, 3 beton, 4 armatura, 5 sloj za izravnanje 


dobra zaštita od korozije, što takođe olakšava održavanje. 
Glavni nosači toga sistema grade se kao linijski ili površinski 
nosači. Prednost pri primeni spregnutih sistema ima prosta 
pred kontinualnom gredom zbog komplikovanije montaže. U 
slučaju kontinualnog nosača, rad pri montaži je komplikovaniji, 
a beton iznad oslonaca (u zonama negativnih momenata) mora 
se prednaprezati da bi se izbegle prsline u betonu, što po- 
skupljuje izradu. Ima, međutim, značajnih građevina izvedenih 
i u obliku kontinualnih sistema. Prilikom proračuna tih sistema 
računa se sa plastičnom deformacijom betona pod opterećenjem 
i sa skupljanjem prilikom očvršćivanja, jer te pojave utiču na 
preraspodelu naprezanja u nosaču. 


Visoke građevine u užem smislu (stambene, poslovne zgrade 
i sl.), industrijske zgrade, hangari, garaže i sl. spadaju u poseban 
konstrukcijski sistem koji se naziva skeletna građevina. To su 
građevine kojima su nosivi deo (kostur) stubovi, podvlake, ra- 
movi ili vezači, a obimni zidovi, međuspratne tavanice i krovne 
površine zatvaraju građevinu i dele je na spratove. Zbog svojih 
osobenosti skeletnim građevinama, u užem smislu, nazivaju se 
visoke građevine (sl. 47), dok se industrijske građevine, hangari 
i sl. nazivaju bondruk-građevine (sl. 48). U prvima je predomi- 
nantna visina, a u drugima su naglašene horizontalne dimen- 
zije. Naziv su dobile prema sistemu osiguranja stabiliteta. Ske- 


a 


SL 47: Konstrukcijski sistemi visokih građevina. a skeletna cev, 
b skeletna cev u cevi, c snopasta cev, d opasna cev 


letne građevine imaju obimne stubove koji služe kao osnovno 
sredstvo otpornosti, pa se njihovo ponašanje približava vertikal- 
noj konzolnoj cevi sa punim zidovima ukleštenoj u osnovu 
(suprotno evropskoj praksi). U bondruk-građevinama nosivi 
elementi, stubovi i krovni vezači postižu punu stabilnost osla- 
njanjem na pomoćne elemente (spregove), koji prenose horizon- 
talne reakcije stubova i vezača u temelje. Zidovi nisu nosivi 
elementi, već elementi koji služe prvenstveno za zatvaranje 
prostora od spoljnih atmosferskih uticaja, a u unutrašnjosti 
služe za raspodelu korisnog prostora. Skeletne građevine, u 
užem smislu, imaju međuspratne konstrukcije, koje su u moder- 
nim građevinama najčešće spregnutog tipa. Noseći skelet visokih 
građevina može biti obložen oblogom npr. od aluminijumske 
legure, te se nosiva konstrukcija, skelet, ne vidi, ili su pak tako 
arhitektonski projektovane da se konstrukcijski elementi vide. 
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Hale obično nemaju plafone, te se čelična krovna konstrukcija 
vidi. Radni uslovi osigurani su pogodnim osvetljenjem, toplot- 
nom izolacijom i prečišćavanjem vazduha. Prema proizvodnji, 
takve hale imaju kranove (sl. 49), već prema tehnološkim zah- 
tevima. U teškim pogonima, npr. metalurškim i sl., instalirani 
su kranovi nosivosti i do 300, sa rasponima i visinama većim 
od 25m (sl. 50). Bondruk-građevine mogu biti jednobrodne ili 
višebrodne, već prema tehnološkom procesu za koji su predvi- 
đene. Stabilitet se osigurava i na principu da jedna od hala primi 
sve horizontalne sile, a da se ostale na nju naslanjaju. 
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SI. 48. Bondruk-građevina. / krovni vezači, 2 rožnjače, 3 slemenjače, 4 ven- 

čanice, 5 rogovi, 6 stubovi, 7 horizontalni spreg u podužnom zidu, 8 vertikalni 

spreg u podužnom zidu, 9 horizontalni spreg u zabatnom zidu, /0 vertikalni 
spreg u zabatnom zidu, // krovni pokrivač, 12 zastakljeni deo 


Sportske i izložbene hale, hangari i slične građevine, koje 
pokrivaju velike površine bez međustubova slične su bondruk- 
-građevinama. Tada nosive elemente i krovne vezače preuzimaju 
drugi pogodni konstrukcijski sistemi: lukovi, ramovi, konzolni 
sistemi sa zategama, lančanicama i sl., već prema funkcional- 
nosti i ekonomičnosti rešenja. 

Rezervoari, cevovodi i sudovi pod pritiskom, te slične kon- 
strukcije, zapravo su ljuske koje se posebno tretiraju prema 
eksploatacijskim uslovima. Iako su istoga tipa, to su vrlo razno- 
like građevine. Rezervoari mogu biti za tečnosti ili gasove na 
okolnoj temperaturi i pod malim natpritiskom (sl. 51), dok su 
drugi u eksploataciji na niskim ili na visokim temperaturama 
i pod znatnim pritiskom. Tečnosti i gasovi mogu hemijski 
agresivno delovati na materijal rezervoara. Od svih tih para- 
metara zavisi upotrebljena vrsta čelika, njegova debljina i di- 
menzije rezervoara. 

Cevovodi pod pritiskom za dovod vode iz akumulacije u tur- 
bine hidroelektrane (v. Hidroelektrane, TE 6, str. 382) jesu 
često dugi cevovodi velikog prečnika, što zavisi od visinske 
razlike razine akumulacije i ispusta, te od količine vode koja 
u jedinici vremena treba da prođe kroz cevovod. Prečnici iznose 
i nekoliko metara, a debljina zidova i do 100mm. U prošlosti 
je bilo nekoliko spektakularnih udesa ovih objekata. 

Sudovi za nuklearne reaktore i procesnu hemijsku industriju 
vrlo često su teške konstrukcije, velikih prečnika, vrlo često sa 
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vravavai 
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Sl. 52. Silos za rasutu robu 


NIKA |iooo 


SI. 51. Rezervoar zapremine 5000 m3. & debljina lima u mm 


zidovima debelim više od 100 mm, a koji put dostižu 300 mm 
i više. Takvi sudovi obično se izvode od specijalnih čelika, a 
delovi se spajaju jedino zavarivanjem. 

Silosi i bunkeri su takođe veoma raznovrsne građevine. 
Obično su to visoke ćelije (sl. 52) u baterijama postavljene na 
stubove da bi se omogućio istovar. Silosi i bunkeri pune se 
pokretnim trakama i kosim rampama. Pri projektiranju silosa 
i bunkera još ima nerešenih problema; jedan je od tih npr. 
dimenzionisanje zidova jer pri isticanju zrna žitarica usled unu- 
tarnjeg trenja mogu da nastanu 2--:3 puta veči pritisci na zidove 
od onih sa kojima se obično računa. 

Zatvaračnice su hidrotehničke građevine za regulisanje pre- 
liva na ustavama i branama. Iako su kao hidrotehničko-gra- 
đevinske konstrukcije izvedene kao ljuske, zbog svoje funkcije 
pod pritiskom, potrebni su posebni mehanizmi, a pojavljuju se 
problemi zaptivanja. , 

Stubovi su konstrukcije koje služe kao visokonaponski dale- g 
kovodi za prenos električne energije (sl. 53; v. Dalekovodi, TE 3, SI. 53. Stub dalekovoda za prenos električne energije (mere u m) 
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str. 136), kao antenski stubovi (v. Elektronika, sistemi i uređaji, 
Antene, TE 4, str. 603) i stubovi za specijalne svrhe. U principu 
su to konzole ukleštene u temelje, ili stubovi ukotvljeni po- 


SI. 54. Najviši ankerovani radio-antenski stub na svetu (Poljska), visina 645 m 


moću čelične užadi u ankerne blokove. Konstruisani su od 
rešetaka ili cevi. Među takve konstrukcije spadaju i visoki dim- 
njaci. Na sl. 54 vidi se najviši stub na svetu izrađen u Poljskoj, 
visok 645m, iz žablje perspektive, koji je ankerovan u pet 
razina. 

lornjevi za bušenje u moru nove su konstrukcije, koje su 
nam čito razvijene poslednjih 20--:30 godina. To su konstrukcije 
koje se spuštaju direktno na dno mora ili su za dno vezane 
ankerima. Dužina nogu dostiže i 150 m, visina nad morem i više 
od 100m, teške su i više od 10000t. Na svojim platformama 
nose opremu za bušenje, odnosno eksploataciju bušotina, tešku 
i do 2000t. Rade u svakim vremenskim uslovima. 

Specijalne konstrukcije. U specijalne tipove konstrukcija ubra- 
jaju se npr. radio-teleskopi za praćenje satelita, kosmičkih bro- 
dova ili pojava u kosmosu i sl. Oni moraju imati neobično 
krutu konstrukciju radi fiksiranja fokusa. 
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SI. 55. Pokretno mostovsko ležište, tip s valjcima 


Među metalne konstrukcije spadaju i pristanišne dizalice za 
utovar i istovar, na kojima su mehanizmi, jer su i samohodne 
i autonomne u radu. 

Ležišta su konstrukcijski elementi koji omogućuju stubu, 
grednoj, ramskoj, lučnoj i drugoj konstrukciji da prime uticaje 
naprezanja koja na njih deluju i da omoguće pomak u pred- 
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B g SI. 56. Pokretno ležište neoprenskog 
> lonca. A ankerna ploča, B klizna 
C- S5u- G ploča, C klizač, D poklopac, E zid 
07 i Hy lonca, F dno lonca, G teflon, H neo- 
Ž UJ D prenska ploča, 1 zaptivni prsten, K 
Detalj Z 4 DJ elastični zaptivni prsten, M rebro 


SI. 57. Pretovarni most (mere u mm) 
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viđenom smeru, okretanje ili pomak i okretanje (npr. pokretno 
ležište, sl. 55). U poslednje vreme se sve više širi upotreba 
ležišta s plastičnim masama u naročitim loncima (sl. 56) koji su 
efikasni, a konstruktivno jednostavni (v. Mostovi). 

Posebnu grupu nosivih konstrukcija predstavljaju pretovarni 
kranovi (sl. 57) i pokretni mostovi (sl. 58), koji su donekle po- 
kretni; prvi, jer prenose teret, a drugi, jer svojim položajem 
zatvaraju plovni put, obično kanale ili pristaništa. Radi propu- 
štanja brodova pokretni se mostovi pokreću okretanjem oko 
vertikalne ose (sl. 58a i b), oko horizontalne ose (sl. 58c i d) 
ili se dižu da oslobode propusni gabarit (sl. 58€). 


Kontra- 


SI. 58. Vrste pokretnih mostova 


PRORAČUN ČELIČNIH KONSTRUKCIJA 


Proračun dimenzija nosivih čeličnih konstrukcija vrši se u 
Jugoslaviji prema postojećoj tehničkoj regulativi. Ta regulativa 
određuje opterećenja koja na određene konstrukcije deluju i 
dozvoljene napone koji se u delovima konstrukcije mogu po- 
javiti. Opterećenja se dele već prema vrsti konstrukcije na stalan 
teret i promenljivo opterećenje. Pod stalnim teretom podrazu- 
meva se sopstvena težina konstrukcije i ugrađenog građevinskog 
materijala, pritisak stenskih (zemljanih) materijala i koristan 
teret u nekim konstrukcijama (npr. ruda ili žito u silosima, teč- 
nosti i gasovi u rezervoarima i sudovima, i sl.) U promenljiva 
opterećenja ubrajaju se atmosferski uticaji (vetar, zračenje sunca, 
led i sl), korisna opterećenja (na mostovima, tribinama, stam- 
benim i poslovnim zgradama, skladištima 1 sl.) i njihova sekun- 
darna ili usputna dejstva. 

Postupak je sledeći: za propisano dejstvo izračunaju se, za 
merodavni presek, presečne sile (aksijalne sile N, poprečne sile 
Q, napadni M i/ili torzioni momenti M,), pa se iz uslova da 
naprezanje u najnepovoljnije napregnutom vlaknu nosivog pre- 
seka ne sme preći dozvoljeno naprezanje, određuju dimenzije 
poprečnog preseka elementa. Taj se postupak naziva dimenzio- 
nisanje. 

Prosečne sile u nekom delu konstrukcije određuju se prema 
pravilima teorije konstrukcija. Dimenzioniše se prema sledećim 
pretpostavkama (v. Nauka o čvrstoći; v. Otpornost građevnog 
materijala): 

a) Prvobitno pravi presek ostaje prav i posle deformacije 
(Bernoullijeva hipoteza). Iz toga se izvodi i Navierov zakon 
za naprezanje u presecima savijanih elemenata; 

b) Kad je elemenat aksijalno napregnut, računa se sa sred- 
njim naprezanjem kojemu je intenzitet ravnomerno raspoređen 
po preseku. To znači da se vrhovi naprezanja koji nastaju 
delovanjem koncentratora naprezanja zbog geometrijskog ob- 
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lika konstrukcije, delovanjem eventualnih otvora (npr. rupa za 
zakivke i visokovredne zavrtnje) u preseku i zbog skretanja 
toka sila u vezama ne uzimaju u obzir. Ne uzima se u obzir, 
dakle, eventualna lokalna plastifikacija materijala usled stvarne 
raspodele sila (sl. 20) u vezama; 

c) Sopstveni naponi usled valjanja, zavarivanja, termičkog 
rezanja i sl. ne uzimaju se u obzir. 

d) Kad se pojavljuju višeosna naponska stanja, uporedni 
napon 54 određuje se iz izračunatih komponenata napona prema 
hipotezi deformacijskog rada za promenu oblika, a prema rela- 
ciji Huber-Hencky-Misesa: 


/ Z 
Su=Voš+0;+01—9,0,—6,0,—0,0,+3(1%,+ Ty: +122) (2) 


Ta prosta pravila rezultat su prilagođivanja usvojene sheme 
iz početka računanja gvozdenih mostova sredinom XIX v. i prvih 
propisa iz te oblasti. Ona su nastala nakon korekcija prvih 
propisa, a posle rušenja konstrukcija, zbog postepenog pobolj- 
šanja materijala do današnjeg kvaliteta čelika i zbog usavrša- 
vanja oblikovanja pomoću novih sredstava spajanja. Sve uticajne 
veličine su evoluirale: intenziteti spoljnih sila, poznavanje nosi- 
vosti konstrukcija (stabilitet, zamor, krti lom), poznavanje kva- 
liteta materijala, povećanje kapaciteta građevinskih mašina za 
prenos i montažu, te iskustvo i ispitivanja konstrukcija. 

Kako su se merodavni spoljni uticaji povećavali, to su u 
propise uvođeni i novi, dotle napredviđeni uticaji. To je bilo 
omogućene zbog dotada, apsolutno uzevši, niskih dozvoljenih 
napona, a naročito zbog povišenja kvaliteta materijala. Me- 
đutim, novo uvedeni uticaji nisu bili sistematizovani, tako da 
je nastala podela na primarne (I), sekundarne, odnosno totalne 
sile (II), koja je nelogična. 

Osnovna je karakteristika toga sistema proračuna da račun- 
sko naprezanje ne sme prekoračiti propisima određenu dozvo- 
ljenu granicu. Dozvoljeni napon je deo karakteristične veličine 
za konstrukcijske čelike, a to je zaravan u dijagramu o, koja 
se ne može preći pre nego što se iscrpe kapacitet tečenja 
(sl. 4). Ta je vrednost nazvana granica velikih izduženja (g). 
Vrednost dozvoljenog naprezanja prema danas važećim propi- 
sima iznosi za dejstvo primarnih sila (I) sapr=356,, a za 
dejstvo totalnih sila (II) Gaopn = 24,. 

Sa porastom znanja, iskustva i opažanja javlja se savremeni 
trend, koji se razvija u dva smera. Prema prvom, određivanje 
intenziteta uticaja i njihovih mogućih međusobnih kombinacija 
treba da bude određeno probabilistički, a ne prostim sabiranjem 
maksimalnih pojedinačnih uticaja. To vredi i za određivanje 
svojstava materijala. Prema drugom smeru, ponašanje konstruk- 
cijskih elemenata ne treba ispitivati, npr. do 2/3 od granice 
velikih izduženja (dozvoljeni napon), već do granice nosivosti, 
jer će samo tako konstrukcija proći sve kritične faze. Taj se 
postupak naziva postupak prema graničnim stanjima. Granično 
je stanje konstrukcije ono kad ona kao celina ili neki njen 
bitni deo postaje nesposoban da dalje ispunjava funkciju za koju 
je bio projektovan. Zadatak je savremenog projektovanja, prema 
spomenutim smerovima razvoja, osigurati da verovatnoća do- 
stizanja nekog određenog graničnog stanja bude manja od iz- 
vesne dogovorene vrednosti koja zavisi od vrste konstrukcije. 
Ta verovatnoća treba da bude dovoljno mala (npr. 10"). 

Postignutu sigurnost konstrukcije karakterišu tri veličine: 
a) vrednost nosivosti (materijal), b) vrednost kombinacija opte- 
rećenja i c) rezerva između tih dveju vrednosti. 

U principu, rezerva između prvih dveju vrednosti treba da 
bude veća od nule i kad se vrednost opterećenja uveća odre- 
đenim faktorom sigurnosti, rezerve i sl. Prema načinu kako se 
određuju vrednosti merodavnih veličina razlikuju se tri razine 
probabilističkih metoda. Problem se u svetu intenzivno pro- 
učava. Danas je moguće uvesti u praksu samo najnižu razinu, 
tzv. semiprobabilistički postupak, zato što jedna od osnovnih 
promenljivih, nosivost, nije usvojena kao probabilistička veli- 
čina, već kao najniža garantovana vrednost proizvođača mate- 
rijala. Vrednosti opterećenja, pak, zbog nedostatka statističkih 
podataka, uvode se u proračun takođe sa normiranim (pon- 
derisanim) parcijalnim faktorima, koji nisu verovatnoće pojava. 
Pomenuti faktori približno su izračunati iz zahtevanih stepena 
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sigurnosti. Iz tih razloga se taj postupak, koji se tek uvodi u 
praksu, naziva semiprobabilističkim postupkom. 

Sa gledišta konstruktora primenom postupka prema granič- 
nim stanjima dobivaju se dva dokaza: prvi, o sposobnosti kon- 
strukcije da nosi do svoje moći nošenja, i drugi (bez upotrebe 
koeficijenata uz opterećenje), da će konstrukcija moći da služi 
za normalnu upotrebu sa gledišta deformacija, tj. da deforma- 
cija konstrukcije neće uticati na upotrebljivost. 

Tehnička regulativa u Jugoslaviji stoji pred uvođenjem semi- 
probabilističkog postupka proračuna. 


Proračun prema zamoru. Iz opita A. Wohlera (1840) poz- 
nat je fenomen da se metalni štap može slomiti silom koja je 
manja od sile koja je potrebna da se štap prekine uz konstan- 
tno delovanje sile, ako se dovoljno puta ponovi opterećenje 
s manjom silom. Ta se pojava naziva zamor materijala. 

Obično se smatra da je statički napregnuta konstrukcija 
ona koja u toku eksploatacije ne doživi više od 10* promena 
opterećenja. Taj kriterij nije jedini. Drugi je kriterij vrednost 
dostignutog naprezanja, jer se pri visokim naprezanjima može 
konstrukcija ili štap slomiti i sa manje od 10* promena opte- 
rećenja. Ako se primeni M. A. Minerova hipoteza kumulativ- 
nog oštećenja, konstrukcija (ili štap) može se smatrati kao pre- 
težno statički opterećena (tj. neoštećena) sve dok je zbir par- 
cijalnih oštećenja X.N/n < 1, gde je n broj ciklusa sa određe- 
nom vrednošću koji se javljaju za vreme eksploatacije kon- 
strukcije, a N broj ciklusa opterećenja pri kojima, za određeno 
povećanje naprezanja (Ag), nastupa lom (iz Wohlerove krive za 
taj materijal). Taj broj opterećenja može biti i manji i veći od 
10%, već prema broju pojava s povećanjem naprezanja Ag koji 
su delovali na konstrukciju. 

Wohlerova linija se obično deli u 5 zona (sl. 59). Za većinu 
dinamički napregnutih građevinskih čeličnih konstrukcija mero- 
davna je zona 5 i prema njoj se te konstrukcije i dimenzionišu. 


Ado 
1 2 3 4 5 


N 


SI. 59. Deoba Wčhlerove linije. / sta- 

tičko naprezanje, 2 niskociklično na- 

prezanje (elastoplastični zamor), 3 vi- 

sokociklični zamor, 4 prelazna zona, 
5 jačina zamora 


SI. 60. Wohlerova linija u koordinat- 
nom sistemu log Ag,log N 
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SI. 61. Uz definiciju jačine zamora 


U koordinatnom sistemu logAg,log N taj odsek se može smatrati 
pravom linijom (sl. 60). Vrednost zamora Ag ona je vrednost 
Ag koju konstrukcijski elemenat može da izdrži praktično ne- 
brojeno puta. Taj broj, pri konvencionalnom ispitivanju, iznosi 
2.8. 10% (sl. 61). 

Na osnovu vrlo opsežnih eksperimentalnih ispitivanja u SAD 
(J. Fisher), na više od 1000 velikih zavarenih nosača i detalja 
elemenata od 1950. do 1970, mogu se izvesti zaključci o zamoru 
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materijala. Pri zamoru merodavni parametri promenljivog na- 
prezanja za pojavu loma jesu: razlika između maksimalnog i 
minimalnog naprezanja (Ag = Gmax — Smin), A Nije merodavan 
kvocijent između tih naprezanja (S min/Gmax) kako se to smatralo, 
zaostali naponi nakon zavarivanja, koncentratori naprezanja 
koji nastaju zbog oblikovanja konstrukcije, te spoljne i unutarnje 
greške zavarenih šavova. Na parametre promenljivog naprezanja 
za pojavu loma ne utiče poboljšanje kvaliteta materijala. 
irenje prsline počinje u eksploataciji vrlo rano. Najpre se 
prslina širi polagano i ta faza traje kroz najveći deo ukupnog 
života dela konstrukcije. Kada prslina dostigne kritičnu veličinu, 
ona počinje brzo da se širi i tek se onda vidi. Tada je, me- 
đutim, obično već blizu lom celog preseka. Metodima meha- 
nike loma može se predvideti broj naprezanja do loma. 
Seizmika. Poseban oblik dinamičkog proračuna inženjerskih 
konstrukcija predstavlja izučavanje uticaja i odgovora konstruk- 
cije na kratkotrajno opterećenje, obično zbog horizontalnog 
potresa velike snage. 


Ispitivanja elemenata i konstrukcija. Uticaj promenljivog na- 
prezanja na elemente čeličnih konstrukcija ispituje se na epru- 
vetama-modelima detalja čeličnih konstrukcija, pomoću poseb- 
nih mašina, pulzatora, obično sa sinusnom promenom napre- 
zanja između dmax i Smin, Sa konstantnom amplitudom od po- 
četka do kraja ispitivanja (sl. 62a). To odgovara konstrukciji 
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SI. 62. Dijagrami Ag,N. a sinusna promena naprezanja 

s konstantnim amplitudama, b proizvoljne amplitude 

naprezanja i obrazac za određivanje ekvivalentne am- 
plitude 


takvih mašina, dok su retke komandovane mašine, koje rade 
s promenljivim amplitudama prema prirodnom spektru oscila- 
cija. To naročito vredi za mašine velikog kapaciteta. Kon- 
strukcije izložene promenljivim naprezanjima u eksploata- 
ciji naprezane su dakle drugačije nego većina ispitivanih uzo- 
raka u laboratorijama. U prirodi su amplitude različite, a vred- 
nosti amplituda su slučajne pojave. Između velikih amplituda 
dolazi obično niz manjih, a one nemaju jednake vrednosti za 
zamor kao pri ispitivanju. Stvarno je stanje, dakle, povoljnije 
od ispitivanog. To se uzima u obzir tzv. »kolektivima« opte- 
rećenja ili ekvivalentnom diferencijom napona Ag prema po- 
stupku Međunarodne železničke unije (ORE) (sl. 62b). Tako se 
koriguje vek trajanja konstrukcije napregnute realnim optere- 
ćenjima, a ispitivane sa konstantnim amplitudama naprezanja 
do loma. 

Treba uzeti u obzir još jedan parametar: sve zavarene veze 
imaju zaostale napone, koji su po pravilu na granici napona 
6,. To se uzima u obzir ispitivanjem velikih epruveta takvih 
dimenzija da sadrže zaostale napone kao i u realnoj konstruk- 
ciji, koji se inače relaksiraju smanjenjem epruveta (u tu svrhu 
je potrebno da poprečni presek epruveta ne bude manji od 
220 x 20 mm). 

Obrada rezultata. Ispitivanja se organizuju tako da se rezul- 
tati mogu statistički obraditi. Ispitivanja se sprovode u dve ili 
tri razine naprezanja Ag u oblasti visokocikličnog zamora (sl. 63) 
sa dovoljno epruveta, što omogućuje statističku obradu poda- 
taka. Za svaku razinu naprezanja određuje se srednja vrednost, 
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standardna devijacija i granice verovatnoće (obično 90 i 10%, 
ili 95 i 5%) da se lom neće dogoditi. Nakon toga se povlače 
regresijske linije koje spajaju odgovarajuće tačke jednakih vero- 
vatnoća pojave loma. Na osnovu toga se, osim linije verovat- 
noće od 50%, dobija i oblast rasipanja rezultata. Za proračun 
vrednosti sa najvišom verovatnoćom preživljavanja merodavna 
je najniža linija. Oblast rasipanja se širi kako se približava zoni 
jačine zamora. Približavanjem toj zoni (tj. snižavanjem vred- 
nosti 4g), najpre pojedine epruvete, a zatim sve više njih, ne 
lomi se pri predviđenom broju promena naprezanja, te je za 
pojavu loma potrebno više promena naprezanja (sl. 60). 


loga od 


Ag, 
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> 
log N 
SI. 63. Prikaz rezultata ispitivanja zamora 


Jačine zamora različitih konstrukcijskih detalja kategorisane 
su u pet kategorija prema opitima u SAD (sl. 64). Novi para- 
metri koji su se nametnuli (poglavito zaostali naponi) izmenili 
su uglavnom i današnja gledišta. Opiti su i dalje u toku zbog 
razjašnjenja otvorenih pitanja. Evolucija nekih saznanja o po- 
našanju različitih spojeva pri zamoru prikazana je na sl. 6đa, 
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SI. 64. Primeri nove kategorizacije zavarenih spojeva (prema Fisherovim opi- 
tima). A, neobrađeni valjani proizvodi (limovi, trake, profili), A, veze sa visoko- 
vrednim zavrtnjima, B zavareni složeni nosači sa kontinualnim šavovima, obra- 
đeni sučeoni šavovi, C sučeoni neobrađeni šavovi, ugaoni šavovi poprečnih 
ukrućenja, kratki priključci (< 50 mm), krajevi podužnih šavova (sa r > 150 mm), 
spojeva (uslovi), E nastavci sa podvezicom, krajevi lamela nosača, krajevi 
podužnih ukrućenja, preklopni spojevi, krajevi podužnih sučeonih spojeva (bez 
obrade) 
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Na njoj je prikazana kategorizacija pojedinih konstrukcijskih 
detalja prema karakterističnim parametrima: dužini priključka 
(a), obradi detalja ukrštanja šavova (b), kraju dodatne lamele 
nosača (c), detalju veze poprečnog ukrućenja nosača i pojasne 
zategnute lamele (d), te različitim spojevima koji se u kon- 
strukcijama često javljaju (€). 

Dosad važeći jugoslovenski Tehnički uslovi delili su te de- 
talje u šest kategorija, ali prema drugim kriterijumima. 

Dimenzionisanje čeličnih konstrukcija vrši se na osnovu ot- 
pornosti materijala, a prema koncepciji konstrukcije i veštini 
projektanta. Uvođenjem zavarivanja, kao sredstva spajanja, obli- 
kovanje je znatno olakšano, jer nema posrednika, kao što je 
bio ugaonik, za vezu delova pod uglom u tehnici spajanja 
zakivcima i jer je primena cevnih konstrukcija postala redovna 
pojava. Kombinacije veza su olakšane i postale su bogatije. 

Na ponašanje konstrukcija u eksploataciji utiče: a) osnovni 
materijal sa svojim karakteristikama, b) radna temperatura (za 
građevinske čelične konstrukcije to su najčešće temperature niže 
od 0“C, a nekada i temperature i do 350"C), c) koncepcija 
konstrukcije, što uključuje razinu radnih napona, debljinu ele- 
menata i krutost konstrukcije, d) prisutnost visokih zaostalih 
napona zbog primene zavarivanja, €) način naprezanja kon- 
strukcije u eksploataciji i f) posledice hladne obrade za vreme 
izrade konstrukcije. 

Delovanjem neizbežnih zareza konstrukcija je u eksploataciji 
puna koncentratora naprezanja koji nastaju na mestima diskon- 
tinuiteta, promene preseka, grešaka pri zavarivanju i sl. 

Faktor koncentracije napona je pokazatelj odnosa stvarnoga 
lokalnog napona i srednjega računskog napona u ispitivanom 
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SI. 64a. Nove tendencije spajanja zavarivanjem. Prikazano je pet grupa primera. 


Promenom nekih parametara spoja menja se njegova kategorija (obeležena ve- 
likim slovima B do E). Oznake kategorija odgovaraju onima na sl. 64 
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metriju epruvete Charpy-V, prikazuje sl. 65. Treba napomenuti 
da u konstrukciji postoji mnogo različitih koncentratora na- 
pona, od, npr., pogrešne mehaničke priprema za zavarivanje ili 
gasno rezanje ivica, pa do koncentratora na vrhu prirodne 
prsline. Krti lomovi čeličnih konstrukcija koji su se pojavljivali 
pred drugi svetski rat i tokom njega (1937-.-1945) bili su upo- 
zorenje da naponsko stanje i tehnološka sposobnost materijala 
nisu u povoljnom odnosu. Krti lom se pojavljuje ako su ispu- 
njena četiri sledeća uslova: materijal nema dovoljnu žilavost 
(sklonost materijala prema krtom lomu), visoki sopstveni naponi 
(reda veličine g,), koji sprečavaju plastične deformacije, odre- 
đena temperatura okoline, postojanje greške koja će delovati na 
koncentraciju napona i prouzrokovati otpočinjanje loma. 


Charpy-V 


Charpy-U dk 


+= 


4mm 


SI. 65. Faktor koncentracije napona k za geometriju epruvete Charpy-V (sl. 5a). 

P. Q, R veličine glavnih napona u označenim pravcima u osovini epruvete 

(ravno stanje deformacije); P', Q' veličine glavnih napona na površini epruvete 
(ravno stanje napona) 


Znanje i sposobnost konstruktora sastoji se i u tome da 
pri dimenzionisanju i oblikovanju konstrukcije i njenih eleme- 
nata izbegne nagomilavanje nepovoljnih, a osigurava što više 
povoljnih parametara. Tu tendenciju treba provesti i u fazi iz- 
rade konstrukcije, ali tada izborom tehnoloških parametara. Ta 
faza može biti kritična u pogledu sigurnosti konstrukcije. 

Žilavost materijala jedan je od amortizera maltretiranja ma- 
terijala. Pod klasičnim pokazateljima žilavosti podrazumevaju 
se: izduženje aksijalno napregnutog štapa i udarna žilavost. 
Udarna žilavost je potrebni rad da se određena epruveta (sada 
međunarodno propisana Charpy-V i u našem JUS C.B0.500) 
slomi udarom. Tek je krajem pedesetih godina uspelo da se 
odredi materijalna karakteristika, pokazatelj žilavosti materijala. 
To je tzv. žilavost loma ili pokazatelj intenziteta naprezanja, 
veličina Kr, (u linearnoj mehanici loma za ultrajake čelike u 
kojih je odnos 6,/9, = 0,95). Veličina K,, = aV/ra, znači, za- 
visi od nominalnih napona g, stanja deformacije i veličine 
prsline a koja pre loma mora dostići kritičnu veličinu a.,. 

Postoje teškoće za određivanje te veličine za konstrukcijske 
niskougljenične materijale koji imaju prag plastičnosti g,. Ši- 
renju prsline protivi se plastificirana zona pri vrhu prsline (sl. 66). 
Da bi se ostvarilo krto ponašanje materijala pri ravnom stanju 
deformacije, što je uslov za širenje prsline, potrebna je prete- 
rano velika debljina epruvete koje postojeće mašine za kidanje 
ne mogu da savladaju, ili je pak takvo ispitivanje preskupo. 

Za primenu tih saznanja na konstrukcijske čelike, pa, dakle, 
i za korišćenje tim saznanjima, modifikovani su pomoćni i in- 
direktni postupci. Takvi su: postupak COD (Crack Opening 
Displacement), tj. merenje širenja otvora prsline & (sl. 66) pri 
zatezanju određene epruvete ili pomoću Riceova J(Jot)-integrala, 
koji je nezavisan od puta f. U prvom slučaju, na osnovu 


(K 
š = f(K,) uspostavlja se numerička veza š = poi £, i odatle 
04 / 
se određuje K,, odnosno ag; u drugom slučaju, Jr = 


Kye : 
=(1—y?) Bo pa odatle opet K,y, odnosno ag. Osim toga, 


razrađeni su postupci uvođenjem pomoćnih funkcija Q i elasto- 
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SI. 66. Shematski prikaz stanja oko 
vrha prsline za konstrukcijske čelike 
(kada nije u važnosti postupak za 
direktno određivanje Kic, prema li- 
nearnoj mehanici loma). Pomoćni 
postupci za određivanje veličine ac,: 
Š širenje otvora prsline za r, u 
oblasti plastifikacije ispred prsline. 
Ky je vrednost Kr pri 6 =), Jr 
je vrednost energije deformacije pre- 
ma Riceovom Jot-integralu po putu 
T (od kojeg je, zapravo, nezavisan) 


plastični postupci pomoću nomograma za određivanje vred- 
nosti 4, Grubo procenjeno, dopuštena veličina prsline iznosi 


Qprađ. elem. S a Tako se omogućuje da se skrati put do prak- 
tične upotrebe naučnih dostignuća dok su ona još u razvoju. 

Zbog izbora adekvatnih materijala za velike (debele), krute 
i znatno napregnute zavarene konstrukcije, kao što su nuklearni 
reaktori, off-shore platforme i sl, u poslednje vreme smanjene 
su pojave oštećenja i rušenja takvih konstrukcija. 

Stabilitet. Na sigurnost konstrukcija osim jačine delova (pro- 
blemi napona kad su elementi zategnuti) presudan uticaj ima 
stabilitet (za pritisnute elemente). Zbog početnih nesavršenosti, 
pritisnuti štap od valjanih i/ili zavarenih preseka ne zadovoljava 
uslove elastične stabilnosti već neposredno nakon montaže. Da- 
nas je zbog toga napuštena pretpostavka o idealnom štapu te se 
problemu prilazi sa drugoga, realnijeg stanovišta. Nakupljena 
iskustva i izučavanja, naročito u okviru Evropske konvencije 
čeličnih konstrukcija (CECM), koja su obuhvatila kako eksperi- 
mentalna istraživanja, sa statističkom obradom rezultata, tako i 
teorijske analize, osvetlila su ponašanje realnog pritisnutog štapa. 
Pri tom se polazi od svojstava materijala, početnih geometrij- 
skih nesavršenosti štapova od valjanih i složenih (zavarenih) 
preseka, uticaja sopstvenih napona (od valjanja i zavarivanja) 


SI. 67. Krive za proračun pritisnutih 
štapastih profila sa zaostalim napo- 
nima i različitim početnim nesavrše- 
nostima — prema koncepciji o limit- 
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i materijalne nehomogenosti, što sve određuje početne uslove. 
Tokom opterećenja pritisnutog elementa posmatrane su defor- 
macije, savijanje, izvijanje, delimično plastificiranje, pa sve do 
stanja nemogućnosti održavanja ravnoteže između unutarnjih 
i spoljnih sila, kada štap iz stabilnih prelazi u nestabilne uslove, 
u stanje izvijanja savijanjem. Da bi se računski pratilo pona- 
šanje nelinearne ose štapa, potrebno je u teorijskom razma- 
tranju uzeti u obzir uticaj deformacije, tj. primeniti analizu 
drugog reda (elastoplastična analiza). Na bazi teorijskih 1 ekspe- 
rimentalnih rezultata koji su statistički obrađeni, dobija se polje 
rasipanja i donja granica koja znači određenu verovatnoću da 
se izvijanje neće pojaviti. Na toj novoj osnovi, ustanovljene su 
tri krive izvijanja a, b, c (sl. 67) za različite preseke štapova 
i različitu tehnologiju izrade. Tako su grupisani različiti preseci 
sa jednakom nosivošću prema geometrijskom obliku i uticaju 
zaostalih napona. Grafikon daje kritične napone izvijanja za 
određene vitkosti. Da bi se dobio opšti prikaz, na ordinati i 
apscisi su bezdimenzijske veličine. Na ordinati je 


BB N _A%_4% 
Me ode or (3) 
a na apscisi 
= A 
i=—>, (4) 
[E 
SKE 
g 


gde je N = Aa, sila koja deluje na štap, A površina preseka 
štapa, dy kritično naprezanje izvijanja, A vitkost štapa za osu 
s minimalnom inercijom, a, granica velikih izduženja materijala, 
a E modul elastičnosti. Izraz u imenitelju obrasca (4) ozna- 
čava se sa A,. 

Za konkretno računanje takve su veličine nepogodne. Zbog 
toga se veličine N i Z zamenjuju veličinama ox =g,N i 
A=14A (sl. 68). 


g, (N/mm?)za ČN 36 
Ka (N/mm?)za ČN 24 


A=a/a 


200 k=l/i 


SI. 68. Krive za proračun pritisnutih štapova prikazanih u sl. 67 pripremljene 

za praktičan rad. Umesto bezdimenzijskih vrednosti na ordinati i apscisi upi- 

sane su vrednosti za ok, odnosno 4x za dve vrste čelika: Fe 360 (ČN 24) i 
Fe 510 (ČN 36) debljine r < 20 mm 


Za praktičan rad vrednosti ox su tabulisane za A od 0--:250 
za tri vrste čelika: ČN 24, ČN 28 i ČN 36, i to za tri područja 
debljina: t < 20mm, 20<t< 30mm i 30 <t < 40mm, zbog 
različitih vrednosti granica velikih izduženja prema debljini ma- 
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terijala. Ove su vrednosti tabulisane, tako da se sl. 68 pri 
projektovanju ne koristi, već ima samo ilustrativan karakter. 
Granica velikih izduženja, koja dolazi u obzir za dimenzioni- 
sanje, definisana je ili kao donja granica iz statističke obrade 
(tj. kao srednja vrednost ispitivanja, umanjena za dve stan- 
dardne devijacije), ili kao najniža vrednost iz podataka tehničkih 
uslova za te materijale (tzv. karakteristična vrednost). U sl. 68 
unete su još dve krive: ag i d, koje ograničavaju rezultate 
izvijanja štapova (srednja vrednost umanjena za dva standardna 
odstupanja); prva kriva vredi za najpovoljnije slučajeve (bez 
zaostalih napona) i druga kriva za najnepovoljnije slučajeve 
(debeli elementi, gasno izrezane trake iz limova, nepovoljan 
raspored zaostalih napona u najudaljenijim vlaknima). 
Sandučasti nosači (obično nosači na mostovima). Problem 
dimenzionisanja takvih čeličnih konstrukcija još nije potpuno 
rešen. Pločasti delovi sanduka i podužna rebra treba da se do 
krajnjih mogućnosti suprotstave opterećenjima, što znači da se 
ne bi smela pojavljivati lokalna izbočavanja delova ploče, po- 
vremena otkazivanja nosivosti podužnih rebara i sl., jer se to 
odražava na efektivnu širinu aktivne ploče izložene pritisku (sl. 


SI. 69. Smanjenje nosivosti pritisnutog 

dela sandučastih nosača ukrućenog 

rebrima zbog smanjenja efektivne ši- 
rine aktivne ploče 


69). Iz toga proizilazi da je linearna teorija izbočavanja rdav 
model za procenu granične nosivosti ploča i pločastih kon- 
strukcija. E pored poznatih slabosti, linearna se teorija prime- 
njuje u praksi uz izvesne tolerancije. Međutim, u nesigurnosti 
takvih pretpostavki treba tražiti uzroke rušenja četiriju velikih 
mostova za vreme montaže (sl. 2). Nastojanja da se primena 
linearne teorije omogući izvesnim palijativnim merama (pove- 
ćanjem ukrućenja i drugim korekcijskim faktorima) nisu uspela 
i nema izgleda da uspeju. Drugi put kojim se kreće jeste pro- 
račun na osnovu početnih nesavršenosti i velikih deformacija, 
prema nelinearnoj teoriji elastičnosti. Eksperimentalni rad koji 
prati ta nastojanja (više od 700 opita do 1978. godine) još je 
u punom razmahu. 

Ponašanje vertikalnih zidova I-nosača ili sanduka ispitivano 
je prema koncepciji graničnih stanja. Do sada ni ovde još nema 
prihvatljivih i opšterazumljivih rešenja, a dosadašnji rezultati 
mogu da posluže samo kao orijentacija u praksi projektovanja. 


Tipizacija. Sve je veća težnja da se tipiziraju građevine ili 
pojedini delovi konstrukcija koji se češće ponavljaju. Tako se 


Presek /-1 


£Eh 


za 


D=4m 


Sl. 70. Tipizirani televizijski tornjevi (SSSR) sa krstovima koji ukrućuju an- 
kernu užad 
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tipiziraju propusti (manji mostovi) na železničkim prugama, 
kolne mostovske konstrukcije preko auto-puteva, delovi velikih 
mostova, krovni vezači i kranske staze industrijskih hala, među- 
spratne tavanice stambenih i poslovnih zgrada, rezervoari, pa i 
antenski stubovi (sl. 70) i dr. 

To omogućuje standardni proračun, izradu sa ustaljenom 
tehnologijom, standardnim strojevima i specijalizovanu kontrolu 
kvaliteta. 


IZRADA I MONTAŽA 


Cilj je dobrog postupka izrade konstrukcije gradnja što si- 
gurnije konstrukcije uz najmanju cenu koštanja. Kako je obično 
cena izrade merodavna za ostvarenje konstrukcije, to način iz- 
rade može imati presudan značaj. Staro pravilo da pri izradi 
čeličnih konstrukcija treba ostvariti što manju upotrebu mate- 
rijala danas je zamenjeno zahtevom o minimumu radne snage. 
Taj se proces može lepo demonstrirati na primeru savremene 
mostogradnje. Prvi je korak učinjen uvođenjem zavarivanja kao 
spojnog sredstva (umesto dotadanjeg zakivanja) i upotrebom za- 
varljivoga visokovrednog konstrukcijskog čelika. Drugi korak 
na tom putu bilo je uvođenje lake kolovozne ploče (omogućene 
primenom zavarivanja) kao sastavnog dela glavnog nosivog si- 
stema u kontinuumu, za razliku od dotada primenjivanih šta- 
pastih i elemenata sistema koji pojedinačno deluju. Evolucija 
oblikovanja ortotropne ploče prikazana je na sl. 71, a njezina 
izrada na sl. 72. Razvoj primene prikazuje sl. 73. Taj se razvoj 
ogleda i u pretfabrikaciji što većih delova u radionici, gde su 
uslovi najpovoljniji, i što većem skraćenju rada za sklapanje 
na radilištu (sl. 74). Ispunjenje drugog zahteva omogućeno je 


0,3 kom. poprečnog nosača na 
dužni metar ploče 

0,6 kom. ukrštanja na jedinicu po- 
dužnog rebra i duž. metar ploče 


Ortotropna ploča sa otvorenim 
profilom podužnih rebara 
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0,25 kom. poprečnog nosača na 
dužni metar ploče 

0,25 kom. ukrštanja na jedinicu po- 
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Ortotropna ploča sa složenim 
profilom podužnih rebara 
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SI. 72. Dve sheme izrade ortotropne ploče sa šupljim zatvorenim rebrima 
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Sl. 73. Razvoj kolnih mostova sa lakim kolovoznim pločama i različitim ti- 
povima podužnih rebara. Rezultat analize 126 kolnih mostova 


Gredni nosač, 1962. 
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Sl. 74. Razvoj pretfabrikovanja elemenata kolnih mostova u toku jedne dece- 
nije. Tendencija je ka sve većim jedinicama 


Sl. 75. Montaža velikih delova konstrukcije moćnim dizalicama 


Sl. 76. Slobodna montaža koja ne traži pobijanje ma kakvih potpornih stu- 


bova za oslanjanje konstrukcije za vreme montaže u glavnom otvoru 
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Sl. 77. Nosač za ukrućenje visećeg mosta sastavljen je od 181 jednakog dela (mere u mm). Oblik poprečnog preseka je 
aerodinamičan 


i primenom visokovrednih vijaka za spajanje tokom montaže. 
Treći korak je ostvaren napretkom opreme sa ogromnom moći 
nošenja (sl. 75) i uvođenjem konstrukcijskog sistema sa nosačem 
sa kosim zategama (sl. 76) koji ovim uslovima veoma odgovara. 
Međutim napredak je opšti i ogleda se i u ostalim sistemima. 

Dosta davno napušten je princip da se građevina sastavi na 
skeli u beznaponskom stanju, pa da se tako spojena i završena 
prepusti svojem teretu (otpuštanjem skele). Danas se za gradnju 
velikih mostova kontinualna skela ne može ni finansijski oprav- 
dati, pa se zbog toga rešenja traže u montaži slobodnom grad- 
njom (sl. 76). I najzad, današnju fazu odlikuje i četvrti korak, 
primena što više istih pretfabrikovanih elemenata radi industri- 
jalizacije izrade i montaže. Primer je viseći most preko Bosfora 
(sl. 77). 

Rezultat takva napretka vidi se na sl. 78; na kojoj je pri- 
kazana težina čelika po traci i metru otvora. Sl. 79 prikazuje 
evoluciju poprečnog preseka grede za ukrućenje posle rušenja 
mosta Takoma (1940). 
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Sl. 78. Mase čelika nekoliko poznatih visećih mostova. Slika prikazuje mase 
čelika ugrađenih u tri generacije visećih mostova (tabl. 6). Prva generacija: 
George Washington i Golden Gate: druga: Forth, Mackinack i Verrazano: 
treća: Severn, Bosfor i Humber. Očigledno je smanjenje mase novijih _mo- 
stova (mostova treće generacije), i to bez obzira na povećanje glavnih otvora. 
Mase su izračunate u tonama po saobraćajnoj traci i metru dužine mosta 


Na osnovu proučavanja brojnih savremenih mostova može 
se odrediti srednja struktura troškova u radionici i na montaži 
(na gradilištu) za uslove u tehnički razvijenim zemljama: 


Radionica Montaža 
Obeležavanje 3,3% Pomoćne 
Mašinska obrada 7,1% konstrukcije 8,0% 
Sklapanje 24,8% Montaža mosta 31,0% 
Zavarivanje 148% Uprava, ostalo 6,0% 
Predmontaža 44% 
Ukupno 55,0% Ukupno 45,0% 


Izrada savremenih čeličnih konstrukcija ne može se zamisliti 
bez zavarivanja. Zbog toga treba dobro poznavati uticaj toplote 
zavarivanja na osnovni materijal u metalurškom smislu (zavar- 
ljivost materijala), te deformacije i napone usled zavarivanja, o 
čemu je već bilo reči. Treba još posebno podvući važnost plana 


zavarivanja, tj. redosleda zavarivanja dela ili cele konstrukcije 
sa ciljem da se deformacije usled zavarivanja snize na minimum. 

Osim tih tehnoloških pitanja izrade i montaže konstrukcija, 
od značaja je pitanje nosivosti i stabiliteta pojedinih elemenata 
konstrukcije za vreme montaže, jer je za vreme montaže mo- 
guće da neki elementi konstrukcije budu naprezani u obratnom 
smislu od onoga u gotovoj konstrukciji. Zbog takvih pojava 
bilo je već nekoliko rušenja konstrukcija sa ljudskim žrtvama 
i velikom materijalnom štetom. 

To je stanje kod izrade i montaže, na pragu građenja 
raspona od 1500 m i planiranja izrade mosta sa rasponom od 
3000 m (preko Messinskog moreuza na Siciliji), koji je još u 
projektu. U slučaju ovih mostova, pored navedenih problema, 
mora se posebno rešavati, kao novi problem, pitanje transporta 
i materijala na gradilištu, jer se na tim dužinama prelaze sve 
mere dosad prihvatljivih ekonomskih kriterijuma. 
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Sl. 79. Savremeni aerodinamički profili nosača za ukrućenje visećih mostova 


Kontrola kvaliteta. Sve faze kroz koje prolazi konstrukcija 
od zamisli do ostvarenja, što znači od koncepcije, proračuna 
nosivosti, izrade u radionici, montaže na gradilištu, pa do ispi- 
tivanja završene konstrukcije pre eksploatacije, utiču na kvalitet 
finalnog produkta. Nijedna od tih faza ne može da nadoknadi 
svojim kvalitetom slab kvalitet neke druge u tom lancu. Prema 
tome, svaka faza mora biti kvalitetna da konstrukcija ne bi 
imala nepopravljive slabosti. 

Drugi je važan činilac kontrola kvaliteta, koja mora biti 
shvaćena kao karika proizvodnje, a ne kao kočnica proizvodnje 
(kako se to nekad shvata). Kontrola kvaliteta služi s jedne 
strane da se utvrdi ispunjenje ugovornih obaveza izvođača u 
smislu pažljivosti izrade, npr. zavarenih spojeva, a s druge strane 
da se otkrivene greške otklone da bi se obezbedila sigurnost 
konstrukcije. 

Sistematika osiguranja kvaliteta dosad nije racionalno rešena 
ni nacionalnom ni međunarodnom (ISO) tehničkom regulati- 
vom. Za to postoje i razlozi, jer još nema tehničkih moguć- 
nosti za naučnu odredbu značaja greške, već ona počiva na 
empiriji. U tehničkim propisima navodi se šta se sme, šta se 
ne sme, šta se može i šta se ne može. Zbog takve situacije 
preduzimaju se preventivne mere da se broj, veličina i značaj 
grešaka smanji: U takvu stanju najbolji bi bili takvi propisi 
koji bi imali koherentni sistem kontrole što bi obuhvatio a) 
klasifikaciju konstrukcija, odnosno delova konstrukcija, s obzi- 
rom na opasnost za ljudske živote i moguće ekonomske štete 
pri rušenju, b) klasifikaciju šavova koji se na konstrukciji izvode, 
c) klasifikaciju postupaka zavarivanja, d) klasifikaciju zavarivača 
i e) klasifikaciju preduzeća koja izrađuju konstrukcije. Osim 
toga, treba kontrolisati izradu pre, za vreme i posle zavarivanja, 
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i to vizuelnom kontrolom, metodama bez razaranja, a po po- 
trebi i metodama sa razaranjem. Za sve klasifikacije i kontrole 
treba da budu utvrđeni zahtevi, uslovi izrade i dokaz postignu- 
tog kvaliteta. U takvu unificiranom sistemu, koji zasad ostaje 
empirijski, bilo bi potrebno definisati traženu sigurnost (koja 
je za sada još uvek neodređena). Taj se sistem izgrađuje, a 
biće zamenjen naučnim sistemom kada tehnika ispitivanja bez 
razaranja bude mogla da odredi veličinu kritične greške, kad 
mehanika čvrstog tela bude mogla da odredi obim i veličinu 
zaostalih napona i koeficijente koncentracije napona, i kad me- 
hanika loma konstrukcijskih materijala bude mogla da odredi 
kritičnu veličinu greške u materijalima. 

Današnje mogućnosti za otkrivanje spoljašnjih i unutrašnjih 
grešaka materijala i zavarenih spojeva sastoje se od sledećih 
ispitivanja: radiografsko ispitivanje, ultrazvučno ispitivanje, mag- 
netsko ispitivanje i penetrantska metoda ispitivanja (v. Ispiti- 
vanje građevnih materijala i konstrukcija, TE 6, str. 551). 

Kontrola kvaliteta u Jugoslaviji provodi se na osnovu JUS 
propisa (za materijal) i tehničkih propisa za nosive čelične kon- 
strukcije. Većina se tih propisa prerađuje radi inovacije. 


OSTVARENE METALNE KONSTRUKCIJE 


Pregled ostvarenih metalnih konstrukcija ilustruje domet 
građevinarstva upotrebom metalnih konstrukcija. 

Mostovi su najimpresivniji oblik metalnih konstrukcija. Ta 
vrsta konstrukcija svojim rasponima i visinom ima značajni 
uticaj na okolinu. Ima impozantnih mostova koji su konstruk- 
tivno i računski ispravni, ali oblikovno ružni. S estetskog sta- 
novišta danas je opšte prihvaćeno da treba da je linija kolo- 
voza naglašena i da nije presecana konstrukcijom. Prema tome 
stanovištu, lepši su mostovi sa kolovozom na gornjem pojasu 
od onih sa konstrukcijom iznad kolovoza. Izuzetak su viseći 
mostovi, jer lančanica nije jako naglašena, a sama linija lanča- 
nice izaziva utisak harmonije u očima posmatrača (sl. 80). Mi- 
šljenja se ne slažu u pogledu estetskog izgleda mostova sa kosim 
zategama (v. slikovni prilog), iako su se razvili iz visećih mo- 
stova. S estetskog stanovišta zamera se rešetkastim mostovima 
zbog šume unakrsno ispresecanih štapova. Smatra se da su puni 
mostovi lepši od rešetkastih, a među rešetkastim prednost imaju 
oni koji imaju štapove između pojasova sastavljene od sistema 
rombova i pravougaonika, koji stvaraju utisak površina. Prema 
današnjem shvatanju rešetkaste konstrukcije sa paralelnim poja- 
sovima lepše su od onih sa krivolinijskim pojasovima. 

Najdulji raspon koji je do sada premošten iznosio je 1298 m. 
To je most na jugu Brooklinskog poluostrva u New Yorku, 
koji je nazvan prema florentinskom moreplovcu koji je otkrio tu 
luku, most Verrazano (sl. 80). Taj primat u pogledu raspona 
prešao je 1980. godine na most Humber River (raspon 1410 m), 
koji je završen u Velikoj Britaniji. 

U slikovnom prilogu vide se tri generacije mostova preko 
Rajne u Kolnu. Najdalji na slici je železnički most, izgrađen 
pre prvoga svetskog rata, sa čeličnom konstrukcijom iznad ko- 
lovoza. Most je srušen za vreme drugoga svetskog rata, a re- 
konstruisan prema istoj silueti. Drugi most, u sredini, pripada 
prvoj generaciji površinskih mostova, sa ortotropnom pločom 
i konstrukcijom ispod kolovoza. Most najbliži na slici pred- 
stavlja sadašnju fazu razvoja gradnje mostova sa kosom užadi 
i jednim nesimetrično postavljenim stubom. 

Most preko Bosfora (v. slikovni prilog) jest most iz poslednje 
generacije evropskih visećih mostova kojima je dostignut i pre- 
vaziđen američki primat u građenju mostova najvećih raspona 
(Forth, Severn, Bosfor, Hull). Taj most sa srednjim rasponom 
od 1074 m, sa stubovima visokim 165m i širinom od ograde do 
ograde 33,4 m — nije najveći, ali je sa najsavršenijom tehnikom 
u razvoju (v. i sl. 77). Pregled najvećih mostova prema tipo- 
vima dat je u tabl. 6. 

Prvi zavareni most u Jugoslaviji, preko rečice Grze kod Pa- 
raćina (sl. 81), sagrađen je 1932. godine (raspon 24 m). Izgled 
odgovara tehnici zakovanih veza. 

Na sl. 82 i 83 dva su značajna dostignuća starije mosto- 
gradnje (period 1938—-1939) u Jugoslaviji. Prvo je kolni most 
preko Save u Zagrebu sa rasponima 54,6 + 2 x 55,0 +54,6 m. To 
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SI. 81. Prvi zavareni most u Jugoslaviji (1932), puni gredni nosač 
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SI. 82. Kolni most preko Save u Zagrebu 


je punozidna spregnuta konstrukcija od čelika sa armiranobe- 
tonskom pločom. Karakteristika je toga mosta upotreba po- 
jasnih lamela, debljine 95mm, od teško zavarljivog čelika, o 
čemu je već bilo reči. Železnički dvokolosečni most, takođe 
preko Save u Zagrebu, drugo je značajno dostignuće iz tog 
perioda. Rasponi iznose 57,5+135,5+58,0m i 550m, a kon- 
struisan je kao kontinualni nosač preko tri polja sa srednjim 
rasponom u obliku nosača ojačanog lukom. Oba poduhvata 
bila su u to doba novatorstvo, jer još nije bilo propisa za 
proračun spregnutih konstrukcija i jer je još bio dalek put do 
zavarivanja limova debelih 100 mm. 
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Tablica 6 
PREGLED NAJVEĆIH MOSTOVA NA SVETU 
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Gradnja železničkih pruga i cesta tražila je i gradnju mo- 
stova različitih konstruktivnih rešenja. Sl. 84 prikazuje primenu 
okvirne konstrukcije za prelaz železničke pruge Sarajevo—Ploče 
preko Neretve (raspon 100m), a na sl. 85 vidi se uspelo 
konstruktivno rešenje lučnog mosta preko moreuza Morinje na 
Jadranskoj magistrali (raspon 134m, strelica 18,4 m). 

Rekonstruisani drumsko-železnički most preko Dunava, tzv. 
Pančevački most u Beogradu (sl. 86) kontinualni je rešetkasti 
most sa rasponom 5x 162m. Prilikom rekonstrukcije kolovoz 
između dva nosača rezervisan je za dvokolosečni železnički 


Red. : S Glavni | Godina 
broj VAZU Lokacija rasponi |izgradnje 
PUNI GREDNI KONTINUALNI NOSAČI 
1 Guanabara Niteroi, Brazil 310 1973. 
2 | Sava I Beograd 261 1956! 
3 | Zoo Kščln, SR Njemačka 259 1966. 
4 | Sava II Beograd 250 1970. 
5 | Luka Auckland Auckland, Novi Zeeland 244 1969. 
6 | Charlotte Luksemburg 234 1966. 
7 | San Mateo San Mateo, Kalifornija 229 1967. 
8 Dunav Beč, Austrija 210 1970. 
REŠETKASTI KONTINUALNI NOSAČI 
1 Astoria Oregon, SAD 375 1966. 
2 | Tenmon Kumamoto, Japan 300 1966. 
3 | Dubuquc lowa, SAD 257 1943. 
4 | Braqua Memorial | Massachusetts, SAD 256 1966. 
T | Dunav Beograd— Pančevo 5x 161 1961. 
8 | Mala Rijeka Titograd vii 1972. 
REŠETKASTI NOSAČI SISTEMA GREDA 
SA PREPUSTOM 
1 Quebec Quebec, Kanada 549 1917. 
2 | Firth of Forth Quinsbery, Vel. Britanija 521 1889. 
3 | New Orleans SAD 480 1958. 
4 | Howrah Kalkuta, Indija 457 1942. 
5 | Transbay San Francisko, SAD 427 1936. 
6 | Boton Rouge SAD 376 1968. 
GREDNI NOSAČI SA KOSIM ZATEGAMA 
1 / Dunav Novi Sad 351 u gradnji 
2 | Rajna Duisburg, SR Njemačka 350 1970. 
3 | West Gate Melbourne, Australija 336 1971. 
4 | Brazzo Largo, 
Parana? Zarate, Argentina 330 1976. 
5 | Koleno Rajne Dusseldorf, SR Njemačka 320 1969. 
6 | Erskin Klid Vel. Britanija 305 1970. 
7 | Dunav Bratislava, ČSSR 303 1972. 
8 | Rajna-Severin Koln, SR Njemačka 302 1959. 
9 | Dnjepar Kijev, SSSR 300 1976. 
10 | Rajna Lewercusen, SR Njemačka 280 1965. 
Il | Rajna Bonn, SR Njemačka 280 1967. 
12 | Rajna Diisseldorf, SR Njemačka 260 1958. 
13 | Sava? Beograd 254 1980. 


saobraćaj, a po dve trake za kolni saobraćaj sa pešačkom 
stazom prenete su na bočne konzole. 


SI. 84. Železnički most preko Neretve, 


ramski sistem velikog raspona (100 m) 


'Proširen 1978. od 18,4 na 30,05 m. 


žKolni + jedan kolosek 
ŽDvokolosečni železnički. 


železnički. 


Red. E, m Glavni Godina 
broj Naziv Lokacija rasponi izgradnje 
REŠETKASTI LUČNI MOSTOVI 
l New River 
George W. Virginia, SAD 519 1963. 
2 | Bayone New Jersey, SAD 503,6 1931. 
3 Luka Sydney Sydney, Australija 502.9 1932. 
4 | Fremont Portland, SAD 382,6 1971. 
5 Port Mann Vancouver. Kanada 365,8 1964. 
6 | Ždjakov Akumulacija Ždjakov, 
ČSSR 330 1967. 
7 | Birchenough Fort Victoria, Rode- 
zija 329 1935. 
VISEĆI MOSTOVI 
I | Humber River Hull, Vel. Britanija 280 + 1410 +425 1980. 
2 | Verrazano Nar- 
rows New York, SAD 370 + 1298 + 370 1964. 
3 | Golden Gate San Francisko, SAD 343 + 1280 + 343 1937. 
4 | Mackinac Straits | SAD 549 + 1158 + 549 1973. 
5 | Bosfor Istambul, Turska 231 +1074+225 1973. 
6 | George Wa- 
shington New York, SAD 198 + 1067 + 186 1931. 
7 | Rio Tajo Lisabon, Portugal 483 + 1013 + 483 1966. 
8 | Forth Road Queensferry, Vel. Bri- 
tanija 408 + 1006 + 408 1964. 
9 | Severn Beachley, Vel. Bri- 
tanija 305 +988 + 305 1966. 
10 | Takoma Nar- 
rows Puget Sound. SAD 335 +853 +335 1940“ 
11 + Tancarville Tancarville, Fran- 
cuska 176+610+176 1959. 
12 | Emmerich Emmerich, SR Nje- 
mačka 152 + 500 + 152 1965. 
13 | Bordeaux Bordeaux, Francuska 150 + 384 + 150 1967. 
14 | Rajna K6ln, SR Njemačka 95+378 +95 1941 
15 | Wakato Wakamatsu, Japan 156 +367 + 156 1962. 
16 | Tamar Piymouth. Vel. Bri- 
tanija 114+335+114 1961. 
17 | Koln-Muliheim | Kolin, SR Njemačka 91 +315+91 1929* 
a L x da Po Bi 


“Izgrađen 1950. posle sloma 1940. 
*Obnovljen 1955. posle rušenja 1945, 


“Obnovljen 1951. posle rušenja 1945. 


SI. 85. Cestovni most preko Morinjskog kanala na Jadranskoj magistrali 
(raspon 134 m) 
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SI. 86. Rekonstruisani drumsko-železnički most 


Kolni most preko Save u Beogradu između Brankove ulice 
i Novog Beograda u svojoj prvoj varijanti (1956) sagrađen je 
prema principima prve nove generacije savremenih evropskih 
mostova, i svojim srednjim rasponom predstavljao je u to vreme 
najveći raspon u svetu u klasi kontinualnih punih mostova. 
Širina je iznosila 12+2 x 3m. Sedamdesetih godina saobraćaj 
na mostu predstavljao je usko grlo, te je most proširen (1978), 
tako da ukupna širina mosta sada iznosi 30,05 m (sl. 87). 


SI. 87. Izgled u niveleti proširenog mosta preko Save u Beogradu (1978). Širina 
kolovoza posle rekonstrukcije iznosi 30,05 m 
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preko Dunava, tzv. Pančevački most u Beogradu 


U poslednjih desetak godina sagrađeno je ili se gradi više 
mostova preko Dunava i Save. Neki od njih vide se na sl. 88. 
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SI. 88. Novi mostovi preko Save i Dunava u Jugoslaviji 
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SI.'89. Svetski trgovinski centar u New Yorku 


Poslovne i stambene zgrade. Visoke građevine u gradovima 
podležu opštim tendencijama moderne arhitekture. Primeri za 
to su Svetski trgovinski centar (WTC) u New Yorku (sl. 89), 
Tour Maine-Montparnasse u Parizu i Centar za radio-difuziju 
u Parizu (v. slikovni prilog). Svetski trgovinski centar sastoji 
se od dve visoke građevine bliznake od po 110 spratova, visoke 
412m. To je pravi grad u gradu, površine nešto manje od 
820000 m?, sa 200 dizala. U njemu radi oko 130000 službenika. 
Tour Maine-Montparnasse najviša je zgrada u Parizu, ima 52 
sprata, a visoka je 212m. Za njezinu gradnju bilo je potrebno 


Sl. 90. Zaštitni oblog nuklearne elektrane Bugey u Francuskoj (u gradnji) 


TE VIII, 27 
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120 Mt čelika i 39000 m? stakla. Temelji dosežu do 70 m ispod 
razine ulice, a liftovi stignu na vrh vidikovca za 40 sekunda. 
Spoljna fasada Centra za radio-difuziju obložena je aluminijum- 
skim limom. 

U gradnji građevina u gradovima ima izvesnih tendencija 
konstruktivizma, kojima se žele naglasiti konstrukcijski elementi 
građevine koji mogu biti smešteni i u unutrašnjosti zgrade. 
Primer je takvih tendencija palata kulturnog centra Beaubourgh 
u Parizu (v. slikovni prilog), koja zadivljuje posetioca svojom 
unutrašnjom funkcionalnošću, ali se pojavljuju podeljena mišlje- 
nja u pogledu spoljnjeg izgleda. To predstavlja primer prelaza 
ka industrijskim halama kojima je osnovna svrha da obezbede 
sprovođenje tehnoloških procesa i radnih uslova. 

Industrijska postrojenja. Metalne konstrukcije potrebne u in- 
dustriji predstavljaju često vrhunske domete teške industrije. 
Takva je konstrukcija, npr., sigurnosni plašt oko reaktora u 
nuklearnoj elektrani (sl. 90), hiperboloidni hladnjak za rashladnu 
vodu u termoelektrani (sl. 91), rezervoar za gradski gas kapa- 
citeta 100000 m* (sl. 92) i elipsoidni rezervoar za vodu (v. sli- 
kovni prilog) zapremine 1150m?> na visini od 42m. 


Sl. 92. Loptasti rezervoar za gradski gas 
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Eksploatacija i prerada nafte traži velika i komplikovana A 
postrojenja. Za bušenje ispod površine mora i za eksploataciju 
nafte iz takvih nalazišta potrebne su platforme koje se ili osla- 
njaju na dno ili plivaju ankerovane na različite načine. Visina 
platforma iznosi i više od 150m, a na vrhu imaju površinu i 
do 5000m?ž. Uslovi eksploatacije vrlo su teški: dubina mora i 
više od 100 m, brzina vetra i do 210km/h, visina talasa do 
20m. Na sl. 93 je reaktor za petrohemijsku industriju (masa 
575t, dužina 40 m, prečnik 5 m, a debljina zida 103mm), a u 
slikovnom prilogu je kreking-postrojenje (u gradnji) za petro- 
hemijsku industriju. 


Sl. 93, Reaktor za petrohemijsku industriju (transport komada mase 575t) 


Komunikacijske građevine. Sl. 94 prikazuje najveći radio-tele- 
skop sveta (Jodrell Bank u Vel. Britaniji). Poznat je po svojim 
uslugama u praćenju raketa i satelita u kosmosu. Paraboloidno 
ogledalo prečnika 75m, teško 800t, nose rešetkasti radijalno 
postavljeni prstenovi koji ukrućuju ogledalo. Ogledalo se može 
zakrenuti za 180% oko svoje horizontalne ose na visini od 


Sl. 94. Najveći okretni radio-teleskop na svetu (Jodrell Bank u Vel. Britaniji) Sl. 97. Garaža na aerodromu La Guardia u New Yorku 
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50,5 m. Konstrukcija je teška 1800t. Na sl. 95 vidi se montaža 
jednog članka najvišeg radio-antenskog stuba na svetu (sl. 54) 
pomoću specijalne montažne mašine koja se autonomno penje 
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Prečnik upisanog kruga u šestorougaonu osnovu zgrade iznosi 
39,44 m. Montažni spojevi spojeni su zavrtnjima. Masa je čelične 
konstrukcije 270t, a montaža je trajala 10 meseci. 


SI. 98. Avionski hangar na aerodromu u Londonu 


po stubu kako napreduje njegova gradnja. U principu, isti je 
postupak primenjen i pri montaži našeg najvišeg radio-stuba, 
visine 235m, u Obrenovcu kraj Beograda 1948. godine. 

Sportske građevine. Takve građevine moraju da obezbeđuju 
velike slobodne površine, pa se grade s velikim rasponima. Na 
sl. 96 vidi se krov nad klizalištem. Raspon nosive konstruk- 
cije iznosi 71,1 m sa negativnim bočnim poljem od 9,3m koje 
ima anker prednapregnut na kraju, što unosi moment rastere- 
ćenja u veliki otvor, te olakšava nosač. Rožnjače su od I-profila 
od aluminijumske legure. 

Saobraćajne građevine. Garaže i zgrade na aerodromima 
imaju danas sve veće i sve komplikovanije konstrukcije. Na 
sl. 97 vidi se automobilska garaža na aerodromu La Guardia 
u New Yorku. Rešenje se odlikuje jednostavnošću dela za par- 
kiranje i izvedbom dveju prilaznih rampi. Kapacitet parkirališta 
iznosi 2792 automobila, a za svakoga je predviđena površina 
od 5,5x 26m. SI. 98 prikazuje avionski hangar u Londonu 
izgrađen od aluminijumske legure (1953). Ima 12 dvozglobnih 
rešetkastih ramova na razmacima od 9,14m. Osvetljenje je 
osigurano izvedbom šed-krova, a toplotna izolacija azbestnim 
pločama i talasastim aluminijumskim limom. Pokriven je isto- 
vrsnim limom sa bitumenskom zaštitom. Otpremna zgrada me- 
đunarodnog aerodroma u San Franciscu (sl. 99) ima šestoro- 
ugaoni oblik. Može jednovremeno prihvatiti pet velikih aviona, 
a oni se povezuju sa zgradom sa deset teleskopskih tunela. 


SI. 99. Otpremna zgrada na međunarodnom aerodromu u San Franciscu 


LIT.: Bauen in Stahl 1, 2. Verlag Schweizerischer Stahlbauverband, 
Zirich 1956, 1962. — Meraviueckue KOHCTPYKIIHH, COcTOSIHHE M NEpCIlEK- 
TUBPI pa3Buirua. Toccrpoiin3;tar, MockBa 1961. — F, R. Weitz, Neuzeitliche 
Gesichtspunkte im schweissenden Briickenbau. Stahlbau No 3/1974. — 
Second international colloquium on stability, Introductory report. CECM, 
1976. — J. Fisher, Bridge fatigue guide. AISC, New York 1977. — M. 
Milosavljević, M. Radojković, B. Kuzmanović, Osnovi čeličnih konstrukcija. 
Građevinska knjiga, Beograd 1978. — European recommendations for steel 
construction. CECM, Rotherdamm 1978. — IABSE symposium Ziirich 1979, 
Bridges. Ziirich ETH-Honggerberg. — M. Radojković, Neophodnost promene 
koncepta proračuna čeličnih konstrukcija. Izgradnja, br. 8/1979, Beograd. — 
M. Radojković, Zavarivanje u građevinarstvu. Građevinski kalendar I, 1979; 
Il, 1980. Savez GIT Jugoslavije, Beograd. — M. Radojković, Savremene 
tendencije u oblasti zavarenih spojeva izloženih zamoru. Izgradnja, br. 4/1980, 
Beograd. 

M. Radojković 


METALOGRAFIJA, znanstvena disciplina koja se ba- 
vi građom slitinskih sustava i istraživanjem svojstava metalnih 
materijala s obzirom na njihovu mikrostrukturu u određenom 
tem peraturnom području. 

Znanstvena je metalografija nastala u drugoj polovici XIX stoljeća kad 
su H. C. Sorby (Engleska, 1864) i A. Martens (Njemačka, 1878) pripremili 
metalografske izbruske (preparate) željeza i čelika, kakvi se i danas upotre- 
bljavaju, i fotografirali njihove mikrostrukture pomoću mikroskopa. Prvi 
upotrebljivi dijagram sustava Fe-FegC izradio je 1900. godine W. C. Ro- 
berts-Austin (Engleska). 

Metalografija se danas smatra sastavnim dijelom šireg 
područja fizikalne metalurgije, i to interdisciplinarnim pod- 
ručjem koje obrađuje vezu ravnotežnog dijagrama stanja sa 
strukturom i mehaničkim, odnosno fizikalnim svojstvima metala 
i slitina. 

Metalna veza. Metal se obično definira kao materijal koji 
ima sljedeća svojstva: sposobnost reflektiranja svjetla, dobru 
električnu i toplinsku vodljivost, sposobnost plastičnog obliko- 
vanja, a katkad može biti i feromagnetičan. Metalna svojstva 
potječu od metalne veze s pozitivnim metalnim ionima između 
kojih se slobodno gibaju valentni elektroni i tvore tzv. elektron- 
ski plin. Ako se električni napon dovede krajevima metalne 
žice, slobodni valentni elektroni počnu se gibati u određenom 
smjeru brzinom od —10-* m/s, i time nastaje tok električne 
struje. Električna je vodljivost metala dana dvjema veličinama: 
gustoćom slobodnih elektrona i njihovom gibljivošću. Gustoća 
i gibljivost slobodnih elektrona u metalu veća je nego u neme- 
talnim materijalima, kao što su npr. kuhinjska sol, dijamant 
itd, pa je to razlog+ da nemetalni materijali imaju znatno 
manju električnu vodljivost. 
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KRISTALNA STRUKTURA METALA 


Metali spadaju među kristalne tvari kojima su u čvrstom 
stanju atomi poredani pravilno, odnosno raspoređeni prema 
određenoj prostornoj mreži ili rešetki. Rešetka je sastavljena 
od mnogobrojnih osnovnih ćelija, kristalnih jedinki (v. Minera- 
logija), od kojih je svaka jedna geometrijska jedinica. Trans- 
lacijom osnovne ćelije u sva tri smjera prostora može se 
postići određena rešetka ili prostorna mreža (sl. 1). Metali 
kristaliziraju pretežno u kubnom i heksagonskom sustavu. 


SL 2. Sheme kristalnih rešetki: a kubna prostorno centrirana osnovna 

ćelija, vrijedi npr. za Cr, Fe (ispod 911 *C); b kubna plošno centrirana 

osnovna ćelija, vrijedi npr. za Al, Au, Fe (iznad 911“C): e heksa- 
gonalna kompaktna osnovna ćelija, vrijedi npr. za Be, Mg, Zn 


Pri tom se razlikuje: prostorno centrirana kubna rešetka, ko- 
joj je jedinična ili osnovna ćelija kocka (sl. 2a); plošno 
centrirana kubna rešetka, kojoj je osnovna ćelija također 
kocka, ali su u kristalnoj rešetki atomi raspoređeni gušće nego 
u prostorno centriranoj kubnoj rešetki, pa se zbog toga naziva 
kompaktnom kubnom rešetkom (sl. 2b); heksagonalna kompaktna 
rešetka, kojoj je osnovna ćelija pravilna šesterostrana prizma, 
a u sredini između dviju baznih ravnina nalazi se još jedna 
ravnina u kojoj su smještena tri atoma (sl. 2c). Na shemama 
kristalnih rešetki (sl. 2) ucrtane točke označuju samo smještaj 
atoma (iona), a ne prikazuju njihovu veličinu niti međusobni 
razmak. 

Duljina brida osnovne ćelije naziva se parametrom rešetke 
i izražava u nanometrima (nm). Mnogi metali imaju pri razli- 
čitim temperaturama i tlakovima različitu kristalnu strukturu. 
Zbog toga se govori o različitim kristalnim oblicima istog 
elementa (alotropske modifikacije). 

Promjena oblika rešetke čistog željeza prikazana je u 
dijagramu termičke analize (sl. 3). Zagrijavanjem na 911"C 
prostorno centrirana rešetka željeza (o-željezo) mijenja se u 
plošno centriranu rešetku (y-željezo). Zagrijavanjem na 1392 *C 
plošno centrirana rešetka (y-željezo) ponovno prelazi u prostorno 
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SI. 3. Dijagram promjene oblika rešetke čistog željeza s 
promjenom temperature pri zagrijavanju čvrste faze, 
odnosno pri hlađenju taline 
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centrirani oblik (8-željezo), a zagrijavanjem na 1536 C čisto se 
željezo rastaljuje. 

Pri hlađenju taline ponavljaju se iste promjene obrnutim 
redom s razlikom što plošno centrirano y-željezo prelazi u 
prostorno centrirani a-oblik tek na 898“C, čak i ako je 
hlađenje praktički beskonačno sporo (histereza). Ubrzanjem 
hlađenja ta se histereza povećava. 


Klasifikacija nepravilnosti. U prirodi ne postoji idealna 
kristalna rešetka, nego sve realne kristalne rešetke imaju različite 
nepravilnosti koje se mogu, prema njihovu opsegu, razvrstati 
na: nuldimenzijske ili točkaste nepravilnosti: praznine, među- 
atomi, strani atomi; jednodimenzijske ili linijske nepravilnosti: 
dislokacije; dvodimenzijske ili površinske nepravilnosti: granice 
zrna, granice dvojnika, protufazne granice, nepravilnosti sloga. 

Općenito, nepravilnosti u kristalnoj rešetki nastaju zbog 
vanjskih utjecaja, kao npr. pri rastu kristala iz taline, za 
vrijeme zračenja metala i slitina, ili pri plastičnoj deformaciji 
(v. Čvrsto stanje, TE3, str. 130; v. Kristalizacija, TE 7, str. 
356). Nepravilnosti utječu na mnoga svojstva metala kao što 
su npr. granica razvlačenja, čvrstoća, električna vodljivost itd. 

Točkaste nepravilnosti. Nekoliko točkastih nepravilnosti pri- 
kazano je na sl. 4. SI. 4a prikazuje nepravilnost koja se zove 
praznina, dakle nezaposjednuto mjesto (Schottkyjeva nepravil- 
nost). Na sl. 4b vidi se atom na mjestu između atoma rešetke, 
tzv. intersticija (anti-Schottkyjeva nepravilnost). Frenklov par 
(sl. 4c) kombinacija je praznine i atoma na mjestu između 
atoma rešetke. Zamjena atoma u rešetki drugim stranim ato- 
mom (supstitucijski kristal) prikazana je na sl. 4d. Važniji 
predstavnici točkastih nepravilnosti jesu praznine koje nastaju 
ako se atom pomakne sa svog mjesta. Energija potrebna 
za takav pomak atoma naziva se energijom tvorbe. Koncentra- 
cija praznina funkcija je temperature, što znači da u metalu 
pri svakoj temperaturi ispod tališta postoji određena ravno- 
teža koncentracije praznina. 
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SI. 4. Primjeri točkastih nepravilnosti 


Dislokacije nastaju u rešetki izravno prilikom kristalizacije, 
ili pri plastičnom oblikovanju materijala. U metalima su te 
nepravilnosti najčešće i koncentracija dislokacijskih linija iznosi 
10%-.:10!% po cm?. 

Stupanjska i vijčana dislokacija granični su slučajevi svih 
mogućih linijskih nepravilnosti u kristalnoj rešetki. Stupanjska 
je dislokacija rub posebne ravnine koja ne prolazi kroz cijeli 
kristal, pa je u okolišu dislokacije rešetka deformirana. Ta se 
dislokacija označuje znakom _, gdje vertikalna crta predočuje 
posebnu ravninu atoma, dok horizontalna crta pokazuje na 
kliznu ravninu (sl. 5). Prema definiciji, dislokacija je pozitivna 
(1) ako uložena ravnina leži iznad klizne ravnine, a negativna 
T) ako je obrnuto. Pod utjecajem tangencijalnog naprezanja 
može se dislokacija gibati uzduž klizne ravnine kroz kristal. 


= 


Deformiranje kristalne rešetke u okolišu dislokacije vrednuje 
se iznosom i smjerom Burgersova vektora dislokacije b, koji 
daje duljinu elementarnog koraka klizanja i smjer gibanja 
dislokacije. Burgersov se vektor odredi tako da se oko dis- 
lokacije ucrta tzv. Burgersov prsten (sl. 6a), pa se taj prs- 
ten prenese na kristal bez dislokacije, uzimajući isti broj 
koraka u svim četirma smjerovima kao i u kristalu s dis- 
lokacijom. Preneseni prsten je otvoren, a vektor kojima se prs- 
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ten zatvara jest Burgersov vektor b (sl. 6b) Burgersov je 
vektor najčešće jednak najmanjem translacijskom vektoru re- 
šetke, te je kod stupanjske dislokacije okomit na liniju dis- 
lokacije. Drugi granični slučaj jest vijčana dislokacija (sl. 7) 
koja se označuje znakom O. Naziv te dislokacije potječe od 
spiralnog deformiranja rešetke uzduž linije dislokacije. Bur- 
gersov je vektor tog tipa dislokacije paralelan s linijom dis- 
lokacije. Između tih dvaju graničnih tipova nalaze se svi mo- 
gući prijelazi, već prema kutu koji Burgersov vektor tvori s 
linijom dislokacije. 

Kad se metal hladno oblikuje deformiranjem, povisuje se 
koncentracija dislokacija do —10!* po cm?. Zbog energet- 
skih razloga dislokacije se ne mogu stvarati na površini kri- 
stala, pa mora postojati mehanizam koji omogućuje stvaranje 
dislokacija u unutrašnjosti kristala. Prema Franku i Readu 
izvor dislokacija jest u jednoj zatvorenoj dislokaciji koja je 
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SI. 5. Stupanjska dislokacija. Nepravilnost potječe 
od posebne ravnine atoma u kristalu 
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SI. 6. Stupanjska dislokacija u kubnoj primitivnoj 

rešetki. a Burgersov prsten oko nepravilnosti, b 

Burgersov prsten u zdravom području kristala 
i Burgersov vektor 


Dislokacijska linija 


SI. 7. Vijčana dislokacija s Burgersovim prstenom, 
Burgersovim vektorom i linijom dislokacije 


421 


samo djelomično u ravnini klizanja, pa se zbog toga ne može 
gibati. Zbog naprezanja nametnutog oblikovanjem, dio zatvorene 
dislokacije u ravnini klizanja savine se i tako nastaje novi 
dislokacijski prsten, dok se izvor dislokacije vraća u prvobitno 
stanje, pa zbog nametnutog naprezanja može ponovno stvoriti 
novu dislokaciju. 

Tečenje materijala koje je započelo pri nekom određenom 
naprezanju ne nastavlja se ako to naprezanje ostaje konstant- 
no. Za dalju je deformaciju potrebno, dakle, stalno rastuće 
naprezanje, pa se zato i govori o očvrsnuću metala. 

Na temelju takve predodžbe o izvorima dislokacija može 
se rastumačiti tok krivulje očvrsnuća metala. U početnom sta- 
diju oblikovanja deformiranjem izvori dislokacija aktivirani 
naprezanjem proizvode samo nekoliko novih dislokacija koje se 
ne mogu dalje gibati jer ih zaustavljaju barijere u rešetki 
(dislokacije postavljene okomito na ravninu klizanja, uključci 
itd.) Novonastale dislokacije sprečavaju svojim poljem napre- 
zanja dalje aktiviranje izvora, pa tek ako se naprezanje po- 
veća, može se nastaviti klizanje. 

Hladno je oblikovanje, dakle, promijenilo energetsku razinu 
pojedinih mjesta u kristalnoj rešetki. Nakupine dislokacija po- 
budile su energetske šiljke. Dokazalo se da ti energetski šiljci 
utječu na neka fizikalna svojstva metala, kao npr. na promjenu 
električnog otpora čistih metala. Električni otpor hladno de- 
formiranoga čistog metala veći je nego prije deformiranja. 

Površinske nepravilnosti. Svaka se polikristalna jednofazna 
ili višefazna tvar sastoji od mnoštva malih kristala, odnosno 
zrna koja su različito orijentirana. Granične plohe između 
zrna, tj. granice kristala (slikovni prilog, sl. 1), spadaju među 
najčešće dvodimenzijske nepravilnosti koje predstavljaju prije- 
lazno područje s narušenom strukturom rešetke. S obzirom 
na stupanj koherentnosti među susjednim istovrsnim kristalima, 
odnosno različitim kristalima (fazama), razlikuju se koherentne 
granice dvojnika (sl. 8a), malokutne kristalne granice (djelo- 
mično koherentne granice, sl. 8b) s odstupanjem orijentacije 
susjednih zrna manjim od 15% te velikokutne granice (ne- 
koherentne granice, sl. 8c) s velikim kutovima otklona. Kris- 


SI. 8. Kristalne i fazne granice. a granica dvojmika (koherentno), b malo- 
kutne granice (djelomično koherentno), c velikokutne granice (nekoherentno) 


talne su granice općenito neravne plohe i po tome se bitno 
razlikuju od nepravilnosti sloga (mozaična struktura), koje su 
površinske nepravilnosti strogo ravninskog tipa. U nepravil- 
nosti sloga ubrajaju se protufazne granice u uređenim krista- 
lima mješancima. 

Kristali mješanci. Metali mogu u svoju kristalnu strukturu 
prihvatiti atome drugih metala. Tako dobivena otopina naziva 
se čvrstom otopinom i označuje sa A(B), gdje je A osnovni 
metal, a B primjesa. Stvoreni kristali mješanci obično se 
označuju grčkim slovima, npr. «. 

Supstitucijski mješanci nastaju kad atomi primjese uđu u 
rešetku osnovnog metala tako da zamijene atome osnovnog 
metala. Takav kristal mješanac zove se supstitucijski mješa- 


a b 


SL 9. Kristal mješanac. a nesređeni supstitucijski 
kristal mješanac, b nesređeni intersticijski kristal 
mješanac 
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nac, sl. 9a. Obujam takve topljivosti može u različitim kom- 
binacijama dvaju elemenata biti vrlo različit. Pod pogodnim 
uvjetima mogu se dva metala uzajamno otapati čak u svim 
mogućim količinskim omjerima. Nekoliko primjera supstitucij- 
skih mješanaca prikazano je u tabl. 1. 


Tablica 1 
PRIMJERI SUPSTITUCIJSKIH MJEŠANACA 


Grupa u 
Metali Promjer | Kristalna | period- Valen- | Relativna topljivost, 
atoma struktura skom- cija maseni udio 
nm sustavu 
Ag 0,2889 ŠESTO 1 l 
Au 0,2884 foke: 1 1 | kontinuirana 
Au 0,2884 [skoe: I i 
Cu 0,2556 ih 6-e Li l kontinuirana 
Ag 0,2889 Io E I l ograničena: 
Cu 0,2556 Ire, Li l 8,8% Cu, 8% Ag 
Ag 0,2889 Bcc. 1 l ograničena: 
Cd 0,304 h'cp lI 2 6% Ag, 44% Cd 
Cu 0,2556 fee 1 1 malena: praktično 
Cd 0,304 h. oc. p. lI 2 0% Cu, 3,72% Cd 


Atomi primjese mogu se u kristalnoj rešetki otopiti tako 
da se uguraju u prostore između atoma osnovnog metala. 
Ta tzv. intersticijska topljivost (sl. 9b) moguća je samo kad 
atomi primjese imaju mnogo manji atomski polumjer nego 
atomi osnovnog metala. Tipičan je primjer intersticijske top- 
ljivosti, npr., topljivost ugljika u željezu (čeliku). Iz slike 9b 
vidi se da je potpuna topljivost dvaju elemenata u krutom 
stanju nemoguća. 

Mikrostruktura. Svojstva metala i slitina, npr. čvrstoća, is- 
tezljivost, koercitivna sila itd., najviše ovise o mikrostrukturi. 
Mikrostrukturu karakteriziraju kristaliti i nepravilnosti u kris- 
talnoj rešetki. Kristal nastaje neometanim nadograđivanjem 
elementarnih rešetaka. Ako se to neometano nadograđivanje 
nastavi do završetka kristalizacije, nastaje tzv. monokristal. Kris- 
talne se tvorevine redovito međusobno ometaju u slobodnom 
ra&tu. Zato što se sudaraju dva ili više kristala tokom nji- 
hova rasta nastaju tvorevine nazvane zrna ili kristaliti. 

SI. 10 shematski prikazuje mikrostrukturu uređenog sup- 
stitucijskog kristala mješanca, gdje se vide neke nepravilnosti 
i kristalna područja. Istraživanje, ocjena, odnosno interpre- 
tacija mikrostrukture glavna su područja djelovanja metalo- 
grafije. 


4 
Z 
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Si. 10. Isječak shematski prikazane mikrostrukture 
sređenog supstitucijskog kristala mješanca. L 
praznina, Bmeđuatom, S strani atom, 1 dislokacija, 
A—A protufazna granica, Z-—Z granica kristala 
dvojnika, K—K malokutna granica kristala, G--G 
velikokutna granica kristala 
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Sl. 11 pokazuje koja su povećanja najprikladnija za raz- 
lučivanje pojedinih nepravilnosti i pomoću kojih se optičkih 
instrumenata postižu potrebna povećanja. Za pojedina područja 
istraživanja razvijeni su metalografski preparati, a za pripremu 
tih preparata (brušenje, poliranje, kemijsko i elektrolitsko na- 
grizanje — jetkanje) potrebno je veliko iskustvo. 
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SI. 11. Razlučivanje i povećanja koja se primjenjuju u 


metalografiji 


Kristalizacija. U osnovi se kristalizacija (skrućivanje) sas- 
toji od dva procesa: nastanka začetaka (klica) nove faze i 
rasta kristala (v. Kristalizacija, TE 7, str. 355). Nakon što se 
stvore vrlo sitne čestice s određenom kristalnom rešetkom, 
one rastu u veće kristale nalijeganjem atoma na određena 
mjesta. S obzirom na fizikalne uvjete (razdioba temperature, 
procesi difuzije, prijenos topline), koji vladaju u okolišu kris- 
tala, kristali se mogu formirati na različite načine. 

Temperatura skrućivanja definirana je kao temperatura pri 
kojoj su slobodne entalpije (Gibbsove slobodne energije) obiju 
faza jednake 


GL=G:, (1) 


gdje G, znači slobodnu entalpiju tekuće faze, a Gg slobodnu 
entalpiju krute faze. 
Slobodna je entalpija 


G=U—TS+pV, (2) 


gdje je U unutrašnja energija faze, T apsolutna temperatura, 
p tlak, V vdlumen, a S entropija, koja je mjerilo nesređenosti 
faze. 
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Razlikuje se homogeno i heterogeno stvaranje klica. Za 
homogeno stvaranje klica potrebno je vrlo veliko pothlađe- 
nje, približno 0,27; (Tg temperatura skrućivanja ili taljenja). 
U praksi je stvaranje klica heterogeno, što znači da se klice 
stvaraju zbog prisutnosti primjesa (onečišćenja). 

Rast kristala. Klice nastale u talini rastu potpuno slobodno 
sve dok ne dođu u međusobni dodir. Linearna brzina kris- 
talizacije prirast je duljine nekog kristala u određenom smjeru 
u jedinici vremena. Broj klica i brzina kristalizacije, barem 
u početku, rastu s pothlađenjem. Ako je broj klica veći od 
brzine kristalizacije, mikrostruktura metala bit će sitnozrnata, 
a u suprotnom grubozrnata. 

SI. 12 prikazuje tok kristalizacije nekog metala. Oko klice 
se stvaraju prvi kristali koji rastu u skladu sa zakonima kris- 
talnog sustava. Za vrijeme tog procesa oslobađa se toplina 
koja omogućuje da temperatura taline tokom skrućivanja os- 
taje nepromijenjena usprkos hlađenja sustava. Kristali ne rastu 
u svim smjerovima jednakomjerno, već je njihov rast, prije 
svega, djelomično uvjetovan kristalnom strukturom metala, a 
djelomično odvođenjem topline. Tako nastaju tvorevine koje 
se zovu dendriti. Prostori se između grana dendrita popu- 
njavaju, kristali postaju sve veći dok se ne sudare, pa se 
daljim rastom uzajamno ometaju tako da ne mogu razviti 
pravilne granične plohe (sl. 12d). 
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SI. 12. Shematski prikaz skrućivanja rastaljenog metala 


RAVNOTEŽNI DIJAGRAM STANJA 


Konstitucija. Pri skrućivanju slitina mogu postojati sljedeća 
tri slučaja: komponente se ne miješaju (npr. Al-Si), kompo- 
nente se djelomično miješaju (npr. Cd-Zn) i komponente se 
potpuno miješaju (npr. Cu-Ni). Različito ponašanje kompo- 
nenata bitno utječe na mikrostrukturu slitine, jer, osim kri- 
stalne strukture, određuje stanje metalne tvari. Promjena va- 
rijabli stanja, temperature T; tlaka p i koncentracije x može 
promijeniti stanje metalne tvari. Takve su promjene npr. stva- 
ranje ili raspad neke faze, izlučivanje faze iz prezasićene krute 
otopine itd. U metalografiji se pojmom faza označuju homo- 
gena područja mikrostrukture koja pripadaju pojedinoj tvari, 
odnosno heterogenom sustavu s granicama T, p, x. 

Konstituciju (građu) sustava predstavlja sveukupnost svih 
faznih odnosa u nekom heterogenom sustavu. Konstitucija 
daje podatke o kdičini i sastavu faza i o prostornim di- 
jagramima T,p,x gdje se te faze javljaju. 

Za konstituciju heterogenih sustava postoje pravila koja 
proizlaze iz termodinamike. Među njima je najvažniji Gibbsov 
zakon faza (v. Fazne ravnoteže, TE 5, str. 380), koji glasi: 


FEK—-P+2, (3) 


gdje je F broj faza koje su u međusobnoj termodinamičkoj 
ravnoteži, P broj prostornih stupnjeva, tj. broj varijabli sta- 
nja T, p, x, koje se mogu neovisno mijenjati a da se ne pro- 
mijeni broj faza, K broj neovisnih komponenata (elemenata) 
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koje sudjeluju u gradnji sustava, a brojka 2 uzima u obzir 
dozvoljene vanjske varijable temperaturu Ti tlak p. Ako se 
promatraju fazni odnosi pri konstantnom tlaku, tada je vanjska 
varijabla samo temperatura T, pa je tada 


F=K-—-P+1. (4) 


Konstitucija sustava najpreglednije se prikazuje kao funkcija 
varijabli T; p, x u ravnotežnim dijagramima stanja. Ako se 
zanemari tlak, preostaje koordinatni sustav T;x. Koncentracija 
x u jednokomponentnom sustavu predočena je točkom, u dvo- 
komponentnom sustavu dužinom, a u trokomponentnom sus- 
tavu trokutom. Koncentracija komponenata u slitinama izra- 
žava se obično u masenim, odnosno atomskim postocima. 


Broj kom- 
ponenata 


Koordinatni 


A X%-—>B 


C 
L=A+B L=A+B+C S 

E eutektik eutektik 4 B 
sa 
SE li C 
5 IREA ALB | L+4=B+C LN 
ž a prijelazno 1 A 
g s L+A4=B ravnotežno 
= o peritektik stanje B 
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Z A L 

B peritekuik ie 4 


SI. 13. Koordinatni sustavi i simboli nonvarijantnih reakcija. A, Bi C 
komponente slitine, LZ talina, T temperatura 


Ako se u dijagram unosi koncentracija kao funkcija tempera- 
ture T; dobiva se u jednokomponentnom sustavu temperaturna 
os, u dvokomponentnom sustavu temperaturno-koncentracijska 
ploha, a u trokomponentnom sustavu temperaturno-koncentra- 
cijski prostor (sl. 13). Na sl. 13 također su navedene non- 
varijantne reakcije s uobičajenim simbolima. 

Jednokomponentni sustav. Jednokomponentni je sustav od- 
ređen s trima varijablama: temperaturom T, tlakom p i vo- 
lumenom V, pri čemu se zapravo Ti p smatraju neovisnim 
varijablama. _ Sl. 14 prikazuje pripadni ravnotežni dijagram 
(p, T-dijagram) za pojednostavnjeni primjer kada u čvrstom sta- 
nju postoji samo jedna faza. Trojna točka se smatra kao 
nonvarijantna, jer se ne može mijenjati ni tlak ni temperatura 
ako se želi da sve tri faze ostanu u ravnoteži. 


p \ kapljevito 
Čvrsto 


Trojna točka 
4 plinsko 


T 


SL 14. pT-dijagram stanja 
jednokomponentnog sustava 


Točke stanja, tj. pripadne vrijednosti p i T, koje se na- 
laze unutar jednog faznog polja, označuju se kao divarijantne 
(dva puta promjenljive). Točke stanja, koje se nalaze na jednoj 
od triju krivulja, označuju se kao monovarijantne, jer se može 
mijenjati samo jedna. od dviju varijabla p i T ako se želi 
održati dvije faze u ravnoteži. 

Temperaturna os jednokomponentnog sustava je univari- 
jantna (P = 1), što znači da se temperatura može mijenjati 
a da se ne promijeni broj faza (F =1). Samo za određene 
točke, npr. talište, postoji nonvarijantna ravnoteža (P = 1 — 
—2+1=0). 
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Dvokomponentni sustavi 


Dvokomponentni sustav s dvofaznom ravnotežom. Dvokom- 
ponentni sustav s dvofaznom ravnotežom predstavlja potpunu 
topljivost dvijukomponenata u tekućem i čvrstom stanju (sl. 15 a). 
Gornja krivulja, likvidus, daje temperature pri kojima započinje 
skrućivanje slitina, a donja krivulja, solidus, povezuje temperature 
na kojima je, pri hlađenju, skrućivanje završeno. Sve se slitine 
u tom sustavu skrućuju, odnosno tale, u određenom tempera- 
turnom intervalu. Zbog različitog načina skrućivanja i oblik 
krivulja hlađenja slitina (krivulja X sl. 15 b) drugačiji je nego 
za čiste metale (krivulja B). Prvo koljeno krivulje hlađenja 
(točka a) odgovara početku, a drugo (točka b) završetku skru- 
ćivanja. 


Temperatura 


a- kristali 
mješanci 


A —2>%B B — Vrijeme min 


a b 


SI. 15. Dvokomponentni sustav i krivulje hlađenja 


Slitina Y koja sadrži određeni postotak komponente B, 
nalazi se u rastaljenom stanju ako je temperatura viša od T 
(područje L na sl 15a). Odvođenjem topline snizuje se 
temperatura, a prvi će kristali mješanci nastati kad se talina 
ohladi na temperaturu T,. Daljim hlađenjem stvara se sve više 
kristala uz smanjenje taline. Kad je dostignuta temperatura 
T,» udio taline (L,) i kristala (x) određuje se pomoću 
polužnog zakona faza. Izoterma koja pri dostignutoj temperaturi 
T,, povezuje obje faze, koje su u ravnoteži, naziva se konoda. 
Duljina konode (L,%,) predstavlja ukupnu smjesu taline i 
kristala, pa je udio taline određen dijelom konode između 
likvidus linije (L,,) i sjecišta izoterme i okomice Y (točka 0) 
kojom je određen udio komponente B (točka O je okretište 
pduge). Prema tome, udio kristala na temperaturi T,, iznosi 


Ej 
O 


Om = 


+ 100%. (5) 
Laž 


Analogno se dobiva za udio taline 
L, = => >: 100%. (6) 


Daljim odvođenjem topline povećava se udio kristala, a sma- 
njuje se udio taline. Kad je dostignuta temperatura T,, sva je ta- 
lina _kristalizirana (mx = 100%, jer je LO = L,4,, a my = 0, 
jer je Ox, = 0). 

Prema tome, slitina Y mijenja sastav tokom skrućivanja 
i to udio taline po liniji likvidus u smjeru od L, do L, a 
udio kristala po liniji solidus u smjeru od «, do a,. Kristali- 
zacija završava na temperaturi T, 

Nakon završene kristalizacije skrućena se slitina Y sastoji 
od poliedarskih homogenih kristala mješanaca « (slikovni prilog, 
sl 2) istog sastava kakav je siitina imala prije skrućivanja. 
Međutim, to je moguće samo ako je skrućivanje slitine Y rako 
sporo da se difuzijom može izjednačiti kemijski sastav u poje- 
dinim slojevima koji se skrućuju jedan za drugim, tako da 
%, pređe u a, 
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U praksi je hlađenje slitina obično tako brzo da je nemoguće 
ravnotežno skrućivanje, što uzrokuje povećani interval skru- 
ćivanja slitine. Na mikrostrukturi slitine neravnotežno se skru- 
ćivanje odražava u mikroskopski nehomogenim slojevitim kri- 
stalima, na kojima se vide tragovi postepene kristalizacije 
(slikovni prilog, sl. 3). Nehomogenosti kristala mješanaca od- 
stranjuju se tzv. homogenizacijskim žarenjem, koje omogućuje 
difuzijsko izjednačivanje kristalnih iscjedaka. 

Dvokomponentni sustavi s trofaznom ravnotežom. U tim sus- 
tavima ne postoji potpuna topljivost komponenti u cvrsto 
stanju, pa talina hlađenjem prelazi u čvrsto stanje jednim 
od sljedećih četiriju povratnih izotermnih procesa. 

Eutektičkom reakcijom homogena tekuća faza, u kojoj se 
komponente neograničeno miješaju, hlađenjem prelazi u dvije 
čvrste faze, u kojima se komponente ne miješaju ili samo 
ograničeno miješaju, gradeći eutektik. Pri peritektičkoj reakciji, 
tokom hlađenja homogene tekuće faze, prvo kristalizira jedna 
od čvrstih faza, koja zatim s ostatkom tekuće faze reagira 
gradeći drugu čvrstu fazu. U čvrstom stanju komponente 
se ograničeno miješaju i stvaraju peritektik. U monotektičkim 
reakcijama prvobitno homogena tekuća faza hlađenjem se na 
određenoj (tzv. kritičnoj) temperaturi razdvaja u dvije tekuće 
faze, od kojih daljim hlađenjem nastaje jedna tekuća i jedna 
čvrsta faza. Zatim na još nižoj temperaturi nastupa skrućivanje 
uz odvijanje eutektičke reakcije, a dobivene se dvije komponente 
u čvrstom stanju ne miješaju. Ako se u tekućem stanju kompo- 
nente uopće ne miješaju, tada sintektičkom reakcijom dvije 
tekuće faze hlađenjem prelaze u jednu čvrstu fazu. Monotek- 
tičke i sintektičke reakcije imaju manje praktično značenje. 

Dvokomponentni eutektički sustav. U dvokomponentnom 
eutektičkom sustavu (sl. 16), snizuje se talište obiju kompo- 
nenata A i B dodavanjem jedne od tih dviju komponenata. 
Obje tako nastale linije likvidus sijeku se u točki E koja se 
zove eutektička točka. Skrućivanje homogene taline započinje 
na liniji likvidus, a završava na liniji solidus. Linija solidus 
sastoji se od tri grane: grane T,, grane T,fBip i eutektičke 
horizontale, odnosno eutektičke reakcijske izoterme «fp, koja 
je zapravo ploha skupljena u dužinu. U tekućem stanju 
obje komponente sustava potpuno su topljive jedna u drugoj, 
a u čvrstom je stanju uzajamna topljivost obiju komponenata 
ograničena. Tako može komponenta A pri eutektičkoj tempera- 
turi Ty otopiti maksimalno m% komponente B, a komponenta 
B najviše p% komponente A. Sniženjem temperature topljivost 
u oba kristala mješanca smanjuje se na vrijednost n% kompo- 
nente B, odnosno qg% komponente A. Promjena je topljivosti 
u krutom stanju za kristale mješance dana linijom «pa, 
a za kristale mješance f linijom Bf. Te se obje linije na- 
zivaju linijama promjenljive topljivosti u čvrstom stanju, 
odnosno linijama solvus. Čvrste se otopine a i B zovu ko- 
načne čvrste otopine. 


LH 


Temperatura 
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SI. 16. Dvokomponentni eutektički sustav 


U dijagramu na sl. 16 postoje sljedeća područja: tri 
jednofazna L, a, fB, tri dvofazna L+d, L+$, + f8 i jedno 
trofazno L + % + Be. £ 

Budući da su pri temperaturi Tg s talinom Lp istodobno 
u ravnoteži kristali mješanci %p i Pp, kristalizacija eutektičke 
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slitine započet će istodobnim izlučivanjem kristala mješanaca 
%&p i Bp. To je bit eutektičke reakcije, a može se napisati u 
obliku: 


Le E % + Be. (7) 


Kristali mješanci obiju vrsta izlučuju se iz taline Zp tako 
dugo dok ima taline, a nakon toga kristalizacija završava. 


Eutektička je reakcija trofazna reakcija tokom koje se hla- 
đenjem jedna faza raspada na dvije nove faze. To je primjer 
nonvarijantne ravnoteže (P=1+2—3=0) Dvofazna su sta- 
nja, npr. (L + %) u binarnim sustavima monovarijantna (P = 1), 
što znači da se u određenim granicama može mijenjati 
temperatura ili koncentracija a da se ne promijeni broj faza. 

Količinski omjer obiju čvrstih faza p_i Be neposredno 
nakon skrućivanja, tj. neposredno ispod eutektičke temperature, 
dan je izrazima: 


% = EBE. 100% (8) 
%EPE 

Be = ŽE. 100%. (9) 
%EPr 


Eutektičke slitine imaju različite mikrostrukture. Karakte- 
ristika je normalnog eutektika orijentirani uzajamni rast obiju 
faza s konstantnom debljinom lamela i gotovo jednakom 
količinom faza. Tu karakteristiku nema mikrostruktura ano- 
malnih eutektika. 

S obzirom na razdiobu faza koje tvore eutektičku slitinu, 
razlikuje se lamelaran, štapićast i igličast (acikularan) tip eutek- 
tika. Primjer lamelarnog eutektika, kojemu su obje faze raspo- 
ređene u obliku paralelnih pločica, jest mikrostruktura eutek- 
tičke slitine indij-bizmut (slikovni prilog, sl. 4). Mikrostrukture 
slitina eutektičkog sustava, prikazanog dijagramom na sl. 16, 
jesu slitine (sl. 17) u području od A do n sastavljene od 
kristala mješanaca i u području od B do q od kristala 
mješanaca f. Slitine sa sastavom između n i m imaju kristale 
mješance a s izlučinama faze fi pri nižim temperaturama. 


B+eutektik 


eutektik 
(2+B) 


SI. 17. Shema mikrostrukture slitina u eutektičkom sustavu 


2+ eutektik 


U području između q i p sastavljena je mikrostruktura slitina 
od faze fB s izlučinama a. Slitine sastava od m do E imaju 
primarno izlučene kristale mješance + eutektik (a + f), a u 
području od E do p primarno izlučene kristale mješance 
B + eutektik. Slitine eutektičkog sastava skrućuju se izotermno. 
Primjeri eutektičke reakcije skrućivanja i eutektičke mikro- 
strukture u binarnim sustavima jesu, npr., slitine Ag-Cu, 
Pb-Sn, Cd-Sn i AL-Si. 

Ako se zbog promjene eutektičkog sastava eutektička točka 
pomakne prema jednoj od komponenata, dijagram (sl. 16) će se 
promijeniti kako je prikazano na sl. 18. Primjer na sl. 18a 
pokazuje samo bočni pomak sastava eutektika prema kompo- 
nenti B (npr. u sustavu Al-Si prema Al). Sljedeći pomak 
će dovesti eutektičku točku još bliže komponenti B (sl. 18b). 
Poseban granični slučaj prikazuje slika 18c (npr. Al-Sn). Prema 
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sl. 18c moglo bi se zaključiti da među komponentama A 
i B vlada u čvrstom stanju potpuna netopljivost i čista kompo- 
nenta A ima područje taljenja od T; do T,. Međutim, prak- 
tički ne postoji potpuna netopljivost dvaju metala. Topljivost 
nekog metala u drugome može biti tako malena da se ona 
teško može eksperimentalno odrediti, ali ta se pojava ipak 
ne smije zanemariti. Tako je u sustavu Ge-Cu, gdje je maksi- 
malna topljivost Cu u Ge manja od 10 " atomskih postotaka. 
Dakle, to znači da je praktički nemoguć dijagram eutektičkog 
tipa prikazan na sl. 19. 


TA 
L LA L n L 
L+$ n 
> Vaf 
ž T a Te T; LA 
248 +8 2+ 
A B 4 BOA B 
L 


A 


SI. 18. Razvoj graničnog oblika dvokomponentnog eutektičkog dijagrama 
slijevanja 


A likvidu, 


L+a 


.peritektikala 


Temperatura 
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SI. 19. Eeutektički dijagram 

potpune topljivosti u tekućem 

i potpune netopljivosti u čvr- 
stom stanju 


SI. 20. Binarni peritektički sustav 


Dvokomponentni peritektički sustav. U tom se sustavu (sl. 20) 
peritektički građena faza pri peritektičkoj temperaturi tali raspa- 
dom u tekuću fazu sastava L, i čvrstu fazu a, Čvrsta faza 
stvorena kod peritektičke točke ne mora uvijek biti čvrsta 
otopina, već se često stvara intermetalna faza. 

Na sl. 20 označena je linija likvidus sa T, -L, Ta a 
linija solidus sa T,—%,—P-—-T;. Peritektička reakcijska iz0- 
terma (peritektikala) mora, naravno, biti horizontalna, jer 
predočuje nonvarijantnu ravnotežu triju faza. Točka P peri- 
tektička je točka koja odgovara koncentraciji faze što nastaje 
peritektičkom reakcijom. 

Za peritektičku su reakciju potrebni dosta veliki koncen- 
tracijski pomaci unutar mješanaca «. Ako je hlađenje brzo, 
reakcija ponekad ne teče do kraja, pa jezgra onih mješanaca 
% koji su najudaljeniji od središta reakcije neće biti pretvorena 
u mješance fi. Zbog toga se u mikrostrukturi peritektičke 
slitine dobiju neho mogeni kristali koji u jezgri još imaju fazu a, 
a rubovi se sastoje od faze fi. Upravo te nehomogenosti 
strukture dale su cijelom sustavu i reakciji naziv peritektik 
(slikovni prilog, sl. 5). 

Peritektička slitina sastava P presijeca liniju likviđus u točki 
L, kad temperatura taline padne na T, (sl. 20). Tada talina 
postane nestabilna i izlučuje se čvrsta faza a sa sastavom a,. 
Daljim hlađenjem slitine količina kristala mješanaca a raste, 
sastav tekuće faze pomiče se uzduž finije likvidus od L, do L,, 
a sastav čvrste faze mijenja se uzduž linije solidus od a, do a 

Peritektička reakcija nastupa pri temperaturi T, kad rea- 
giraju preostala talina sastava LZ, i primarno izlučena faza 
sastava a, prema relaciji 


L,+a 2B, (10) 
Količina tekuće faze koja sudjeluje u reakciji iznosi 
aP 
E (11) 
% Sj 
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a količina čvrste faze 


>. (12) 
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Dvokomponentni sustav željezo-ugljik 


Sustav željezo-ugljik može biti stabilan ili metastabilan. 
To su dva ravnotežna stanja, ali im je stupanj stabilnosti 
različit, i u metastabilnom stanju je manji. Slitine željezo- 
-ugljik mogu prikladnim žarenjem prijeći iz metastabilnog u 
stabilno ravnotežno stanje prema reakciji Fe,C —> 3Fe + C. 
Obrnuta reakcija nije moguća. 

Dijagram Fe-Fe,C (metastabilna ravnoteža). U slitinama 
željezo-ugljik, ugljik se pojavljuje u dva različita oblika: kao 
ugljik (grafit, ugljik temperovanja) ili kao intermetalni spoj 
FegC (cementit). Faza Fe;C je mestabilna pa u pogodnim 
uvjetima može, radi uspostave ravnoteže, da se raspadne na 
grafit i željezo. SL. 21 prikazuje dijagram Fe-C, u kojemu 
je istodobno ucrtan metastabilan i stabilan sustav (crtkano). 
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SI. 21. Dijagram Fe-C 


Komponenta Fe,C .sadrži 6,67% C. Kristalna struktura 
cementita je rompska s parametrima rešetke: a = 0,4516 nm, 
b = 0,5079 nm i € = 0,673 nm. Cementit je izuzetno tvrd ; njegova 
tvrdoća mjerena prema Vickersu iznosi 900---1000 HV. Gustoća 
FegC iznosi 7,4 kg/dm*. Pri sobnoj temperaturi cementit je 
magnetičan. Temperatura tališta cementita iznosi — 1330 *C. 

Na nižim temperaturama željezo je fermagnetično i ima 
kubnu prostorno centriranu rešetku (željezo o). Prijelaz iz 
magnetičnog u nemagnetično željezo « (pri 769*C) označuje 
se točkom promjene A,. Željezo «a ostaje stabilno do 911*C 
kad nastupa plošno centrirana modifikacija y, koja je stabilna 
u području između 911 i 1392*C. Promjena x 2? y fazna 
je promjena koja se označuje točkom promjene A,. Ta pro- 
mjena pokazuje temperaturnu histerezu. Pri polaganom zagri- 
javanju čistog željeza točka je promjene A, za 10*C viša 
nego pri polaganom hlađenju. Zbog toga se upotrebljavaju 
dodatna slova (oznake) c i r, npr. A,,, A,,, da bi se razlikovale 
temperature na kojima započinje promjena pri zagrijavanju, 
odnosno hlađenju. Željezo y može rastvarati različite elemente. 
Na temperaturi 1392*C mijenja se željezo y u prostorno 
centriranu kubnu modifikaciju 8, koja je postojana do tališta 
željeza 1536 *C. Promjena y 22 8 također je fazna promjena, a 
označuje se točkom promjene A,,. 

Konstitucija slitina željeza. Dodavanjem nekog elementa mi- 
jenjaju se, tj. povisuju se ili snizuju, točke promjene A, i 
Aa ako dodani element sa željezom stvara čvrstu otopinu. 
Dodavanje elementa, npr. Mn, koji snizuje temperaturu prom- 
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jene A, a povisuje temperaturu promjene A,, uzrokuje otva- 
ranje područja y (sl. 22). 

Topljivost je u fazi y ograničena eutektikom i općenito 
opada s temperaturama nižim od eutektikale. Zato se krivu- 
lja topljivosti može sjeći s krivuljom koja izlazi iz točke A. 
Dijagram takva tipa s raširenim područjem y prikazan je na 
sl. 22b. 

Neki elementi, kao npr. silicij i krom, pomiču točku pro- 
mjene A; prema višim, a točku A, prema nižim tempera- 
turama. Uz neke određene, za pojedini element kritične, kon- 
centracije sjedinjuju se točke A, i Ag. Tada se govori o 
zatvorenom području y (sl. 22c). Povišenje točke promjene A; 
i sniženje točke promjene A, daje dijagram sa suženim po- 
dručjem y (sl. 22d). 

Nonvarijantne reakcije u sustavu Fe-Fe;C. U slitinama že- 
ljezo-ugljik postoje sljedeće četiri homogene faze: 1. kristal 
mješanac 6, odnosno 6-ferit, koji otapa 0,10% ugljika na tem- 
peraturi 1493C; 2. kristal mješanac y (austenit) s maksimal- 
nom topljivošću 2,06% ugljika na temperaturi 1147*C; 3. 
kristal mješanac a (ferit) koji na temperaturi 723“C otapa 
0,02% ugljika; 4. FegC (cementit) koji se, prema načinu na- 
stanka, naziva primarnim, sekundarnim ili tercijarnim cemen- 
titom. Primarni cementit nastaje primarnom kristalizacijom na 
liniji CD (sl. 21), sekundarni se izlučuje iz austenita (linija 
ES), a tercijarni iz ferita (linija PQ). 


T T 
bi M 
A A4 
y 
A, A, uo 
3 
a %C b %C %C d %C 


SI. 22. Konstitucija slitina željeza. a otvoreno područje, b rašireno 
područje, c zatvoreno područje, d suženo područje 


U dijagramu Fe-Fe,C postoje tri nonvarijantne izotermne 
reakcije, i to peritektička, eutektička i eutektoidna. 

Dodavanjem ugljika snizuje se talište željeza i povisuje 
točka promjene A,. Na temperaturi 1493C nastaje peritek- 
tička reakcija 


8(H) + L(B) 2 y(1). (13) 


Od točke B linija likvidus pada do eutektičke točke C s 
430% ugljika pri 1147*C. Na toj temperaturi talina je u 
ravnoteži s cementitom i austenitom. Eutektička je reakcija 


LUC) 2 (E) + Fe,C(F). (14) 


Proizvod je te reakcije fino formiran eutektički slog, koji se 
zove ledeburit (slikovni prilog, sl. 7). 

Prema liniji ES (sl. 21) sa sniženjem temperature opada 
topljivost ugljika u austenitu. Temperatura se promjene A3 uz 
porast koncentracije ugljika pomiče uzduž linije GS. Linije 
GS i ES sijeku se u točki S. Na eutektoidnoj temperaturi 
723*C raspada se austenit sa 0,8% ugljika na ferit i cemen- 
tit. Reakcija se odvija prema relaciji 


(S) 22 ferit(P) + cementit(K). (15) 


Eutektoidna pretvorba, koja spada među pretvorbe u čvrstom 
stanju, označuje se sa A,. Proizvod je te reakcije fino for- 
mirani heterogeni slog, perlit, koji se sastoji od 88% feri- 
ta i 12% cementita. S obzirom na eutektoidnu točku S, sliti- 
ne željezo-ugljik razvrstavaju se na eutektoidni čelik sa 0,8% 
ugljika, podeutektoidne čelike sa 0,0 do <0,8% ugljika i nad- 
eutektoidne čelike s koncentracijama od >0,8% do 2,06% 
ugljika. 

Budući da u perlitu stvarno ima više ferita, ferit pred- 
stavlja matricu u koju je cementit uložen u obliku lamela, 
odnosno pločica (lamelarni perlit). Po svom obliku mogu plo- 
čice cementita biti ravne, zakrivljene ili čak prelomljene. Ori- 
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jentacija je pločica cementita u svakom perlitnom zrnu raz- 
ličita (slikovni prilog, sl. 8). Pod utjecajem površinske nape- 
tosti mogu se lamele cementita preoblikovati u okrugla zrna, 
te se takav oblik perlita naziva zrnatim ili globularnim per- 
litom. 

Dijagram Fe-C (stabilna ravnoteža). Pri izuzetno malim 
brzinama hlađenja raspada se Fe;C na višim temperaturama 
prema izrazu 


FeC 2 3Fe+C, (16) 


što predočuje indirektno stvaranje grafita. Međutim, jedan dio 
grafita vjerojatno kristalizira izravno iz taline (direktno stva- 
ranje grafita). Skrućivanje slitina u sustavu Fe-C može se pra- 
titi pomoću dijagrama na sl. 21. 

S obzirom na ravnotežne linije, dijagram stabilnog sustava 
suštinski nije ništa novo, iako su temperature pretvorbi i kon- 
centracije karakterističnih točaka u usporedbi s temperaturama 
i točkama metastabilnog sustava donekle pomaknute. Suštinski 
je međutim, drugačija mikrostruktura tih slitina, kao i njihova 
svojstva, jer umjesto tvrdog cementita pojavljuje se mekani 
grafit. Usporedba sastava strukture metastabilnog i stabilnog 
sustava prikazana je u tabl. 2. 


Tablica 2 


USPOREDBA MIKROSTRUKTURE SLITINA METASTABILNOG 
I STABILNOG SUSTAVA 


Sustav Fe-Fe,C Sustav Fe-C 


Grafitni eutektik (austenit + grafit) 
Grafitni eutektoid (ferit + grafit) 

Primarni grafit (uzduž linije C'D) 
Segregatni grafit (uzduž linije S'E') 


Ledeburit (austenit + cementit) 
Perlit (ferit + cementit) 

Primarni cementit (uzduž linije CD) 
Sekundarni cementit (uzduž linije SE) 


SI. 9 u slikovnom prilogu prikazuje mikrostrukturu per- 
litnog sivog lijeva. Osnova je te strukture lamelarni perlit 
u kojemu se nalaze grubi listići grafita. Na mikrosnimci 
se vide i bijela točkasta polja koja predočuju fosfidni eutektik 
(steadit) sastavljen od faza: F&C,P) (ferit), FegC i Fe3P. Svo- 
jim oblikom, veličinom i rasporedom grafit bitno utječe na 
mehanička svojstva slitine, pa su stoga razumljivi napori da se 


dodacima elemenata, kao npr. magnezija i kalcija, nastoji utje- | 


cati na morfdlogiju grafita. 

Pretvorbe u čvrstom stanju. Slitina željezo-ugljik sa 0,45% 
ugljika ima, nakon zagrijavanja iznad linije GS i sporog hla- 
đenja, mikrostrukturu ferit + perlit, a udjeli obiju kompone- 
nata strukture praktički su jednaki (slikovni prilog, sl. 10). 
Odnosi postaju bitno drugačiji ako se brzina hlađenja pove- 
ćava. 

Iz sl. 23 vidi se da pri malim brzinama hlađenja točke 
pretvorbe A,3 i A,, putuju po odvojenim krivuljama. Porastom 
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Sl. 23. Položaj točaka pretvorbe slitine Fe-C sa 0,45% C 
prema brzini hlađenja 


brzine hlađenja postiže se pothlađivanje pretvorbe A,,, što uz- 
rokuje kasnije i smanjeno izlučivanje ferita. Pothlađivanju je 
podložna i pretvorba A,,, ali manje nego pretvorba A,,. Kad 
nastupi A, — A,, =0, u mikrostrukturi praktički nema više 
ferita, a perlit je vrlo fino formiran te se zove sorbit. 
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Linije A, i A,, spajaju se u liniju A;, ako se brzina 
hlađenja umjereno povisi, pa se zato može promatrati samo 
pretvorba A,. Pri još većim brzinama hlađenja nastupa nova 
točka pretvorbe A/, te A; predstavlja samo djelomičnu pret- 
vorbu, a A/ označuje pojavu strukture martenzitnog stupnja. 
Brzina hlađenja pri kojoj se prvi put pojavljuje martenzit 
naziva se donjom kritičnom brzinom hlađenja. Pri tzv. gornjoj 
kritičnoj brzini hlađenja nestaju sastavni dijelovi strukture 
ostalih stupnjeva (perlitnog i bainitnog). Za početak i kraj pret- 
vorbe austenit—martenzit u upotrebi su oznake M, i Mi. Oznaka 
M, (Martensite start) označuje temperaturu (*C) na kojoj po- 
činje transformacija austenita u martenzit. Oznaka M; (Marten- 
site finish) označuje temperaturu ("C) na kojoj završava transfor- 
macija austenita u martenzit. Za mnoge čelike ta se tempera- 
tura nalazi ispod 20*C, pa se oznaka M; obično niti ne unosi 
u TTT-dijagrame. 

Čelik eutektoidnog sastava ima pri sporom hlađenju samo 
pretvorbu A,,. S rastućom brzinom hlađenja u mikrostrukturi 
eutektoidnog čelika pojavljuju se sljedeći sastavni dijelovi struk- 
ture: finolamelarni perlit, sorbit, trostit, bainit, martenzit i rezi- 
dualni austenit. 

Pri brzini hlađenja, koja odgovara gornjoj kritičnoj brzini 
(+600 C/s), koja ovisi o vrsti čelika, plošno centrirana kubna 
rešetka austenita pretvara se u prostorno centriranu kubnu 
rešetku Gra % u kojoj ostaje prisilno otopljen sav ugljik 
iz slitine. Željezo « koje je prezasićeno ugljikom ne kristalizira 
kubno, nego tetragonalno prostorno centrirano. Čelik ohlađen 
s gornjom kritičnom brzinom hlađenja ima nakon kaljenja 
strukturu tetragonalnog martenzita. Elementarne (osnovne ili 
jedinične) ćelije željeza a i martenzita prikazane su na sl. 24. 
Na slici su označeni potencijalni položaji atoma ugljika. 


e - atom Fe 
O-alom C 


=0,2 Y b=0,2845nm 
oo eolos ! a=0,2845nm 


Martenzit 


Željezo a 


SI. 24. Osnovne ćelije: a željeza a i b martenzita 


Martenzitna se rešetka nalazi u određenom kristalografskom 
odnosu prema austenitnoj rešetki. Označivši smjerove Millero- 
vim indeksima (v. Kristalografija, TE 7, str. 372), ravnina (110) 
martenzita paralelna je s ravninom (111) austenita, a smjer [110] 
martenzita paralelan je sa smjerom [112] austenita. 

Martenzitne pretvorbe su fazne pretvorbe koje se odvijaju 
vrlo brzo, pa nema difuzije. Martenzit je sastavljen od plo- 
čica koje se u mikrostrukturi vide kao igle (slikovni prilog, 
sl. 11). Jedna pločica martenzita može se formirati u roku 
od 10-7s, a to je sigurno suviše kratko vrijeme za difuziju. 
Posljedica prisilne prisutnosti ugljikova atoma u kubnoj rešetki 
željeza a jesu mikronapetosti u kristalnoj rešetki, što se odra- 
žava također u visokoj tvrdoći kaljenog čelika. 

Kinetika austenitnog raspada. Zakonitosti raspada pregledno 
se prikazuju dijagramima TTT (prema engleskom: Time, Tempe- 
rature, Transformation — vrijeme, temperatura, transformacija), 
gdje se prati tok austenitnog raspada po izotermi. U mnogim 
toplinskim obradama pretvorba austenita ne događa se izo- 
termno, već u nekom temperaturnom intervalu, pa su se tako 
razvili i kontinuirani dijagrami TTT. Treba spomenuti da raspad 
austenita započinje tek nakon nekog određenog vremena, koje 
se zove vrijeme inkubacije, i da je za potpunu pretvorbu 
austenita potrebno neko određeno vrijeme. 

SI. 25 prikazuje raspad austenita u ugljičnom čeliku sa 
0,8% ugljika. Područje austenita nalazi se lijevo od krivulje 
početka pretvorbe, a desno od krivulje gdje pretvorba završava 
nalaze se faze koje se mogu dobiti prema temperaturi pret- 
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vorbe. Iznad točke maksimalne brzine pretvorbe (nos krivulje) 
stvara se perlit, u kojemu su razmaci među lamelama to manji 
što je temperatura pretvorbe u tzv. perlitnom stupnju niža 
(područje tog stupnja proteže se od 720*C do —500"C). U to 
područje spadaju, dakle, sorbit i trostit. 
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Sl. 25. TTT-dijagram austenitnog raspada za čelik sa 0,8% C 


U čelicima se stvara bainit na temperaturama koje su 
niže od temperature prestanka rasta perlita, a više od tempera- 
ture tvorbe martenzita. Mikrostruktura bainita, slikovni prilog, 
sl. 13 (mikrostruktura međustupnja), sastoji se od ferita i cemen- 
tita isto kao i perlit, samo što je raspored, odnosno među- 
sobni položaj tih dviju faza bitno drugačiji. U literaturi se 
upotrebljava i naziv gornji pernati bainit. Temperatura stva- 
ranja martenzita prikazana je na sl. 25 donjim, horizontalnim 
crtkanim pravcem. 

Popuštanje kaljenog čelika. Obično se čelici ne upotrebljavaju 
u stanju maksimalne tvrdoće postignute kaljenjem (v. Čelik, TE 3, 
str. 97). Takav je čelik krt i nedovoljno žilav. Da se poveća 
žilavost, potrebno je popuštanje čelika, tj. čelik treba ponovno 
zagrijati na određenu temperaturu (v. Čelik, TE 3, str. 99). Tok 
popuštanja može imati više faza, koje se međusobno razlikuju 
prema mikrostrukturi i mehaničkim svojstvima. Te se faze 
međusobno mogu i prekrivati. 
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SI. 26. Krivulja popuštanja čelika sa 1,3% C 


Popuštanje se može pratiti pomoću krivulje dobivene dilato- 
metrom (sl. 26). Ispitivana epruveta je od čelika sa 1,3% 
ugljika, koji se kali na temperaturi 1150*C i nakon toga 
popušta. Nakon kaljenja u vodi mikrostruktura se čelika sastoji 
od tetragonalnog martenizita i — 50% rezidualnog austenita. 
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Popuštanjem između —100 i 200*C (prva faza) raspada 
se ugljikom prezasićeni tetragonalni martenzit u metastabilni 
karbid € (Fe,,C) i kubični martenzit. Skraćivanje epruvete, 
koje započinje približno na 100“C, karakteristično je za prvu 
fazu. 

Pri popuštanju između — 150 i 300 *C (druga faza) rezidualni 
austenit raspada se na kubni martenzit i karbid €. Osim karbida 
£, mogu već biti prisutne i submikroskopski male čestice Fe,C. 
Zbog pretvorbe y —> « povećava se volumen, a time i duljina 
epruvete. 

U temperaturnom intervalu između 300 i 400“C (treća 
faza) karbid e prelazi u Fe;C. U tom području započinje 
izlučivanje ugljika iz metastabilnog kubnog martenzita, pa se 
stvara Fe,C, i to u početku u obliku submikroskopski malih 
pločica koje nakon dužeg vremena postaju zrna. U toj fazi 
opaža se kontrakcija epruvete. 

Procesi izlučivanja završavaju na temperaturi iznad 400 "C. 
Na višim temperaturama nastaje još samo koaguliranje cemen- 
tita. Nakon popuštanja u tom području čelici se sastoje od 
ferita i cementita. To su mikrostrukture poznate pod imenima 
popušteni trostit i sorbit, i zrnati perlit (globularni perlit ili 
sferoidit) koji se dobiva popuštanjem na temperaturi 650--- 
+710 C. 


Dvokomponentni sustavi obojenih metala 


Najvažnije dvokomponentne slitine obojenih metala i dija- 
grami slijevanja tih slitina prikazani su u člancima: Aluminijum, 
TE |, str. 230; Bakar, TE |, str. 657; Cink, TE 2, str. 657. 


Trokomponentni sustavi 


Dvokomponentni dijagrami slijevanja imaju više teorijsku 
nego praktičnu važnost, jer su u praksi rijetke čisto dvokompo- 
nentne slitine. Ponajviše tehničke slitine sadrže tri ili čak više 
elemenata, i to bilo namjerno (npr. specijalni čelici, legirani 
siumini itd.), bilo nenamjerno (onečišćenja). Postoje primjeri da 
samo mali dodatak trećeg elementa znatno pomiče ravnotežne 
linije binarnog dijagrama. Tada su za proučavanje ravnotežnih 
uvjeta i sastava strukture moguća dva pristupa: može se 
konstruirati novi binarni dijagram, koji vrijedi za određeni po- 
stotak trećega, dodanog elementa. Tako korigirani binarni 
dijagram slijevanja naziva se 'pseudobinarnim dijagramom sli- 
jevanja. Drugi je pristup da se konstruira prostorni dijagram 
trokomponentnog (ternarnog) sustava, kojemu je osnovna rav- 
nina trokut, a okomito se na tu ravninu nanose podaci 
o temperaturama (sl. 27). 


A B 


SI. 27. Prostorni model tro- 
komponentnog sustava 


U istostraničnom Gibbsovu trokutu tri čista metala zau- 
zimaju vrhove trokuta A, B i C. Binarni je sastav dan uzduž 
stranica, tj. postoje binarni sustavi “AB, AC i BC, a sastav 
ternarnih slitina prikazuje ploha trokuta (sl. 28). Za određivanje 
koncentracije slitine, zadane npr. točkom Z,, povuku se kroz 
tu točku pravci I, II, III, paralelni sa stranicama trokuta. 
Pravac I, paralela sa BC, siječe os C, u a=45%; pravac 
IL, paralela sa AC, siječe os Cyg u b=15%: pravac III, 
paralela sa AB, siječe os C- u c=40%. Tako se pomoću 
paralela može odrediti da je sastav u točki L,: A = 45%, 
B=15% i € = 40%. Mjerilo za određivanje koncentracije u 
postocima jest duljina stranice istostraničnog trokuta, koja 
predočuje 100%. Smjer očitavanja koncentracije komponenata 
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odgovara smjeru kazaljke na satu ili smjeru obrnutom od 
kazaljke na satu, 

Sve točke koje leže na pravcu yz (sl. 28), paralelnom sa stra- 
nicom AB, pripadaju slitinama s konstantnom koncentracijom 
komponente C, koja uvijek iznosi 25% (npr. L;: A = 50%, 
B=25%, € = 25%). 


A 10 20 


30. 40.50 60. 70. 8 9% _B 


CO —> 


SI. 28. Predočavanje trokomponentnih slitina u isto- 
stranom trokutu 


Slitine kojima koncentracijske točke leže na pravcu što 
prolazi kroz jedan od vrhova trokuta koncentracija (npr. Bx) 
sadrže uvijek iste omjere drugih dviju komponenata. Npr. 
u tri točke na pravcu Bx (sl. 28) koncentracije pojedinih 
komponenata iznose: L;: A = 45%, B = 25%, € = 30%; Lg: 
A=30%, B = 50%, € = 20%; Log: A=15%, B=75%, C = 
= 10%, a omjer je koncentracija komponenata A i C: 

45%A _ 30%A 15% A 


30%C  20%C  10%C 


= 1,5 = const. 


Ako se pomiješaju dvije slitine sastava L,g i Li,, dobit 
će se nova slitina sastava Z,,, koja leži na spojnici koncen- 
tracijskih točaka prvih dviju slitina. Sastav rezultirajuće slitine 
može se odrediti računski ili grafički. 

Vanjske varijable, koje se moraju uzimati u obzir u tro- 
komponentnim sustavima, jesu, dakle, temperatura T, .tlak p, 
koncentracija x i koncentracija y. Za konstruiranje potpunog 
dijagrama, koji bi trebao predočivati sve te varijable, potreban 
bi bio četverodimenzijski prostor. Budući da je to nemoguće, 
uobičajeno je uzeti tlak kao konstantu (atmosferski tlak), 
te konstruirati trodimenzijski dijagram s parametrima: tempera- 
turom i koncentracijom u dva smjera. 


Trokomponentni sustav s dvofaznom ravnotežom (trokompo- 
nentni izomorfni sustav) predočuje potpunu topljivost triju 
komponenata u tekućem i krutom stanju. Kao što se vidi iz 
sl. 29, ploha likvidus omeđena je linijama likvidus rubnih 


Sl. 29. Prostorni dijagram trokomponen- 
tnog izomorfnog sustava 
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binarnih sustava, a ploha solidus linijama solidus rubnih binarnih 
sustava. Oblik plohe likvidus, odnosno solidus, koji je često 
vrlo nepravilan, može se predočiti pomoću izotermnih presjeka 
kroz prostorni dijagram. Ti izotermni presjeci sijeku plohe 
likvidus i solidus u izotermama. Dijagram se sastoji od tri 
prostora: jednofaznog prostora taline (iznad plohe likvidus), 
jednofaznog prostora kristala mješanaca (ispod plohe so- 
lidus) i dvofaznog prostora L+« (između ploha likvidus 
i solidus). 

Izotermni presjek kroz tijelo prostornog dijagrama paralelan 
je s ravninom koncentracija pri određenoj temperaturi (sl. 30). 
Pomoću takvih presjeka mogu se odrediti faze koje su u 
termodinamičkoj ravnoteži. 

Na sl. 31 između izoterme likvidus i solidus vide se spojne 
linije, konode, koje spajaju konjugirane krute i tekuće faze 
i koje postepeno prelaze od smjera jedne granične spojne 
linije do smjera druge granične spojne linije. Pri istoj se 
temperaturi dvije spojne limije nikada ne presijecaju. 


Th 


SI. 30. Konstrukcija presjeka kroz tijelo prostornog dijagrama pri tempe- 
raturi Ti, T2, Ta 


C 


SL 31. Razdioba faza u pojedinim presjecima T,, T,, T, 


a b 


SI. 33. Likvidus i solidus u vertikalnim presje- 
cima 


Vertikalni presjeci kroz tijelo prostornog dijagrama jesu pre- 
sjeci okomiti na ravninu koncentracija (tzv. izopleti). Obično 
se biraju presjeci koji polaze od jednog vrha prostornog dija- 
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grama i zbog toga predočuju stalan omjer obiju komponenata 
(sl 32a 1 33a), ili presjeci paralelni s jednom od stranica 
prostornog dijagrama, koji predočuju konstantnu frakciju jedne 
od komponenata (sl. 32b i 33b). Iz vertikalnih se presjeka 
mogu očitati temperature likvidusa i solidusa za bilo koju 
od predočenih slitina (sl. 33), ali se ne mogu pratiti ravnotežne 
faze. 

Ravnotežno skrućivanje slitina. Tok ravnotežnog skrućivanja 
odabrane slitine izomorfnog trokomponentnog sustava može 
se pratiti na sl. 29. Ako se slitina X iz područja taline 
hladi tako malom brzinom da se stalno održava ravnoteža, 
skrućivanje će početi na temperaturi T,, tj. kada se dosegne 
ploha likvidus. Tada je talina LZ, u ravnoteži s kristalima 
čvrste faze sastava a. 

Daljim hlađenjem sastav taline se mijenja po plohi likvidus 
(Li—Lz—L3—Ly), a sastav kristala mješanaca po plohi solidus, 
uzduž zakrivljenog puta %,—«,—ay—«,. Nakon završenog 
hlađenja, odnosno skrućivanja, slitina ima mikrostrukturu sa- 
stavljenu od ternarnih kristala mješanaca . Na baznoj plohi 
dijagrama (sl. 29) ucrtana je projekcija konoda (spojnica) i 
putova promjene sastava čvrste i tekuće faze. Put likvidusa 
započinje kod sastava slitine X i završava kod L,, dok 
put solidusa započinje kod , a završava kod X (a). Sve 
spojne linije a,L,, %2L2, La i La prolaze kroz X. U 
realnim uvjetima skrućivanje trokomponentnih slitina izomor- 
fnog sustava ne teče ravnotežno, već postoji više ili manje 
izraženo odstupanje od ravnotežnog stanja. Mikrostruktura 
brzo (neravnotežno) hlađene slitine sastoji se od dendritskih, 
nehomogenih kristala mješanaca. 


METODE RAĐA U METALOGRAFIJI 


Razlikuje se makroskopska, svjetlosno-mikroskopska i elek- 
tronsko-mikroskopska metalografija. 

Makroskopska metalografija. Struktura, koja se može ana- 
lizirati povećalom, ili čak prostim okom, naziva se makro- 
strukturom. Predmet makroskopske metalografije jesu, prije 
svega, makropojave koje potječu od dobivanja i preradbe 
metala, kao što su uključci troske, pore, pukotine, lunkeri, 
nakupine u materijalu, različiti lomovi itd. 

Svjetlosno-mikroskopska metalografija. Pomoću svjetlosnog 
mikroskopa mogu se postići korisna povećanja od 2000:1. 
Moguća su, doduše, i veća povećanja, samo ona ne doprinose 
povećanju razlučivanja. Upotrebom svjetlosti valne duljine 
A = 400. ::800 nm može se postići razlučivanje od 250 nm. Istra- 
živanje pomoću svjetlosnog mikroskopa omogućuje studij fa- 
za koje nastaju prilikom skrućivanja i kao posljedica pro- 
mjena u čvrstom stanju, te uočavanje grešaka mikrostrukture, 
kao što su malokutne i velikokutne granice kristala, granice 
faza, granice kristala dvojnika, mikroporoznosti i mikrolunkeri, 
fizikalne nečistoće (uključine) itd. 


Sl. 34. Stol za mehaničko poliranje 
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Zbog neprozirnosti metala i slitina takva se istraživanja pro- 
vode pomoću svjetlosnog mikroskopa na principu reflektiranog 
svjetla (uobičajen je naziv metalurški mikroskop). Brušenjem 
i naknadnim mehaničkim poliranjem (sl. 34), potrebno je pri- 
premiti izbrusak ravne površine i visokog metalnog sjaja. 

Sl. 35 prikazuje put svjetlosnih zraka u mikroskopu. Pola- 
zeći od izvora svjetla, zrake prolaze kroz kondenzor i padaju 
na polupropusno zrcalo postavljeno pod kutom od 45% Dio 
zraka prolazi kroz staklo, a dio se reflektira tako da nakon 
prolaska kroz objektiv pada na poliranu površinu izbruska. 


Oko 


— Okular 


Ravno staklo 


Izvor svjetla 


SL 35. Put svjetlosnih zraka u svjetlosnom 
mikroskopu 


Svjetlost se odbija s površine izbruska te putuje kroz objektiv 
i polupropusno zrcalo do okulara pomoću kojeg se može 
promatrati slika. Povećanje ovisi o objektivu i okularu. 


SI. 36. Reichertov univerzalni mikroskop MeF 


Najpoznatiji proizvođači metalurških mikroskopa jesu firme 
Zeiss, Leitz, Reichert, Bausch & Lomb. Sl. 36 prikazuje Reichertov 
univerzalni mikroskop MeF, koji je građen prema principu 
le Chateliera i opremljen fotografskom kamerom. Pobliže o 
metalurškim mikroskopima v. Mikroskop. 

Nečistoće u čeliku (uključine, slikovni prilog, sl 14) 
ili npr. grafit u sivom lijevu (slikovni prilog, sl 15) imaju 
manju sposobnost refleksije, te se mogu na poliranom iz- 
brusku promatrati bez nagrizanja. Za razvijanje mikrostruk- 
ture, međutim, potrebno je nagrizanje koje će uzrokovati 
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specifične promjene površine izbruska. Razlikuju se dva po- 
stupka: nagrizanje granica kristala i nagrizanje površine kristala. 
Za ta nagrizanja služe različiti kemijski reagensi. Budući da 
su granice kristala (slikovni prilog, sl. 1) nepravilnosti kristalne 
rešetke, sredstva za nagrizanje jače napadaju granice nego 
površine kristala, stvarajući tako udubljenja na mjestima gra- 
nica. Ta je pojava često pojačana zbog prisutnosti nečistoća 
(uključina) koje se koncentriraju na granicama kristala. Zrake 
svjetla koje padaju u takva udubljenja više se ne odbijaju 
pod pravim kutom kao od nenagriženih površina (sl. 37). 


dili 


Sl. 37. Odbijanje svjetla pri određivanju 
kristalnih granica nagrizanjem. 


Sredstva za nagrizanje površine kristalnih zrna nagrizaju 
čitavu plohu izbruska. Budući da su pojedina zrna različito 
orijentirana, ona će odbijati svjetlo u različitim smjerovima, 
te će zbog toga neka od zrna izgledati svijetla, a druga 
tamna (slikovni prilog, sl. 2). Odbijanje svjetla od nagrižene 
površine kristalnih zrna prikazano je na sl. 38. 


III 


SI. 38. Odbijanje svjetla pri nagrizanju površine kristala 


Elektronska metalografija. Kad snop elektrona padne na 
kristalnu tvar, on će se otkloniti prema istim geometrijskim 
zakonima koji vrijede za rendgensko zračenje. Valna duljina 
snopa elektrona A dana je de Brogliejevom relacijom: 


h 


i=—, 
mv 


(17) 
gdje je m masa elektrona (9,11 - 107?! kg), v brzina elektrona, 
a h Planckova konstanta (6,63 + 10-24 Js). 

Prednosti primjene elektronskog mikroskopa s obzirom na 
svjetlosni proizlaze iz sljedećeg: /. zbog vrlo male valne du- 
ljine elektrona (0,004 nm) razlučivanje je veliko svega nekoliko 
desetina nanometra, što odgovara veličini parametra metalnih 
rešetki; 2. u usporedbi s apsorpcijom vidljivog svjetla, udio 
raspršenih elektrona kod metala je tako malen da je moguće 
prosvjetljivanje metala. 

Primjena elektronskog mikroskopa (sl. 39) u metalografiji 
ima prema tome smisla samo kad se pojedini elementi mikro- 
strukture ne mogu dalje razlučiti pomoću svjetlosnog mikro- 
skopa. Površina izbruska može se pomoću elektronskog mikro- 
skopa promatrati posredno, tj. pomoću otiska (replike). Prije 
izradbe replike površina se izbruska lagano nagriza tako da se 
razvije mikrostruktura (slikovni prilog, sl. 19). Više podataka 
O mikrostrukturi metala može se dobiti prosvjetljivanjem me- 
talne folije debljine nekoliko desetaka nanometara. Tako se mo- 
gu promatrati dislokacije (slikovni prilog, sl. 20), različite izlu- 
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Sl. 39. Elektronski mikroskop Jeol-200 kV 


čine (slikovni prilog, sl. 21), nepravilnost sloga (slikovni pri- 
log, sl. 22), područja koja mogu nastati prilikom prelaska 
jednog kristalnog sustava u drugi (slikovni prilog, sl. 23), te 
oblik kristala dvojnika (sl. 40 i slikovni prilog, sl. 24). Osim 
većeg razlučivanja, koje se postiže elektronskim mikroskopom, 
za uspješnu interpretaciju spomenutih mikrostruktura potrebno 
je poznavanje zakonitosti svjetlosnih kontrasta. 


SI. 40. Interpretacija slika dobivenih elektronskim mikroskopom. a prostorni 

raspored nekih nepravilnosti metalne folije, b projekcija mikrostrukture u rav- 

ninu; A granice kristala, B dislokacija, C dislokacijski čvor, D nepravilnost 
sloga 


Snop elektrona 


Fo Slika 


SI. 41. Shematski prikaz nastanka slike 
u elektronskom mikroskopu 


Nastanak slike u elektronskom mikroskopu prikazan je 
na sl. 41. Paralelan snop elektrona, koji se obično ubrzavaju 
naponom 100-.:200 kV, prolazi kroz foliju A—B otklanjajući 
se u različitim smjerovima. Otklonjene zrake skupljaju se u 
žarišnoj ravnini C—D, gdje stvaraju sliku koja se daljim lećama 
povećava. Zaslon C—D zadržava otklonjeni snop elektrona i pro- 
pušta samo neotklonjene elektrone. Kontrast slike, koju na 
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mjestu E—F stvaraju neotklonjeni elektroni, postiže se zbog 
razlike intenziteta otklonjenih elektrona na preparatu. Slika 
se sastoji od približno dvodimenzionalno raspoređenih refleksa, 
od kojih svaki odgovara posebnoj grupi ravnina refleksije. Na 
osnovi slike otklanjanja mogu se odrediti orijentacija i ostale 
kristalografske karakteristike folije. 

Elektronska mikroskopija je mnogo doprinijela interpreta- 
ciji mnogih struktura, ali taj način rada ima i određena 
ograničenja o kojima metalograf mora voditi računa. Tu je 
prije svega pitanje identičnosti mikrostrukture folije i isho- 
dnog metala, jer stanjivanjem metalne tvari nastaju neke 
promjene mikrostrukture. Tako npr. stvaranje začetaka (klica) 
U foliji može biti sasvim drugačije nego u ishodnom masivnom 
metalu. 

Kvantitativna metalografija. Za smisaono povezivanje mikro- 
strukture s njenim mehaničkim svojstvima kvalitativna me- 
talografija daje malo podataka, jer je interpretacija para- 
metara samo kvalitativna i dijelom subjektivna. To se rješava 
kvantitativnom metalografijom, kojoj je zadatak da brojčano 
obuhvati i vrednuje oblik, količinu, veličinu i razdiobu ele- 
menata mikrostrukture u sveukupnom volumenu uzorka. U 
posljednje se vrijeme za tu granu metalografije upotrebljava 
također izraz stereometrijska metalografija. U djelokrug kvanti- 
tativne analize spada, dakle, brojenje i mjerenje elemenata 
mikrostrukture, te usporedbena analiza koja ima, doduše, 
polukvantitativne karakteristike, ali je ipak. još uvijek vrlo 
važna zbog jednostavnosti postupka. Metoda rada "može se 
razabrati na osnovi sl. 42. 


Preparat 


Standard 


SI. 42. Usporedbena standardna slika za odre- 
đivanje veličine zrna 


Slika dobivena pomoću mikroskopa uspoređuje se s odgo- 
varajućim standardom. Poznati su, npr., standardi ASTM za 
određivanje veličine zrna i uključina. Postupak takve analize, 
međutim, nije sasvim ispravan jer se analizira samo površina 
uzorka, a, osim toga, standardi za uspoređivanje nisu izra- 
đeni dovoljno detaljno. 

Za statistička i za važnija istraživanja treba provesti bro- 
jenje i mjerenje elemenata mikrostrukture. S obzirom na 
veličinu elemenata razlikuju se ravninski, linijski i točkasti 
postupci analize (sl. 43). 

Ako se takva mjerenja izvode klasičnim načinom, ona su 
dugotrajna. U posljednje vrijeme sve se više upotrebljavaju 


SI. 43. Postupci mjerenja kvantitativne metalografije. a 
mjerenje površina, b linearna analiza, c brojenje točaka 
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SI. 44. Quantimet 720 System 10 s automatskim mikroskopom (Cambridge 
Instrument Company) 


automatski mjerni uređaji. Takav je uređaj, npr. Quantimet 
720 System 10 koji je povezan s miniračunalom, a primje- 
njuje se za rutinsku industrijsku kontrolu kvalitete materijala 
i za kompleksne analize (sl. 44). 

Pri metalografskom istraživanju treba znati koja su ograni- 
čenja izražajnih mogućnosti metalografije. Mogućnost interpre- 
tacije neke mikrostrukture ograničena je zato što se određene 
tvari u mikrostrukturi ne mogu identificirati, ili je njihova 
količina malena, ili dijelom ulaze u čvrstu otopinu. Izražajne 
mogućnosti metalografije nisu mnogo poboljšane ni faznim 
kontrastom, polariziranim svjetlom ili specijalnim sredstvima 
za nagrizanje, a ponekad ni primjenom elektronskog mikro- 
skopa, ali se znatno poboljšanje postiže primjenom elektronske 
mikrosonde (elektronskog mikroanalizatora, sl. 45). 


SI. 45. Elektronska mikrosonda (elektronski mikroanalizator, Cambridge Instru- 
ment Company) 


Elektronska se mikrosonda s uspjehom primjenjuje za kvan- 
titativne analize elemenata u metalnim i nemetalnim fazama, 
kojima površina iznosi nekoliko kvadratnih mikrometara. Pro- 
mjer snopa elektrona kojim se osvjetljuje ispitivana tvar iznosi 
— 1 pm. Danas su elektronske mikrosonde tako usavršene da se 
bez poteškoća mogu izravno odrediti čak i elementi kao što 
su dušik, kisik, fluor, ugljik i bor. Kvantitativno se traženi 
elementi određuju prema intenzitetu rendgenskih zraka. 

Termička analiza. Proces kristalizacije i promjene u čvrstom 
stanju prati se metodom termičke analize, odnosno na osnovi 
krivulja hlađenja. Termička se analiza obavlja tako da se u 
talinu metala (sl. 46) uroni termoelement i u određenim vre- 
menskim intervalima očitava temperatura metala koji se hladi 
i koji je prije pokusa bio zagrijan iznad tališta. Izmjereni iznosi 
temperature prikažu se grafički kao funkcija vremena, pa se 
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SI. 46. Uređaj za termičku analizu. / električna peć, 2 posuda s talinom, 
3 zaštitna cjevčica, 4 izolacijska cjevčica, 5 termoelement, 6 hladni priključak, 
7 Dewarova posuda, 8 termometar, 9 galvanometar 


dobije krivulja hlađenja metala, kao što je prikazano na sl. 
47 za metal koji nema pretvorbe u čvrstom stanju. 

Krivulja hlađenja sastoji se od tri dijela. Prvi dio koji 
strmo pada predočuje hlađenje taline na temperaturu tališta, 
odnosno skrutišta. Samo skrućivanje protječe tokom vremena 
koje je predočeno drugim, horizontalnim dijelom krivulje. Taj 
se dio krivulje naziva stojištem. U tom se vremenu iz taline 
izlučuju kristali i pri tom se oslobađa toplina kristalizacije. 
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SI. 47. Jednostavna krivulja hlađenja čistog 
metala 
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Sl. 48. Krivulja hlađenja s malim pothlađenjem. 
Temperatura se ponovno digne do stojišta 


Kad se iz taline iskristalizira posljednji kristal, skrućeni se 
metal hladi na temperaturu okoliša, što je predočeno trećim 
dijelom krivulje hlađenja. U vrlo čistim talinama, ili ako talina 
potpuno miruje, te kad je mala masa koja se ohlađuje, do- 
gađa se da atomi pravovremeno ne stvaraju začetke. Tada 
temperatura tekuće faze postaje niža od temperature skrućivanja, 
tj. talina je pothlađena. Ako se talina samo malo potrese, 
nastaje kristalizacija, pa se iznenada stvori tolika količina la- 
tentne topline da temperatura poraste na pravo talište, a dalja 
kristalizacija protječe prema sl. 48. Pothlađenje taline prikazano 
je na sl. 48 odstupanjem krivulje na početku stojišta. Kad 
je vrlo mala masa taline i kad je snažno hlađenje, može doći 
do veoma izraženog pothlađenja (sl. 49), pa raspoloživa latentna 
toplina nije dovoljna za podizanje temperature taline iznad 
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SI. 49. Krivulja hlađenja sa snažnim pothlađenjem. 
Temperatura više ne može doseći stojište 


ravnotežne temperature skrućivanja. Tada krivulja hlađenja ne 
daje pouzdane podatke o talištu. Termička analiza može se 
provoditi i u suprotnom smislu, tj. zagrijavanjem čvrstog me- 
tala. Brižljivo izvedeni pokusi pokazali su da tako određeno 
talište i skrutište određenog metala leže na istoj temperaturi, ali 
pri neravnotežnom zagrijavanju, odnosno hlađenju mogu nastati 
razlike između obiju vrijednosti (histereza). 


LIT.: M. Hansen, K. Anderko, Constitution of binary alloys. McGraw- 
-Hill, New York 71958. — W. Kleber, Einfihrung in die Kristallographie, 
VEB Verlag Technik, Berlin 41961. — L. Pauling, Die Natur der chemischen 
Bindung. Chemie Verlag, Darmstadt 1966. — A. Prince, Alloy phase equilibria. 
Elsevier, Amsterdam 1966. — H. Schumann, Metallographie. VEB Deutscher 
Verlag fiir Grundstoffindustrie, Leipzig 71970. — L. Kaufmann, H. Bernstein, 
Computer calculation of phase diagrams. Academic Press, New York-London 
1970. — J. P. Verhoeven, Fundamentals of physical metallurgy. John Wiley 
and Sons, New York 1975. 


I. Kosovinc 


METALURGIJA, dobivanje metala iz ruda, a obuh- 
vaća i njihovu dalju preradbu, obično do poluproizvoda kao što 
su limovi, ingoti, blokovi, različiti profili, žice i sl. U svjetskoj 
proizvodnji metalurgija je prema vrijednosti proizvoda odmah 
iza poljoprivrede. Danas se u industriji upotrebljavaju skoro 
svi metali u više od tisuću legura. Današnju civilizaciju nije 
moguće zamisliti bez upotrebe metala. 

Metalurgija se može razvrstati na teorijsku, ekstraktivnu i 
prerađivačku metalurgiju. Teorijska metalurgija proučava kri- 
stalnu strukturu metala, svojstva metala uvjetovana njihovom 
strukturom, i fazne dijagrame. Ona se u mnogome preklapa 
s metalografijom (v. Metalografija). Ekstraktivna metalurgija 
bavi se ekstrakcijom metala iz ruda i proizvodnjom blokova 
tehničkog ili rafiniranog metala kao konačnog proizvoda. Pre- 
rađivačka metalurgija bavi se preradbom metala u poluproiz- 
vode lijevanjem (v. Ljevarstvo, TE 7, str. 609), deformiranjem 
ili sinteriranjem, a osim toga obuhvaća i postupke za pobolj- 
šavanje svojstava poluproizvoda ili konačnih proizvoda kao što 
su termička i površinska obrada. U ovom je članku opisana 
ekstraktivna metalurgija, dok se o prerađivačkoj metalurgiji 
govori u člancima Plastična obrada metala i Termička obrada 
metala. 


Značenje metala u povijesti čovječanstva izraženo je nazivima pretpovije- 
snih razdoblja, koja su nazvana prema metalima koji su tada upotrebljavani 
(brončano doba, željezno doba). Zamjena kamenoga, drvenoga i koštanog 
oruđa metalnim bitno je izmijenila način života, a prvi metal dobiven iz 
rude znači otkriće koje nije ništa manje utjecalo na razvoj od otkrića vatre. 

U Evropi metali su se počeli upotrebljavati oko +-3000. godine. Budući 
da je čovjek odmah upotrijebio metal kao oruđe, može se reći da su se i 
ekstraktivna i prerađivačka metalurgija razvijale istodobno. Prvi metali koje 
je čovjek upotrebljavao bili su samoniklo zlato i bakar. Zatim je otkrio bron- 
cu, željezo itd. U starom vijeku bilo je poznato osam metala: zlato, 
srebro, bakar, kositar, olovo, željezo, živa i antimon. Krajem XVIII sto- 
ljeća bilo je poznato 20, a krajem XIX stoljeća 50 metala. S razvojem teh- 
nike razvijali su se i postupci dobivanja i preradbe metala. Dok je Evropa, a 
naročito srednja Evropa i Engleska, imala već u srednjem i na početku no- 
vog vijeka vrlo razvijenu metalurgiju, ona se u SAD i Australiji razvila tek 
sredinom XIX st, a u Japanu tek u XX stoljeću. 
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Na području današnje Jugoslavije vrlo su se rano počela iskorišćivati rud- 
na nalazišta. U pretpovijesnom se razdoblju iskorišćivala npr. živa i olovo na 
Avali kod Beograda. Rimljani su na našem području tražili zlato i srebro, a 
dobivali bakar i olovo. Poznato je da su već < 600. godine postojale talio- 
nice i kovačnice željeza u sjeverozapadnoj Sloveniji. Srednjovjekovno rudar- 
stvo i dobivanje obojenih metala bilo je razvijeno u Srbiji, kamo su pozvani 
iskusni saksonski rudari koji su otvorili brojne rudnike olova, srebra i zlata. 
Iz 1303. god. postoji i prvi pisani dokument o rudniku Trepča. Iz XIV st. 
postoje i dokumenti o talionicama (fužinama, gdje se dobivalo i prerađivalo 
željezo) u Sloveniji. U Idriji je živa otkrivena oko 1490, a G. Agricola (pra- 
vo ime Georg Bauer, 1494—1555), u svojoj knjizi De re metalica libri XII, 
već u XVI st. piše o talionicama olova u Koruškoj. Talionica Mežica sla- 
vila je prije deset godina 300. godišnjicu postojanja. Godine 1875. počeo se 
u Celju dobivati cink, a 1898. proizvoditi cinkov lim. Potkraj prošlog sto- 
ljeća bilo je više manjih talionica cinka u Hrvatskom zagorju, Zagorju kod 
Židanog mosta i Št. Janžu u Dolenjskoj (Slovenija). Sedamdesetih godina pro- 
šlog stoljeća u Slovenskoj Bistrici počeo se taliti bakar, izrađivati legure, 
profili, žica, čavli, kasnije i limovi i trake. Potkraj prošlog stoljeća počela je 
u Krupnju u Srbiji proizvodnja antimona, a talionica u Zajači kod Krupnja, 
koja radi još i danas, osnovana je 1901. godine. U početku XX st. otkriven 
je bakar u istočnoj Srbiji i razvio se današnji rudarsko-talioničarski bazen 
Bor. U 1907. god. počela je u Mostama kod Ljubljane proizvodnja glinice 
(Al,0;), ali je prvi aluminij proizveden tek 1937. god. u Lozovcu kod Šibe- 
nika. Između dva rata ponovno je proradila talionica olova u Trepči. Pot- 
kraj prošlog stoljeća iz nekadašnjih talionica (fužina) u Sloveniji razvile su se 
željezare. Razvoj crne metalurgije u Hrvatskoj počinje sredinom, a na pod- 
ručju Zenice potkraj prošlog stoljeća. 


Otprilike 3/4 elemenata na Zemlji jesu metali. Prema raši- 
renosti metala u Zemljinoj kori na prvom je mjestu aluminij 
sa 8,23% (ako se ne uzme u obzir silicij kao polumetal), dok, 
npr., olova, koji je vrlo važan metal, u Zemljinoj kori ima 
6500 puta manje od aluminija (v. Kemijski elementi, TE 7, 
str. 53). 

Metali se svrstavaju u dvije velike grupe: crni ili željezni 
i obojeni ili neželjezni metali. Među crne metale ubrajaju se 
željezo sa svim legurama te mangan i krom kao elementi koji 
se u velikoj mjeri legiraju sa željezom, a svi ostali ubrajaju se 
među obojene metale. Zbog velike raznolikosti obojenih metala 
oni se dalje svrstavaju u grupe. Postoje dva kriterija za svr- 
stavanje obojenih metala: na osnovi kemijskih i fizikalnih svoj- 
stava i na osnovi upotrebe u tehnici. 

Sirovine za dobivanje metala. Rude su glavna sirovina za 
dobivanje metala. Korisni sadržaj metala u rudi vrlo je razli- 
čit, a minimalni, ekonomski iskoristiv sadržaj zavisan je od 
razvitka tehnologije dobivanja i različan za različite metale. 
Tako npr. željezne rude sadrže čak 50--:60% željeza, dok se 
molibden (ima ga samo —0,01% u bakrenoj rudi) dobiva kao 
sporedni proizvod u metalurgiji bakra. Bakrena ruda sadrži 
samo —0,000005% renija, a ipak se njegova proizvodnja eko- 
nomski isplati. 

Prema kemijskom sastavu rude se razvrstavaju na samo- 
rodne, u kojima su metalni elementi u čistom obliku: zlato, 
srebro, bakar i platina, oksidne, u kojima su metali u obliku 
oksida, karbonata, hidrata, silikata i ostalih spojeva koji sa- 
drže kisik, i sulfidne, u kojima su metali vezani sa sumpo- 
rom. 

Ruda je prema svojoj strukturi nehomogena i sastoji se od 
minerala glavnih osnovnih metala, minerala drugih osnovnih me- 
tala (kompleksne rude, npr. olovo-cinkove, bakar-niklove i sli- 
čne rude), suputnika osnovnih metala (zlato, srebro, selen i te- 
lur u bakrenim rudama; kadmij, indij i talij u cinkovim ru- 
dama; bizmut, srebro i zlato u olovnim rudama, itd.) i rudne 
osnove koja se naziva jalovinom, a sastoji se od kvarca, sili- 
kata, alumosilikata, vapnenca itd. Iz ruda se nastoji dobiti što 
je moguće više svih metala koje one sadržavaju: npr. u me- 
talurgiji olova kao sporedni proizvodi dobivaju se bizmut, 
srebro, zlato i po mogućnosti i neki rijetki metali. 

Druge, sve važnije sirovine za dobivanje metala postaju 
tzv. sekundarne sirovine, kao što su otpaci, stari metalni pro- 
izvodi, troske, pepeli i sl. Preradba sortiranih metalnih otpa- 
daka mnogo je jeftinija od proizvodnje primarnih metala. Na- 
dalje, danas poznate zalihe ruda dovoljne su samo još za ne- 
koliko desetljeća, pa će se zato u budućnosti sve više novog 
metala i legura dobivati iz otpadaka. Skoro trećina svjetske 
proizvodnje nekih obojenih metala već se dobiva iz otpadnih 
sirovina. Statistički podaci pokazuju da se u zapadnim zemlja- 
ma u 1978. godini više od trećine bakra, 41% olova, 23% 
aluminija, 20% kositra, te 18% cinka dobilo iz otpadaka. 
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Postupci dobivanja i rafinacije metala. Dobivanje metala sa- 
stoji se od triju osnovnih faza: obogaćivanje mineralnih sirovina 
i priprema za dalju metaluršku preradbu, redukcija spojeva do 
metala te rafinacija sirova metala (sl. 1). Najpodesniji postu- 
pak dobivanja metala odabire se prema kemijskim i fizikalnim 
svojstvima metala i sirovina, potrebnoj čistoći metala, moguć- 
nosti dobivanja sporednih proizvoda, zaštiti okoliša i utrošku 
energije. 

Mineralne sirovine mogu se obogaćivati u koncentrate fi- 
zički (mljevenje, sijanje, flotacija, magnetska separacija i sl.) ili 
kemijski (izluživanje, amalgamacija). Pod pripremom za dalju 
metaluršku preradbu podrazumijeva se prženje sulfidnih ruda 
ili koncentrata te prženje karbonatnih ruda s namjerom da 
se prevedu u okside. 

Za redukciju ruda ili koncentrata, tj. spojeva u njima koji 
su najčešće oksidi, a ponekad i halogenidi (kloridi, fluoridi), 
upotrebljavaju se kao reducensi ugljik (karbotermija), vodik ili 
metali kao što su aluminij, silicij, kalcij, natrij, magnezij (me- 
talotermija), a može se upotrijebiti i električna struja (elektroli- 
tičko dobivanje). Međutim, za metale koji su izrazito nepleme- 
niti (aluminij, magnezij, titan, volfram, uran itd.) i koji su 
Čvrsto vezani s drugim elementima u Zemljinoj kori (s kisi- 
kom, silicijem i sl.) ekonomičnije je i tehnološki lakše pripra- 
viti iz rude čisti spoj, i taj spoj reducirati do čistog metala, 
nego reducirati rudu ili koncentrat pa zatim rafinirati sirovi 
metal. Tada se primjenjuju kemijski postupci za preradbu ruda 
ili koncentrata (izluživanje kiselinama ili lužinama, taljenje s 
alkalijama i naknadno izluživanje vodom ili razrijeđenim kise- 
linama), a zatim se dobiveni spojevi čiste sublimacijom, desti- 
lacijom, kristalizacijom, precipitacijom, ionskom izmjenom ili 
ekstrakcijom. Za redukciju čistih spojeva do metala upotreb- 
ljavaju se isti postupci kao i za redukciju ruda i za redukciju 
koncentrata. 

Za rafinaciju metala služe sljedeći postupci: kemijski po- 
stupci, kojima se dodavanjem reagensa (kisika ili oksidansa, 
sumpora, klora i klorida) nečistoće s njima vezuju u spoj, 
precipitacija ili likvacija, kojom se promjenom temperature, 
a ponekad i dodavanjem drugih metala snizuje granica ota- 
panja nečistoća u osnovnom metalu, destilacija, koja se pri- 
mjenjuje ako je vrelište nečistoća ili osnovnog metala niže od 
1000 C, i elektrolitička rafinacija. 

Pojedini postupci triju opisanih faza u dobivanju čistih 
metala mogu se razvrstati na sljedeći način: pirometalurški po- 
stupci (ili suhi postupci), u kojima se pojedine faze dobivanja 
provode pri povišenim temperaturama, npr. prženje, redukcija 
ugljikom, destilacija; hidrometalurški postupci, u kojima se radi 
s vodenim otopinama (izluživanje, izlučivanje metala iz otopi- 
na pomoću cementacije, plinske redukcije, ionske precipitacije, 
kristalizacije); elektrometalurški postupci, u kojima se za dobi- 
vanje i rafinaciju metala primjenjuje električna energija (elek- 
trolitičko dobivanje, elektrolitička rafinacija, taljenje u elektro- 
pećima). Takva podjela postupaka za dobivanje metala ima 
više historijsko značenje, jer uzima u obzir sredine u kojima 
procesi teku (peći s visokim temperaturama, vodene otopine) 
ili različite oblike energije. Do prije 100 godina za dobivanje 
i rafinaciju metala primjenjivala se samo pirometalurgija. Zato 
se i danas pod ekstraktivnom metalurgijom često podrazumi- 
jeva uglavnom pirometalurgija, jer su pirometalurški postupci 
još uvijek najvažniji. Tim se postupcima danas u svijetu do- 
biva sve željezo, 75% čelika, 80% bakra, 85% olova, 80% 
nikla, 40% cinka, skoro sav kositar, antimon i živa. Od teh- 
nički važnih metala danas se hidrometalurškim i elektrometa- 
lurškim postupcima proizvodi jedino aluminij i veći dio mag- 
nezija i zlata. 

Tabi. 1 daje pregled osnovnih podataka o proizvodnji tri- 
desetak tehnički najvažnijih metala. U tablici su navedeni glavni 
izvori metala (rude ili minerali), vrsta sirovine (s udjelom me- 
tala u koncentratu), kratak opis najvažnijeg postupka ekstrak- 
cije metala iz sirovine i rafinacije sirovog metala s redoslijedom 
proizvodnih operacija te konačni rafinirani proizvod definirane 
čistoće. Posebno je naveden pregled proizvodnje i rafinacije 
metala u Jugoslaviji zajedno s glavnim rudnicima i proizvo- 
đačima (tabl. 2). 
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Sl. 1. Shematski prikaz proizvodnje metala; na lijevoj strani navedeni su metali koji se dobivaju redukcijom rude ili koncentrata, a na desnoj su strani metali kojima se rude prvo prerađuju u čisti spoj, a taj se zatim 
reducira u metal 
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Tablica 1 
SIROVINE, NAJČEŠĆI POSTUPCI EKSTRAKCIJE I RAFINACIJE VAŽNIJIH METALA 


Najvažniji Ekstrakcija Rafinacija 
Metal izvor. 
(ruda, mineral) Sirovina * Najvažniji postupak Proizvod" Najvažniji postupak Proizvod 
Aluminij, Al , Boksiti : Boksit Luženje sa NaOH (Bayerov postupak), izdvajanje čis- Tehnički aluminij Flektroliza u elektrolitu rastaljenih halogenida Vrlo čisti aluminij 
(hidrargilit i bemit) tog Al0; (glinica) i elektrolitička redukcija u krjolitu (99.5% Al) za specijalne svrhe 
Antimon, Sb Sulfidna ruda Koncentrat ili ruda | Prženje do Sb,O, ili Sb,Ox i redukcija ugljikom i Sirovi antimon a) Pirometalurška rafinavija Rafinirani antimen 
(stibnit) sa > 25% Sb (90---98% Sb) b) Flektrolitička, kemijska rafinacija, zonalno taljenje (99,5% Sb) 
Antimon za poluvodiče 
i (99.999% Sb) 
Bakar. Cu Sulfidne rude Koncentrat Djelomično prženje. taljenje do bakrenog kamena 1 Sirovi bakar Pirometalurška i elektrolitička rafinacija Hlektrolitički bakar 
(halkopirit) (> 20% Cu) konvertiranje (98.--99% Cu) (> 99.95% Cu) 
Berilij. Be Oksidna ruda Koncenitral Kemijska ekstrakcija čistog BeO 1 clekiroliička re- Tehnički berilij Vakuumska destilacija i zonalno taljenje Vrlo čisti berilij za 
(beril) (106: --12% BcO) dukcija BeCl, ili magneziotermijska redukcija Ber, nuklearnu tehniku 
Bizmut, Bi Kompleksne rude Bizmutlova pjena legiranje sa Mg i Ca u legure slabo topljive u ik Sirovi bizmut Rafinacija klorom Rafinirani bizmul 
drugih metala (3:+:5% Bi) pri olovu, uklanjanje Mg i Ca reakcijom s olovo-klori- (99,99% Bi) 
(Cu, Pb) rafinaciji olova dom, odvajanje olova kloriranjem 
Cerij, Ce Monacil Monacitni luženje vrućom koncentriranom H,SO,. dobivanje | Metal sa 52% Ce Za dobivanje čistih metala te grupe potrebno je prije redukcije razdvojiti njihove 
pijesak oksida, elekirolitička redukcija rastaljenog klorida isadrži i druge okside 
lantanide) 
Cink, Zn Sulfidne cink- Koncentrat a) Sulfatizacijsko prženje, luženje sa H,SO., elekiro- Flektrolitički cink. Destilacija Rafinirani cink 
-olovne rude (> 55% Zn). liza sulfatne otopine >9995% Zn (99,99% Zn) 
cink-olovni b) Prženje, redukcija u jamskoj peći (zajedno s olo- Sirovi cink (98% Zn) 
koncentrat vom) 
Cirkonij. Zr Oksidna ruda Konceniral Dobivanje tetraklorida, razdvajanje cirkonija od haf- Siro\i metal a) Jodidni postupak Rafinirani cirkonij 
(cirkon) nija, redukcija magnezijem ili natrijem (99% Zr) h) Elektroliza (99.8% Zr) 
| Rafinirani cirkonij 
1 Bi ž 
Germanij. Ge| Rude koje sadrže Koncenirati Oksidacijsko prženje i otapanje, prevođenje GeCl, u Sirovi metal Zonalno taljenje Germanij za 
germanit ili bakra i olova iz GeO,. redukcija oksida vodikom poluvodiče 
renieril JE navedenih ruda | 
Indij. In Cinkoe i olovne Međuproizvodi Luženje, cementacija cinkom iz sulfatnih otopina | Sirovi indij a) Različiti kemijski postupci Rafinirani indij 
rude koje sadrže u preradbi i (96:--99% In) b) Višestruka elektroliza (99,99% In) 
indij cinka i olova | Indij za poluvodiče 
mk .(99.9999% In) 
lridij, Ir Bakrene i niklove Anodni mulj pri Luženje zlatotopkom, kemijsko razdvajanje Rh, Os. Čisti iridij 
rude koje sadrže elekirolitičkoj Ru, fr, izdvajanje (NH.),IrC14 i žarenje u vodiku | 
platinske metale rafinaciji bakra 
i nikia 
Kadmij, Cd Olovo-cinkove Bakar-kadmijci Luženje u H2SO4. cementacija cinkom, elektroliza ili IE Sirovi kadmij «) Zonalno taljenje Rafinirani kadmij 
rude koje mulj pri destilacija b) Elektroliza (99,999% Cd) 
sadrže kadmij proizvodnji 
cinka 
fi “1: Kn . 
Kobalt, Co Kobaltove ili Konceniral Taljenje u električnim pećima, luženje, čišćenje otopi- Tehnički kobalt Priprava vrlo čistog oksida ili oksalata kobalta, ze Vrlo čisti kobalt 
bakar-kobaltove ne. cementlacija, redukcija u električnim pećima ili (99.0---99.5% Co) dukcija vodikom (> 99,9% Co) 
rude elektrolizom 
Kositar, Sn Oksidna ruda Koncentrat Pročišćivanje koncentrata prženjem i luženjem sa HCI. Sirovi kositar 


(kasiteril) 


(30---60% Sn) 


redukcijsko taljenje 


(98% Sn) 


a) Pirometalurška rafinacija 
b) Elektrolitička rafinacija 


Rafinirani kositar 
(> 99,8% Sn) 


Fiektrolitički kositar 


(> 99,9% Sn) 


Krom, Cr 


Kromova ruda 
(kromit) 


Kromitna ruda 
(35---60% 
Cr203) 


Sinteriranje sa _Na,CO,, luženje, dobivanje čistog 
Cr,0., elektroliza ili aluminotermijska redukcija 


Elekirolitički krom 
(> 99,5% Cr) 
Aluminotermijski 
krom (> 98% Cr) 


Pretaljivanje u vakuumu i specijalni postupci (jodidni 
postupak) 


Vrlo čisti krom 
(> 999% Cr) 
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Tablica 1 (nastavak) 


za 
Najvažniji Ekstrakcija Rafinacija 
Metal izvor 
(ruda, mineral) Sirovina Najvažniji postupak Proizvod! Najvažniji postupak Proizvod 
li a 


Magnezij, M sI 


Morska voda 


Dolomit 


Morska voda 
(1 ke Mg/m?) 
Dolomit 
(> 20% MgO) 


Taloženje Mg(OH), iz morske vode, priprava MgCl, 
i elektroliza rastaljenog klorida 
Silikotermijska redukcija dolomita u vakuumu i kon- 
denzacija para 


Tehnički magnezij 
(99.9% Mg) 


Sublimacija u vakuumu 


Vrlo čisti magnezij 
(> 99,99% Mg) 


Mangan, Mn 


Molibden, Md 


Manganova rudi 


Sulfidna ruda 
(molibdenit) 


Nikal, Ni 


a 
Sulfidne ili oksidne 


Ruda bogata 
manganom 


Redukcijsko prženje do MnO, luženje, elektroliza sul- 
fatne otopine 


Koncentrat 
(90% MoS,) 


_-———————— > 


Prženje, mokro kemijsko čišćenje, redukcija čistog 
MoO,;, vodikom 


Flektrolitički mangan 
(> 99,9% Mn) 


Molibden u prahu 


Molibden u blokovima proizvodi se sinteriranjem ili elektrolučnim pretaljivanjem 


— 


Čisti nikal 


Koncentrati a) Djelomično prženje sulfidnih koncentrata, pripra- Sirovi nikal Karbonilni postupak ili elektroliza 
niklove rude sulfidnih ruda va niklovog kamenca, razdvajanje Ni3S, i Cu,S, pr- (95% Ni) (> 99,9% Ni) 
(oko 10% Ni) ili ženje NigS,, redukcija NiO 
oksidne rude b) Sulfidizacija oksidnih ruda, prženje Ni3S,, reduk- Sirovi nikal 
(2: 3% Ni) cija NiO (95% Ni) 
4 e) Redukcija oksidnih ruda, konvertiranje Feronikal 
Niobij, Nb | Niobij-tantalove Koncentrat(65% |  Taljenje sa NaOH, luženje sa HCI i HF, razdvajanje Tehnički niobij a) Jodidni postupak Vrle čisti niobij 
oksidne rude Nb,O0:+Ta,0.) spojeva Nb i Ta. redukcija niobijevih soli do metala (> 99.7% Nb) b) Zagrijavanje u vakuumu 
Olovo, Pb Sulfidne olovo- Koncentrat Prženje sulfida do oksida, redukcija oksida ugljikom | Sirovo olovo Pirometalurška rafinacija Rafinirano olovo 
-vinkove rude (60% Pb) | (9% Pb) (> 99.9% Pb) 
1 1 3 3 
Paladij, Pd Bakrene i niklove Anodni mulj pri Luženje zlatotopkom, odvajanje zlata, taloženje Au i | Čisti paladij 
rude koje sadrže elektrolitičkoj Pt, redukcija paladijeva kompleksa do metala 
platinske metale rafinaciji bakra 
i nikla 
Platina, Pt Bakrene i niklove Anodni mulj pri Luženje zlatotopkom, odvajanje zlata, taloženje Čista platina 
rude koje sadrže elektrolitičkoj (NH.),PtCl4, termički raspad do metala | 
platinske metale rafinaciji bakra 
i nikla 
Selen, Se Sulfidne rude Anodni mulj pri Prženje sa H,SO, ili Na2CO.,, luženje vodom, talože- Sirovi selen a) Vakuumska destilacija Čisti selen (> 99% Se) 
bakra elektrolitičkoj nje pomoću SO, b) Vakuumska rafinacija i zonalno taljenje Vrlo čisti selen 
rafinaciji bakra (> 99,999% Se) 
Silicij, Si Kvarcit Kvarcit Redukcija koksom u elektrolučnoj peći Siovi silicij Zonalno taljenje Silicij za poluvodiče 
(90 --95% SiO,) | (98% Si) | 
Srebro, Ap Olovne i bakrene Srebrna pjena Odvajanje srebra od olova pomoću cinka, destilacija Legura srebra s Hlektroliza Čisto srebro 
rude s primjesom pri rafinaciji cinka, uklanjanje preostalog olova oksidacijom drugim plemenitim (99.9% Ag) 
srebra olova metalima 
Anodni mulj pri | Odvajanje bakra i selena, taljenje u plamenoj peći | exura srebra s drugim 
elektrolitičkoj plemenitim metalima 
rafinaciji bakra 
H zip a Fe 
Telur, Te Sulfidne rude Anodni mulj pri | Prženje s H,SO.. ekstrakcija luženjem i taloženje uz Tehnički telur Vakuumska destilacija, zonalno taljenje Vrlo čisti telur 
bakra i olova elektrolitičkoj neutralizaciju, elektroliza otopine natrij-telurida . 
rafinaciji bakra 
Titan, Ti Titanove rude Koncentrat Kloriranje, redukcija titan-tetraklorida magnezijem Titan Vakuumska destilacija Čisti titan 
(rutil, itmenit) rutila (94% (99% Ti) 


TiO,), ilmenit 
(+ 30% Ti) 


(> 99,3% Ti) 
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PIROMETALURGIJA 
+ nd Pes 
ET Id = Pri izboru postupka za dobivanje nekog metala odluču- 
> š> = EH juća su sljedeća tri faktora: mogućnost odvijanja procesa, br- 
B g |= cE u zina procesa i ravnotežno stanje procesa. Da li je neka ke- 
ć zg E 2z O mijska reakcija uopće moguća, pokazuju zakonitosti kemijske 
oA g DA termodinamike. Većina reakcija u tehničkim metalurškim pro- 
> E = cesima odvija se pri konstantnom tlaku, pa je toplina reak- 
Ka cije (entalpija reakcije, AH) jednaka promjeni slobodne ental- 
ž IF ije AG i vezane energije sustava: 
< gj 
5 
= AH = AG + TAS, (1) 
£ nur S. 
ka pa : dje je T apsolutna temperatura, a S entropija sustava kao 
S g S mjera nereda molekula u tom sustavu (v. Termodinamika). Ke- 
Šš £ S  omijska reakcija spontano će se odvijati u onom smjeru u ko- 
i z 2 jem opada slobodna entalpija sustava. To odgovara negativnoj 
o kh . . .. 
š i 5 > promjeni te slobodne entalpije AG. 
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= Šš 2 drugih elemenata u različite kemijske spojeve, nastat će vje- 
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S S A 
s E =: 2 £ slobodne entalpije za ukupnu reakciju. Tako se, npr., reduk- 
E š z ž E cija željezo(1I)-oksida ugljikom pri temperaturi 1000*C može 
Žž Zs ri 2 < prikazati kao razlika dviju osnovnih reakcija: 
L id ii i i Š C +40, > CO, AG = —226KJI mol"! (2) 
Su 
= 2 = .. Ed Fe+10, > FeO, AG = —176KJ mol“!. (3) 
= < od i o3 u s 5 
= g es & =“ mei he sn i ii 
š|s s < Eo in 2 Prema tome, ukupna je reakcija 
ma - E nE ne 
2 ti = , Ta s nd = 
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o = C KE: e 2 
s“ = 48 = 7 : A g za 
a ca S ni m2 2 pa se na temelju negativne promjene slobodne entalpije za- 
| E ključuje da je na temperaturi od 1000“C spontana redukcija 
= željezo(1I)-oksida ugljikom moguća. Na isti se način o moguć- 
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“o S < k & 2. pomoću dijagrama ovisnosti promjene slobodnih entalpija re- 
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+22 EgI HI E g akcije spontano odvijati u temperaturnom području u kojem 
| RBA |gs |S 8 Ed je promjena slobodne entalpije ukupne reakcije manja od nule. 
a | 2$ ž z S £ 3 pije ukupne: LJ ja 
& “35 še “E i o To će se temperaturno područje u dijagramu pružati sve do 
ZU sE u = > BN Kio .. a . .. GA S 
ŠI iTEB £5 == E E = resjecišta linija za dvije pojedinačne reakcije kojih razlika 
x & + o0u == o 2 a . J ae i) J « J . J .. 
Sile lčdca& Ee Be E £ daje ukupnu reakciju. Tako se za navedeni primjer reakcija 
ša |zrs ja o iZael| 5 Ć= E 
ša čse |E. Ig os x |4 1 
S |goz 132 [22] 8 s £ : 
a8. 28 g" it Za: ABE 
mse (SES g s PA Ed 2 
so5 s E = 5 hd = E ri 
oču. Zg. |? Za Z o g 
#6 šk KE o& IA 14 
sE E Ed g os E 5 5 
EJ ŽE = S E = > o 
Ed S 5 s S = 2 s 
že pu = S g B E: g 
O+ & Z Dr. |E e [e] = 
-+ = 
E Eg 2218 
> S a e Er S ri 
sz |šdgž šo safe ša g 
š Igože 5? E-|gš|eš|? 
& | sagi Šš sglišis: | 
ze: Žž ZEiZgA|Sz| g 
= E = Š KZ N- ne g 
= 
(27 
be 1 E 
_ u 4 za PI € « d 
= 818 S asa ENE 8-, € 
Ex e EE! o R8SBRJE EE g 
BSE |. HER E: va E|e 7% di =: 
SHg | 3 LEŽE |gEe2žiE [15 2 
ZSE FEKIE: gE kže |g2| 5 
Bo. Ne E=+e|s 584E|3 s>2| 
št [op porasla“ g 
o 
1 = & 
> Ez o g 
= S a d 2 u 2 S 0 400 800 1200 1600 2000 2400 
= d E! g S g d f Temperatura "€ 
s = = = = š 
5 s k- Si PSG EI | - SI. 2. Ovisnost promjene slobodne entalpije reakcija oksidacije 
o temperaturi 


METALURGIJA 439 
Tablica 2 
PROIZVODNJA METALA U JUGOSLAVIJI 
Metal Ruda Rudnici Metoda proizvodnje i rafinacije Mjesto proizvodnje | 
Aluminij Boksit Istra, Drniš, Mostar, Obrovac, Bayerov postupak proizvodnje glinice i elektrolitička Titograd, Šibenik 
Bosanska Krupa, Jajce, Nikšić, redukcija u kriolitu Kidričevo, Mostar 
Vlasenica, Kosovo, Imotski, 
Sinj 
Antimon Sulfidna ruda Zajača, Stolice Destilacijsko prženje do Sb,O,, redukcija u plamenoj Zajača 
peći, pirometalurška rafinacija | 
L 
Bakar Sulfidna bakrena Bor, Majdanpek, Djelomično prženje, priprava kamenca u plamenim Bor 
ruda Krivelj pećima, pirometalurška i elektrolitička rafinacija 
Bizmut Dobiva se uz Rafinacija bizmutove pjene klorom Zvečan 
olovo 
i ka 
Cink Sulfidne Kopaonik, Zletovo, Sasa, a) Prženje, luženje, elektroliza Šabac, Titova 
olovo-cinkove Blagodat, Mežica, Šuplja Stena, b) Prženje, sinteriranje, redukcija u visokoj peći Mitrovica, 
rude Mojkovac, Srebrenica Titov Veles 
Kadmij Dobiva se Iz taloga prilikom čišćenja cinkova elektrolita: luženje, Šabac, Titova 
uz cink cementacija, otapanje, elektroliza Mitrovica, Titov Veles 
Krom! Kromitna ruda (iz uvoza) Redukcija kromitne rude, proizvodnja ferokroma Jegunovci, Ruše, Dugi Rat 
+ Ek 
| Magnezij Dolomit Silikotermijska redukcija Baljevac na Ibru 
Mangan! Manganova ruda (iz uvoza), Čevljanovići Redukcija manganove rude, proizvodnja oromangana | Šibenik, Dugi Rat 
i silikomangana 
Nikal! Oksidne željezo- Ržanovo Kavadarci 
-niklove rude 
Olovo Sulfidne olovo- Isto kao za cink Prženje, redukcija, pirometalurška rafinacija Zvečan, Mežica, 
-cinkove rude Titov Veles 
Paladij Anodni mulj pri Pokusi izdvajanja metala platinske grupe Bor 
elektrolitičkoj 
rafinaciji bakra | 
Platina Kao za paladij Bor 
Selen Kao za paladij Prženje sa H,SO,, otapanje SeO, i taloženje pomocu Bor 
SO, 
Silicij Kvarcni pijesak Redukcija u elektrolučnoj peći, Si (98%) Jajce 
ferosilicij Jajce, Ruše 
Srebro Srebrna pjena pri Odvajanje pomoću cinka, kupelacija, elektrolitička ra- Zvečan 
rafinaciji olova finacija 
Anodni mulj pri Odvajanje bakra, selena, taljenje u plamenoj peći, Bor 
rafinaciji bakra elektrolitička rafinacija 
Uran | Uranova ruda Žirovski Vrh | Poluindustrijska proizvodnja koncentrata U;Oz Žirovski Vrh 
| Zlato Kao za paladij Elektrolitička rafinacija anodnog mulja od rafinacije Bor 
srebra 
Željezo Rude željeza Vareš, Ljubija, Tajmište, Redukcija u visokoj peći, konvertiranje Zenica, Skopje, Smederevo, 
Damjan (Kičevo) Jesenice, Nikšić, Ravne, 
Štore, Sisak, Split 
Živa Cinabaritna ruda Idrija Oksidacijsko-destilacijsko prženje, kondenzacija Idrija? 1 


Proizvode se samo ferolegure. 


(2) i (3) može iz dijagrama ustanoviti da će se ukupna re- 
dukcija željezo(11)-oksida ugljikom spontano odvijati na tem- 
peraturama višim od —700"C. 

Brzinom reakcije bavi se kemijska kinetika (v. Kemijska 
kinetika, TE 7, str. 45). Povišenje temperature povećava brzinu 
reakcije, ali u tehnici se moraju uzeti u obzir i ostali utjecaji 
povišenja temperature na tok reakcije. Tako, npr., pri reakciji 
prženja previsoke temperature uzrokuju taljenje prženca, a to 
usporuje prženje, jer stvorena tekuća faza ometa reakciju iz- 
među čvrstog sulfida i kisika iz plinovite faze. S druge strane, 
prilikom redukcije brojnih metalnih oksida primjenjuju se više 
temperature nego što je potrebno za reakciju, i to s namje- 
rom da se uložak rastali i stvori tekuća troska koja veže ok- 
side koje se ne želi reducirati. Zbog toga u pirometalurgiji 
reakcije teku uglavnom na temperaturama 500---2000 *C. 

U svim su pirometalurškim procesima reakcije praktički he- 
terogene, tj. odvijaju se na granici čvrste i plinovite faze (re- 
dukcija, prženje), tekuće i plinovite faze (rafinacija), rjeđe na 


? Privremeno ne radi (zbog niskih cijena žive na svjetskom tržištu). 


granici čvrste i tekuće faze (rafinacija). Zbog toga se čitav 
proces može podijeliti na tri stupnja: dovod reaktanata do 
mjesta reakcije, kemijska reakcija na faznoj granici i odvod 
reakcijskih proizvoda s mjesta reakcije. Pri tom se pretpostav- 
lja da je prijenos topline tako brz da ne utječe na brzinu 
procesa. To znači da u endotermnim reakcijama toplina do- 
lazi do mjesta reakcije dovoljno brzo i da se, zbog potro- 
šnje energije, temperatura na faznoj granici ne snizuje, a da 
se u egzotermnim reakcijama toplina odvodi tako brzo da 
temperatura na faznoj granici suviše ne poraste. 

Brzinu čitavog procesa kontrolira najsporiji od njegovih 
triju stupnjeva. Brzina dovoda reaktanata i odvoda reakcij- 
skih proizvoda može se odrediti pomoću zakona difuzije, dok 
se brzina kemijske reakcije određuje prema zakonima kemij- 
ske kinetike. Pri nižim temperaturama obično je najsporiji stu- 
panj kemijska reakcija, a pri višima difuzija. Naime, i brzina 
kemijskih reakcija i brzina difuzije rastu s porastom tempe- 
rature, ali brzina kemijskih reakcija raste mnogo brže. 
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Pirometalurški postupci sastoje se od transformacije ili pri- 
preme rude (ili koncentrata rude), dobivanja ili ekstrakcije me- 
tala i rafinacije metala. Rude bogate metalom, npr. željezne 
rude, prerađuju se izravno, a rude s malim sadržajem metala 
treba obogaćivati da se dobije tzv. koncentrat (v. Oplemenji- 
vanje mineralnih sirovina). 

Transformacija (priprema) rude. Postupci su transformacije 
sušenje, kalcinacija, prženje i sinteriranje. Temperature u tim 
postupcima ne prelaze 900“C. Postupci transformacije nisu 
uvijek potrebni i ponekad se mogu obaviti istodobno s dobi- 
vanjem metala (npr. sušenje rude u gornjim dijelovima viso- 
kih peći). 

Sušenje je rude ili koncentrata potrebno da se smanji po- 
trošnja energije u ekstrakcijskim pećima ili kad ekstrakcijski 
postupak zahtijeva da uložak bude potpuno suh. U pećima 
za sušenje materijal se suši vrućim zrakom ili plinovima izga- 
ranja (sl. 3). 


SI. 3. Rotacijska peć za sušenje. / peć za izgaranje, 2 otvor za ubacivanje 
rude, 3 rotirajući bubanj. 4 pogonski uređaj, 5 dimnjak 


Kalcinacija je razgradnja karbonata ili spojeva koji sadrže 
kristalnu vodu. Tim se postupkom (sl. 4) želi smanjiti utro- 
šak energije u ekstrakcijskim pećima, jer su te reakcije raz- 
gradnje endotermne. U metalurgiji je važna jedino kalcinacija 
karbonata, i to vapnenca, dolomita, magnezita i karbonata 
željeza. 


SI. 4. Peć za prženje (kal- 
cinaciju) uz upotrebu 
komprimiranog zraka. | 
ventilator, 2 uređaj za 
uklanjanje grotlenog pli- 
na, 3 pomična rešetka, 4 
dovod — komprimiranog 
zraka, 5 spremnik za 
sakupljanje kalciniranog 
materijala, 6 ispust kal- 
ciniranog materijala 


Prženje je vrlo važan proces transformacije, osobito u obo- 
jenoj metalurgiji. Razlikuje se oksidacijsko, sulfatizacijsko i re- 
dukcijsko prženje. U obojenoj se metalurgiji oksidacijsko i 
sulfatizacijsko prženje primjenjuje za transformaciju sulfidnih 
ruda. Tim se postupcima sulfidi, za koje ne postoje ekono- 
mični postupci izravne redukcije u metal, pretvaraju u okside 
(oksidacijsko prženje) podesne za redukciju, ili djelomično i 
u sulfate (sulfatizacijsko prženje) podesne za izluživanje u hi- 
drometalurškoj preradbi. Oba su procesa egzotermna, pa je 
potrebno dovesti samo toliko topline da reakcija započne, a 
potom oksidacija sumpora podržava radnu temperaturu. Prim- 
jeri reakcija u oba procesa jesu 


2PbS +30, > 2PbO + 2SO,, (5) 
PbS + 20, > PbSO,. (6) 


Ako se prženac (proizvod prženja) dalje prerađuje pirometa- 
lurški (redukcijsko taljenje), ne smije sadržavati sulfata, jer se 
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sulfat u dodiru s reducensom reducira do sulfida, a to znači 
gubitak metala: 


PbSO, + 4CO —> PbS + 4CO,. (7) 


Ako rude sadržavaju visok postotak sumpora, ekonomičnije 
je pržiti u dva stupnja (npr.,u metalurgiji olova). 

Redukcijsko prženje primjenjuje se samo u metalurgiji že- 
ljeza i mangana, i to za redukciju viših u niže okside. Tako 
se, npr., Fe,O3 reducira u Fe;Ogy ako se za odvajanje že- 
ljeza žele iskoristiti magnetska svojstva koja ima Fe30,. Re- 
dukcijsko prženje manganovih ruda primjenjuje se za reduk- 
ciju MnO, u MnO ako će se mangan odvajati izluživanjem 
MnO. Za oksidacijsko i sulfatizacijsko prženje danas se is- 
ključivo upotrebljavaju peći za prženje s fluidizirajućim slojem 
(sl. 5), dok se za redukcijsko prženje najviše upotrebljavaju 
rotacijske peći. 


Otpadni plinovi 


:R: 


Uložak 


Izlaz proizvoda 


SI. 5. Peć za prženje s fluidizirajućim slojem. / mlaznice 


Sinteriranje je potrebno kad metalurška preradba zahtijeva 
komadast uložak. Koncentrati rude sastoje se, naime, od sit- 
nih čestica, a za redukciju, naročito u visokim pećima, pot- 
rebni su komadi od najmanje 20mm. Sinteriranje može biti 
povezano s istodobnim prženjem, što se naziva aglomeracij- 
skim prženjem. 

Princip je sinteriranja da se pojedine čestice na visokoj 
temperaturi počnu taliti na površini, pa se tako međusobno 
slijepe (v. Sinteriranje). Zbog toga se pri sinteriranju dodaje 
u uložak gorivo, a pri aglomeracijskom sinteriranju može pri- 
sutni sumpor zamijeniti gorivo. Sinteriraju se sitne željezne 
rude, a aglomeracijski se prže olovni i kositrovi koncentrati, 
te cinkovi koncentrati za proizvodnju cinka prema postupku 
Imperial Smelting (v. Cink, TE 2, str. 651). Za sinteriranje i 
aglomeracijsko prženje upotrebljavaju se Dwight-Lloydove sin- 
terne trake (sl. 6). Na rešetkastu traku najprije se naspe po- 
steljica koja sprečava da uložak propada kroz otvore rešetke. 
Na posteljicu se stavlja sloj koncentrata ili sitne rude, a na 
površinu smjesa za gorenje koju zapali posebni gorionik. Usi- 
savanjem zraka kroz sloj na traci postiže se da zona sinte- 
riranja prolazi kroz sloj, pa kad uložak stigne do kraja po- 
mične trake, čitav je sloj sinteriran. Pri aglomeracijskom pr- 
ženju olovnih koncentrata primjenjuje se obično propuhivanje 
zrakom umjesto usisavanja. 

Za izradbu komadastog uloška iz sitnog materijala pri- 
mjenjuje se osim sinteriranja još i peletiziranje i briketiranje. 
U obojenoj metalurgiji peletiziranje se dosta rijetko primjenju- 
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je, npr. za pripremu uloška za prženje u pećima s fluidizira- 
jućim slojem ili za pripremu vrlo fine prašine za sinteriranje. 
U crnoj se metalurgiji peletiziranje češće upotrebljava da se 
od sitne rude i koncentrata pripremi uložak za visoku peć. 
Za peletiziranje služe peletizacijski tanjuri. Briketiranje se rjeđe 
upotrebljava (v. Briketiranje, TE 2, str. 153); u obojenoj me- 
talurgiji briketira se oksidni uložak zajedno s ugljikom kao 
reducensom za redukciju u jamskim pećima (npr. u metalurgiji 
cinka za redukciju u vertikalnim retortama). 


> Uložak 
Zrak ns 
Gorivo. 1 
; 


ll Oipadni 


5 po 


#' 


Sinterirani proizvod 


SIL. 6. Dwight-Lloydova traka za sinteriranje. / gorionik, 2 hvatalo prašine, 
3 zračne komore, 4 rešetka 


Dobivanje (ekstrakcija) metala. Iz obogaćene i pripremljene 
rude (ili koncentrata) metal se dobiva ekstrakcijom. Za eks- 
trakcijsko je taljenje karakteristično da je uložak za peć u 
čvrstom stanju, proizvodi taljenja su tekući (metal, troska), a 
jedino se cink i živa dobivaju kao pare. 

U metalurgiji se upotrebljavaju visoke, plamene i retortne 
peći, te konvertori. Visoke peći s kružnim vodoravnim pres- 
jekom služe za dobivanje željeza (v. Gvožđe, TE6, str. 325), 
olova i cinka, a visoke peći sa četverokutnim vodoravnim 
presjekom upotrebljavaju se za dobivanje bakra (sl. 7) i olova. 


m reneniasnnnai i TATRA ia 


m 


SL 7. Jamska peć za proizvodnju bakra. / grotlo, 2 otvor 


za punjenje peći, 3 platforma, 4 odvod vode, 5 dovod 

vode, 6 vodeni plašt, 7 cijev za zrak, 8 puhaljka, 9 otvor 

za ispuštanje bakrenog kamena i troske, /0 pretpeć, [1 
odvod troske, 12 bakreni kamen 


Zbog visokih temperatura metalurške peći su obzidane va- 
trostalnim materijalima, od kojih se upotrebljavaju silikatno 
kamenje, šamot, silimanit, sinterirani magnezit i dolomit, kro- 
mit, krom-magnezit, korund i karborund. Gorivo za metalur- 
ške peći može biti čvrsto (koks, ugljen), tekuće (mazut) i pli- 
novito (prirodni, generatorski, koksni plin). 

Gotovo u svim metalurškim procesima dobiva se osim me- 
tala i troska, koja zbog manje gustoće pliva na rastaljenom 
metalu. U troski se sakupljaju štetne i nepoželjne primjese, a 
nastoji se da sadrži što manje korisnih metala. Osim toga, 
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troska štiti reducirani metal od reakcije s okolišnom atmo- 
sferom. Dobra metalurška troska mora imati sljedeća svojstva: 
nisko talište da bi se na temperaturi procesa potpuno rastalila, 
malu gustoću da se lako odvoji od rastaljenog metala, malu 
viskoznost da dobro teče i da se dobro odvaja od metala, 
malu sposobnost da otapa metale i spojeve koji se reduciraju. 

Troska se sastoji uglavnom od oksida (90--:95%), a već 
prema metalurškom procesu može sadržavati i manje količine 
sulfida, sulfata i halogenida. Prema sastavu, svojstvima i funk- 
ciji troske su kisele, bazične, oksidirajuće 1 reducirajuće. U 
kiselim troskama prevladava silicij-dioksid i drugi kiseli oksidi, 
a u bazičnim troskama kalcij-oksid i magnezij-oksid. Oksidi- 
rajuće troske važne su u procesima oksidacijske rafinacije kad 
pospješuju oksidaciju tekućeg metala, a reducirajuće troske pot- 
pomažu redukciju oksida u metalnoj talini. Oksidi u troski 
jesu kiseli: SiO,, TiO2, P2O:; bazični: CaO, MgO, FeO, Mno, 
Na20, K20, PbO, Cu20; i amfoterni: Al2O,, Cr2O3, ZnO. U 
stvrdnutim troskama oksidi se spajaju u silikate, aluminate i 
fosfate. 

Za ocjenu sastava, a također i djelovanja troske, upotreb- 
ljava se pojam bazičnost troske definiran omjerom količine 
najvažnijih bazičnih i kiselih oksida, npr. CaO/SiO, ili (CaO + 
+ MgO)/(SiO, + Al203). Bazičnost kiselih troski iznosi 0,9---1, 
slabobazičnih 1,3--:1,5, srednjebazičnih 1,8--:2,2, a veoma ba- 
zičnih više od 2,5. Tako je, npr., troska visoke peći za željezo 
kisela sa sastavom 35% SiO,, 33% CaO, 15% ALO», 8% 
MgO, 2,5% MnO i 6,5% ostalih komponenata, a troska Sie- 
mens-Martinove peći bazična je sa sastavom 20% SiO,, 45% 
(CaO + MgO), 15% FeO, 10% MnoO, 5% Fe,03, 3% ALO; 
i 2% P,Os. Tališta su troski na temperaturama 1050-.-1300 “€, 
dok je temperatura potrebna za nastanak troske obično viša. 
Viskoznost im iznosi 0,1---5 Pas, a gustoća 3---4 g/cm?. 

U pirometalurgiji se primjenjuje nekoliko načina ekstrak- 
cije metala: ekstrakcija redukcijom oksida, taljenjem na kamen 
i konvertiranjem, precipitacijom, te oksidacijsko-destilacijskim 
prženjem. 

Redukcija. U pirometalurgiji je ekonomična jedino reduk- 
cija oksida, a katkad i silikata (npr. postupak Waelz za pre- 
radbu cink-silikata). Reagens koji ima veći afinitet prema ki- 
siku od metala koji se reducira naziva se reducensom. Redu- 
cens može biti u plinovitom stanju (ugljik-monoksid, vodik), 
u tekućem stanju (metal na temperaturi višoj od tališta) ili 
u čvrstom stanju (ugljik u obliku koksa, ugljena ili drvenog 
ugljena, metali na temperaturi nižoj od tališta). Prema upo- 
trijebljenom reducensu razlikuju se sljedeći postupci redukci- 
je: karbotermička redukcija, redukcija vodikom i metalotermi- 
ja. 

Za karbotermičku redukciju kao reducens služi ugljik u ob- 
liku koksa ili ugljena. Ako ugljik izravno reagira s metalnim 
oksidom 


Me,O, + yC > xMe + yCO, (8) 


radi se o direktnoj redukciji. Ako je uložak okružen plinovi- 
tim kisikom, ugljik se najprije spaja s kisikom u ugljik-dioksid 


C+0, > CO,, (9) 
koji zatim reagira s viškom ugljika u ugljik-monoksid 
CO,+C F 2c0, (10) 


i tek ugljik-monoksid reducira metalni oksid 
Me,O, + yCO —> xMe + yCO.. (11) 


To je indirektna redukcija, koja je za metalurške procese 
mnogo važnija od direktne. 

Reakcija (10) je povratna (reverzibilna) i njen smjer zavisi 
od temperature. Iz Boudouardova dijagrama (v. Gvožđe, TE 6, 
str. 314) vidi se da je ugljik-monoksid postojan pri višim tem- 
peraturama, a pri nižim se raspada u ugljik-dioksid i ugljik, 
ali je ta reakcija vrlo spora ako nije prisutan katalizator 
(npr. željezo nastalo redukcijom). 

Najvažniji primjeri karbotermičke redukcije jesu procesi u 
visokim pećima za proizvodnju željeza, zatim za olovo, cink 
(postupak Imperial Smelting) i kositar, u kojima se kao redu- 
cens upotrebljava koks, te procesi u plamenim pećima za anti- 
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mon, u kojima je reducens drveni ugljen. U visoku peć pu- 
halom se ubacuje zrak ili zrak s malim dodatkom kisika da 
bi koks u reakcijama (9) i (10) izgarao u ugljik-monoksid. 
Pri tom se razvija dovoljno topline da se dostigne tempera- 
tura potrebna za redukciju. Iznad zone izgaranja koksa redu- 
ciraju se metalni oksidi u metal, koji se zbog visokih tem- 
peratura rastali i iscijedi na dnu visoke peći. Ugljik-monoksid 
i ugljik nisu dovoljno jaki reducensi da bi reducirali okside 
kalcija, silicija, magnezija i aluminija, koji kao jalovina stižu 
s uloškom u peć. Temperature u peći su ipak dovoljno vi- 
soke da ti oksidi počnu međusobno reagirati i da se nastali 
spojevi rastale i stvore trosku. Da bi troska imala određena 
svojstva, kao što su nisko talište, mala viskoznost, gustoća 
dovoljno mala da se tekuća troska odvoji od tekućeg metala 
i da na njemu pliva, dodaju se u uložak, zajedno s rudom 
ili koncentratima, još i dodaci (talila). Vrsta talila zavisi od 
sastava rudne jalovine. Takva talila najčešće su kreč u visokoj 
peći za željezo, željezni oksidi u peći za olovo i sl. Više o 
konstrukciji i procesima u visokoj peći vidi u članku Gvožđe, 
TE 6, str. 320. 

Osim oksida glavnog metala, reduciraju se potpuno ili dje- 
lomično i oksidi ostalih metala sadržanih u rudi. Stoga do- 
biveni metal nije čist, već sadrži 1--:10% ostalih elemenata 
koji se moraju odvojiti rafinacijom. 

Redukcija vodikom prema reakciji 


Me,O, + yH2 —> xMe + yH,0, (12) 


rijetko se primjenjuje u metalurgiji. Vodik služi kao reducens 
samo za redukciju volframovih i molibdenovih oksida, prilikom 
dobivanja renija i u nekim izravnim postupcima dobivanja 
spužvastog željeza. U proizvodnji spužvastog željeza vodik se 
često upotrebljava ili u smjesi s ugljik-monoksidom (vodeni 
plin), ili kao redukcijski plin dobiven reformiranjem zemnog 
plina (sl. 8). 


Željezna 


ruda 


Zona redukcije 


S. Spužvasto željezo 
< 4 


Zemni plin—> Z 


Sl. 8. Postrojenje za proizvodnju spužvastog željeza (postupak Midrex). / dim- 

njak, 2 kompresor, 3 izmjenjivač topline, 4 uređaj za reformiranje plina, 5 

komora za miješanje plinova, 6 uređaj za čišćenje (pranje) plinova, 7 peć za 
redukciju rude 


Metalotermija se u prvom redu primjenjuje za redukciju 
onih metalnih oksida za koje ugljik i vodik nisu dovoljno 
jaki reducensi: 


Mec'O + Me“ > Me + Me"O. (13) 
U tu se grupu ubrajaju oksidi nekih lakih ili rijetkih metala 
kao što su titan, tantal, berilij, cirkonij, hafnij, uran, vanadij, 
niobij, krom, te ferolegure. Osim toga, metalotermijom se re- 
duciraju i kloridi i fluoridi. Kao reducensi služe aluminij (alu- 
minotermija), silicij (silikotermija), magnezij (magneziotermija), 
natrij (natriotermija) kalcij (kalciotermija). Osim za redukciju, 
aluminotermija se ranije mnogo upotrebljavala za zavarivanje 
tračnica, cijevi i čeličnih konstrukcija, iskorištavajući toplinu 
nastalu kemijskom reakcijom između željeznih oksida i alu- 
minija (tzv. termitni ili Goldschmidtov postupak). Da se spri- 
ječi oksidacija reduciranog metala, za metalotermičke procese 
služe zatvorene posude s atmosferom inertnih plinova (sl. 9). 


METALURGIJA 


SI. 9. Bomba za kalcioter- 
mijsku redukciju uran(IV)-flu- 
orida. / sigurnosni ventil, 2 
dovod inertnog plina, 3 elek- 
trično paljenje, 4 uran nastao 
redukcijom, 5 čelična posuda, 
6 vatrostalna obloga od kal- 
cij«fluorida, 7 troska, 8 ulo- 
žak (UF4 + Ca) prije reakci- 
je 


Taljenje na kamen i konvertiranje. Taj se način dobivanja 
metala može nazvati i neutralnim taljenjem, jer se procesi od- 
vijaju u neutralnoj atmosferi. To je, zapravo, termičko oboga- 
ćivanje ruda koncentracijom metala u sulfidnoj fazi — kamenu, 
dok se jalovina odvaja s nastalom troskom. Primjenjuje se za 
dobivanje bakra i nikla iz sulfidnih ruda, tj. za dobivanje me- 
tala s velikim afinitetom prema sumporu. Bakrenim kamenom 
(bakrencem) naziva se rastaljena otopina sulfida bakra i že- 
ljeza, a niklovim kamenom rastaljena otopina sulfida bakra, 
željeza i nikla. Kako željezo ima među tim metalima najveći 
afinitet prema kisiku, može se postepenom oksidacijom odvo- 
Jii od bakra i nikla. 

Postupak započinje djelomičnim prženjem kao pripremom 
rude, u kojem se dio željeza oksidira 


3FeS +50, —> F&e,O04 + 3S0,, (14) 


a drugi dio još ostaje u obliku sulfida. Zatim se sulfidi že- 
ljeza, bakra i nikla tale i međusobno otapaju tvoreći tzv. ka- 
men (taljenje na kamen). Oksidirano željezo iz prženca redu- 
cira se željezo-sulfidom do oksida FeO, te s prisutnim kvar- 
com tvori trosku 


3Fe;0, + FeS + 5SiO, > 5(2FeO-SiO,) + SO,. (15) 


U trosku prelaze i ostali oksidi iz jalovine koji lako tvore 
trosku (CaO, MgO, Al20:3). Eventualno prisutni oksidi bakra 
i nikla reagiraju sa željeznim sulfidom 


Cu,O + FeS —> Cu,S + FeO, (16) 
9NIO + 7FeS —> 7FeO + 3Ni;S, + SO., (17) 


i prelaze u kamen. Tako se odvoji od rude sva jalovina i 
sve željezo, osim onoga koje ostaje u kamenu. Sljedeći je stu- 
panj konvertiranje kamena, u kojemu se upuhivanjem zraka 
u rastaljeni kamen uz dodatak kvarca oksidira željezo, te se 
nastali oksid s kvarcom pretvori u trosku 


2(Cu,S - FeS) + 30, + 2SiO, > 
—> 2Cu,S +2(FeO - SiO») + 2SO,. (18) 


U metalurgiji bakra (v. Bakar, TE 1, str. 654) daljim se pro- 
puhivanjem zraka uz nastanak Cu;O proizvodi sirovi bakar 


-Cu2S + 2Cu,O —> 6Cu + SO,. (19) 


Nikal se proizvodi odvajanjem nikal-sulfida od bakar-sulfida, 
oksidacijom sulfida do oksida te redukcijom oksida do sirovog 
metala. 

Za taljenje na kamen danas se najviše upotrebljavaju pla- 
mene peći (sl. 10), a postoje i postupci autogenog taljenja, u 
kojima se iskorištava toplina egzotermnih reakcija prženja (v. 
Bakar, TE 1, str. 654). U posljednje vrijeme počeli su se in- 
dustrijski primjenjivati i postupci u kojima se prženje, taljenje 
na kamen i konvertiranje obavlja u istom agregatu (postupak 
Noranda) ili kontinuirano u međusobno povezanim agregatima 
(postupak Mitsubishi, sl. 11). Za konvertiranje kamena služe 
vodoravni konvertori (sl. 12). 


Precipitacija. Ako je sulfidna ruda vrlo bogata, s malo ja- 
lovine i bez sulfida drugih metala (tada termičko obogačiva- 
nje nije potrebno), može se metal u sulfidu zamijeniti drugim, 
jeftinijim metalom, koji mora imati veći afinitet prema sum- 
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poru. Za te je svrhe dovoljno jeftino jedino željezo. Tako se, 
npr., pomoću željeznih strugotina izlučuje antimon iz rastalje- 
nog sulfida 


Sb,S; + 3Fe > 2Sb + 3FeS. (20) 


Oksidacijsko-destilacijsko prženje. Vrlo se rijetko metal iz 
rude može izdvojiti izravnom reakcijom s kisikom, npr. u me- 


HgS +0, > Hg+SO,. (21) 


Temperatura te reakcije niža je od 900“C i ne nastupa talje- 
nje, pa se proces naziva prženjem. Međutim, reakcija se odvi- 
ja na temperaturi višoj od vrelišta žive, na kojoj oksid žive 
nije stabilan, pa živa prelazi u paru odvajajući se od jalovine. 

Rafinacija. Metal dobiven nekom od metoda ekstrakcije 
sadrži mnogo primjesa koje potječu iz rude, atmosfere, mate- 
rijala peći, ili se dodaju kao reagensi. Te se primjese odstra- 
njuju rafinacijom. Promjenom temperature ili tlaka (fizikalne 
metode) ili dodatkom reagensa (kemijske metode) primjese se 
odvoje od metala i prelaze u novu fazu (rafinacijska faza), 
koja se ne miješa s tekućim metalom. Nova faza, u koju je 


Prženac 


Gorivo (fiks o JE 
— o rI LARA 
troska / TILI ri 
rimi 


SI. 10. Plamena peć. / transportna traka, 2 gorionici, 3 kamen, 4 troska, 5 
šaržne cijevi, 6 ispust kamena, 7 ispust troske, 8 izlaz plinova 


Koncentrat, SiO,, 
zrak, kisik 
pra 


Zrak,kisik, 
CaCO; 


Troska 


SI. 11. Kontinuirana proizvodnja bakra (postupak Mitsubishi). / peć 
za taljenje, 2 gorionik, 3 električna peć za preradbu troske, 4 kon- 
vertor 


Sl. 12. Konvertor za bakar. / dovod zraka, 2 rastaljeni bakar, 3 puhalice za 
zrak, 4 ekshaustor 
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Sl. 13. Destilacija cinka iz srebrne pjene. ! peć, 2 grijala, 3 

otvor za ubacivanje početne legure (Ag-Pb-Zn), 4 otvor za 

ispuštanje legure (Ag-Pb), 5 obloga od vatrostalne opeke, 6 

legura, 7 kondenzator, 8 priključak na vakuumsku pumpu, 

9 obloga od magnezita, /0 destilat, // otvor za ispuštanje 
cinka 


St. 14. Rafinacija čelika rasplinjivanjem u vakuumu. 

a rasplinjivanje u loncu, b rasplinjivanje prilikom uli- 

jevanja, c rasplinjivanje prilikom usisavanja, d raspli- 
njivanje u kružnom toku 


primjesa prešla, može biti čvrsta, tekuća ili plinovita. Postu- 
pak u kojem se ona odvaja kao čvrsta faza naziva se likva- 
cija, a ako je ta faza plinovita radi se o destilaciji. Teorijska 
granica do koje se primjesa može odvojiti od osnovnog me- 
tala jest stanje ravnoteže između tekućeg metala i rafinacijske 
faze, koje se očituje u izjednačivanju aktiviteta primjese u te- 
kućem metalu i u rafinacijskoj fazi. Izuzetak je destilacija pri 
kojoj se rafinacijska faza stalno odvodi te se ne može postići 
ravnoteža. U praksi se u drugim procesima rafinacije rijetko 
postiže ravnoteža, jer to zahtijeva suviše vremena. Izbor rafi- 
nacijske metode zavisi od svojstava metala koji se rafinira. 
Destilacija se primjenjuje kada je vrelište primjese ili osnov- 
nog metala nisko. Destilacijom se rafinira cink (v. Cink, TE 2, 
str. 652), odvaja cink od olova i kadmij od cinka. Ako su 
primjese manje plemenite od osnovnog metala, obično se pri- 
mjenjuje kemijska metoda rafinacije dodavanjem reagensa, a 
ako su primjese plemenitije od osnovnog metala, primjenjuje 
se likvacija. 

Destilacija. Dva su stepena destilacije: isparivanje i kon- 
mora se dovesti energija za isparivanje praktično čitave koli- 
čine tekućeg metala. Ta je energija izgubljena, jer se pri kon- 
denzaciji ona obično ne može iskoristiti. S obzirom na utro- 
šak energije mnogo je povoljnije ako je primjesa isparljivija 
od osnovnog metala, jer se tada isparuje samo mali dio ta- 
line. Brzina destilacije zavisi od brzine kojom se dovodi ener- 
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gija za isparivanje, od temperature i tlaka procesa destilacije, 
te udaljenosti između razine isparivanja i mjesta kondenzacije 
(v. Destilacija, TE 3, str. 238). U metalurgiji se primjenjuje de- 
stilacija pri atmosferskom tlaku (destilacija cinka 1 kadmija) 
i destilacija u vakuumu (tlakovi su obično 10--:1000 Pa), npr. 
za odvajanje cinka iz olova ili iz srebrne pjene (sl. 13). 

Poseban postupak rafinacije jest rasplinjivanje metala u va- 
kuumu (evakuiranje metala), koji služi da se odstrane plinovi 
rastopljeni u metalu (sl. 14). Metal može biti ili u čvrstom 
stanju, naročito sinterirani metali: niobij, tantal, molibden, vol- 
fram, renij, osmij, iridij, rodij, ili u tekućem stanju: čelik (v. 
Čelik, TE 3, str. 71), titan, cirkonij, vanadij, niobij, molibden, 
aluminij, a odstranjuju se vodik, dušik, kisik i klor. 

Metal se može rafinirati u plinskoj fazi i tako da se s 
reagensom veže u isparljivi spoj koji se odvaja od primjesa. 
Zagrijavanjem se zatim taj spoj raspada na vrlo čisti metal 
i na reagens, pa se reagens vraća natrag u proces i reagira 
s preostalim metalom. Postoje tri metode tog postupka: kar- 
bonilni ili Mondov postupak za rafinaciju nikla, reagens je 
ugljik-monoksid CO, a isparljivi spoj je karbonil nikla Ni(CO), 
(v. Nikal); subhalogenidni postupak ili disproporcionacija za 
rafinaciju aluminija, reagens je AICI,, a isparljivi spoj je AICI 
(sl. 15); van Arkelov postupak (sl. 16) za rafinaciju nekih me- 
tala (titan, cirkonij, hafnij, vanadij), reagens je jod, a isparljivi 
spoj je metalni jodid. 


1 Voda 


Sl. 15. Rafinacija aluminija 

disproporcioniranjem. / cijev 

za ulaz aluminij-triklorida, 2 

peć, 3 uložak od sinter-ko- 

runda, 4 tekući aluminij, 5 

grijala, 6 vrlo čist aluminij, 
7 uložak hlađen vodom 


Kemijska rafinacija. Osnovnom se metalu dodaje reagens, 
koji s jednom ili više primjesa tvori spoj gotovo netopljiv u 
metalu i izdvaja se u trosku. Najjeftiniji je reagens kisik iz 
zraka, a upotrebljavaju se čisti kisik i čvrsti oksidansi koji se 
na temperaturi rafinacije raspadaju i oslobađaju kisik. Takva 
se rafinacija primjenjuje u izradbi čelika, za odstranjivanje ne- 
kih primjesa iz bakra (v. Bakar, TE1, str. 656), olova i sl. 
Jeftin je reagens i sumpor, koji se upotrebljava za odstranji- 
vanje bakra iz olova i kositra. I klor je jeftin reagens, ali se 
u ekstraktivnoj metalurgiji sve manje primjenjuje. Ponekad se 
klor upotrebljava u ljevaonicama za čišćenje vrlo nečistih ta- 
lina aluminija. 

Likvacija. Postupak likvacije zasniva se na temperaturnoj 
zavisnosti topljivosti primjese u osnovnom metalu. Tako se 
katkad može primjesa odvojiti iz tekućeg metala sniženjem 
temperature gotovo do tališta metala, pa se primjesa izluči u 
čvrstom stanju, npr. bakar iz olova, željezo iz cinka ili ko- 
sitra. Ako u sustavu dviju ili više komponenata postoji pod- 
ručje rastavljanja (v. Metalografija), mogu se hlađenjem dobiti 
dvije taline koje se međusobno ne miješaju i koje su dosta 
čiste (ako su ostali elementi sustava slabo topljivi). Takav je 
sustav talina olovo-cink. O eutektičkoj točki ovisi da li će se 
rafinacijom koncentracija primjese u metalu dovoljno smanjiti. 
Eutektička točka mora u dijagramu biti što bliže položaju 
čistoga osnovnog metala. U sustavu olovo-bakar eutektik je 
pri 99,94% Pb, a u sustavu olovo-cink monotektik je pri 
99,5% Pb, što je blizu čistom olovu, ali ipak nije dovoljno 
da bi olovo bilo potpuno rafinirano. Ako je koncentracija 
primjese u eutektiku previsoka, njena se topljivost može sma- 
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SI. 16. Rafinacija vanadija u plinovitoj fazi 
(van Arkelov postupak). !/ priključak na va- 
kuumsku pumpu, 2 molibdenski štit, 3 perfo- 
rirani molibdenski lim, 4 sirovi vanadij, 5 uža- 
rena nit, 6 obloga od molibdena, 7 molibden- 
ske elektrode, 8 otvor za promatranje, 9 izo- 
lirana elektroda, /0 uklanjanje viška joda 


njiti dodatkom novog metala koji se spaja s primjesom (ili 
i s primjesom i s osnovnim metalom) u intermetalni spoj, 
kojemu je topljivost u osnovnom metalu mnogo manja od 
topljivosti primjese. Takav je primjer izdvajanje srebra iz olo- 
va dodatkom cinka ili izdvajanje bizmuta iz olova dodatkom 
kalcija i magnezija. 

Poseban postupak rafinacije je zonalno taljenje koje se te- 
melji na različitoj ravnotežnoj topljivosti primjesa u tekućem 
i čvrstom metalu. Postupak se sastoji u tome da se rastali 
samo dio metala (nazvan zonom) pa ta kratka rastaljena zo- 
na putuje polako kroz relativno dugu traku čvrstog materijala 


SI. 17. Zonalno taljenje. / rafinirani čvrsti me- 

tal, 2 pokretno grijalo, 3. rastaljeni metal, 4 

nerafinirani čvrsti metal, 5 granica taljenja, 
6 granica skrućivanja 


(sl. 17). Zbog veće topljivosti primjesa u tekućem metalu kon- 
centriraju se primjese u rastaljenoj zoni i putuju zajedno s 
njom do kraja trake. Zonalno taljenje služi za proizvodnju 
vrlo čistih metala (omjer primjesa prema metalu 1:10" do 
1:10%). Tako je, npr., zonalno taljenje drugi ili treći stupanj 
rafinacije silicija, germanija, indija, galija, antimona i drugih 
metala za izradbu poluvodiča. 


HIDROMETALURGIJA 


Hidrometalurgija obuhvaća postupke prevođenja rude u vo- 
denu otopinu i postupke ekstrakcije metala iz otopine bez 
primjene električne energije. Donedavno je ta metoda najviše 
služila u proizvodnji rjeđih metala, a u posljednje je vrijeme 
sve važnija i u proizvodnji ostalih metala. 
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Kako se hidrometalurški postupci sastoje i od kemijskih 
reakcija koje se zbivaju u otopinama, a najčešće su to re- 
doks-reakcije (v. Oksidacija i redukcija), kao mjerilo za vjero- 
jatnost odvijanja neke reakcije služi elektrokemijski (ili elek- 
trodni) potencijal E (v. Baterija, TE 1, str. 687; v. Elektroke- 
mija, TE 4, str. 380). Naime, kao i svaka kemijska reakcija, 
i redoks-reakcija zbiva se spontano kada se slobodna ental- 
pija sustava smanjuje, tj. kada je promjena slobodne entalpije 
(AG) negativna. U redoks-reakcijama može se promjena slo- 
bodne entalpije izraziti u obliku električne energije 


—AG=n-F-EMS, (22) 


gdje je n broj molova elektrona koji se prilikom reakcije os- 
lobode na anodi i vežu na katodi, F količina elektrike koju 
prenese 1 mol elektrona (Faradayeva konstanta), a EMS elek- 
tromotorna sila redoks-reakcije. Iz toga slijedi da se redoks- 
-reakcija u nekom sustavu odvija spontano ako elektromotorna 
sila ima pozitivnu vrijednost. 

I metal uronjen u otopinu svojih iona tvori redoks-sustav. 
Metalni ioni iz metala nastojat će prijeći u otopinu, ali će i 
metalni ioni iz otopine težiti da prijeđu u metal. Vjerojatnost 
tog prijelaza nije za oba smjera jednaka, pa će se između me- 
tala i otopine uspostaviti razlika potencijala. Tako je stvoren 
polučlanak, a metal je elektroda takva polučlanka. Potencijal 
metala s obzirom na otopinu njegovih iona mjera je za re- 
dukcijsku moć metala, odnosno za oksidacijsku moć njegovih 
iona. Razlika potencijala u polučlanku (elektrodni potencijal) 
ne može se mjeriti izravno, već se može odrediti razlika po- 
tencijala između dviju elektroda. Ta je razlika elektromotorna 
sila nastalog galvanskog članka. Ako je ta druga elektroda 
standardna ili normalna vodikova elektroda (vodik je na pla- 
tinskoj elektrodi pod atmosferskim tlakom, aktivitet vodikovih 
iona 1 mol/dm*, a temperatura 25“C, na kojoj je potencijal 
dogovorno 0), tada se elektrodni potencijali mogu uspoređi- 
vati (v. Baterija, TE 1, str. 688). Ako redoks-sustav nije pod 
standardnim uvjetima, može se njegov potencijal izračunati 
pomoću Nernstove jednadžbe 


E=E9%+ 


0, o, [0] . 


IR] 


gdje je ES standardni potencijal, (O) koncentracija oksidira- 
nog oblika, a [R] koncentracija reduciranog oblika redoks- 
-sustava. 
U mnogim redoks-reakcijama u vodenim otopinama, a tak- 
ve su često i hidrometalurške reakcije, sudjeluju vodikovi i 
hidroksidni ioni, pa elektrodni potencijal (i elektromotorna sila 
članka) ovisi i o pH-vrijednosti otopine. Za općenitu hidro- 
metaluršku reakciju 
aA+cH,O+ne“ > bB+mH', (24) 
(gdje su a, b, c i m molovi reaktanata ili produkata, A i B 
oksidirani, odnosno reducirani oblik sustava, n je broj molova 
elektrona, a e označuje elektron), Nernstova jednadžba glasi 
RT. aka: 


EMS = EMS? ln ; 
nF dA 


(25) 


u kojoj a označuje aktivitet, dok je ag,o uzet u obzir u 
EMS. Pretvorivši prirodne logaritme u dekadske i uzevši u 
obzir da je —lg[H*]= pH, dobiva se (za temperaturu 
25“C) 

0.0591 | a% 


g—. 
n dA 


EMS = EMS? + 0,0591 "pH — (26) 
n 


Taj je izraz osnova Pourbaixovih dijagrama, koji za različite 
reakcijske sustave opisuju ovisnost potencijala (E) ili elektro- 
motorne sile reakcije (EMS) o kiselosti (pH) otopine (sl. 18). 
Izraz (26) može se u tom smislu shvatiti kao jednadžba prav- 
ca, u kojoj koeficijent smjera pravca iznosi 0,0591 m/n. Očito 
je da će koeficijent smjera biti pozitivan, tj. da će s pora- 
stom kiselosti otopine rasti elektromotorna sila onih reakcija 
za koje m i n imaju jednaki predznak u jednadžbi reakcije 
napisanoj u obliku izraza (24). Primjer je za to reakcija 
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2Cuž* +H,0 +2e € Cu,O +2H', (27) 


za koju je prema izrazu (26) m/n > 0 (m/n=1), pa je koefi- 
cijent smjera pravca pozitivan (iznosi 0,0591). Međutim, obično 
se hidrometalurške reakcije odvijaju tako da u jednadžbi re- 
akcije, napisanoj u obliku izraza (24), m i n imaju suprotan 
predznak, pa je, prema izrazu (26), m/n <0, tj. s porastom 
kiselosti otopine elektromotorna sila tih reakcija opada. Kao 
primjer može poslužiti reakcija 


Cu,O +2H* +2e- € 2Cu+H,0. (28) 

Ako je n=0, nema prijenosa elektrona, dakle ta reakcija 
nije redoks-reakcija. Primjer je reakcija 

Cuž* +H,0 > CuO + 2H*, (29) 


u kojoj nema ovisnosti pH o potencijalu, pa je reakcija u 
Pourbaixovu dijagramu (sl. 18) predstavljena okomitim prav- 
cem. Ako je m =0, tada je potencijal neovisan o pH, pa se 
reakcija u dijagramu prikazuje kao vodoravan pravac, npr. za 
reakciju 


E Cu 


Cu?* +2e" 


(30) 


Potencijal 


Sl. 19. Ovisnost elektrodnog poten- 
cijala o pH-vrijednosti otopine. 
1 Au>*|Au, 2 Fe3*|Fež*, 
3 MnO, |MnOZ", 4 Cu?*|Cu, 
SAV? VE GR NIZ KINI, 
7 Zn?*|Zn, 8 Se?“ | Se 


02 4 6. 8 10 12 14 


Pourbaixov dijagram jest ravnotežni dijagram koji prika- 
zuje moguća područja postojanosti pojedinih komponenata. 
Ako se u dijagram ucrtaju i pravci za reakcije 

Zip Ze jim, (31) 

O,+4H* +4e- & 2,0, (32) 

dobiva se dijagram pomoću kojeg se može odrediti moguć- 
nost odvijanja reakcija u vodenim otopinama, pa takav Pour- 


baixov dijagram (sl. 19) ima u hidrometalurgiji istu ulogu kao 
što u pirometalurgiji ima dijagram ovisnosti slobodne ental- 
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pije o temperaturi (sl. 2). Naime, reakcija (31) predstavlja op- 
ćenito izluživanje kiselinom, a reakcija (32) izluživanje kiseli- 
nom, ali u oksidacijskim uvjetima. Prema tome, svi metali 
kojima elektrodni potencijal leži u dijagramu niže od poten- 
cijala reakcije (31) mogu se izluživati kiselinama, a vodikom 
ih se ne može reducirati iz otopina. Metali kojima je elek- 
trodni potencijal između potencijala reakcija (31) i (32) mogu 
se izluživati kiselinama jedino u oksidacijskim uvjetima i mo- 
gu se reducirati vodikom iz otopina, a metali kojima je elek- 
trodni potencijal viši od potencijala reakcije (32) ne mogu se 
uopće izluživati kiselinama (osim ako tom prilikom ne stva- 
raju kompleksne ione kao srebro i zlato; v. Cijanizacija, TE 2, 
str. 641). Tako, npr., izluživanje bakra kiselinom nije moguće 
jer je elektromotorna sila reakcije 


Cu+2H" > Cuž* +H, (33) 


negativna i za pH =4 iznosi — 0,54 V. Međutim, izluživanje 
bakra moguće je u oksidacijskim uvjetima prema reakciji 


Cu+10,+2H* > Cuž" +H,0, (34) 


jer elektromotorna sila te reakcije pri pH = 4 iznosi — 0,70 V. 

U hidrometalurškim procesima heterogene reakcije teku na 
faznim granicama čvrsto—tekuće (izluživanje, precipitacija) i 
tekuće—plinovito (redukcija metala iz otopine pomoću plina). 
S gledišta kemijske kinetike, cjelokupni proces može se po- 
dijeliti na tri stupnja: dovod reaktanata do mjesta reakcije, 
kemijska reakcija, odvod reakcijskih proizvoda od mjesta re- 
akcije. Dovod reaktanata i odvod reakcijskih proizvoda zbiva 
se difuzijom. Pri izluživanju ruda reagensi moraju difundirati 
do površine rudnih čestica, a nastale ione treba odvoditi u 
otopinu. Pri precipitaciji ioni metala koji se izlučuje moraju 
difundirati do površine metala. Prilikom redukcije metala iz 
otopine pomoću plina metalni ioni i plinoviti reducens difun- 
diraju do površine nukleusa na kojoj teče reakcija redukcije, 
a ioni nastali iz plinovitog reducensa difundiraju od mjesta 
reakcije. Kako je difuzija obično najsporiji stupanj procesa, 
može se ubrzati povišenjem temperature (poveća se difu- 
zijski koeficijent), povećanjem reakcijske površine (usitnjava- 
njem čvrste faze), intenzivnim miješanjem (smanjuje se deblji- 
na graničnog sloja) i povećanjem koncentracijskog gradijenta 
(v. Difuzija, TE 3, str. 300). Tokom reakcije može se mehani- 
zam reakcije promijeniti, npr. ako se na površini čvrste faze 
luženjem stvara gusta netopljiva faza i sl. S druge strane, po- 
većanjem temperature brzina difuzije raste sporije nego brzina 
kemijske reakcije, pa se može dogoditi da je na nižim tem- 
peraturama najsporiji stupanj procesa upravo kemijska reak- 
cija. Granica povišenja temperature pri atmosferskom tlaku 
jest vrelište otopine. Ako se poveća tlak, može se povećati i 
temperatura, a time i brzina procesa. 

Hidrometalurški proces sastoji se od više postupaka. Prvi 
je priprema ili transformacija rude, zatim slijedi prevođenje 
korisnih sastojaka rude u otopinu (luženje), otopina se po po- 
trebi pročisti, a nakon toga slijedi izlučivanje metala iz oto- 
pine (redukcija), te rafinacija. 


Priprema (transformacija) rude za prevođenje korisnih sa- 
stojaka u otopinu luženjem nije uvijek potrebna. Neke rude 
(oksidne rude bakra, zlatonosne rude) luže se izravno. Svrha 
je pripreme rude da se njeni korisni sastojci pretvore u top- 
ljivi oblik, a štetne primjese po mogućnosti u netopljivi ob- 
lik. Priprema rude može biti pirometalurška ili hidrometalurš- 
ka. Kao pirometalurška priprema primjenjuje se jedino prženje, 
koje može biti sulfatizacijsko, oksidacijsko, redukcijsko ili klo- 
ridno. Tipičan primjer sulfatizacijskog prženja sreće se prili- 
kom hidrometalurške proizvodnje cinka, u kojoj se sulfidni 
koncentrati prže, obično u pećima s fluidizirajućim slojem, 
pod takvim uvjetima da u pržencu osim oksida ostaje i oko 
10% cink-sulfata. I oksidacijsko prženje primjenjuje se prilikom 
preradbe sulfidnih ruda, a primjer redukcijskog prženja može 
se naći u elektrolitičkoj proizvodnji mangana, kojom se prili- 
kom viši manganovi oksidi netopljivi u sumpornoj kiselini pr- 
ženjem reduciraju do topljivog mangan(IT)-oksida. Kloridno pr- 
ženje primjenjuje se u hidrometalurškoj pripremi rude za pre- 
vođenje netopljivih primjesa u topljive kloride, koji se zatim 
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mogu lako izluživati. Primjer za to može se naći u metalur- 
giji kositra; oksid kositra sadržan u rudi netopljiv je u kise- 
linama, a primjese (olovo, antimon i bizmut) postaju topljive 
prevođenjem u kloride. Kloridno prženje primjenjuje se i u 
elektrometalurgiji (npr. u proizvodnji magnezija) za prevođenje 
metalnog oksida u klorid, koji se tada kao talina reducira do 
metala. 

Hidrometalurškom pripremom obogaćuje se ruda tako da se 
izluže primjese ili da se korisni metali prevedu u tekuću fazu 
i odvoje od jalovine. Primjer je za to amalgamacija plemeni- 
tih metala, koji se u obliku tekućih amalgama selektivno od- 
vajaju od jalovine (v. Amalgamacija, TE 1, str. 250). Izluživanje 
primjesa često je samo hidrometalurška priprema rude za dalju 
pirometaluršku preradbu. Tako se, npr., zbog netopljivosti 
kositrovih minerala mogu primjese iz ruda odvojiti prije re- 
dukcije otapanjem u kiselinama. 

Luženje je operacija selektivnog otapanja jednog ili više 
sastojaka rude, koncentrata ili međuproizvoda sa svrhom da 
ga se odvoji od jalovine (v. Zuženje, TE 7, str. 572). Iako po- 
stoji mnogo reagensa koji se u vodenim otopinama mogu upo- 
trijebiti za luženje, malo je onih koji su ekonomični za do- 
bivanje običnih metala. Osim toga, u obzir se mora uzeti se- 
lektivnost luženja, mogućnost regeneracije reagensa i korozija 
opreme. Kao lužila uglavnom služe vodene otopine kiselina, 
lužina i nekih soli. Od kiselina najčešće se upotrebljava sum- 
porna kiselina koja je relativno jeftina, iako nije dovoljno 
selektivna. Solna i dušična kiselina jaki su reagensi, ali ih se 
malo upotrebljava jer nisu selektivne i uzrokuju jaku koro- 
ziju opreme. Od lužina se najviše upotrebljava otopina amo- 
nijaka i otopine amonijevih soli. Takve su otopine vrlo se- 
lektivno lužilo za bakar, nikal, kobalt, lako se regeneriraju i 
ne korodiraju opremu. 

S obzirom na vrstu sastojaka u rudi u hidrometalurgiji 
se primjenjuje više načina luženja. 

Luženje otapanjem u vodi, tj. fizikalnim procesom koji nas- 
taje kontaktom rude s vodom kao otapalom. Luženje otapa- 
njem u vodi često je kombinirano s kemijskom reakcijom. 
Tako se, npr., prilikom luženja cinkova prženca cink-sulfat 
otapa u vodi, a cink-oksid reagira s dodanom sumpornom 
kiselinom i prelazi u otopinu kao sulfat 


ZnO + H,SOy > Zn2* + 802- + H,0. (35) 


Vodom se izlužuju i natrijevi i kalcijevi aluminati dobiveni 
preradbom boksita s mnogo silicija, a razrijeđena lužina do- 
daje se da se poveća brzina izluživanja. 
Luženje spojeva metala uz jednostavnu kemijsku reakciju svo- 
di se u praksi uglavnom na reakcije oksida s kiselinom ili 
lužinom, npr. reakcija (35) ili luženje boksita 
Al,O3 + 20H _ -> 2A10, + H20. (36) 
Sulfidi su teško topljivi u kiselinama, pa se za sada ta re- 
akcija industrijski ne primjenjuje. Međutim, u hidrometalurš- 
koj proizvodnji antimona sulfidne rude luže se natrij-sulfidom 
Sb2S; + 3Na2S > 2Na;,SbS:,. (37) 
Luženje metala uz njegovu oksidaciju primjenjuje se prak- 
tično samo za bakrene rude koje sadrže samorodni bakar 
Cu +H,SO, +40, > Cu?" + SO +H,0. (38) 


Umjesto sumpornom kiselinom može se lužiti i pomoću že- 
ljezo(III)-sulfata Fe,(SO,),. Reakcija između metala i kiseline 
u neoksidativnim uvjetima nastupa obično prilikom korozije 
ili prilikom otapanja sekundarnih sirovina koje sadrže manje 
plemenite metale, npr. pri preradbi cinkovih ostataka i pepela 


Zn + H,SO, > Znž* + SO2- +H,. (39) 


Luženje uz oksidaciju aniona metalne soli primjenjuje se, 
npr., pri autoklavnom luženju bakar-niklovih sulfidnih ruda 
sumpornom kiselinom ili amonijakom 


Cu,S + 2H280, + O, —* 2(Cuž* + S02-) + 2H20 + S, (40) 
Ni;S, +3H2SO, +30, > 


—> 3(Ni?* +8024-)+3H20 + 25. (41) 
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Luženje uz tvorbu kompleksnih spojeva glavni je način do- 
bivanja srebra i zlata iz njihovih primarnih ruda (v. Cijani- 
zacija, TE 2, str. 641): 


2Au +4CN- +H20 +40, > 2Au(CN); +20H-. (42) 


Luženje uz redukciju metala industrijski se gotovo ne pri- 
mjenjuje. 

Lužiti se može na mjestu, u gomilama, perkolacijom, agi- 
tacijom, pri povišenim temperaturama i pod tlakom. 

Luženje na mjestu primjenjuje se za rude koje su toliko 
siromašne da ih se ne isplati kopati, već se lužilo dovodi u 
nalazište rude (npr. napušteni kopovi rudnika bakra). Na tim 
se mjestima luži kroz duže vrijeme, ponekad i više godina. U 
tu se vrstu luženja ubraja i izluživanje starih haldi, naročito 
bakrenih troski, što se u velikom obujmu radi u SAD. Be- 
tonska ili asfaltna podloga ispod halde omogućuje skupljanje 
otopine. Pri luženju na mjestu danas se često primjenjuje spo- 
sobnost nekih mikroorganizama (Thiobacillus ferrooxidans, 
Thiobacillus thiooxidans) da kataliziraju oksidaciju sulfida že- 
ljeza ili elementarnog sumpora zrakom iz atmosfere. Taj se 
način naziva mikrobiološkim luženjem i mnogo se upotreblja- 
va za luženje bakra i urana. Vjerojatni mehanizam mikrobio- 
loškog luženja bakra uključuje početnu reakciju s kisikom iz 
zraka u prisutnosti sumporne kiseline 


CuFeS, + 40, —> CuSOy + FeSO.. (43) 
Thiobacillus ferrooxidans katalizira oksidaciju željezo(II)-iona 
2FeSOy + H,SO, SE 10, m) Fe,(SO4)3 sh H.20, (44) 


a stvoreni željezo(IlI)-sulfat oksidira bakar(I)-sulfid i prevodi 
ga u otopinu 


Fe,(SO,); + Cu,S +20, —> 2CuSO, + 2FeSO,. (45) 


Nastali željezo(1I)-sulfat ponovno se posredovanjem mikroor- 
ganizama oksidira i tako se proces nastavlja. To je indirektno 
mikrobiološko luženje, dok u direktnom mikrobiološkom lu- 
ženju mikroorganizmi sudjeluju u izravnom enzimatskom više- 
stepenom katalitičkom procesu oksidacije sulfida do sulfata. 
Pokazalo se da se tako mogu oksidirati brojni sulfidi: FeS,, 
CuS, Cu,S, CuFeS,, ZnS, NiS, PbS, MoS,, Sb2S3, CoS, As2S:. 

Luženje u gomilama u principu je slično luženju haldi. Si- 
romašna ruda slaže se u gomile na betonsku podlogu i prska 
lužilom. Radi lakšeg dovoda lužila i kisika iz zraka nižim 
slojevima rude, u gomile rude utaknute su okomite perfori- 
rane cijevi. 


Lužilo 
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SL 20. Uređaj za luženje perkolacijom. / nasipana 
ruda, 2 rešetka 
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Odzračivanje 
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SL 21. Uređaj za luženje agitacijom s mehanič- 
kim miješanjem 


Za perkolaciju ruda se sipa u velike posude s perforira- 
nim dnom (sl. 20). Lužilo se dodaje na vrhu i prodire prema 
dnu posude kroz sloj rude. Više perkolacijskih posuda može 
se spojiti u bateriju za protustrujno luženje (v. Zuženje, TE 7, 
str. 574); svježa ruda doprema se u zadnju, a svježe lužilo 
ulazi u prvu posudu i postepeno prelazi iz posude u posudu. 
Na izlazu iz posljednje posude dobiva se zasićena otopina. 
Ruda mora biti komadasta i porozna, a posude mogu imati 
kapacitet do 12kt. Ta se metoda primjenjuje za luženje ruda 
zlata, bakra i urana. Za luženje agitacijom miješa se sitno 
mljevena ruda ili koncentrat s lužilom pa se dobiva mulj koji 
sadrži 40---70% čvrstih čestica. Mulj se miješa mehanički (sl. 
21) ili komprimiranim zrakom (u aparatu nazvanom pačuka, 
sl. 22). Taj se način luženja najviše upotrebljava jer se u me- 
talurgiji rijetko izravno prerađuju rude, već uglavnom sitno- 
zrnati koncentrati. 


Zrak 
=-- 


Sl. 22. Aparat pačuka za izluži- 
vanje. 1 središnja šuplja cijev, 2 
otvor za pražnjenje 


Ako je na običnim temperaturama (— 25C) luženje pre- 
sporo, upotrebljavaju se koncentrirana i vruća lužila (luženje 
pri povišenim temperaturama). Takvo se luženje primjenjuje za 
ilmenit (dobivanje titana) i monacit (dobivanje lantanida), te 
za volframitove koncentrate. Ruda ili međuproizvod može se 
i pržiti s reagensom, a zatim otopiti u vodi. Tako se iz 
anodnog bakrenog mulja odvaja selen; mulj se prži na 400 *C 
uz dodatak sumporne kiseline. U sinter-postupku za preradbu 
boksita prži se boksit sa sodom i vapnom, a nastali natri- 
jevi i kalcijevi aluminati izlužuju se vrućom vodom ili vrućom 
razrijeđenom lužinom. 


Ako ni luženje na temperaturama bliskim vrelištu nije do- 
voljno brzo, luži se na još višim temperaturama, ali uz po- 
većan tlak (luženje pod tlakom). Za takvo luženje upotreblja- 
vaju se autoklavi koji mogu biti okomiti ili vodoravni (sl. 
23). Taj se način primjenjuje za luženje boksita prema Ba- 
yerovu postupku (okomiti autoklavi) i za luženje niklovih ili 
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Sl. 23. Vodoravni autoklav za luženje. / pregrada, 2 cijevi za hlađenje 


nikal-bakrenih koncentrata (vodoravni autoklavi s dovođenjem 
kisika). 

Odvajanje netopljive faze. Nakon luženja mora se netoplji- 
va faza odvojiti. Obično se prvo primijeni dekantiranje, a oto- 
pina se od mulja odvaja filtriranjem. Upotrebljavaju se va- 
kuumski filtri (filtri s bubnjem, disk-filtri) ili tlačni filtri (v. 
Filtracija, TE 5, str. 406). Čvrsta se faza mora isprati da bi 
se smanjio gubitak metala i reagensa. Nakon luženja koma- 
daste rude u gomilama ili perkolacijom obično nije. potrebna 
dekantacija ni filtriranje, jer se otopina iscijedi iz sloja rude, 
ali treba isprati čvrsti, netopljivi talog. 

Već prema načinu izdvajanja metala iz otopine i prema 
njegovim svojstvima, ponekad se otopina dobivena luženjem 
treba pročistiti da se odvoje primjese koje bi smetale u nje- 
noj daljoj obradi. To se postiže dodatkom reagensa ili sma- 
njenjem kiselosti. Može se primijeniti i selektivna ekstrakcija. 
Ta se metoda naročito primjenjuje u metalurgiji rijetkih meta- 
la za razdvajanje različitih metala u otopini, npr. hafnija od 
cirkonija (v. Cirkonijum, TE 2, str. 669), niobija od tantala ili 
za pročišćivanje otopine izdvajanjem korisnog metala (npr. 
prilikom dobivanja urana), a u posljednje vrijeme i za hidro- 
metaluršku preradbu bakrenih ruda. U iste se svrhe, tj. za 
međusobno razdvajanje metala i za pročišćivanje otopine, pri- 
mjenjuje i izmjena iona, posebno prilikom dobivanja renija i 
rijetkih zemalja. 

Osobito je potrebno očistiti otopinu prije elektrolitičkog iz- 
dvajanja neplemenitih metala, jer bi se inače s osnovnim me- 
talom izdvajale i plemenitije primjese. Tipičan je primjer za 
to čišćenje elektrolita pri hidrometalurškom dobivanju cinka 
(v. Cink, TE 2, str. 654). Vrlo se često talog, nastao čišćenjem 
otopine, dalje obrađuje jer sadrži korisne sastojke, npr. iz ta- 
loga pri pročišćivanju cinkove otopine dobiva se kadmij. 

Izlučivanje metala. Metal se iz otopine može izlučiti ce- 
mentacijom, taloženjem uz sniženje temperature otopine ili uz 
promjenu pH, zatim djelovanjem plinovitog reducensa, te elek- 
trolizom. 

Cementacija se temelji na razlici elektrodnih potencijala raz- 
ličitih metala; elektronegativniji, manje plemeniti metal otapat 
će se u otopini u kontaktu s ionima plemenitijeg metala, a 
plemenitiji će se metal taložiti (cementirati) iz otopine. Tako 
se, npr., željezo upotrebljava za cementaciju bakra (v. Bakar, 
TE |, str. 655), a cink za cementaciju zlata i srebra. Dobive- 
ne metale treba rafinirati pirometalurški ili elektrolizom, jer 
precipitat sadrži, osim osnovnog metala, i sve primjese pleme- 
nitije od metala kojim se cementiralo, te manju količinu me- 
tala kojim se cementiralo. Osim toga cementacija se primje- 
njuje i za odstranjivanje plemenitijih metala iz otopine manje 
plemenitog metala. Takav se primjer nalazi pri pročišćivanju 
otopine cinkovih iona, iz koje se cinkom cementira bakar i 
kadmij, ili pri uklanjanju bakra iz otopine niklovih iona prije 
elektrolitičkog izlučivanja nikla. 

U metalurgiji bakra najjednostavniji i najviše upotreblja- 
vani cementacijski uređaj jest otvoreno korito, u koje po žlje- 
bovima ulazi zasićena otopina bakrenih iona. Korita su na- 
punjena otpacima željeza ili čelika, obično u trostrukom su- 
višku od stehiometrijski potrebne količine. U nekim vrstama 
korita otpaci leže na drvenim rešetkama iznad dna, a cemen- 
tirani bakar skuplja se na dnu, pa ga je lakše odvojiti od 
otpadaka. U posljednje vrijeme industrijski su razvijeni dina- 
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mički precipitatori, među kojima je najuspješniji konusni pre- 
cipitator tipa Kennecott (sl. 24). Postrojenje je visoko do 7m 
s promjerom do 4m. Otopina se vrtložno potiskuje nagore 
kroz komadaste čelične otpatke. Vrtloženje otopine ispire ce- 
mentirani bakar s površine otpadaka i on ostaje suspendiran 
u otopini, a nakon što se vrtloženje u širem dijelu uređaja 
smanji, čestice bakra potonu kroz sito na dno. Potrošnja že- 
ljeza u tim je precipitatorima dvaput manja od one u ko- 
ritima. 


SI. 24. Konusni precipitator za bakar. / ulaz 

otopine, 2 vrtložna zona, 3 otpaci željeza i 

čelika, 4 izlaz istrošene otopine, 5 zona talo- 

ženja bakra iz suspenzije, 6 izlaz cementiranog 
bakra 


U hidrometalurškoj preradbi zlatnih ruda cijanidnim po- 
stupkom otopina se nakon luženja čisti od čvrstih čestica, va- 
kuumom se uklanja zrak, dodaje se stehiometrijska količina 
cinkova praha za cementaciju, a cementirano zlato odvoji se 
od otopine u vakuumskim filtrima (sl. 25). 


Sl. 25. Precipitacija zlata iz cijanidnih otopina (postupak Crowe-Merill). 1 toranj 

za odzračivanje, 2 vakuumska pumpa, 3 pumpa, 4 uređaj za emulgiranje i 

dodavanje cinka, 5 pumpa za vraćanje istrošene otopine, 6 vakuumski pre- 
cipitacijski filtar 


Taloženje metalnog spoja iz otopine smanjenjem topljivosti 
(sniženjem temperature) ili hidrolizom (uzrokovanom promje- 
nom pH) primjenjuje se kao jedan od postupaka prilikom 
dobivanja metala redukcijom nekog njegova čistog spoja. Taj 
se način često upotrebljava u dobivanju rijetkih metala. Po- 
nekad se istodobno smanjuje temperatura i razrjeđuje otopina, 
npr. u proizvodnji aluminija za taloženje aluminij-hidrata iz 
aluminatne otopine (v. Aluminijum, TE 1, str. 226). 

Metalni spoj može se taložiti i kemijskom precipitacijom, 
uvođenjem reagensa u otopinu, npr. taloženje amonij-uranata 
iz otopine uranil-nitrata uvođenjem amonijaka, što je jedna 
od metoda dobivanja uran-trioksida. Mnogi primjeri kemijske 
precipitacije nalaze se i u metalurgiji rijetkih metala. 

Pri redukciji plinom uvodi se u otopinu plinoviti redu- 
cens, obično vodik, koji reducira metalne ione 


Me"* +3 —> Me+nH*. (46) 


Spontana redukcija vodikom moguća je, dakako, samo ako je 
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standardni elektrodni potencijal metala veći od nule. Taj se 
postupak primjenjuje u metalurgiji nikla, kobalta i bakra, naj- 
više za izradbu metalnih prašaka. Budući da je redukcija nik- 
la i kobalta moguća tek pri višim vrijednostima pH (sl. 19), 
pri kojima ioni tih metala nisu stabilni zbog hidrolize, u oto- 
pinu se dodaje amonijak i tvore stabilni kompleksni ioni tipa 
[MaNH.),]? '. Proces redukcije plinom zbiva se na površini 
čvrste faze, pa se u otopinu dodaju nukleusi (klice) metala 
koji se reducira. Metal dobiven redukcijom pomoću plina do- 
voljno je čist, pa rafinacija nije potrebna. 

Redukcija nikla vodikom provodi se na temperaturi 200 *C 
i pod tlakom 3MPa (oko 30at), pa se upotrebljavaju auto- 
klavi slični onima za luženje pod tlakom. U autoklav se uvodi 
otopina s niklom i dodaju se klice, a potrebna temperatura 
postiže se grijanjem parom. Miješanje otopine mehaničkim mi- 
ješalicama sprečava taloženje klica. Nakon reakcije u trajanju 
od pola do jednog sata miješanje se zaustavi, čestice nikla 
talože se na dnu, iscrpljena otopina se ispusti iz autoklava, 
uvede se svježa otopina i postupak se ponavlja. Nakon uk- 
ljučenog miješanja čestice nikla podignu se s dna i nikal iz 
svježe otopine izlučuje se na starim česticama. Postupak se 
ponavlja oko 50 puta prije no što se iz autoklava vadi talog 
reduciranog niklova mulja. Za bolje izlučivanje metala na klice 
se obično dodaju katalizatori, npr. antrakinon za taloženje 
nikla. Oko 5% taloga ostavi se u autoklavu kao klice za 
sljedeću seriju redukcija. Ostatak nikla i kobalt iz iscrpljene oto- 
pine regeneriraju se pomoću plinovitog sumporovodika, pa se 
talože niklovi i kobaltovi sulfidi. Sličan postupak primjenjuje 
se i u metalurgiji zlata, pri kojemu se uvođenjem plinovitog 
sumpor-dioksida u iscrpljeni kloridni elektrolit nakon elektro- 
litičke rafinacije zlata regenerira zlato. Postupak proizvodnje 
bakrenog praha redukcijom pomoću plina skoro je identičan 
postupku za nikal. 
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Pod elektrometalurgijom podrazumijevaju se procesi dobi- 
vanja i rafinacije metala pomoću električne energije. Elektro- 
metalurgija se razvrstava na elektrotermiju, elektrolitičko do- 
bivanje metala i elektrolitičku rafinaciju. 

Elektrotermija obuhvaća dobivanje metala, legura (naročito 
ferolegura) i nemetalnih proizvoda (silicij-karbid, korund, kvarc 
i sl.) u električnim pećima. Principi dobivanja metala u elek- 
tričnim pećima jednaki su onima pri pirometalurškim proce- 
sima, ali se toplina potrebna za proces dobiva pretvorbom 
električne energije (v. Elektrotermija, TE 5, str. 182). 

Elektrolitičko dobivanje metala i elektrolitička rafinacija jesu 
postupci elektrolize, u kojima kao elektrolit služi vodena oto- 
pina ili talina neke soli (v. Elektrokemija, TE 4, str. 388). Ako 
se na neki galvanski članak, dakle na elektrokemijski sustav 
od dviju elektroda uronjenih u otopinu s metalnim ionima, 
priključi vanjski izvor električne energije, na katodi će se izlu- 
čivati metal kada zbroj elektromotorne sile članka i vanjske 
elektromotorne sile bude veći od nule. Na katodi se najprije 
izlučuju električki najpozitivniji ioni po redoslijedu elektroke- 
mijskog naponskog niza (v. Baterija, TE 1, str. 688). Ako su 
elektrodni potencijali iona dvaju ili više metala približno jed- 
naki, ti će se metali izlučivati istodobno. Da ne postoji pre- 
napon (v. Elektrokemija, TE 4, str. 381) zbog kojeg je potreban 
veći vanjski napon za izlučivanje nekog elementa nego što 
iznosi ravnotežni potencijal, ne bi se moglo elektrolitički iz- 
lučivati elektronegativne metale iz vodenih otopina, jer bi se 
prije izlučivao vodik (s potencijalom Eo =0). Dakle, zbog 
prenapona vodika mogu se elektrolitički izlučivati elektronega- 
tivni metali sve do mangana. Metali elektronegativniji od man- 
gana ne mogu se izlučivati iz vodenih otopina, nego se kao 
elektrolit moraju upotrijebiti njihove rastaljene soli. 

Mnogi faktori utj&ču na strukturu metala izlučenog na 
elektrodi pri elektrolizi. Ako je elektrokemijska reakcija (stva- 
ranje nukleusa) brža od difuzije u graničnom sloju (rasta kri- 
stala), izlučeni metal je sitnokristalan, a ako je brža difuzija, 
metal je grubokristalan. Povećanje gustoće struje ubrzava elek- 
trokemijsku reakciju i smanjuje veličinu kristalnih zrna, a veća 
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koncentracija iona povećava brzinu difuzije i djeluje obrnuto 
od gustoće struje. Povišenjem temperature raste brzina difu- 
zije i rasta kristala, a oboje utječu na grubo izlučivanje. Isto 
djelovanje ima i miješanje elektrolita jer smanjuje koncentra- 
cijsku polarizaciju uz elektrodu, što ubrzava difuziju. Mali do- 
datak koloida u elektrolitu uzrokuje izlučivanje glatkog sitno- 
kristalnog sloja metala na elektrodi. 

Ukupni pad napona radne ćelije sastoji se od razlike elek- 
trodnih potencijala (EMS članka), polarizacije na katodi i ano- 
di te pada napona u elektrolitu, elektrodama, , spojevima i u 
vodovima (v. Elektrokemija, TE 4, str. 386). Pri elektrolitičkoj 
su rafinaciji katodna i andona reakcija jednake, ali obrnutog 
smjera. Zbog toga je radni napon ćelije za rafinaciju uvijek 
niži od radnog napona ćelije za dobivanje metala, pa je i 
potrošnja energije manja. O iskorištenju struje, iskorištenju 
napona, o elektrodama, međusobnom spajanju elektroda i kon- 
strukciji ćelija za elektrolizu v. Elektrokemija, TE 4, str. 388. 

Elektrotermija. Flektrične peći za dobivanje metala razvile 
su se za potrebe čeličana, pa se i danas najviše upotreblja- 
vaju u metalurgiji čelika, naročito specijalnih nerđajućih čeli- 
ka, čelika legiranih niklom, kromom, vanadijem, volframom, 
te brzoreznih i alatnih čelika. U te svrhe služe elektrolučne 
i indukcijske peći (v. Elektrotermija, TE 5, str. 182). Elektro- 
lučne peći također se mnogo primjenjuju u proizvodnji fero- 
legura za potrebe industrije željeza i čelika. Tako se dobivaju 
ferosilicij (sl. 26), feromangan, ferokrom, ferovolfram, feromo- 
libden, ferovanadij, ferotitan, silikomangan, ferosilikocirkonij, 
silikocirkonij i silikokalcij. 


SI. 26. Elektrolučna peć za proizvodnju 

ferosilicija. 1 kada za taljenje,.2 platfor- 

, 3 elektrode, 4 kran za stavljanje i 

vađenje elektroda, 5 otvor za ispuštanje 
taline 


U obojenoj se metalurgiji električne peći manje upotreblja- 
vaju. U SAD se cink dobiva elektrotermički prema Sterlingovu 
postupku (v. Cink, TE 2, str. 651), a u SSSR je razvijen elek- 
trotermički postupak (KIVCET) za preradbu cink-olovnih i 


SL 27. Električna peć za dobivanje bakrenog kamena. / šaržiranje konver- 

torske troske, 2 šaržne cijevi, 3 ulaz prženca, 4 kabeli za priključak struje, 

5 elektrode, 6 otvor za izlazak plinova, 7 otvor za ispuštanje troske, 8 ka- 
men, 9 troska, 1/0 otvor za ispuštanje kamena 
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cink-bakrenih ruda. U Švedskoj i SSSR upotrebljavaju se elek- 
trične peći za redukciju prilikom dobivanja olova. U nekim 
zemljama upotrebljavaju se u metalurgiji bakra električne peći 
za dobivanje bakrenog kamena (sl. 27). U Norveškoj je raz- 
vijen Pedersenov postupak za dobivanje glinice preradbom 
boksita u električnim pećima (v. Aluminijum, TE 1, str. 228). 
Neki važni metali kao krom i mangan također se, uz ostale 
metode, dobivaju i u električnim pećima. 

Osim za metale, električne se peći upotrebljavaju i u pro- 
izvodnji nemetalnih proizvoda za potrebe metalurgije, kao što 
su kalcij-karbid, silicij-karbid, taljena glinica za abrazive, mag- 
nezij-oksid za vatrostalne materijale, grafit za izradbu elektro- 
da itd. 


Elektrolitičko dobivanje metala bilo je prvo primijenjeno u 
metalurgiji bakra, pa se i danas primjenjuje u preradbi ok- 
sidnih bakrenih ruda (v. Bakar, TE 1, str. 654). Nakon luže- 
nja i ekstrakcije otapalom bakrene otopine sadrže bakar u 
koncentraciji 30-60 kg/m?. Flektrolitičke ćelije (sl. 28) su be- 
tonske, obložene s unutrašnje strane olovom. Katode su po- 
četni listovi (početne katode) od elektrolitičke rafinacije bakra, 
a anode su netopljive i za sulfatne elektrolite izrađene od le- 
gure olova s antimonom ili srebrom. Katode se moraju mi- 
jenjati svakih 5-8 dana. Potrošnja električne energije iznosi 
oko 2000-::2500kWh na tonu katodnog bakra. Iako je dobi- 
veni katodni bakar (99,75...99,9% Cu) manje čist od elek- 
trolitički rafiniranoga (99,99% Cu), u potpunosti odgovara svim 
zahtjevima elektroindustrije. Velika postrojenja za hidrometa- 
luršku proizvodnju bakra nalaze se u Africi (Zair, Zambija), 
a najveće je u Čileu, s godišnjom proizvodnjom bakra od 
130 kt. 

Važan metal koji se uz ostale metode dobiva elektrolitički 
jest i cink (v. Cink, TE2, str. 652). Dvije trećine svjetske 
proizvodnje cinka dobivaju se elektrolitički, a približno je 
takav omjer između elektrolitičkog i pirometalurškog cinka 

-proizvedenoga i u Jugoslaviji. Najveće postrojenje za elektro- 
litičku proizvodnju cinka nalazi se u Kanadi i dostiže proiz- 
vodnju do 240 kt godišnje. Velika se postrojenja nalaze i u 
Australiji, Japanu i Belgiji. Razlike u konstrukciji elektrolitič- 
kih postrojenja za proizvodnju cinka prema onima za bakar 
jesu u tome što katoda nije od istog materijala koji se na 
njoj izlučuje, već je od aluminijskog lima, te u tome što se 
elektrolit mora hladiti. To se postiže prolazom rashladne vode 
kroz svitke olovnih cijevi u elektrolitičkim ćelijama. Katode 
se mijenjaju svaka 24 sata. 

Osim bakra i cinka, elektrolizom iz vodenih elektrolita pro- 
izvode se kadmij, antimon, koblat, krom, mangan, galij i sreb- 
TO. 

Za elektrolitičku proizvodnju kadmija (v. Kadmij, TE 6, str. 
635) upotrebljavaju se aluminijske katode (sl. 29), koje se mi- 
jenjaju svaka 24 sata. Zbog sklonosti izlučivanja kadmija na ka- 
todi u obliku dendrita u nekim se postrojenjima primjenjuju 
ćelije s rotirajućim elektrodama (sl. 30). 

Elektrolitički se antimon proizvodi iz ruda koje sadrže i 
srebro ili srebro i bakar. Iz ruda se sulfid izlužuje vrućom 
otopinom natrij-sulfida, a antimon se iz otopine dobiva elek- 
trolizom (v. Antimon, TE |, str. 310). Upotrebljavaju se katode 
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od čelika, a anode od olova ili čelika. Elektroliza se provodi 
na povišenim temperaturama (50*C ili više), pa su elektroli- 
tičke ćelije ponekad zaštićene gumom. Na anodi se stvara na- 
trij-disulfid, koji sprečava izlučivanje antimona na katodi, pa 
su zbog toga anolit i katolit odvojeni dijafragmom, slično kao 
u elektrolitičkoj proizvodnji mangana i rafinaciji nikla (sl. 31). 

Kobalt se također može dobiti iz sulfatnih otopina (v. 
Kobalt, TE 7, str. 181). Prije elektrolize potrebno je iz oto- 
pine ukloniti sav bakar i željezo. Kao i u ostalim elektroli- 
zama iz sulfatnih otopina anode su od legure olova sa sreb- 
rom, a katode od nerđajućeg čelika. Radna je temperatura 
elektrolize oko 60“C. Kobalt skinut s katode pretapa se i 
rafinira u elektrolučnim pećima. 

Najčistiji krom proizvodi se elektrolitički (v. Krom, TE 7, 
str. 382). Ruda se prvo reducira do ferokroma koji se izlu- 
žuje sumpornom kiselinom, željezo se odvaja pomoću amonij- 
-sulfata, a konačno dobiveni amonij-kromov alaun podvrgava 
se elektrolizi. Na katodi od nerđajućeg čelika izlučuje se krom 
jedino iz dvovalentnog stanja, što traži vrlo preciznu kontro- 
lu kiselosti otopine. Kako se na anodi stvaraju spojevi šeste- 


Sl. 29. Elektrolitička ćelija za proizvodnju kadmija. / olovna anoda, 2 alumi- 
nijska katoda, 3 otopina, 4 olovom obložen drveni tank, 5 bakreni vodič, 
6 izolator, 7 jedna od elektroda 


Sl. 28. Ćelije za rafinaciju bakra. / betonski blokovi, 2 elektrolit, 3 jedna od elektroda (katoda), 4 katoda, 5 anoda 
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SI. 31. Ćelija s dijafragmom za elektrolitičku proizvodnju nikla. / dovod ka- 
tolita, 2 preljev anolita, 3 ekshaustor, 4 cjevovod, 5 anoda, 6 katoda, 7 okvir 
s dijafragmom oko katode 


SI. 32. Ćelija za proizvodnju kroma elektrolizom. 

! anoda od čistog olova, 2 bakrena katoda, 3 

termostat u staklenom plaštu, 4 vodeni plašt, 
5 uronjena grijala 


SI. 33. Pogled na prostoriju s ćelijama za proizvodnju elektrolitičkog kroma. 
12 desne ćelije izvlači se katoda od nerđajućeg čelika s istaloženim kromom 


rovalentnog kroma, katolit se mora dijafragmom odvojiti od 
anolita (sl. 32). Najveća postrojenja za elektrolizu kroma na- 
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laze se u SAD (sl. 33) i Japanu, s godišnjim kapacitetom 
2.-2,5 kt kroma. 

Mangan visoke čistoće proizvodi se također elektrolizom 
(v. Mangan, TE 7, str. 656). Upotrebljavaju se različite oksid- 
ne rude, koje treba redukcijom prevesti u mangan(Il)-oksid, 
jer je jedino taj manganov spoj dobro topljiv u sumpornoj 
kiselini. Elektrolizom iz sulfatne otopine mangan se izlučuje 
na katodama od nerđajućeg čelika. Da bi se spriječilo po- 
novno otapanje izlučenog metala u kiselom elektrolitu, pH 
elektrolita mora biti nešto viši od 7, pa se stoga i za elek- 
trolitičku proizvodnju mangana upotrebljavaju ćelije s dija- 
fragmom. 

Prilikom dobivanja galija kao sporednog proizvoda u Ba- 
yerovu procesu proizvodnje aluminija primjenjuje se elektro- 
liza (v. Galij, TE 6, str. 2). Iz istrošene (Bayerove) lužine galij 
i aluminij precipitiraju se kao hidroksidi, koji se ponovno ota- 
paju u koncentriranoj otopini natrij-hidroksida, a elektrolizom 
s elektrodama od nerđajućeg čelika izdvaja se galij. Prema 
drugoj metodi galij se iz istrošene lužine izdvaja izravno elek- 
trolizom na živinoj katodi. 

Proizvodnja srebra elektrolizom svodi se na preradbu ot- 
padnih materijala, osobito kupelji za fiksiranje filmova. Elek- 
troliti su natrij-hidrogensulfat i natrij-tiosulfat u ćelijama od 
tvrde gume ili plastike. Anode su grafitne, a srebro se izlu- 
čuje na katodama od nerđajućeg čelika. 

Elektrolitički dobiveni metali obično su dovoljno čisti da 
rafinacija nije potrebna, osim ako se upotrebljavaju u speci- 
jalne svrhe, npr. antimon i galij u elektrotehnici. Za elektro- 
lizu vrlo elektronegativnih metala (svih metala elektronegativ- 
nijih od mangana) umjesto vodenog elektrolita mora se kao 
elektrolit upotrijebiti talina soli. Tako se dobivaju aluminij, 
magnezij, natrij, litij, tantal i berilij. 

Elektrolitička redukcija glinice otopljene u rastaljenom krio- 
litu (v. Aluminijum, TE 1, str. 228) još je i danas jedini eko- 
nomični industrijski postupak za proizvodnju aluminija. U do- 
bro izoliranim elektroliznim ćelijama elektroliza se odvija na 
temperaturi — 950 “C, koja se postiže zahvaljujući otporu elek- 
trolita. Tekući aluminij izlučuje se na grafitnoj elektrodi, koja 
je ujedno i dno ćelije. Anode su grafitni blokovi uronjeni u 
elektrolit. Anode se troše zbog reakcije između kisika koji se 
izlučuje na anodi i ugljika anode, pa se posebnim uređajem 
stalno podešava razmak između anode i katode. Na temelju 
tzv. anodnog efekta (smanjenjem koncentracije glinice u elek- 
trolitu na manje od 2% znatno se povisi napon ćelije) kon- 
trolira se odvijanje elektrolize i koncentracija glinice u elek- 
trolitu. Potrošnja električne energije u proizvodnji aluminija 
iznosi 14,5 i 15kWh po kg aluminija. Dobijeni metal (više 
od 99,8% Al) upotrebljiv je izravno za sve tehničke svrhe. 

Magnezij se također dobiva elektrolitički, no taj postupak, 
za razliku od aluminija, nije jedini proizvodni postupak. Za 
elektrolizu magnezija upotrebljava se kloridni elektrolit u ko- 
jemu se rastaljeni magnezij-klorid elektrolizom reducira (v. 
Magnezij, TE 7, str. 644). Postoje dva tehnička postupaka za 
elektrolizu magnezija. Prema američkom postupku (postupak 
Dow) u elektrolitu se nalazi magnezij-klorid dobiven iz mor- 
ske vode, neutraliziran solnom kiselinom i kristaliziran iz oto- 
pine, pa sadrži i nešto kristalne vode. Elektrolitičke ćelije su 
željezne i zagrijavaju se izvana na temperaturu —750“C. Pre- 
ma njemačkom postupku (IG Farbenindustrie), bezvodni mag- 
nezij-klorid dobiva se kloriranjem magnezij-oksida. Celije za 
elektrolizu izolirane su i radna temperatura  750“*C postiže 
se zbog otpora elektrolita. U oba postupka katode su čelične, 
a anode grafitne. Stijenke između elektroda sprečavaju reakciju 
izdvojenog magnezija i klora. Potrošnja električne energije iz- 
nosi oko 18 kWh po kg magnezija. 

Natrij se također dobiva elektrolizom rastaljenih klorida. 
Kako natrij ključa već na temperaturi nižoj od 900*C, sa- 
stav elektrolita podešen je tako da se elektroliza odvija na 
temperaturi 590 “C (v. Natrij). Elektrolizom se reducira na- 
trij-klorid u čeličnim ćelijama obloženim opekama otpornim 
prema kiselinama. Katode su od lijevanog čelika, anode su 
grafitne, a između elektroda nalazi se dijafragma od čelične 
mreže. Primjenjuju se jakosti struje između 30 i 50 KA. 
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Litij se također proizvodi elektrolitički, i to elektrolizom 
litij-klorida otopljenog u rastaljenom elektrolitu na tempera- 
turi 410*C (v. Linj, TE 7, str. 527). Katode su čelične, a 
anode grafitne. Čelične ćelije grijane su izvana. 

I praškasti tantal dobiva se uglavnom elektrolizom. Flek- 
trolit je čisti kalij-heptafluorotantala(V) K>[TaF,], a oksid 
se dodaje samo kao depolarizator. Celija je željezna posuda 
koja djeluje istodobno kao katoda, dok je anoda grafitna. 
Elektroliza tantala je diskontinuirana; elektrolit se zagrije do 
900“C i elektroliza se provodi dok se ćelija ne napuni tan- 
talovom prašinom. Zatim se ćelija ohladi, elektrolit i tanta- 
lova prašina se izvade, a nereagirana sol odvoji se od me- 
talne prašine izluživanjem jakim kiselinama. Dobivena tanta- 
lova prašina sadrži 99,85% tantala. 

Dobivanje berilija (v. Berilij, TE 1, str. 708) elektrolizom 
rastaljenih klorida ili fluorida zamijenila je danas metaloter- 
mijska redukcija. Poznati su i elektrolitički postupci za dobi- 
vanje bora, kalcija, cerija, niobija, molibdena, torija, titana, 
urana i cirkonija, ali se oni ne primjenjuju jer su u upotrebi bolje 
metode, ili nisu dovoljno razvijeni za industrijsku primjenu. 

Elektrolitička rafinacija. Iz vodenih elektrolita u industrij- 
skom mjerilu elektrolitički se rafiniraju bakar, srebro, zlato, 
nikal, kobalt, olovo, kositar, indij, ponekad i antimon. 

Danas se gotovo sav primarni sirovi bakar rafinira elektro- 
lizom, jer se jedino tim načinom mogu od bakra odvojiti ple- 
meniti metali zaostali nakon preradbe bakrenih ruda. Polazni 
materijal za elektrolitičku rafinaciju jest bakar rafiniran plame- 
nom rafinacijom (v. Bakar, TE 1, str. 656), koji se iz plamenih 
rafinacijskih peći automatski ulijeva u anode. Masa je anod- 
nih ploča 300.350 kg. Katode su tzv. početni listovi, tj. u 
posebnim elektrolitičkim ćelijama izrađeni limovi izlučenog 
bakra, debljine 3.-:5 mm i mase oko 5 kg. Elektrolit je sulfatna 
otopina, a konstrukcija ćelija jednaka je onoj za elektrolitičko 
dobivanje bakra. Anode se mijenjaju svaka četiri tjedna, a 
katode svaka dva tjedna, tj. kada dostignu masu —150kg. 
Potrošnja energije iznosi 0,20---0,25kWh po kg bakra, a go- 
dišnji kapaciteti najvećih postrojenja (u Čileu i SAD) dostižu 
400 kt bakra. 

Srebro i zlato također se skoro isključivo rafiniraju elek- 
trolitički. Ako je polazna sirovina za proizvodnju tih metala 
srebrna pjena pri rafinaciji olova ili anodni mulj pri elektro- 
litičkoj rafinaciji bakra, moraju se prvo različitim postupcima 
odvojiti primjese. Tako se dobiva sirova legura srebra i zla- 
ta, koja se podvrgava elektrolitičkoj rafinaciji. Prvo se rafina- 
cijom izdvaja srebro. Elektrolit je nitratna otopina, katode su 
od nerđajučeg čelika, a ćelije od glazirane keramike. Anode 
su smještene u platnene vreće u kojima se skuplja anodni 
mulj. Tako se sprečava miješanje anodnog mulja s kristalima 
srebra, koji se mehanički drvenim strugačima skidaju s katode 
i padaju na dno. Dobiveni kristali srebra (99,99% Ag) pretale 
se u grafitnim retortama i liju u šipke. Anodni mulj skupljen 
u vrećama oko anode sadrži uglavnom zlato. Mulj se tali i 
lije u anode za elektrolitičku rafinaciju zlata. Već prema veli- 
čini postrojenja masa anoda iznosi 2-+12kg, a broj anoda 
po ćeliji 4.20. Katode su od čistog zlatnog lima, a kao 
elektrolit služi kloridna otopina. Celije su građene od specijal- 
nog glaziranog porculana otpornoga prema temperaturnim 
promjenama. Elektroliza se provodi na temperaturi 60-::75*C, 
ćelije su grijane izvana, a kapacitet jedne ćelije iznosi 25--:50 kg 
zlata dnevno. 

Pirometalurški nikal rafinira se na dva načina, od kojih 
je jedan elektrolitički. Elektrolit sadrži natrij-sulfat i natrij- 
-klorid, katoda je od nerđajućeg čelika, a između elektroda 
nalazi se dijafragma od sintetskog tekstila. To omogućuje 
izlučivanje čistijeg metala na katodi jer se očišćeni anolit ka- 
snije dodaje kao katolit. Celije su po konstrukciji slične oni- 
ma u elektrolizi bakra. 

Iz niklova elektrolita odvaja se i kobalt, prerađuje piro- 
metalurški do oksida, reducira do sirovog metala i zatim 
elektrolitički rafinira. Za rafinaciju kobalta upotrebljavaju se 
ćelije s dijafragmom, katode su od nerđajućeg čelika, a sul- 
fatno-kloridni elektrolit nešto je drugačijeg sastava od elek- 
trolita za rafinaciju nikla. 


METALURGIJA — METEOROLOGIJA 


Elektrolitička rafinacija primjenjuje se i za proizvodnju vrlo 
čistog olova. Olovo za rafinaciju ne smije sadržavati kositar, 
koji bi se zbog sličnosti elektrodnih potencijala izlučivao za- 
jedno s olovom na katodi. Upotrebljava se silikofluoridni elek- 
trolit, što omogućuje da se plemeniti metali, bakar, bizmut, 
antimon i eventualne druge primjese ne otapaju, pa ostaju na 
anodi ili prelaze u anodni mulj. Celije su slične ćelijama za 
rafinaciju bakra, a katode su od olova. Potrošnja energije iz- 
nosi »0,22kWh po kg olova. Elektrolizom se dobije neobično 
čist metal (više od 99,999% Pb). Najveće postrojenje za elek- 
trolizu olova nalazi se u SAD, a u Evropi su najveća pos- 
trojenja u Italiji i SSSR. 

Jedan od načina rafinacije kositra također je elektroliza. 
Kao elektrolit upotrebljava se smjesa sumporne, fenolsulfonske 
i krezolsulfonske kiseline. Plemenitije primjese ne otapaju se u 
elektrolitu. Jedino onečišćenje jest olovo, koje se taloži pri- 
sutnim sulfat-ionom. Katode su od čistog kositra, a betonske 
ćelije prevučene su olovom. 

Manje je važna elektrolitička rafinacija indija (v. Indij, TE 6, 
str. 472). Iz kloridnog elektrolita indij se izlučuje na katoda- 
ma od čistog indija. Prema drugom elektrolitičkom postupku, 
u ćelijama s bipolarnim živinim elektrodama indij se naizmje- 
nično amalgamira i vraća u elektrolit, dok se konačno ne 
istaloži na platinskoj katodi. 

Antimon se elektrolitički rafinira iz sulfatnih i fluoridnih 
elektrolita u ćelijama s bakrenim katodama. 

Elektrolitička rafinacija iz rastaljenih soli industrijski se 
primjenjuje samo za rafinaciju aluminija namijenjenog za spe- 
cijalne svrhe (v. Aluminijum, TE 1, str. 230). Elektrolit je smjesa 
rastaljenih fluorida nešto drugačijeg sastava nego u običnoj 
proizvodnji aluminija, pa je i radna temperatura niža, — 750 *C. 
Kako je na toj temperaturi aluminij u tekućem stanju, ano- 
dnom aluminiju dodaje se —30% bakra da bi njegova gus- 
toća bila veća od gustoće katodnog aluminija i elektrolita. 
Tako se anodni aluminij skuplja na dnu, a katodni na vrhu 
ćelije. Rafinacijske ćelije nešto su manje od ćelija za proizvod- 
nju aluminija, a postoje i manje razlike u konstrukciji. Ano- 
da se nalazi na dnu, katodni blokovi uronjeni su u elektrolit 
odozgo, stijenke ćelije zidane su magnezitnom opekom, a anod- 
ni aluminij ulijeva se u ćeliju sa strane kroz poseban kanal. 


LIT.: OcHoBbr meraniypruu, Tom 1::-5. Meransyprnsnar, MockBa 
1961—1968. — M. E. Wadsworth, F. T. Davis, Unit processes in hydro- 
metallurgy. Gordon and Breach Science Publishers, New York 1964. — 
C. L. Mantell, Elektrokemijsko inženjerstvo. Tehnička knjiga, Zagreb 1969. 
— F. Habashi, Extractive metallurgy, Vol. 1--:3. Gordon and Breach Science 
Publishers, New York 1969. — F. D. Richardson, Physical chemistry of melts 
in metallurgy. Academic Press, London 1974. 


A. Paulin 


METEOROLOGIJA, grana geofizike, bavi se zem- 


ljinom atmosferom i proučavanjem procesa i pojava u Zem- 
ljinoj atmosferi. Proučavanje međudjelovanja atmosfere i oceana 
zajedničko je područje meteorologije i oceanografije (v. Oceano- 


grafija). 

Najstariji počeci meteorologije nalaze se u prastarom, nepre- 
kidnom zanimanju čovjeka za zbivanja u prirodi. Fenomeni 
koje je čovjek opažao na nebu objašnjavani su mističkim 
silama, a ta su shvaćanja zadržali još i danas primitivni narodi. 


Već u starom vijeku (u prvom redu u Kini, Indiji, Egiptu i Grčkoj) 
skupljani su podaci o pojavama u atmosferi, prije svega o vjetrovima i 
oborinama. Osobito veliki utjecaj, i na kasnija razdoblja, imao je grčki 
filozof Aristotel (+-384-—322), koji je napisao prvi udžbenik meteorologije, 
pa se zato smatra njenim osnivačem. 

U ljetopisima i dnevnicima iz srednjeg vijeka postoje dragocjene zabilješke 
o vremenskim pojavama i nepogodama, no tada još nije bilo nikakvih 
instrumentalnih mjerenja. 

U XVII st. izumljeni su osnovni meteorološki instrumenti (v. Meterološki 
uredaji), pomoću kojih su prikupljeni prvi podaci meteoroloških motrenja, a time 
stvoreni i preduvjeti da meteorologija postane samostalna znanstvena disciplina. 
Prva meteorološka mjerenja po moću instrumenata započeli su Galilejevi učenici 
(1654) u Firentinskoj akademiji. Već 1686. god. engleski astronom E. Halley 
(1656—1742) objavljuje prvu kartu vjetrova u tropskom području, što je tada 
bilo od osobitog značenja za plovidbu jedrenjaka. U XVIII st. razvijaju se 
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fizikalne znanosti, posebno termodinamika. G. D. Fahrenheit (1686—1736) 
i A. Celsius (1701—1744) uvode ljestvice na termometrima, a J. Black (1728— 
—-1799) doprinosi teorijskom razvoju meteorologije jasnim razlučivanjem pojmo- 
va temperature i topline. Podaci meteoroloških mjerenja, a i otkriće osnov- 
nih zakona fizike, omogućili su stvaranje kvantitativnih teorija razdiobe nekih 
meteoroloških elemenata, prije svega tlaka zraka. Već je 1648. god. B. Pascal 
(1623—1663) ustanovio da tlak zraka opada s visinom, a 1685. god. E. Halley, 
polazeći od Boyle-Marriotteova zakona, postavlja formulu za proračun visine 
nekog mjesta na osnovi mjerenja tlaka. H. D. Saussure (1740-—1799), penjući 
se na alpske vrhunce, ispituje promjenu meteoroloških elemenata s visinom. 
JA. Charles (1746—1823) prvi je 1783. god. u slobodnom balonu ponio 
termometar i barometar do visine 3467 m i tako započeo aerološka mjerenja. 
Tek kad je R. Assmann (1845—1921) izumio 1887. god. aspiracijski psihrometar. 
mogle su se besprijekorno mjeriti temperatura i vlaga. U XIX st. počinju 
mjerenja visokih slojeva atmosfere pomoću slobodnih balona s uređajima za 
registriranje, a 1902. god. otkrivena je tropopauza (R. Assmann i L. Teisserenc 
de Bort). 

U istom stoljeću uvodi se u meteorologiju sinoptička metoda, tj. istodobno 
promatranje stanja atmosfere na velikom području. U gotovo svim kulturnim 
zemljama uspostavlja se mreža meteoroloških stanica i organizira se meteorološka 
služba. H. W. Brandes (1777—1834) izrađuje prvu sinoptičku kartu Evrope, no 
veći podstrek za uvođenje sinoptičke metode, odnosno za uvođenje meteorološke 
službe, pojavljuje se tek poslije 1856, kad je U.J.J. Le Verrier (1811——1877) 
dokazao da se upotrebom sinoptičke metode mogla predskazati velika oluja 
(1854) koja je oštetila francusku i britansku flotu na Crnom moru pred 
Krimom. Otada se proširuje mreža meteoroloških stanica, uvode se meteorološka 
mjerenja na moru, postavljaju se osnove klimatologije i intenzivno se istražuju 
procesi u atmosferi. 

Za razvoj meteorologije posebno su važni bili radovi H. Helmholtza 
(1821—1894), koji u meteorologiji počinje primjenjivati zakone mehanike 
fluida. Pojam cirkulacije potječe od W. Thomsona (Lord Kelvin, 1824—1907), 
a J. Bjerknes (1897—1975) postavlja teorijske osnove fizikalnih procesa u 
atmosferi, s posebnom primjenom na visinske karte. On je najvažniji predstavnik 
tzv. bergenske škole, koja je potkraj dvadesetih godina ovog stoljeća uvela 
u meteorološku praksu pojam zračne mase i fronte, te umnogome razvila 
metode prognoze vremena. Primjenom radio-sondi (v. Meteorološki uređaji), 
početkom tridesetih godina, započinju redovna mjerenja slobodne atmosfere 
i primjena visinskih (aeroloških) karata. U tom razdoblju doprinose razvoju 
meteorologije radovi C.G. Rossbyja (1898—1957), a i nagli razvoj zrakoplovstva. 

Poslije drugoga svjetskog rata, zahvaljujući velikom proširenju mreže 
prizemnih i aeroloških stanica, rezultatima opsežnih teorijskih istraživanja 
1 upotrebi elektroničkih računala, omogućena je primjena numeričkih modela 
za prognozu vremena. Posljednjih desetak godina meteorološki podaci sve 
više služe svakodnevnom životu, privredi, industriji i tehnici, što znatno 
otklanja neizvjesnosti koje su se ranije morale uvažavati s obzirom na utjecaj 
atmosfere na projektiranje i planiranje ljudskih aktivnosti. Razvijene su mnoge 
grane meteorologije, čemu je posebno doprinio brzi razvoj mjernih instrumenata, 
osobito elektronike. Široka primjena elektroničkih računala i novih metoda 
mjerenja pomoću satelita, radara, raketa i dr. omogućuje nove spoznaje i 
bolje razumijevanje atmosferskih procesa. 


Podjela meteorologije. Razvojem meteorologije nastale su 
kroz posljednja dva stoljeća pojedine velike i samostalne grane, 
koje se međusobno razlikuju po predmetima proučavanja i po 
metodama istraživanja. U osnovi, meteorologija se može raz- 
vrstati na nekoliko disciplina. 

Fizikalna meteorologija (opća meteorologija) bavi se općim 
zakonima atmosferskih pojava i procesa. U posljednjih desetak 
godina razvile su se odvojene discipline fizikalne meteorologije, 
koje se danas smatraju zasebnim granama. To su: dinamička 
meteorologija, fizika graničnog sloja atmosfere, fizika visoke 
atmosfere (aeronomija), fizika oblaka i oborina, fizika zračenja 
Sunca i Zemlje, meteorološka optika i atmosferski elektricitet. 

Sinoptička meteorologija analizira atmosferske procese sinop- 
tičkom metodom. Na osnovi analize vremena i niza fizikalnih 
razmatranja primjenom numeričkih modela izrađuje se prognoza 
vremena. 

“Klimatologija (v. Klimatologija, TE 7, str. 140) na osnovi 
rezultata višegodišnjih promatranja stanja vremena određuje 
statističkim metodama prosječno stanje za dulje razdoblje, od- 
nosno definira klimu pojedinih mjesta i područja. 

Aerologija se bavi u prvom redu metodama mjerenja za 
proučavanja procesa u slobodnoj atmosferi (iznad prizemnog 
sloja) do visine = 40 km. Mikrometeorologija proučava najniži, 
prizemni sloj atmosfere, biometeorologija bavi se utjecajima 
atmosfere na biljni i životinjski svijet, a njen dio koji se odnosi 
na čovjeka jest medicinska meteorologija. 

Prema područjima praktične primjene rezultata meteorološ- 
kih istraživanja i zapažanja postoje sljedeće meteorološke disci- 
pline: zrakoplovna meteorologija bavi se utjecajima stanja atmo- 
sfere na zračni promet, a obuhvaća dijelom i područja sinop- 
tičke meteorologije; pomorska meteorologija proučava utjecaj 
atmosfere na pomorski promet i na vremenske prilike na 
oceanima i morima, posebno u vezi s navigacijom; poljo- 
privredna meteorologija ili agrometeorologija proučava pro- 
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bleme zavisnosti poljoprivrednih kultura od vremenskih prilika 
i klime; nuklearna meteorologija bavi se problemima širenja 
radioaktivnih plinova u atmosferi; radarska meteorologija bavi 
se primjenom radara u meteorološkim istraživanjima oblaka 
i oborina te u prognozi vremena; radio-meteorologija prou- 
čava širenje radio-valova u atmosferi; satelitska meteorologija 
bavi se primjenom satelita radi mjerenja i sakupljanja podataka 
za prognozu vremena, klimatologiju i fizikalnu meteorologiju 
uopće; tehnička meteorologija služi se spoznajama iz različitih 
grana meteorologije da bi ih praktički primijenila u građe- 
vinarstvu, urbanizmu, problemima zagađenosti zraka, turizmu, 
prometu, elektroprivredi itd. 


METEOROLOŠKI ELEMENTI, POJAVE I VRIJEME 


Fizikalno stanje atmosfere u nekom trenutku nad nekim 
mjestom izražava se kvantitativno meteorološkim elementima 
i kvalitativno opisom pojedinih pojava, a njihova se sveukupnost 
nad nekom točkom, područjem ili uzduž neke rute zove 
vrijeme. 

Meteorološki elementi jesu: temperatura, vlaga, tlak i gustoća 
zraka, brzina i smjer vjetra, količina, vrsta, visina i debljina 
oblaka, vidljivost, insolacija, te zračenje Sunca i Zemlje. 

Atmosferske pojave ili meteore može se razvrstati u četiri 
osnovne grupe: hidrometeore, litometeore, fotometeore i elektro- 
meteore. One su karakterizirane intenzitetom i trajanjem. 

Hidrometeori su proizvodi vodene pare koji u krutom 
ili tekućem stanju padaju na Zemlju (kiša, rosulja, snijeg, 
tuča, sugradica), ili lebde u atmosferi (magla, sumaglica), ili 
lebde vjetrom uzdignuti sa Zemljine površine (mećava, vijavica, 
dim mora), ili se talože na tlu (rosa, mraz, inje, poledica, 
snježni pokrivač). 

Litometeori su čestice suspendirane u atmosferi, kao npr. 
suha mutnoća, pješčana magla, prašinska oluja, dim. 

Fotometeori su svjetlosne pojave u atmosferi, kao npr. 
halo oko Sunca ili Mjeseca, vijenac oko Sunca ili Mjeseca, 
duga, irizacija, glorija. 

Elektrometeori su pojave vezane uz atmosferski elektricitet, 
kao npr. grmljavina, sijevanje, električno pražnjenje, polarna 
svjetlost. 

Atmosferske pojave karakterizirane su intenzitetom i tra- 
janjem. 


Mjerne jedinice meteoroloških elemenata 


Tlak zraka definiran je silom koja djeluje okomito na 
površinu. Jedinica tlaka u Međunarodnom sustavu jest paskal 
(oznaka Pa): Pa = N/m? = kgm-!s-2. U meteorologiji se upo- 
trebljava izvansustavna, ali iznimno dopuštena jedinica tlaka 
bar (oznaka bar), najčešće njena decimalna jedinica milibar 
(oznaka mbar) u značenju bar = 10% Pa, dakle mbar = 10? Pa. 
Nisu zakonite oznake b za bar i mb za milibar (v. Metrologija, 
zakonska). 

Tlak se na tekućinskom barometru mjeri visinom stupca 
žive, pa je stara jedinica tlaka bila milimetar stupca žive 
(oznaka mmHg) iznosa 1 mmHg = 133,32 Pa = 1,3332 mbar, pa 
je 1 bar = 1000 mbar = 750 mmHg. 

Temperatura zraka. Jedinica termodinamičke (tzv. apsolutne) 
temperature T' jest kelvin (K), a temperature t prema Celziju 
jest Celzijev stupanj (*C). Po vrijednosti K = "€, s time što 
između termodinamičke i Celzijeve temperature postoji odnos: 
T(K) = 273,15 + 1(*C). 

Tlak vodene pare parcijalni je tlak e vodene pare, izražen 
u milibarima. Uz zadanu temperaturu tlak vodene pare ne 
može premašiti neku određenu vrijednost E, koja se naziva 
tlakom zasićene vodene pare. Iznos E ovisi o temperaturi i 
raste s temperaturom, a različit je nad vodom i nad ledom 
(tabl. 1). 

Apsolutna vlaga,a jest masa vodene pare po obujmu vlažnog 
zraka i obično se izražava u gramima po kubnom metru (g/m?). 

Relativna vlaga U omjer je parcijalnog tlaka vodene pare 
e i tlaka zasićene vodene pare E, pri istoj temperaturi nad 
ravnom površinom čiste vode 


e 


Obično se izražava u postocima, pa je za potpuno suhi zrak 
U = 0%, a za zrak potpuno zasićen vodenom parom U = 100%. 


Tablica 1 


TLAK ZASIĆENE VODENE PARE 
U ZAVISNOSTI OD TEMPERATURE 


Temperatura t Tlak nad Tlak nad 
vodom E, ledom E, 
e mbar mbar 
— 40 0,189 0,129 
—30 0,51 0,40 
'—20 1,25 1,03 
—10 2,86 2,60 
0 6,11 611 
10 12,27 
20 23,37 
30 42,43 
40 73,80 
50 123,34 


Specifična vlaga s omjer je mase vođene pare i ukupne 
mase vlažnog zraka u istom volumenu. Između tlaka vodene 
pare e i specifične vlage s postoji veza: 


0,622e 
sI p—0,378e' (2 


gdje je p tlak zraka, faktor 0,622 je omjer plinskih konstanti 
suhog i vlažnog zraka, a faktor 0,378 jest nadopuna do jedan. 


Omjer miješanja m je omjer mase vodene pare i mase suhog 
zraka u istom volumenu : 


0,622e 
n-——. 
p-e 


Između specifične vlage s i omjera miješanja m vrijede relacije: 


, (3) 


m s 
E m = 
1+m 


= (4) 

Rosište je temperatura T na kojoj vodena para, uz kon- 
stantni tlak zraka i konstantnu specifičnu vlagu, postaje za- 
sićenom, dakle e = E, pa pri daljem sniženju temperature po- 
činje kondenzacija vodene pare. Razlika između temperature 
zraka t i rosišta T zove se deficit rosišta. 


Tablica 2 


BEAUFORTOVA LJESTVICA JAČINE VJETRA 
PREMA UČINCIMA NA KOPNU 


SVAK Opseg brzine 
ae Naziv vjetra osi Glavni učinci vjetra na kopnu 
0 tišina ' 0--0,2 dim se diže vertikalno uvis 
1 lak povjetarac 0,3: 1,5 smjer vjetra se zapaža po dimu 
2 povjetarac 1,6:<<3,3 vjetar se osjeća na licu, vjetrulja 
se pokreće 
3 slab vjetar 34: SA lišće i grančice se stalno njišu 
4 umjeren vjetar Sos. 19 vjetar podiže prašinu i pokreće 
manje grane 
5 umjereno jak 8,0---10,7 tanja lisnata stabla počinju se 
vjetar njihati 
6 jak vjetar 10,8---13,8 pokreću se velike grane, čuje se 


zujanje telefonskih žica 


njišu se cijela stabla, hodanje 
otežano 


vjetar lomi grane na drveću 


nastaju laka oštećenja na zgra- 
dama 

velike štete na zgradama, čupa 
drveće iz zemlje 

velika razaranja 

katastrofalna razaranja 


7 vrlo jak vjetar 13,9---17,1 


8 olujan vjetar 17,2---20,7 
9 oluja 20,8--:24,4 


10 žestoka oluja 245.284 


li orkanska olujaj — 285-> 
12 orkan 32479309 
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Brzina vjetra izražava se u metrima u sekundi (m/s), kilo- 
metrima na sat (km/h) te u izvansustavnoj, iznimno dopuštenoj 
jedinici čvor = 1,852 km/h = 0,514 m/s. Za procjenu jačine vjetra 
upotrebljava se tzv. Beaufortova ljestvica (prema engleskom 
admiralu F. Beaufortu, koji ju je sastavio 1808. god. ; v. tabl. 2). 
Ljestvica ima 13 stupnjeva kojima su pridijeljeni nazivi vjetrova. 
Za svaki stupanj definirani su i učinci vjetra na predmete na 
moru ili na kopnu, pa se promatranjem pojava može procijeniti 
i jačina vjetra. 

Budući da je brzina vjetra vektorska veličina, mora se 
pored brzine označiti i njegov smjer. Smjer vjetra definira 
se geografskom stranom Zemlje iz koje vjetar dolazi, a označuje 
se ili uobičajenim slovnim kraticama glavnih smjerova kompasa, 
ili iznosom kuta za koji smjer vjetra odstupa od sjevera, 
mjereno u smjeru kazaljke na satu. 


Opći podaci o Zemljinoj atmosferi 


Atmosfera je smjesa plinova. Ako se u sustav zraka ne 
uračuna vodena para, takva se smjesa zove suhi zrak (tabl. 3). 

U sastavu atmosfere uvijek se nalaze i tri promjenljiva 
sastojka: vodena para, ozon i ugljik-dioksid. Značajka je tih 
komponenata da znatno apsorbiraju zračenje Sunca i Zemlje, 
i time bitno utječu na temperaturni režim atmosfere i Zemlje. 
U posljednjem stoljeću zamjećuje se povećanje ugljik-dioksida 
(CO2) na čitavoj Zemlji; u zadnjih 60---70 godina to povećanje 
iznosi 10--:12%. Zbog utjecaja čovjekovih djelatnosti povećava 
se u globalnim razmjerima i sadržaj drugih plinskih primjesa, 
kao što su ugljik-monoksid CO, sumpor-dioksid SO,, dušik- 
-dioksid NO, i drugi. 


Tablica 3 
SASTAV SUHOG ZRAKA U BLIZINI ZEMLJINE POVRŠINE 
Plin Volumni udio | Maseni udio | Ukupna masa 
% % 107 kg 
Dušik, N, 78,09 75,51 38,65 
Kisik, O, 20,95 23,15 11,84 
Argon, Ar 0,93 1.28 0,65 
Ugljik-dioksid, CO, 0,03 0,046 0,0235 
Neon, Ne 0,0018 0,0125 0,00064 
Helij, He 0,00052 0,000072 0,000037 
Metan, CH, 0,00015 0,000094 0,000043 
Kripton, Kr 0,0001 0,00029 0,00015 
Didušik-oksid, NO 0,00005 0,00008 0,00004 
Vodik, H, 0,00005 0,0000035 0,0000018 
Ozon, Oz 0,00004 0,000007 0,000 0035 
Ksenon, Xe 0,000008 0,000036 0,000018 
Dušik-dioksid, NO, 0,0000001 0,0000002 0,0000001 
Jod, 1 2.1071! Loto S: 10514 
Radon, Rn 6-107'5 SALO? 2.1045 


U sastavu atmosfere nalaze se i mnogobrojne krute i tekuće 
primjese koje lebde u zraku. To su tzv. aerosoli, koji su 
umjetnog ili prirodnog porijekla. K oličina se aerosola povećala 
u zadnjih 70 godina za 50%. U velikim gradovima sadržaj 
aerosola je mnogo veći nego što iznosi srednja koncentracija 
u čitavoj atmosferi. 

Sadržaj vodene pare u atmosferi koleba se u širokim grani- 
cama: od blizu 0% masenog udjela pri vrlo niskim temperatu- 
rama do 4% pri visokim temperaturama. 

Podjela atmosfere na slojeve. Po vertikali atmosfera se 
proteže do 60:..70 tisuća kilometara, iako se ne može govoriti 
o nekoj oštroj gornjoj granici. Uzima se da ukupna masa 
atmosfere bez vodene pare iznosi 5,157 . 10'% kg (tabl. 3), što 
je otprilike jedna milijuntina Zemljine mase. Oko 99% ukupne 
atmosferske mase nalazi se u sloju od 30-:35km iznad tla, a 
50% ukupne mase u sloju do svega 5km visine. 

Debljina je osnovne atmosferske mase zanemarljiva u uspo- 
redbi s njezinim horizontalnim dimenzijama, pa zato i osnovne 
tvorevine, koje definiraju vrijeme (fronte, ciklone i anticiklone) 
zauzimaju po horizontali prostranstva od stotine i tisuće 
kilometara, a po vertikali od svega nekoliko kilometara. 

U vertikalnom smjeru može se podijeliti atmosfera na 
slojeve prema četirma kriterijima (sl. 1): sastav zraka i pojava 
električki nabijenih čestica, međudjelovanje atmosfere i Zemljine 
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površine, promjena temperature s visinom, te utjecaj atmosfere 
na letjelice. 

Prema sastavu zraka atmosferu čine donji sloj ili homosfera, 
od tla do visine od 95km, i gornji sloj ili heterosfera, iznad 
visine od 95km. U homosferi se omjer osnovnih plinova 
(dušika, kisika i argona) i relativna molekulska masa zraka 
(Uo = 28,9645) ne mijenjaju. U heterosferi, usporedo s moleku- 
lama dušika i kisika, pojavljuju se i atomi kisika i dušika, 
a relativna se molekulska masa zraka smanjuje s visinom. 
Sloj između 20 i 55km, u kojemu se nalazi najveća koncen- 
tracija ozona, zove se ozonosfera. Od 50-.:60km iznad tla, s 
povećanjem visine naglo se povećava koncentracija nabijenih 
čestica (iona i elektrona), pa se taj sloj atmosfere zove ionosfera. 
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Sl. I. Podjela i stanje atmosfere do visine 130 km. Krivulje promjene tempera- 

ture s visinom (lijevi dio slike) znače: / najniže vrijednosti u polarnim pred- 

jelima zimi, 2 srednje vrijednosti u polarnim predjelima zimi, 3 standardna 

atmosfera, 4 srednje vrijednosti u tropskim predjelima, 5 najviše vrijednosti 
u tropskim predjelima 


Ionosfera se sastoji od nekoliko slojeva (D na visini = 60km, 
E na visini 90-+120km, F na visini većoj od 180km) s 
povišenom koncentracijom iona. Vanjski pojas atmosfere, gdje 
se čestice rijetko sudaruju, a većina je čestica električki na- 
bijena, predstavlja radijacijski pojas Zemlje, debljine 9-12 


Zemljinih polumjera. U tom se pojasu, zbog djelovanja ma- 
gnetskog polja Zemlje, čestice veoma kolebaju uzduž magnetskih 
silnica i imaju velike energije. 

Prema međudjelovanju atmosfere i podloge, atmosferu čini 
granični sloj (ili sloj trenja) i slobodna atmosfera. U graničnom 
sloju visine 1-<-1,5km, već prema vrsti podloge, na gibanje 
zraka utječu Zemljina površina i turbulentno trenje, a meteoro- 
loški elementi imaju izraziti dnevni hod. U slobodnoj atmosferi 
mogu se u prvoj aproksimaciji zanemariti sile trenja zraka. 

Prema promjeni temperature s visinom atmosferu čini 
nekoliko slojeva. Najdonji sloj atmosfere, koji se proteže do 
<1lkm visine i u kojemu temperatura u prosjeku opada s 
visinom za 0,65"C/100m, zove se troposfera. U troposferi, 
iznad graničnog sloja sve do visine 6-8 km, nalazi se donja 
troposfera, a iznad toga sloja do vrha troposfere je gornja 
troposfera. 

Smanjenje temperature s visinom prestaje u troposferi na 
nekoj visini iznad koje temperatura umjereno opada (< 0,2 *C 
na 100 m), ostaje stalna ili pak s visinom raste. Taj sloj iznad 
troposfere, na visini između —11 i —50km, zove se strato- 
sfera. Prijelazni sloj između troposfere i stratosfere zove se 
tropopauza, i on u našim krajevima doseže visinu između 
9...11 km, već prema godišnjem doba i vremenskom stanju. 
U polarnim predjelima visina tropopauze iznosi 8-:10km, a u 
ekvatorskom pojasu 16-.:18km. Na umjerenim geografskim 
širinama temperatura iznad tropopauze najčešće se ne mijenja 
s visinom, a iznad tropskih i ekvatorijalnih predjela polagano 
raste. 

Izotermičko stanje stratosfere zadržava se u prosjeku sve 
do visine 25km, a iznad te razine temperatura raste zbog 
apsorpcije ultraljubičastog zračenja Sunca u sloju ozona. Srednja 
vrijednost vertikalnog temperaturnog gradijenta u sloju 25--- 
-::46 km iznosi — 0,28 *C/100 m. U prijelaznom sloju, tzv. strato- 
pauzi, na visini 45---54km temperatura je blizu O*C, s mo- 
gućim odstupanjima od +20*C. 

U mezosferi (50---80 km), sloju atmosfere iznad stratosfere, 
temperatura zraka ponovno opada, i to prosječno za 0,35 *C 
na 100 m. Na visini 80---95 km postoji prijelazni sloj, tzv. mezo- 
pauza, u kojemu temperatura iznosi —85--:—90“C. Iznad 
mezopauze, u termosferi (90-.-450 km), temperatura ponovno 
raste, i to uglavnom zbog toga što kisik apsorbira Sunčevo 
zračenje valne duljine manje od 0,24 um i pri tom disocira, 
pa nastaje atomni kisik. U termosferi temperatura raste s 
visinom i doseže vrijednosti i iznad 1000K. Na visinama 
iznad 1000km nalazi se egzosfera, odakle se plinovi šire u 
svemirsko prostranstvo. 

Parametri atmosfere (temperatura, tlak, gustoća) veoma se 
mijenjaju u prostoru i vremenu, pa se može uglavnom govoriti 
samo o srednjim vrijednostima. 

Osnovne karakteristike srednje vertikalne strukture atmosfere 
definirane su međunarodnom standardnom atmosferom CIRA 
(COSPAR International Reference Atmosphere -— CIRA) iz 


Tablica 4 


STANDARDNA ATMOSFERA SA-73 
(skraćeni podaci) 


EKO dA Geometrij- Temperatura Tlak Gustoća Cnržanje Przina 
cijalna visina ska visina sile teže zvuka 
m m "€ mbar kg/m? m/s? m/s 
0 0 15,00 1,0133 - 105 1,2250 9,8066 340,29 
500 500 11,75 9,5461 . 102 1,1673 9,8051 338,37 
1000 1000 8,50 8,9875 . 10? LII16 9,8036 336,43 
2000 2000 2,00 7,9452 - 102 1,0065 9,8005 332,53 
3000 3001 — 4,50 7,0109 . 102 9,0912 - 10%" 9,79714 328,58 
4000 . 4003 — 11,00 6,1460 - 10? 8,1913 - 10" 9,7943 324,58 
5000 5004 — 17,50 5,4020 + 102 7,3612 + 107! 9,7912 320,53 
7000 7008 — 30,50 4.1061 - 102 5,8950 - 107! 9,71851 312,27 
10000 10016 — 50,00 2,6436 - 102 41271 +: 107! 9,77158 299,46 
11000 11019 — 56,50 2,2632 + 102. | 3,6392- 10-! 9,17127 295,07 
12000 12023 — 56,50 1,9330 - 10? 3,1083 + 107! 9.7697 295,07 
20000 20063 — 56,50 54,750 8,8035 - 107? 9,7450 295,07 
30000 30142 — 46,50 . 1LTI9 1,8012 + 102 9,7143 301,80 
40000 40253 — 22,10 2,17152 3,8510 + 107 9,6836 317,63 
50000 50396 — 2,50 0,75944 9,77152 . 10-“ 9,6530 329,80 
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1961. godine, te standardnom atmosferom SSSR SA-73 iz 1975. 
godine. 

CIRA definira podatke o atmosferi do 800 km visine; podaci 
iznad 200 km osnivaju se na mjerenjima pomoću satelita. 

Sa-73 definira srednje vrijednosti osnovnih parametara atmo- 
sfere u rasponu visina 0-50 km na geografskoj širini 45%32/, pri 
srednjoj Sunčevoj aktivnosti (tabl. 4), a postoje i preporuke 
za visine 50---120 km. 

Standardna atmosfera SAD iz 1976. godine proširena je 
do 1000 km. 


Sunčevo zračenje i atmosfera 


Sunce je osnovni energetski izvor za sve procese u atmosferi. 
Sunce zrači ogromnu energiju koja se većinom pretvara u toplinu. 
Tako na 10km* Zemljine površine dopire u ljetnom vedrom 
danu (uz slabljenje zračenja atmosferom) čak 7--:9 milijuna kW. 

Temperatura površine Sunca iznosi 5800 K, a odzračnost 
ili radijacijska egzitancija (izračena energija po ploštini i 
vremenu) na površini Sunca iznosi —63500 W/m“. Ozračenje 
ili iradijancija Zemlje Sunčevim zračenjem na vrhu Zemljine 
atmosfere naziva se solarnom konstantom S4. Međunarodni 
komitet za zračenje Svjetske meteorološke organizacije (World 
Meteorological Organization — WMO) prihvatio je 1957. god. 
kao standardnu vrijednost solarne konstante 54 = 1382 W/m. 
Udaljenost između Zemlje i Sunca mijenja se tokom godine, 
pa se zato i stvarni iznos solarne konstante mijenja u području 
1340-::1431 W/m“, tako da se može računati s prosječnim 
iznosom S = 1396 W/m?. 

Spektar Sunčeva zračenja podijeljen je u tri područja: 
ultraljubičasto područje valnih duljina / = 0,2---0,4 m, vidljivo 
područje A = 0,4-:-0,76 um i infracrveno područje A = 0,8--. 
+40 um. 

Osnovni zakoni fizike opisuju i matematski definiraju 
elektromagnetsko zračenje sa svim popratnim pojavama kao 
što su apsorpcija, transmisija, refleksija i emisija zračenja 
(v. Fotometrija, TE 5, str. 608, v. Termodinamika). 

Spektar zračenja kojemu je izložena atmosfera nalazi se 
unutar valnih duljina od >20nm do 10 um. Atmosfera ima 
veliku sposobnost apsorpcije, nepropusna je za kratke valne 
duljine A < 0,3 um, ali je skoro potpuno propusna za valne 
duljine vidljivog područja, tj. za O3um <A<1l0um. 

Toplinsko zračenje Zemlje je u području valnih duljina 
oko A = 10 um. To je područje infracrvenog zračenja od kojega 
u atmosferi najveći dio apsorbira vodena para i ugljik-dioksid, 
pa samo manji dio Zemljina zračenja prolazi kroz atmosferu 
i odlazi u svemir. 

Razdioba Sunčeva zračenja na vrhu atmosfere određena 
je astronomskim faktorima: kruženjem Zemlje oko Sunca, 
nagibom osi Zemljine rotacije prema ekliptici te dnevnom 
Zemljinom rotacijom. Teoriju razdiobe Sunčeva zračenja na 
Zemljinu kuglu kad ne bi bilo atmosfere (a to vrijedi i za 


== Vs ELI as S= 


6 SSL 


20 


Geografska širina 
LI 


VI VII VI IX X XI XN 
Mjesec u godini 


7 1 TE KE v 


SI. 2. Godišnji raspored dnevnog Sunčeva ozračenja na vrhu atmosfere 
prema geografskoj širini. Vrijednosti upisane u krivuljama su u jedinici 
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vrh atmosfere) postavio je naš astronom M. Milanković. Dija- 
gram na sl. 2 prikazuje godišnji raspored Sunčeva zračenja 
koje dopire do horizontalne površine na vrhu atmosfere prema 
geografskoj širini. Na prvi pogled čini se nelogično da je najveća 
dnevna insolacija na polovima. To je ipak točno, ali ne zato 
što je na polovima najveće ozračenje Sunčevim zračenjem, 
nego zbog toga što u vrijeme maksimalne insolacije na polovima 
dan traje 24 sata. 

Dnevno ozračenje ovisi i o upadnom kutu Sunčevih zraka 
na plohu. S druge strane, i zbog različite duljine dana, dnevno 
se ekstraterestrično ozračenje tokom godine bitno mijenja. Ozra- 
čenje Sunčevim zračenjem u Zagrebu, nekoliko dana prije 
solsticija, odnosno ekvinokcija, prikazano je u tabl. 5. 


Tablica 5 
DNEVNO SUNČEVO OZRAČENJE U ZAGREBU 


Ozračenje 
MJ 
Dan mžd 


Horizontalna ploha | Vertikalna ploha 


16. ožujka 252, 58,8 
16. lipnja 42,1 44 
16. rujna 28,4 61,0 
16. prosinca 114 43,8 


Godišnje Sunčevo ozračenje smanjuje se porastom geograf- 
ske Širine. Osnovni faktori koji određuju idealnu raspodjelu 
Sunčeve energije mogu poslužiti za određivanje pojasova solarne 
klime. Približne granice tih pojasova na sjevernoj hemisferi 
jesu: ekvatorijalni pojas 10%S--:10"N, tropski pojas 10*".:-25", 
suptropski pojas 25%.-.35%, pojas umjerenih širina 35*---60", 
subpolarni pojas 60%-:--75* i polarno područje 75-90". 

Raspršivanje Sunčeva zračenja u atmosferi. Molekule zraka 
i čestice što lebde u atmosferi dijelom propuštaju, dijelom 
apsorbiraju, a dijelom raspršuju Sunčevo zračenje, i to selektivno 
s obzirom na valnu duljinu. Apsorbirani dio Sunčeva zračenja 
može se ili potpuno ili djelomično pretvoriti u drugi oblik 
energije, npr. u toplinsku ili fotokemijsku energiju, što pred- 
stavlja gubitak energije zračenja. Međutim, od svih plinova od 
kojih se sastoji atmosfera, jedino ozon apsorbira elektro- 
magnetsko zračenje u vidljivom području spektra. 

Sunčevo se zračenje raspršuje na sve strane, no najviše 
zrači u smjeru u kojemu je ušlo u atmosferu, ali pri tom 
jakost izravnog zračenja to više slabi što se zrake više pribli- 
žavaju površini Zemlje gdje je atmosfera gušća. Dio raspršenog 
zračenja u atmosferi vraća se u interplanetarni prostor, a drugi 
dio dopire do Zemljine površine. Na površinu Zemlje, dakle, 
dolazi, osim izravnog zračenja, i raspršeno ili difuzno zračenje 
iz svih smjerova nebeskog svoda. Difuzno zračenje omogućuje 
dnevnu rasvjetu i na mjestima koja nisu neposredno obasjana 
Sunčevim zrakama i po oblačnom vremenu. 

Apsorbiranje Sunčeva zračenja u atmosferi. Svaki plin selek- 
tivno apsorbira elektromagnetsko zračenje, i to s obzirom 
na valnu duljinu /. Također svaki plin ima konstantan koeficijent 
apsorpcije, koji ovisi o valnoj duljini zračenja i o stanju plina. 
Energiju zračenja apsorbiraju molekule plina, pretvarajući je 
u neki drugi oblik energije, pa zato apsorbirana energija 
zračenja ovisi o gustoći plina, te o debljini sloja plina kroz 
koji zračenje prolazi. 

Za monokromatsko zračenje odnos je intenziteta zračenja 
I,s nakon prolaza kroz sloj zraka masenog koeficijenta apsorpcije 
%,m> debljine s, gustoće (s), i intenziteta upadnog zračenja 
1,0 opisan Lambert-Beer-Bougertovim zakonom (v. Optika) 


S 
145 = 10 6xp(— %im Pods). (5) 
o 


s 
Eksponent 7, = %2,m |ods zove se optička debljina atmosfere. 
0 


Ona je ovisna o položaju Sunca, najmanja je za Sunce u 
zenitu, a najveća za Sunce na horizontu (sl. 3). 
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Masa zapaženog stupca zraka s osnovicom ploštine A jest 
s 

M = Alods. (6) 
0 


Omjer te mase za neki položaj Sunca M i za Sunce u 
zenitu M, zove se optička masa atmosfere 


>: M 


Ovisnost optičke mase atmosfere o kutnoj visini Sunca 
navedena je u tabl. 6. 


Tablica 6 
OPTIČKA MASA ATMOSFERE U 
OVISNOSTI O POLOŽAJU SUNCA 
Kutna visina Optička masa 
Sunca atmosfere 
90" 1,00 
70 1,06 
50% 1,30 
40" 1,55 
30% 2,00 
20% 2,90 
10% 5,60 
Su 10,40 
0 35,40 


SI. 3. Optička debljina i optička masa atmosfere 


Za različite kutne visine Sunca hs prikazane su u tabl. 6 
pripadne vrijednosti optičke mase atmosfere. Vidi se da pri 
položaju Sunca na horizontu Sunčevo zračenje prolazi kroz 
35,4 puta veću masu stupca zraka nego kad je Sunce u zenitu. 
To je razlog da u jutarnjim satima, nakon izlaska Sunca, 
Sunčevo ozračenje na površini Zemlje naglo raste, a u večernjim 
satima, pred zalazak Sunca naglo pada. 

Atmosfera se neposredno ne zagrijava time što molekule 
zraka apsorbiraju Sunčevo elektromagnetsko zračenje. Apsor- 
birana energija zračenja očituje se u raznim fotokemijskim, 
fotoelektričnim i drugim molekularnim procesima, pa tako, npr., 
u velikim visinama apsorpcijom ultraljubičastog zračenja nastaje 
ozon. U troposferi, uz vodenu paru, i ugljik-dioksid apsorbira 
infracrveno zračenje, a Sunčevo zračenje apsorbiraju i primjese 
u atmosferi (prašina) i kapljice oblaka i magle. 


Sunčevo zračenje na površini Zemlje 


Izravno Sunčevo zračenje jest zračenje Sunca koje dolazi 
do površine Zemlje kao snop paralelnih zraka, i to na plohu 
okomitu na zrake s intenzitetom 1, a na horizontalnu plohu 
s intenzitetom 1'. Između tih dvaju intenziteta postoji odnos 


I =Isinhs. (8) 


Izravno Sunčevo zračenje zavisi od solarne konstante, 
udaljenosti Zemlje od Sunca, fizikalnog stanja atmosfere nad 
mjestom motrenja (sadržaj plinova koji apsorbiraju zračenje, 
krutih primjesa u atmosferi, prisutnost oblaka i magle i dr.), 
kutne visine Sunca, a i od nadmorske visine. S porastom 
nadmorske visine raste izravno zračenje Sunca, jer optička 
debljina atmosfere postaje manja. Promjena spektra Sunčeva 
zračenja na putu od vrha atmosfere pa do površine Zemlje 
prikazana je na sl. 4. 


Infracrveno 


Vidljivo 


Tok zračenja 


02 04 0,6 0,8 10 1,2 14 
Valna duljina um 


SI. 4. Spektralna raspodjela Sunčeva zračenja oslabljenog, ras- 
pršivanjem i apsorpcijom u atmosferi. / intenzitet zračenja 
na vrhu atmosfere, 2 smanjenje intenziteta zračenja zbog aporp- 
cije ozona, 3 smanjenje intenziteta zračenja zbog raspr- 
šivanja u atmosferi, 4 smanjenje intenziteta zračenja zbog 
raspršivanja aerosolima, 5 smanjenje intenziteta zračenja zbog 
apsorpcije vodenom parom, tj. intenzitet zračenja pri Zemljinu 
tlu 


Pojednostavnjena slika o intenzitetu Sunčeva zračenja dobiva 
se promatranjem tzv. potencijalnih vrijednosti Sunčeva zračenja. 
To su maksimalne vrijednosti u vedrom danu. U tabl. 7 
vrijednosti su potencijalnog Sunčeva zračenja na horizontalnu, 
odnosno vertikalnu plohu na području Zagreba, u toku dana 
s vedrom, čistom i suhom atmosferom, a u tabl. & analogne 
su vrijednosti za vedre dane, ali s mutnom i vlažnom atmo- 
sferom. 

Difuzno ili raspršeno zračenje Sunca 1, to je veće što 
je veća kutna visina Sunca, veća prozirnost atmosfere i veća 
naoblaka. Za različite vrste naoblake, a prema ovisnosti o 
kutnoj visini Sunca hs, mijenja se difuzno zračenje 1, u dosta 
širokom rasponu, i u usporedbi s vedrim nebom dosta je po- 
većano. Intenzitet difuznog zračenja 1, i intenzitet izravnog 
zračenja povezani su izrazom: 


la=b(I — I)sinhs, (9) 


gdje je b koeficijent koji za idealnu atmosferu iznosi 1/2, a 
za realnu atmosferu 1/3. Izravno i difuzno zračenje ima izrazit 


Tablica 7 
POTENCIJALNO SUNČEVO DNEVNO OZRAČENJE 
U ZAGREBU* 
(vedro; čista i suha atmosfera) 
Ozračenje 
MJ 
Mjesec m?d 
| Horizontalna ploha | Vertikalna ploha 
ožujak 20,1 43,5 
lipanj 892 57,4 
rujan 23,6 46,5 
prosinac 7,2 28,8 . 
* prema Penzaru 
Tablica 8 
POTENCIJALNO SUNČEVO DNEVNO OZRAČENJE 
U ZAGREBU* 
(vedro; mutna i vlažna atmosfera) 
Ozračenje 
MJ 
Mjesec mžd 
Horizontalna ploha | Vertikalna ploha 
ožujak g 21,9 
lipanj ž 313 
rujan 13,7 24,0 
prosinac 3,8 [9.2 


* prema Penzaru 
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dnevni hod i maksimum doseže pri najvećoj visini Sunca, 
tj. u lokalno podne. Kao što se vidi iz usporedbe podataka 
u tabl. 9 s podacima u tabl. 7 i 8, difuzno je zračenje 
* mnogo manje od izravnoga. 

Očito je da se difuzno zračenje mnogo povećava što je 
više vlage u atmosferi, te da u čistoj atmosferi bez vlage 
iznosi svega 10% izravnog zračenja na horizontalnu plohu. 
Na visokim geografskim širinama, gdje je veća naoblaka i mala 
kutna visina Sunca, I, može dostići vrijednost izravnog zra- 
čenja. S povećanjem nadmorske visine difuzno se zračenje sma- 
njuje. 

Ukupno zračenje I, jest zbroj izravnog i difuznog zračenja 
Sunca na horizontalnu površinu tla. Vrijednosti ukupnog zra- 
čenja I, za područje Zagreba i za izabrane mjesece mogu se 
dobiti iz tabl. 7, 8 i 9, ali neposredna mjerenja pokazuju da 
su stvarne vrijednosti 1, mnogo manje od onih koje vrijede 
za potpuno vedru, mutnu i vlažnu atmosferu. Srednje vri- 
jednosti ukupnog zračenja za područje Zagreba, na temelju 
desetogodišnjih mjerenja (1958-—1967), prikazane su u tabl. 10. 

Kad je naoblaka preko cijelog dana, vrijednosti ukupnog 
zračenja još su manje za 30--:50% od vrijednosti u tabl. 10. 
Ovisnost ukupnog zračenja o naoblaci može se prikazati izrazom 

L=hU—(a+b-nnl, (10) 
gdje je Io ukupno zračenje pri vedrom nebu, n naoblaka u 
desetinkama površine neba, a a i b su empirički koeficijenti. 

Na Zemlji se ukupno zračenje u toku godine mijenja u dosta 
širokim granicama, a dostiže maksimalne vrijednosti u pu- 
stinjskim područjima sjeverne Afrike 2560 kWh/m? godišnje. 
Na području Jugoslavije godišnje ukupno zračenje iznosi od 
—1012kWh/m? u području Alpa do +1628kWh/m* u po- 
dručju južnog Jadrana i u Makedoniji. 

Albedo ili sposobnost refleksije Sunčeva zračenja od neke 
tvari definiran je omjerom reflektiranog zračenja i upadnog 
zračenja i obično se izražava u postocima. Albedo Zemljine 


Tablica 9 
DIFUZNO SUNČEVO DNEVNO OZRAČENJE 
U ZAGREBU* 
(vedro) 
Ozračenje 
MJ 
Mjesec mžd 
Čista i suha Važna i mutna 
atmosfera atmosfera 
ožujak 1,8 3,8 
lipanj 26 6,8 
rujan 20 43 
prosinac LI 1,7 
* prema Penzaru 
Tablica 10 


SREDNJE VRIJEDNOSTI 
UKUPNOG DNEVNOG SUNČE- 
VA OZRAČENJA U ZAGREBU* 


Ozračenje 
Mjesec M 
m?d 
siječanj 3 
veljača 6,5 
ožujak 9,7 
travanj 14.7 
svibanj 19,2 
lipanj 20,6 
srpanj 253 
kolovoz 18,7 
rujan 140 
listopad 8,3 
studeni 3,6 
prosinac 2,6 
Godišnji prosjek 11,9 


* Mjereno u razdoblju 1958—1967. 
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površine mijenja se u širokim granicama, ovisno o svojstvima 
podloge. Srednje su vrijednosti albeda za različite vrste podloge: 
površina pustinje 15-::30%, zeleno polje 3-::22%, oranice 
4...12%, jezera i oceani 2-::18%, svježi suhi snijeg 80-::90%, 
morski led 30---40%. Albedo snijega iznosi u prosjeku 60%, a svje- 
žeg snijega čak i do 90%. Albedo vodenih površina veoma zavisi 
od upadnog kuta Sunčevih zraka, no, uzevši u cjelini, manji 
je od albeda kontinenta. Albedo tla bitno zavisi i od vlažnosti 
tla, te se s porastom vlažnosti smanjuje. Općenito uzevši, albedo 
ima dobro izražen dnevni i godišnji hod uvjetovan kutnom 
visinom Sunca. Najmanje su vrijednosti albeda u podnevnim 
satima i ljeti. 

Različite vrste oblaka imaju vrlo različitu moć refleksije zra- 
čenja. Tanki perjasti oblaci nad kopnom imaju albedo —32%, 
slojasti oblaci nad kopnom uz naoblaku veću od 8/10 ne- 
beskog svoda 68%, a oblaci vertikalnog razvoja čak —86%. 
Ukupni albedo oblaka za cijelu Zemlju u prosjeku iznosi 24%. 
Treba istaknuti da i atmosfera reflektira 7% zračenja, pa, 
uzevši u cjelini, albedo Zemlje iznosi 35%, tj. Zemlja u 
cjelini reflektira 35% zračenja koje prima od Sunca. Stvarna 
vrijednost albeda mijenja se iz dana u dan, jer zavisi od naoblake. 

Insolacija jest trajanje Sunčeva zračenja tokom kojega ono 
izravno dopire do nezaštićene Zemljine površine. Insolacija 
ovisi o otvorenosti horizonta, duljini vidljivog dijela dana, 
naoblaci i geografskoj širini. U našoj zemlji najveće godišnje 
vrijednosti insolacije imaju predjeli na Jadranu (više od 2700 
sati), dok predjeli u unutrašnjosti imaju godišnje —2000 sati. 
Planinski predjeli su ljeti oblačniji, a zimi vedriji od nizinskih 
predjela, pa im je i trajanje insolacije različito. Valja napomenuti 
da godišnja moguća (teorijska) insolacija iznosi od 4460 sati 
na jugu do 4470 sati na sjeveru naše zemlje. 


Zračenje Zemlje i atmosfere 


Dugovalno zračenje Zemlje. Najveći dio apsorbirane energije 
Sunčeva zračenja Zemlja pretvara u toplinu. Tako zagrijana 
Zemljina površina emitira natrag u atmosferu svoje elektro- 
magnetsko zračenje, i to u infracrvenom području spektra 
(dugovalno zračenje). Valna duljina i intenzitet Zemljina dugo- 
valnog zračenja ovise o temperaturi Zemljine površine. Energija 
koju zrači Zemlja iznosi 


La=koT4, (11) 


gdje je Ly zračenje Zemlje po jedinici ploštine (indeks 0 označuje 
da se radi o površini Zemlje, a strelica prema gore da je 
zračenje usmjereno od tla u atmosferu), k koeficijent ovisan 
O vrsti tla (najčešće iznosi 0,95, npr. za suhi pijesak k = 0,949, 
a za gustu zelenu travu k = 0,986), Stefan-Boltzmannova kon- 
stanta s = 5,6697 - 10-58 Wm-?K -“, T, apsolutna temperatura 
Zemljine površine. Izraz (11) je zapravo Stefan-Boltzmannov 
zakon zračenja crnog tijela (v. Fotometrija, TE 5, str. 611), 
ispravljen koeficijentom k za uvjete na Zemljinoj površini koja 
u fizikalnom smislu nije crno nego sivo tijelo. 

Zemlja emitira dugovalno zračenje tokom dana i noći s 
maksimalnim intenzitetom u podnevnim i minimalnim u noćnim 
satima. Budući da je kratkovalno zračenje Sunca samo po 
danu, na Zemljinu tlu postoji stalna razlika između Sunčeva 
zračenja i dugovalnog zračenja Zemlje. Po vedrom danu tlo 
prima više energije nego što je emitira, a po noći tlo samo predaje 
energiju. U ljetnim danima tlo prima više energije nego što 
je gubi, dok je zimi obrnuto. U godišnjem prosjeku tlo gubi 
više energije nego je prima kratkovalnim zračenjem Sunca, no 
Zemija se ipak postepeno ne ohlađuje, jer tlo osim kratkovalnog 
zračenja Sunca prima i dugovalno zračenje atmosfere. 


Protuzračenje atmosfere. Osim kratkovalnog zračenja Sunca, 
u atmosferu prodire i dugovalno zračenje, emitirano s površine 
Zemlje. Za razliku od kratkovalnog zračenja Sunca, koje 
atmosfera uglavnom propušta i od njega se samo vrlo malo 
zagrijava, dugovalno zračenje Zemlje emitirano u atmosferu 
apsorbiraju vodena para, ugljik-dioksid i ozon, a vrlo malo 
neki spojevi dušika i ugljikovodici. Ugljik-dioksid i vodena 
para. selektivno apsorbiraju infracrveno zračenje u intervalu 
5..Zum i valove duljine od 17 um, a uopće ne apsorbiraju 
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zračenje u području 8,5.::12 um za koje je atmosfera potpuno 
propusna. Zato zračenja valne duljine A = 8,5::+12 um odlaze 
u interplanetarni prostor i za Zemlju su izgubljena. Zbog 
apsorpcije dugovalnog zračenja, atmosfera se zagrijava, a prema 
Wienovu zakonu pomaka (v. Fotometrija, TE 5, str. 611), zbog 
svojih niskih temperatura atmosfera emitira dugovalno zračenje 
velikih valnih duljina od 2--:80 um. Jedan dio tog zračenja 
odlazi iz atmosfere u svemir (oznaka Z,:), pa je izgubljen 
za sustav Zemlja-—atmosfera, a drugi dio, koji je usmjeren 
prema površini Zemlje (oznaka 4), vraća energiju zračenja 
prema tlu i naziva se protuzračenjem atmosfere. 

Protuzračenje atmosfere ima svoj dnevni hod s najnižim 
vrijednostima sat poslije izlaza Sunca. Protuzračenje atmosfere 
ovisi i o vlazi zraka i naoblaci. Povećanjem vlage i naoblake 
protuzračenje atmosfere se povećava. Na sl. 5 vidi se dnevni 
hod komponenata kratkovalnog i dugovalnog zračenja na povr- 
šini Zemljina tla pri vedrom vremenu. 
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SI. 5. Dnevni hod i komponente kratkovalnog i dugo- 
valnog zračenja na Zemljinoj površini pri vedrom vre- 
menu. G ukupno zračenje, Bg radijacijski balans, Zg, 
protuzračenje atmosfere, r reflektirano zračenje, Lat 
dugovalno zračenje Zemljina tla, Zar — Zg; efektivno 
zračenje, D difuzno zračenje Sunca. Radijacijski balans 
iznosi Bo = G(1 — A) + Lo, — Zor, gdje je A albedo 


Razlika između dugovalnog zračenja tla i protuzračenja 
atmosfere naziva se efektivnim zračenjem. Temperatura je atmo- 
sfere najčešće niža od temperature Zemljine površine, pa je 
stoga efektivno zračenje većinom negativno, osim pri jakim 
inverzijama i visokoj vlazi, kad je -protuzračenje atmosfere 
jače od dugovalnog zračenja podloge. Najveće vrijednosti efek- 
tivnog zračenja javljaju se ljeti pri vedrom nebu. 

Bilanca energije zračenja u sustavu Sunce—Zemlja. Sunce 
je izvor energije koja zagrijava Zemlju i njenu atmosferu. 
Zemljina površina zrači toplinsku energiju, zagrijavajući atmo- 
sferu, dok atmosfera vraća protuzračenjem dio tog toplinskog 
zračenja Zemlje natrag na Zemljinu površinu, a dio zrači u 
svemir. 

Već kroz tisuće godina temperatura na površini Zemlje 
oscilira unutar skoro konstantnih graničnih vrijednosti, što 
znači da se svi složeni procesi u sustavu Sunce—Zemlja nalaze 
u stalnoj ravnoteži. Ta se ravnoteža može pokazati bilancom 
zračenja unutar sustava Sunce——-Zemlja-—atmosfera. 

Jedna od procjena raspodjele Sunčeva zračenja navedena 
je u tabl. 11 i ilustrirana na sl. 6. Zemljina površina prima 
više energije nego što je upadna energija na vrhu atmosfere 
(-144%). To je zato što dio energije kruži u zatvorenom 
krugu Zemljina površina—atmosfera. Procjene toplinske bilan- 
ce Zemlje i atmosfere navedene su u tabl. 12 i 13. 

Prikazana bilanca energije zračenja zasniva se na pojedno- 
stavnjenom modelu, u kojemu prosječne vrijednosti zračenja 
mogu veoma varirati s geografskom širinom, naoblakom itd. 
Ipak, ta bilanca daje kvalitativno ispravnu opću sliku raspo- 
djele zračenja unutar sustava Sunce—Zemlja—atmosfera. 

Dakle, uzevši u cjelini, u sustavu atmosfera—Zemlja postoji 
uravnotežena bilanca zračenja. Kad ne bi bilo prirodne ravno- 
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SI. 6. Bilanca energije zračenja u sustavu Sunce—Zemlja. a dobitak i b gu- 
bitak energije za površinu Zemlje. Brojevi znače postotke od upadne energije 
Sunčeva zračenja u atmosferu 


Tablica 11 
RASPODJELA SUNČEVA ZRAČENJA 
Dio upadne 
Proces energije 
% 
Apsorpcija u plinovima atmosfere 6 
Raspršenje u atmosferi 18 
Refleksija od oblaka 24 
Apsorpcija u oblacima ll 
Transmisija kroz oblake 15 
Refleksija od površine Zemlje 4 
Apsorpcija u površini Zemlje 22 
Ukupna upadna energija 100 
Tablica 12 


TOPLINSKA BILANCA ZEMLJE 


i rgije* 
Proces Dio <. ge 


Yo 

Direktno zračenje Sunca +22 

Difuzno zračenje kroz oblake +15 

Difuzno zračenje iz atmosfere +11 

Povratno zračenje atmosfere +96 

Ukupni dobitak +144 

Dugovalno zračenje —li4 

Konvekcija —6 
Oslobađanje latentne topline 

kondenzacijom —_ 24 

Ukupni gubitak — 144 


* v. tabl. tl 


Tablica 13 
TOPLINSKA BILANCA ATMOSFERE 


Dio energije* 


Proces % 
Apsorpcija Sunčeva zračenja u plinovima +6 
Apsorpcija Sunčeva zračenja u oblacima +" 
Dugovalno zračenje Zemlje +109 


Konvekcija +6 


Oslobađanje latentne topline kondenzacijom +24 
Ukupni dobitak +156 
Povratno zračenje na Zemlju — 96 
Zračenje u svemir — 60 
Ukupni gubitak — 156 


* vo tabl. ti 
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teže između primitka i gubitka energije zračenja, nastupili bi 
poremećaji i promjena klime, što bi moglo ugroziti život na 
Zemlji. U dalekoj prošlosti bilo je velikih promjena klime, kad 
su nastupila ledena, odnosno međuledena doba, ali uzroci 
tih promjena nisu se mogli do sada jednoznačno odrediti. 


OSNOVNI PROCESI U ATMOSFERI 


Meteorološki su procesi definirani osnovnim zakonima di- 
namike fluida i termodinamike. Pri tom se atmosfera smatra 
kontinuumom, što omogućuje da se umjesto promatranja ele- 
mentarnih čestica (atoma i molekula), koje se nalaze u nepre- 
stanom kaotičnom gibanju, promatraju makroskopske veličine, 
karakteristike stanja atmosfere, kao što su temperatura, gustoća, 
tlak i brzina gibanja zraka, jer se za te veličine mogu 
definirati jednadžbe koje opisuju njihove promjene u vremenu 
i prostoru. Na visinama iznad 100km atmosfera se više ne 
može smatrati kontinuumom. 


Termički procesi u atmosferi 


Atmosferski zrak je smjesa suhog zraka i vodene pare. 
Sadržaj vodene pare i promjene koje nastaju pri prijelazu 
vodene pare u tekuće i kruto stanje, odnosno pri prijelazu 
iz tih stanja u paru, imaju osobito značenje u atmosferskim 
procesima. Budući da je količina vodene pare u zraku uvijek 
malena, to se.u mnogim termodinamičkim procesima u atmo- 
sferi ne uzima vodena para u obzir, nego se zrak smatra plinskim 
medijem jedne faze sve dok ne dođe do zasićenja vodenom 
parom (kondenzacija). Zato se odvojeno razmatra suhi zrak 
i vlažni zrak koji je zasićen vodenom parom. 

Procesi u suhom zraku. Zrak se u meteorologiji smatra 
idealnim plinom, tj. plinom u kojemu između molekula ne 
djeluju nikakve kohezijske sile. Za takav plin vrijedi osnovna 
relacija 


pV=mRrT, (12) 


gdje je p tlak, V volumen mase m, T temperatura, R plinska 
konstanta, koja za suhi zrak pri standardnim uvjetima iznosi 
287Jkg !K !. Nadalje se pretpostavlja da su procesi kvazi- 
statički, tj. da je tlak unutar volumena jednak vanjskom tlaku (što 
se ostvaruje ako se procesi odvijaju dovoljno polagano). 
Prema prvom glavnom stavku termodinamike vrijedi da je 
promjena unutrašnje energije E, zbog dovoda topline dQ 


dE, = dQ — pdV. (13) 


Već prema tome koja se veličina pri tom ne mijenja, 
naziva se proces izobaričkim (dp = 0) izosteričkim (dV = 0) 
ili izotermičkim (dT = 0). 

U atmosferi su, međutim, najvažniji adijabatski procesi za 
koje je dQ = 0, tj. nema razmjene topline između promatranog 
volumena zraka i okoliša. Za adijabatski proces vrijedi 
(v. Termodinamika): 


R 
o) 
leli hen (14) 
To Po U 
odnosno 
p:V = const, (15) 


gdje su c, i c, specifične topline zraka uz konstantni tlak, 
odnosno uz konstantni volumen. 

Adijabatski proces se ostvaruje kad se čestica zraka zagrijana 
prema okolišu slobodno uzdiže u atmosferi. Njena temperatura 
se mijenja prema relaciji (14). Cestica zraka dolazi dizanjem 
u slojeve nižeg tlaka i manje gustoće, gdje se rasteže, a za 
savladavanje sila troši svoju unutrašnju energiju, što se očituje 
u smanjenju njezine temperature. Pri tom nema razmjene 
topline s okolišem. Promjena temperature takve čestice zraka 
s promjenom visine z određena je izrazom 


dT g 
Rz ikrao 


16 
dz Gi o 


METEOROLOGIJA 


gdje je g ubrzanje sile teže, a y, =0,98*C/100m suhoadija- 
batski temperaturni gradijent. Analogno se čestica zraka spu- 
štanjem za 100m zagrijava za istu temperaturu. 

U meteorologiji je važan parametar potencijalna temperatura 
0, definirana kao temperatura koju bi imala čestica zraka 
kad bi se adijabatski dovela na standardni tlak od 1000 mbar. 
Prema jednadžbi (14), za Ty = 0 i po = 1000 mbar slijedi da 
je potencijalna temperatura 


R 
1 oj je 
EE 


Za suhi je zrak potencijalna temperatura jednoznačna funk- 
cija entropije. Procesi u kojima se ne mijenja potencijalna 
temperatura (dakle, ne mijenja se ni entropija) nazivaju se 
izentropskim procesima, a površine konstantne potencijalne 
temperature u atmosferi nazivaju se izentropskim površinama. 

Promjena potencijalne temperature s visinom z određena 
je izrazom 


o- r( (17) 


(18) 


Pri suhoadijabatskim procesima (dQ = 0) potencijalna se 
temperatura čestice ne mijenja s visinom. 

Stabilnost atmosfere. Razdioba temperature okoliša T; po vi- 
Sini z u različitim slojevima atmosfere prikazuje se vertikalnim 


Č BE 1 : 
temperaturnim gradijentom y = — -——., Stabilnost atmosfere na 


Oz 

nekoj razini određuje se prema ponašanju čestice zraka. Ona 
se, naime, podignuta na neku razinu može kretati ubrzano 
ili usporeno, a može ostati na istoj visini, već prema tome 
da li se, zbog razlike temperatura čestice zraka i njena okoliša, 
pojavljuje sila uzgona ili ne. Kad se čestica zraka podiže 
uvis ili pada, temperatura joj se mijenja prema temperaturnom 
gradijentu y,, dok u okolišu promjena temperature može biti 
posve drugačija. Moguća su tri slučaja (sl. 7): 

4) Y > Y tj. temperatura u okolišu s visinom z opada više 
od 0,98*C/100m. Ako čestica zraka na ishodnoj razini ima 
istu temperaturu kao i okoliš, tada će podizanjem na višu 
razinu temperatura čestice polaganije opadati nego temperatura 
okoliša, pa će njena gustoća biti manja od gustoće okoliša 
i čestica će dobiti ubrzanje 


(19) 


gdje je T; temperatura čestice, T, temperatura okoliša, a g 
ubrzanje sile teže. Na sl. 7 čestica zraka na početnoj razini 
gdje djeluje tlak po ima temperaturu f,. S podizanjem čestice 
mijenja joj se temperatura adijabatski (grafički prikaz te pro- 
mjene je tzv. suha adijabata, pravac Il na sl. 7). Na razini 
s tlakom p, temperatura je čestice tg, a temperatura okolišnog 
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SI. 7. Promjena temperature čestice zraka adijabatskim 

procesom pri dizanju ili spuštanju od početne razine 

Po u labilnoj (1), neutralnoj (Il) i stabilnoj (III) 
atmosferi 
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zraka to, tako da će se temperaturna razlika (tg — tc) zbog 
ubrzanja sve više povećavati, pa će u atmosferi postojati 
povoljni uvjeti da nastanu uzlazne struje koje su tipične za 
konvekciju. 

Ako se čestica premješta prema dolje, njena će temperatura 
na razini s tlakom p, biti tp, dok će u okolišnoj atmosferi 
vladati viša temperatura tp. Takvu atmosferu karakterizira 
ubrzanje čestice zraka u smjeru njena početnog gibanja, bilo 
da se uzdiže bilo da pada, pa se onda govori o labilnoj 


atmosferi. a vene 
b) U okolišnoj je atmosferi y = y,, pa je na svakoj razini 


na kojoj se nađe čestica zraka: Ti=T. i 0=0, gdje je 
0; gustoća čestice zraka, a 0, gustoća okoliša. Stoga čestica ne 
dobiva nikakvo ubrzanje, pa se govori o suhoindiferentnoj 
ili neutralnoj atmosferi, odnosno stratifikaciji. 

c) U okolišnoj je atmosferi y < y,, tj. temperatura opada 
za manje od 0,98*C/100m. Tada čestica podignuta uvis ima 
nižu temperaturu od svoga okoliša (tg < tp), a temperatura 
je čestice spuštene ispod početne razine viša od temperature 
okoliša (tp > tg), pa se čestica usporuje i nakon prestanka 
djelovanja vanjskih sila vraća se u početni položaj, bez obzira 
da li je pomaknuta uvis ili prema dolje. To je suhostabilna 
stratifikacija atmosfere. 

Posebno su važne pojave izotermije (y =0) i inverzije 
(y < 0). Tada stabilna stratifikacija praktički onemogućuje verti- 
kalna gibanja u atmosferi i premještanje zračnih slojeva. 
U dane sa stabilnom stratifikacijom nakupljaju se u najdonjim 
slojevima atmosfere onečišćenja nastala emisijom polutanata 
sa tla (štetni plinovi, krute čestice), što pri tlu može znatno 
povećati koncentraciju onečišćenja. Obrnuta pojava nastaje pri 
labilnoj stratifikaciji. 

Procesi u vlažnom zraku. Vlažni zrak je smjesa suhog 
zraka i vodene pare, te za njega vrijedi jednadžba stanja: 


pV=MR.T(1 + 0,608s), (20) 


što se svodi na jednadžbu stanja suhog zraka (12) ako je 
plinska konstanta vlažnog zraka definirana izrazom 


R=R/(1+0,608s), (21) 


gdje je s specifična vlaga. 
U vezi s faktorom (1 + 0,608s) definira se tzv. virtuelna 
temperatura: 


T,=T(I +0,608s)= T+AT,, (22) 
gdje je AT, virtuelni dodatak. Budući da je plinska konstanta 
za vlažni zrak veća nego za suhi, pri istoj je temperaturi 
i tlaku vlažni zrak rjeđi od suhoga. Virtuelna temperatura je 
ona temperatura pri kojoj je pri istom tlaku gustoća suhog 
zraka jednaka gustoći vlažnog zraka. 

Ako je zrak vlažan i nije zasićen vodenom parom, promjene 
će temperature praktički biti jednake kao i u suhom zraku, 
pa će se temperatura čestice zraka i tada mijenjati po suhoj 
adijabati. 

Temperatura vlažnoga zasićenog zraka mijenja se mokro- 
adijabatski, što se bitno razlikuje od suhoadijabatskog procesa. 
Nakon što se pri dizanju čestice zraka, zbog hlađenja, vodena 
para kondenzira (zasićenje vodenom parom), na kondenzacijskoj 
se razini, pri daljem dizanju čestice, oslobađa latentna toplina 
kondenzacije (+2500KJ pri kondenzaciji 1kg vodene pare), 
pa se temperatura čestice zraka sporije smanjuje. Tada se 
krivulja promjene temperature čestice zraka naziva mokrom 
adijabatom, a gradijent y,a mokroadijabatskim gradijentom. 
Vrijednost mokroadijabatskog gradijenta zavisi od temperature 
i tlaka: npr. na razini s tlakom od 600 mbar za temperature 
— 30-+-+ 30 *C iznosi (0,882---0,303) *C/100 m. 

Ako je čestica zraka zasićena vodenom parom, iznad konden- 
zacijske razine valja stabilnost atmosfere promatrati s obzirom 
na Yma 

Pri tom su moguća također tri slučaja: 

Y > Yma vlažnolabilna, 
Y = Yma Vlažnoindiferentna i 
Y < Yma Vlažnostabilna atmosfera. 
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Statika atmosfere 


Statika atmosfere bavi se zakonitostima procesa u atmosferi 
koja se nalazi u mirovanju prema površini Zemlje. Iako se 
atmosfera redovito neprekidno giba, zakoni razdiobe tlaka i 
gustoće po visini, koji su izvedeni uz pretpostavku da atmos- 
fera miruje, vrijede s velikom točnošću i kad se zrak giba. 

Geopotencijal i geopotencijalna visina. Ponašanje atmosfere 
U gravitacijskom polju Zemlje prikladno se opisuje gravitacijskim 
potencijalom ili geopotencijalom. Potencijal je definiran poten- 
cijalnom energijom po masi, pa je geopotencijal 


B(z) = kar : (23) 
0 


gdje je g ubrzanje Zemljine teže, a z promjena visine. Jedinica 
potencijala jest džul po kilogramu (J/kg). 

Zemlja nije pravilna kugla, nehomogena je, a zbog rota- 
cije, osim Zemljine teže, djeluje i centrifugalna sila. Zato 
Zemljina površina nije ekvigeopotencijalna ploha. U meteorolo- 
giji se zato podaci ne navode za realnu površinu Zemlje, ili 
neku visinu iznad te površine, nego za ekvigeopotencijalne 
plohe. 

Umjesto realne geometrijske visine z često se upotrebljava 
tzv. geopotencijalna visina H, definirana reduciranjem geopoten- 
cijala neke plohe na visini z, na kojoj je ubrzanje g,, na 
standardizirano ubrzanje Zemljine teže na morskoj površini 
Jo = 9,806 65 m/s: 


o < 
H=—= g dz. 
Jo 490 


0 


(24) 


U meteorologiji je običaj da se jedinici geopotencijalne 
visine dodaje pridjev geopotencijalni, dakle geopotencijalni 
metar. 

Geopotencijalna je visina H uvijek malo manja od stvarne 
visine z. 

Tlak zraka. U atmosferi vrijedi osnovna jednadžba statike 
fluida u gravitacijskom polju, prema kojoj je gradijent tlaka 
s povećanjem visine negativan 


dp 
KE = 5 
zu 09, (25) 
gdje je p tlak, a o gustoća zraka. 
Tlak je zraka na nekom mjestu 
0 o 
dp = [o(2g(z)dz. (26) 


Barički stupanj visine jest promjena visine za koju se pro- 
sp 

mijeni tlak za jedinicu, dakle za Ap = (dp=1 i uz o = const. 
d 


i g = const. 


(27) 


Za imbar i u normalnim uvjetima (1000 mbar, 0*C) 
barički stupanj visine iznosi 8 m. 

Gustoća zraka o(z) dana je plinskom jednadžbom (12), 
pa tada osnovna jednadžba statike fluida poprima diferencijalni 
oblik 


dp g(z) 
s 2 
p R.TW(z) 2) 
Rješenje je te jednadžbe 
g(z) 
= —R|=—=—d 
Inp=Inp, —R, To (29) 
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gdje je T, virtuelna temperatura, a py tlak na visini z=0. 

Iz te se jednadžbe izvodi prilagođena brojčana relacija 
za izračunavanje visine, koja se zove Laplaceova barometarska 
formula visine izražene u metrima 


E 841 leša +e), (30) 


gdje su po i p tlakovi na dnu i na vrhu zapažanog sloja 
zraka, izraženi u milibarima, £, je srednja vrijednost virtuelne 
temperature sloja zraka izražena u Celzijevim stupnjevima, 
a termički koeficijent istezanja idealnog plina a = (273,15 *C)-! 

Na jednak način se može izračunati omjer tlakova na 
dvjema visinama 


(31) 


gdje je srednja temperatura tog sloja zraka T=#4(T, + T,). 
Tako se reducira tlak na razinu mora (py = po i Zy =0), što 
je prijeko potrebno da bi se vrijednosti tlakova na meteoro- 
loškim stanicama različitih nadmorskih visina mogle _među- 
sobno uspoređivati. Pri tom se srednja temperatura zamišljenog 
sloja zraka T, procjenjuje tako da za svakih 100m spuštanja 
poraste za 0,5*C, tj. 
T+(T+ e 
T.- \ 100 / \ 


5 


(32) 


Dinamika atmosfere 


Zračna se masa Zemljine atmosfere neprestano giba s 
obzirom na površinu Zemlje. Dva su osnovna razloga gibanju 
zraka u atmosferi: rotacija Zemljine kugle i nejednoliko zagri- 
javanje njene površine i atmosfere. 

Zbog Zemljine rotacije u višim slojevima atmosfere djeluju 
na čestice zraka Coriolisova sila i sila centrifugalnog ubrzanja, 
a u prizemnom sloju djeluju još i sile trenja između zračnog 
omotača i Zemljine površine, te između čestica zraka. Rezultat 
je djelovanja tih sila uglavnom horizontalno strujanje zraka. 
Zbog zakrivljenosti Zemljine površine i gibanja Zemlje s obzirom 
na Sunce, kao i nejednakog zagrijavanja podloge, ukupna se 
atmosfera nejednoliko zagrijava, što uzrokuje poremećaj gradi- 
jenta tlaka, pa nastaju strujanja zraka koja nastoje izjednačiti 
razlike tlaka. 

Nadalje, strujanje zraka ne ovisi samo o silama koje 
djeluju u atmosferi, nego i o trenutnom stanju atmosfere. To 
stanje može biti barotropsko (tj. gustoća zraka je funkcija 
jedino tlaka), ili baroklinsko (tj. gustoća zraka ovisi, osim o 
tlaku, i o drugim termodinamskim uvjetima). 

Zbog mnogobrojnosti i međusobnosti utjecaja faktora koji 
uzrokuju i utječu na gibanje atmosfere, mehanizam strujanja 
zraka u atmosferi vrlo je složen i može se samo približno opisati 
matematičkim izrazima. 

Gibanje zraka zbog djelovanja vanjskih i unutrašnjih sila 
te gradijenta temperature definirano je zakonima mehanike 
fluida i zakonima termodinamike (v. Mehanika fluida, v. 
Termodinamika). 

Strujanje zraka u atmosferi. U atmosferi Reynoldsov je 
broj strujanja zraka mnogo veći od kritične vrijednosti, pri 
kojoj laminarno strujanje prelazi u turbulentno. Pri turbu- 
lentnom strujanju zraka, osim brzine strujanja, mijenjaju se u 
vremenu i prostoru i ostale veličine zračnog stanja, kao što 
su tlak, temperatura, gustoća, vlažnost itd. 

Turbulentno strujanje je nestacionarno i trodimenzijsko, 
tj. sva se svojstva strujanja mijenjaju u svim trima glavnim 
smjerovima. Kad je komponenta brzine u jednom smjeru vrlo 
malena i zanemarljiva u usporedbi s ostalim dvjema kompo- 
nentama, strujanje je dvodimenzijsko. U atmosferi su sva stru- 
janja zraka dvodimenzijska ili trodimenzijska, tako da je većinom 
horizontalna komponenta brzine strujanja najveća i da je ona 
glavna značajka ukupnog strujanja. To znači da se velike zračne 
mase najčešće gibaju manje ili više paralelno sa Zemljinom 
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površinom, pri čemu mogu mijenjati smjer, a samo strujanje 
ne mora biti pravocrtno, nego rotacijsko i vrtložno. 

Ponekad, zbog naglih promjena temperature i gustoće zraka, 
vertikalna komponenta brzine strujanja toliko poraste da se 
poremeti vertikalna stabilnost atmosfere, pa strujanje postaje 
vertikalno. 

Horizontalno gibanje zraka u blizini Zemljine površine pod- 
vrgnuto je maksimalnim silama trenja na granici između atmos- 
fere i tla. Zbog sile trenja stvara se granični sloj u kojemu 
je brzina zraka, s obzirom na Zemlju, na površini Zemlje 
jednaka nuli i raste do vrha graničnog sloja. Debljina graničnog 
sloja ovisi o brzini strujanja zraka i o vrsti površine tla. 

Iznad graničnog sloja viskoznost je zraka zanemarljiva, 
pa na gibanje zračne mase uz silu gradijenta tlaka najviše 
utječe rotacija Zemlje. Taj se sloj naziva slobodnim slojem. 


Vjetar. Horizontalno gibanje zraka, relativno prema Zemljinoj 
površini, naziva se vjetrom. Za vjetar je karakteristična velika 
prostorna i vremenska promjenljivost. 

Brzine vjetra kreću se od tišine (kalme) do veoma velikih 
brzina. U slojevima pri tlu brzina vjetra, npr. brzina bure na 
našoj obali, može doseći i 50 m/s, na Antarktiku pojedini udari 
vjetra i do 90mj/s, a 1934. godine izmjerena je u SAD na 
Mount Washingtonu (z = 1980m) brzina vjetra od 115mjs. 
Mnogo veće brzine vjetra izmjerene su u slobodnoj atmosferi. 
Tako je na visini 11 km iznad tla izmjerena 1959. godine iznad 
Rostova na Donu (SSSR) brzina vjetra od 160 m/s. 

Brzina se vjetra mijenja s visinom. Pri tlu je, zbog trenja 
čestica zraka o podlogu, brzina vjetra smanjena. S povećanjem 
visine utjecaj trenja postepeno se smanjuje i brzina vjetra u 
prvih desetak metara visine raste najprije brzo, a zatim sve 
sporije. 

Atmosfera se prema djelovanju podloge sastoji od više 
slojeva: prizemni ili Prandtlov sloj (visine 50-100 m), u 
kojemu brzina vjetra raste s visinom po logaritamskom ili 
po eksponencijalnom zakonu, a smjer se vjetra s visinom ne 
mijenja; prijelazni ili Ekmanov sloj (visine 500-..1500 m), u 
kojemu brzina vjetra raste s visinom, a na sjevernoj hemisferi 
smjer vjetra skreće s visinom udesno; slobodna atmosfera, u kojoj 
se utjecaj trenja s podlogom može zanemariti, a smjer vjetra 
poprima smjer geostrofičkog vjetra. 

U unutrašnjem sloju atmosfere s jednolikom stratifikacijom 
može se promjena brzine vjetra s visinom (do visine 15---20 m) 


Visina 


Brzina m/s 


SI. 8. Vertikalni profil brzine vjetra nad Zagrebom 
9. 11 1979. u 12 sati (SGV) 
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dobro aproksimirati tzv. logaritamskim zakonom 


Inzx —1Inzy (33) 


a Inz, —1nzo ' 
gdje su vo i v, brzine vjetra na visinama 22 i Z,, a z je 
parametar hrapavosti podloge, koji je jednak visini nad tlom 
do koje je brzina vjetra jednaka nuli. Vrijednosti za ovisne su 
Oo svojstvima podloge, npr. nad snježnim je pokrivačem 
Zo = 0,1-:+0,5mm, nad travom zg = 10:50 mm, a nad zgradama 
i nekoliko metara. 

Primjer raspodjele brzine zapadnih “vjetrova po visini tropo- 
sfere prikazan je na sl. 8. U umjerenim i višim geografskim 
širinama mijenjaju se tokom godine srednje brzine vjetra 
u čitavoj troposferi i stratosferi. Srednja brzina vjetra pri 
tlu je najveća zimi kad su i razlike tlaka najveće (sl. 9). 
Ljeti je cirkulacija atmosfere u našim širinama općenito slabija. 
U većim visinama veće su razlike između ljeta i zime. Tako je, 
npr., na Skm visine nad Zagrebom maksimalna brzina vjetra 
u siječnju, a minimalna u lipnju. 
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SI. 9. Vertikalna raspodjela srednje 
brzine vjetra u nižoj troposferi. a 
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SI. 10. Dnevni hod srednje brzine vjetra na opservatoriju Zagreb-Grič (158 m 
nad morem) i opservatoriju Sljeme kod Zagreba (1000m nad morem) kroz 
desetgodišnje razdoblje za mjesec srpanj 


Dnevni je hod brzine vjetra veoma složen. Nad nižim su 
područjima kontinenta najmanje srednje brzine vjetra u jutar- 
njim satima, a najveće u ranim poslijepodnevnim satima (sl. 10). 
U planinskim predjelima, gdje se brzina vjetra približava stanju 
u slobodnoj atmosferi, srednja brzina vjetra ima obratan dnevni 
hod: maksimalne vrijednosti su u noćnim, a minimalne u 
dnevnim satima. e 

Geostrofički i gradijentni vjetar. Pravolinijsko jednoliko 
gibanje zraka u slobodnom sloju atmosfere, pod djelovanjem 
Coriolisove sile i horizontalnog gradijenta tlaka, zove se 
geostrofički vjetar. 
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Smjer geostrofičkog vjetra poklapa se sa smjerom izobara 
na sinoptičkim kartama, odnosno sa smjerom izohipsa na 
izobaričkim visinskim kartama. Na sjevernoj hemisferi, gledano 
u smjeru vjetra, područje nižeg tlaka nalazi se ulijevo, a visokog 
tlaka udesno od smjera vjetra (tzv. Buys-Ballotov zakon). Na 
južnoj je hemisferi obrnuto. 

Realna strujanja u atmosferi većinom su krivolinijska, pa 
tada na čestice zraka djeluje i centrifugalna sila. Raspored 
sila u cikloni (području sniženog tlaka s približno kružnim 
izobarama) jest takav da je sila horizontalnog gradijenta tlaka 
usmjerena prema središtu ciklone, a Coriolisova sila i centri- 
fugalna sila od središta. Zato na sjevernoj hemisferi u slobodnoj 
atmosferi vjetar struji oko središta ciklone u smjeru suprotnom 
kretanju kazaljke na satu (sl. 11). U anticikloni Coriolisova 
sila je usmjerena prema središtu anticiklone, a gradijent tlaka 
i centrifugalna sila od središta, dok je strujanje vjetra u smjeru 
kazaljke na satu (sl. 11b). Valja napomenuti da je na južnoj 
hemisferi obrnut smjer vjetra u cikloni, odnosno anticikloni. 


SL 11. Strujanje zraka pri tlu (>) i u slobodnom sloju 
atmosfere (---) na sjevernoj hemisferi: a u cikloni i b u 
anticikloni 


Krivocrtno jednoliko gibanje u slobodnom sloju atmosfere, 
pri kojemu su u ravnoteži horizontalni gradijent tlaka, Corioli- 
sova sila i centrifugalna sila, zove se gradijentni vjetar. Taj 
vjetar puše također uzduž izobara na sinoptičkim kartama, 
odnosno izohipsa na izobaričkim visinskim kartama. Ispitivanja 
su pokazala da je u slobodnoj atmosferi stvarni vjetar vrlo 
dobro aproksimiran geostrofičkim vjetrom kad su gibanja 
približno pravocrtna, a gradijentnim vjetrom kad su gibanja 
krivocrtna. Pri tlu, zbog djelovanja sile trenja, vjetar na sjever- 
noj hemisferi u cikloni puše prema središtu a u anticikloni 
od središta. 


Oblaci i oborine 


Kondenzacijski procesi u atmosferi. Kondenzacija u atmosferi 
nastaje kad zrak postane zasićen vodenom parom, pa vodena 
para prelazi iz plinovitoga u tekuće stanje. Tlak zasićene vodene 
pare E ovisi o temperaturi zraka i o tome da li je vodena 
para zasićena nad ledenom površinom ili nad površinom vode 
(v. tabl. 1). Razlika tlaka zasićene vodene pare nad vodom 
i nad ledom ima znatne posljedice u procesima stvaranja 
oblačnih elemenata. Naime, ako se u prostoru nalaze vodene 
kapljice i ledene čestice, u uvjetima kad već postoji zasićenje 
s obzirom na ledenu česticu, zrak još uvijek nije zasićen s 
obzirom na vodenu kapljicu. U tim uvjetima vodene kapljice 
mogu isparivati, a tako nastala vodena para sublimira se u 
ledene čestice. Dešava se, dakle, da voda preko vodene pare 
prelazi u ledenu fazu, i taj je proces najintenzivniji pri tempera- 
turi od —12“C, jer je tada razlika između E, i E, najveća 
(0,269 mbar). 

Sve spomenuto o tlaku zasićene vodene pare vrijedi zapravo 
za ravnu površinu čiste vode. U prirodnim uvjetima atmosfere 
kapljice se isparuju intenzivnije nego na ravnoj površini, pri 
inače istoj temperaturi. Tlak zasićene vodene pare je stoga 
nad zakrivljenom vodenom površinom veći nego nad ravnom 
površinom vode, pa u uvjetima kad je prostor u atmosferi 
već zasićen vodenom parom nad ravnom površinom, za vodenu 
kapljicu to još nije. Drugim riječima, u atmosferi zrak _mora 
biti prezasićen vodenom parom da bi nastupila kondenzacija 
na kapljici, odnosno da bi kapljica mogla rasti. Veličina 
prezasićenja ovisi o zakrivljenosti površine, i potrebno preza- 
sićenje je to veće što je polumjer kapljice manji. Zbog tog efekta 
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početak kondenzacije na posve malim česticama (npr. na 
kompleksima molekula reda veličine 10 nm) zahtijeva ogromna 
prezasićenja (više od 300%). 

U realnim uvjetima u atmosferi ne postoje tako velika 
prezasićenja kakva su potrebna da bi se vodena para mogla 
izravno kondenzirati na posve malim začecima, embrijima 
kapljica, reda veličine 1 nm. Mnogobrojna istraživanja i pokusi 
pokazuju da se vodena para u prirodnim uvjetima kondenzira 
na tzv. oblačnim kondenzacijskim jezgrama, i to već onda kad 
je relativna vlaga blizu 100%. 

Kondenzacijske jezgre postoje svuda u atmosferi, a nastaju 
bilo kondenzacijom, bilo resublimacijom plinovitih proizvoda 
prirodnih požara i vulkanske aktivnosti, bilo kao rezultat 
izgaranja uzrokovanog ljudskim aktivnostima. Kondenzacijske 
jezgre nastaju i mehaničkim usitnjavanjem krutih čestica koje 
se vjetrom unose u atmosferu (prašina i čestice soli koje se 
stvaraju raspršivanjem vrha morskih valova). 

Aktivnost kondenzacijskih jezgara ne ovisi samo o stupnju 
higroskopičnosti i o veličini čestice nego i o hrapavosti njezine 
površine. Čestice antropogenog podrijetla (industrijski otpadni 
plinovi, proizvodi izgaranja) uzrokuju magle, a uz visoku 
onečišćenost zraka i tzv. smog. 

Prirodni uvjeti za nastanak kondenzacije. U atmosferi se posvu- 
da nalaze oblačne kondenzacijske jezgre, ali da bi nastupila kon- 
denzacija, potrebno je da se vodena para dovede nekim pro- 
cesom do zasićenja. To se može ostvariti dizanjem zraka u 
veće visine, i to konvekcijom, strujanjem preko planinskih 
prepreka, prostranim dizanjem u području ciklone ili pak di- 
zanjem na. frontalnoj plohi, miješanjem toplijega s hladnijim 
zrakom ili ohlađivanjem u dodiru s hladnom podlogom itd. 

Sublimacijski procesi u atmosferi. Osim kondenzacije vodene 
pare, u atmosferi se redovno na temperaturama nižim od 0*C 
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SI. 12. Međunarodna klasifikacija tipova ledenih kristala i krutih oborina 
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oblačne kapljice i zamrzavaju. Za zamrzavanje je potrebno 
da se unutar vodene kapljice formira zametak nove faze: leda. 
Takav fazni prijelaz naziva se homogenim. Zametak se, međutim, 
može stvoriti i na nekoj stranoj čestici — jezgri, tzv. jezgri 
kristalizacije, ili ledenoj jezgri, pa se govori o heterogenom 
faznom prijelazu. 

Koncentracija je ledenih jezgara u atmosferi, za razliku od 
kondenzacijskih jezgara, posve malena, a katkada niti ne postoje. 
Na temperaturi zraka 0--- —32 *C postoji svega 1--.1000 ledenih 
jezgara u kubičnom metru zraka. 

Na temperaturama višim od —35...40"C mogu u oblacima 
istodobno postojati kapljice vode i ledeni kristali, pa je to 
stanje termodinamički nestabilno. Ledeni kristali rastu na račun 
vodenih kapljica koje isparuju i resublimiraju, a zbog toga što 
u atmosferi nema dovoljno ledenih jezgara, to ledene čestice 
rastu mnogo brže i postaju veće od oblačnih kapljica. 

Voda se kristalizira u heksagonalnom sustavu, i u naj- 
jednostavnijem obliku tako nastaju heksagonalne pločice, iglice 
ili prizmice. Oblik ledenih kristala u daljem rastu zavisi od 
stupnja zasićenosti vođene pare u oblaku i od brzine rasta 
kristala. Sl. 12 prikazuje međunarodnu klasifikaciju oblika i 
tipova kristala koji se pojavljuju u atmosferi. Ledeni kristali 
i krute oborine mogu biti simetrični, nepravilnog oblika ili 
mnogostruki, a veličina im iznosi od nekoliko desetaka mikro- 
metara do nekoliko milimetara. Nakupine snježnih zvjezdica 
jesu snježne pahuljice. 

Pojava različitih vrsta ledenih kristala zavisi u prvom redu 
od temperature zraka. Tako na temperaturama 0--:—3“C 
najčešće nastaju tanke heksagonalne pločice, na temperaturama 
od —3..-—5*C iglice, od —5--:— 8 *C prizmice sa šupljinama, 
od —8..—12“C heksagonalne pločice, a od —12.-—16"C 
dendritički (nalik na grančice) kristali. Valja napomenuti da 
oblik kristala zavisi i od vertikalnih gibanja, stupnja turbulencije 
u oblaku i vlazi u slojevima zraka kroz koje prolazi kristal. 


Oblaci 


Oblak je vidljiv skup sićušnih kapljica vode ili kristalića 
leda, ili smjesa vođenih kapljica i ledenih kristala, koji lebde 
u atmosferi na nekoj visini iznad tla. U oblaku se mogu 
nalaziti i veće čestice leda, te čestice koje potječu od one- 
čišćenja koje stvara industrija, od dima i prašine. 

Oblaci utječu na energetsko stanje atmosfere na dva glavna 
načina: a) oblak sudjeluje u ciklusu vodene pare u atmosferi 
jer se kondenzacijom oslobađa latentna toplina i jer oborinskim 
procesima vraća vodu na površinu Zemlje, i b) oblak raspršuje, 
apsorbira i emitira Sunčevo i Zemljino zračenje, sudjelujući 
tako u toplinskim procesima u atmosferi. 

Morfološka klasifikacija oblaka. Prvu klasifikaciju oblaka 
prema izgledu izradio je Luke Howard (1803), koji je raz- 
vrstao oblake u tri velike grupe: cirus, kumulus i stratus. 
Kombinacije tih grupa daju nove glavne vrste oblaka. Godine 
1896. izrađen je prvi međunarodni atlas oblaka, pa je otada 
jedinstvena klasifikacija oblaka prihvaćena gotovo na čitavom 
svijetu. 

Osnovna klasifikacija oblaka temelji se na činjenici da je, 
usprkos velikoj raznolikosti oblaka, moguće izdvojiti ograničen 
broj karakterističnih oblika, koji se često mogu naći u gotovo 
svim dijelovima svijeta. Takva klasifikacija karakterističnih 
oblika sadrži podjelu na rodove, vrste i podvrste, a kao dopunu 
daje i odlike koje detaljnije opisuju pojedine karakteristike 
oblaka. Druga osnovna podjela odnosi se na visinu na kojoj 
se pojavljuju oblaci. Opažanja su pokazala da se u troposferi 


Tablica 14 
PRIBLIŽNA NADMORSKA VISINA ETAŽA 
OBLAKA 
Polarna Umjerena Tropska 
Etaža područja područja područja 
km km km 
ML 
gornja 3:8 5-.+13 6:18 
srednja 2:4 2-7 2.8 
donja 0-2 0-2 0-..2 
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oblaci pojavljuju na visinama do 18 km nad tlom u tropskim, 
do 13km u umjerenim i do 8km u polarnim predjelima, 
Najdonji dio atmosfere u kojemu nastaju oblaci podijeljen je po 
vertikali na: gornju, srednju i donju etažu. Visine pojedinih 
etaža zavise od geografske širine (tabl. 14). 

Oblaci se prema izgledu razvrstavaju na rodove, od kojih 
se neki pojavljuju samo na određenim etažama. Cirus, ciro- 
kumulus i cirostratus pojavljuju se samo kao oblaci gornje 
etaže (visoki oblaci). Altokumulus se pojavljuje samo kao oblak 
srednje etaže. Stratokumulus i stratus pojavljuju se samo kao 
niski oblaci. 


Neki se rodovi oblaka pojavljuju u nekoliko etaža. Alto- 
stratus je u srednjoj, a katkada prodire i u gornju etažu. 
Nimbostratus je stalno u srednjoj etaži, no obično zahvaća 
i donju i gornju etažu. Kumulus i kumulonimbus imaju obično 
podnicu u donjoj etaži, no vrhovi im mogu prodrijeti u srednju, 


Tablica 15 
OPIS RODOVA OBLAKA 


Nazir 
roda 


Visina 
km 


Oborine 


Porodica visokih oblaka 


Cirus (Ci) Razdvojeni oblaci u obliku bi- 6:9 ledeni kristali 
jelih ili bjeličastih niti, prame- 
nova, vlakana, banaka ili pruga. 
Pramenovi su ponekad i 
zamršeni. 
Cirokumu- Banak, navlaka ili tanak sloj 6-9 
lus (Ce) bijelih oblaka sastavljenih od 
malih elemenata u obliku zrnaca 
i namreškanih grudica. Rubo- 
vi oblaka su vlaknasti. 
Cirostra- Bjeličast, poluproziran veo, gla- 5:9 
tus (Cs) dak ili vlaknasta izgleda. Pot- 


puno ili djelomično pokriva 
nebo. Često uzrokuje optičku 
pojavu halo. 


Porodica srednjih oblaka 


Altoku mu- Banak, navlaka ili sloj bijelih 2.6 
lus (Ac) ili sivih oblaka sastavljenih od 
elemenata u obliku oblutaka, 
valjaka itd. 
Altostra- Sivkasta ili bjeličasta navlaka ili Jeb kiša, snijeg ili 
tus (As) sloj, vlaknastog ili ujednačenog snježna zrnca 
izgleda. Potpuno ili djelomi- (rijetko) 
čno prekriva nebo, a Sunce se 
kroz njega vidi kao kroz mut- 
no staklo. 
Porodica niskih oblaka 
Strato- Banak ili sloj sive ili bjeličaste 0,4-..2 slabe obori- 
kumulus (Sc) | boje, sastavljen od elemenata ne: kiša, sni- 
u obliku pločica, oblutaka ili jeg ili snje- 
valjaka. žna zrnca 


rosulja, lede- 
ne prizmice i 
snježna zrnca 


Oblačni sloj obično sive boje i | 0,1:++0.7 
jednolike strukture. 


Stratus (St) 


Nimbostra- Sivi oblačni sloj, često taman, 0,1--1 kiša ili snijeg 

tus (Ns) nejasnog izgleda zbog padanja koji većinom 
oborine. Ispod oblaka često doseže tlo 
postoje niski rastrgani oblaci. 

Porodica oblaka vertikalnog razvoja 

Kumulus(Cu) | Razdvojeni, uglavnom gusti 0,82 slaba kiša 
oblaci, koji se razvijaju verti- ili snijeg 
kalno u obliku kupola i tornje- (rijetko) 
va, s vrhovima sličnim 
cvjetači. 

Kumulo- Gust i visok oblak oštrih kon- 0,4---1,5 | jaki pljus- 

nimbus (Cb) tura. Nastao razvojem kumu- kovi, tuča 
lusa. Ima izgled velikih tornje- ili snijeg, s 
va kojima je gornji dio često grmljavinom 
razvučen u obliku nakovnja. ili bez nje 


Ispod oblaka često se nalaze 
niski iskidani oblaci. 
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pa i gornju etažu. Taj se rod oblaka naziva i oblacima 
vertikalnog razvoja. 

U toj klasifikaciji obuhvaćeni su samo oblaci u troposferi. 
U stratosferi pojavljuju se katkada na visini od 22-29 km tzv. 
sedefasti oblaci, a u mezosferi na visini između 75 i 90km 
svjetleći noćni oblaci. Sedefasti oblaci po obliku nalikuju 
cirusima i cirokumulusima, a odlikuju se jakom irizacijom. 
Pojavljuju se kad je Sunce već pod horizontom i odražavaju 
njegovu svjetlost uz vrlo jaku irizaciju. Opažaju se vrlo rijetko 
i samo u nekim predjelima, osobito zimi u sjevernoj Evropi 
i nad Alaskom. Prema pojavi irizacije može se zaključiti da 
se ovi oblaci sastoje iz pothlađenih kapljica. 

Svjetleći noćni oblaci pojavljuju se također vrlo rijetko 
na sjevernom dijelu neba, u prvom redu između 50% i 75“ 
sjeverne Širine i na južnom dijelu neba između 40% i 60“ 
južne širine, kad je Sunce već ispod horizonta, a oblaci su još 
obasjani Suncem. Zlatne su ili crvenosmeđe boje blizu horizonta, 
a više na nebu plavobijele ili sivoplave boje, povremeno 

purpurne boje. Podrijetlo tih oblaka još nije razjašnjeno, 
no pretpostavlja se da su od ledenih kristala, vulkanskog pepela 
ili meteorske prašine. 

Prema morfološkoj klasifikaciji postoje četiri osnovne poro- 
dice oblaka: visoki oblaci koji su ledene kristalne strukture, 
srednji oblaci kojima je struktura mješavina vodenih kapljica 
i ledenih kristala, niski oblaci strukture većinom od vodenih 
kapljica i oblaci velikog vertikalnog prostiranja, koji su također 
mješavina kristalne i vodene strukture. Svaka od tih porodica 
oblaka obuhvaća nekoliko rodova oblaka koji su opisani 
u tabl. 15, a prikazani na sl. 14. 

Svaki od rodova oblaka dalje se razvrstava na vrste oblaka 
označene dopunskim imenima. Ta su dopunska imena npr. 
lenticularis (len), u obliku leće; castellanus (cast), u obliku 
tornjića; stratiformis (str), u obliku sloja; opacus (op), nepro- 
ziran; undulatus (und), u obliku vala itd. 

Genetska klasifikacija oblaka. S obzirom na način nastanka 
oblaka razlikuju se tri osnovne grupe: konvektivni, slojasti 
i valoviti oblaci. 

Komnvektivni oblaci (sl. 13) nastaju atmosferskom konvek- 
cijom u uvjetima labilne atmosfere. U prvom stadiju razvitka 
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Sl. 13. Tipovi konvektivnih oblaka (latinski nazivi). a cumulus humilis, b 
cumulus congestus, c cumulus pileus, « cumulonimbus calvus, e cumulonim- 
bus incus, f stratocumulus vesperalis 
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konvekcije, kada je ona samo posljedica zagrijavanja Zemljine 
površine Sunčevim zračenjem ili kad zrak struji preko toplije 
podloge, nastaju uzlazne struje zraka i na razini zasićenja 
vodene pare (kondenzacijska razina) pojavljuju se plosnati, 
slabo razvijeni oblaci lijepog vremena (Cu hum), ili rastrgani 
kumulusi. Kad su uzlazna strujanja dobro razvijena i brza, 
nastaju gusti, razvijeniji kumulusi (Cu cong ili Cu med), 
a ako je i atmosfera vrlo labilna, nastaju grmljavinski kumu- 
lonimbusi uz pojavu pljuskova kiše ili snijega. Podnica kon- 
vektivnih oblaka je najčešće između 600m i 1km nad tlom, 
no u ljetnim mjesecima može doseći i 2km. 

Slojasti oblaci nastaju bilo zbog nepravilnih vertikalnih 
gibanja zraka, kao posljedica dinamičke turbulencije u relativno 
tankom sloju, bilo zbog pravilnog dizanja zraka iznad vrlo 
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Cirrostratus nebulosus 


Cumulus humilis i cumulus fractus 


Altocumulus translucidus 


Stratus nebulosus 


Stratocumulus translucidus 


SI. 14. Tipovi oblaka (latinski nazivi) (snimio D. Poje) 


velikih površina na frontalnim plohama, odnosno na graničnim 
plohama zračnih masa. 

Valoviti oblaci pojavljuju se u atmosferi kao rezultat valnih 
gibanja zraka (sl. 15). Valoviti oblaci imaju oblik paralelnih 
jednako širokih pojasova, koji pokrivaju veći ili manji dio 
neba. Ti oblaci mogu biti dugi desetke ili stotine kilometara, 


a debljina im je nekoliko desetaka do stotinjak metara. Gravi- 
tacijski valovi nastaju u sloju zraka s inverzijom ili veoma 
stabilnom stratifikacijom. Drugi tip zračnih valova nastaje kad 
zrak struji preko nekog uzvišenja ili planinskog lanca koji se 
proteže gotovo okomito na smjer strujanja zraka. U grebenu 
takvih valova zrak se diže i hladi, pa nastaje kondenzacija 
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pr ra 


Altostratus opacus 


Nimbostratus 


i stvaraju se oblaci, dok u dolini vala zrak se spušta, zagrijava 
i tako se udaljuje od stanja zasićenosti vođenom parom. 


Magla i sumaglica 


Kao rezultat kondenzacije ili sublimacije vodene pare u 
blizini Zemljine površine nastaje magla i sumaglica. Pod maglom 
podrazumijevaju se u zraku suspendirane kapljice vode ili 
kristalići leda, koji smanjuju vidljivost na manje od 1km. 
Ako je vidljivost između 1 i 2km, govori se o sumaglici. 
Uobičajena je sljedeća podjela magle prema intenzitetu: jaka 


20 
km 
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SI. 15. Shema orografskih valnih gibanja i valovitih oblaka. Altokumulus 
(Ac) i cirus (Ci) oblaci u obliku leće (len) i kumulus (Cu) oblak rotornog 
strujanja 


Sedefasti oblaci 


Svjetleći oblaci 


magla s vidljivošću manjom od 50 m, umjerena magla s vidljivoš- 
ću 50.-:500 m i slaba magla s vidljivošću 500---1000 m. 
Sumaglicu valja razlikovati od suhe mutnoće nastale raspr- 
šivanjem svjetla na krutim česticama koje lebde u atmosferi. 
Taj fenomen ne zavisi od stupnja vlažnosti zraka, a pojavljuje 
se prije svega iznad industrijskih i gradskih područja, te u 
zračnim masama koje dolaze iz tropskih pustinjskih predjela. 
Magla nastaje jednim od triju procesa: isparivanjem, mi- 
ješanjem zračnih masa i ohlađivanjem zračnih slojeva. Magla 
isparivanja nastaje isparivanjem toplih vodenih masa (rijeka, 
jezera, mora) u relativno hladniji zrak koji struji s hladnijeg 
kopna prema površini vode. Miješanjem zračnih masa različitih 
svojstava mogu također nastati magle, no najintenzivnije su 
tzv. radijacijske magle. One nastaju turbulentnim miješanjem 
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kad se površina tla i priležeći sloj zraka hlade. Osobito 
povoljni uvjeti za nastanak radijacijske magle jesu vedro nebo 
ili prisutnost samo visokih oblaka, slabi vjetrovi ili tišina, 
te početna visoka relativna vlaga zraka uz tlo. Radijacijske 
magle osobito često nastaju u dolinama i udubljenjima terena. 
U povoljnim prilikama može se magla stvoriti u toku noći i 
zadržati se i u ranim prijepodnevnim satima. Sloj te magle 
nije osobito debeo i samo rijetko je deblji od nekoliko stotina 
metara. Radijacijske magle nastaju pri inače posve lijepom 
anticiklonalnom vremenu, prije svega u hladnije doba godine. 

Advektivne magle nastaju uz umjerene vjetrove (brzina 
2---5 m/s) kad vlažan zrak struji iznad relativno hladnije podloge. 
Magle tog tipa najčešće su u hladno doba godine, imaju 
najveće debljine (obično 300--:500 m, katkada i do 1 km) i duže 
traju (nekoliko dana, pa i tjedana). 

U polarnim krajevima, a katkada i u umjerenim geograf- 
skim širinama, pojavljuje se ledena magla koja sadrži ledene 
kristaliće. Gustoća ledene magle je općenito mnogo manja nego 
gustoća vodenih magla. 

Budući da je osnovni uzrok stvaranja magle ohlađivanje 
zraka, postoji zbog dnevnog hoda temperature redovito i izra- 
ženi dnevni hod pojave magle s maksimumom u ranim jutarnjim 
satima i minimumom u poslijepodnevnim satima. 


Oborine 


U umjerenim geografskim širinama oblaci se pojavljuju 
na visinama gdje vladaju temperature i više i niže od O*C. U 
najdonjem dijelu oblaka na visinama gdje je temperatura viša 
od O“C postoje samo vodene kapljice (vodeni dio oblaka), na 
visinama gdje vladaju temperature između 0 i —15“C postoje 
pothlađene kapljice i ledeni kristali (miješani dio oblaka), a na 
većim visinama i temperaturama nižim od —15“C većinom 
ledeni kristali različitih oblika (ledeni dio oblaka). 

Ako postoje veće temperaturne razlike između donjeg i gornjeg 
dijela oblaka, na nastanak oborine djelovat će više faktora. 
Ako je tlak zasićene vodene pare nad ledom niži nego nad 
vodom, takav je oblak koloidno labilan i ledeni kristali rastu 
na račun kapljica. Veće kapljice padaju brže od manjih kapljica, 
pa se pri padu sudaraju i spajaju s manjim kapljicama, 
i zato rastu (proces koalescencije). Ledeni kristali u oblaku 
brže padaju od oblačnih kapljica, pa se kristali i oblačne 
kapljice sudaraju. Tlak zasićene vodene pare nad malim kaplji- 
cama veći je nego iznad krupnih, pa su takvi oblaci također 
koloidno labilni i veće kapljice rastu na račun malih kapljica. 
Vrlo male oblačne kapljice različitih električnih naboja među- 
sobno se privlače, pa se pojavljuje proces koalescencije. 

Danas su prihvaćene dvije osnovne teorije prema kojima 
oborine nastaju: procesima koalescencije u toplim oblacima 
i djelovanjem ledenih kristala u oblacima s temperaturama 
nižim od OC. Obje teorije se slažu s opažanjima i mogu 
objasniti nastanak kiše u različitim vremenskim prilikama. 

Osnovna teorija stvaranja oborine (T. Bergeron 1933, W. 
Findeisen 1939) polazi od toga da u oblaku postoji termodi- 
namički labilitet, ako se u njemu nalaze istovremeno i ledeni 
kristali i vodene kapljice. Zbog razlika u tlaku zasićene vodene 
pare nad vodom i ledom isparavaju vodene kapljice, a vodena 
para sublimira na ledenim kristalima. Po Bergeronu bitni 
faktor koji dovodi do oslobađanja oborine su nekoliko kristala 
među mnogo većom populacijom pothlađenih kapljica u onom 
dijelu oblaka gdje je temperatura zraka ispod — 10 *C. U takvim 
miješanim oblacima zasićenost s obzirom na vodu predstavlja 
prezasićenost s obzirom na led za 10% i na temperaturi —21 *C 
za 21%, pa se može očekivati brzi rast kristala. Ledeni 
kristali mogu ispasti iz oblaka i u padu se sudariti s velikim 
brojem oblačnih kapljica, pa nastaju kristalići injasta izgleda. 
Kad ove nakupine kristalića dođu u slojeve zraka s višom 
temperaturom, dolazi do stvaranja snježnih pahulja. Snježne 
pahulje na temperaturama višim od 0“C se tope, pa nastaju 
kišne kapi. 

Zbog koalescencije oblaci koji sadrže velike kapljice nesta- 
bilniji su i iz njih lakše nastaju oborine nego iz oblaka koji sadrže 
istu količinu vode, ali u obliku malih kapljica. 
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Kapljice polumjera manjeg od 100 »m smatraju se oblačnim 
elementima, a veće kapljice kišnim kapima. Kišne kapi, me- 
đutim, ne rastu neograničeno. Opažanja i proračuni su pokazali 
da je maksimalni promjer kapljice 5mm, a one većeg pro- 
mjera razbijaju se uglavnom zbog sudaranja. Razbijanje velikih 
kapi dovodi do lančane reakcije u stvaranju kišnih kapi. 
Do lančane reakcije dolazi i kad se bilo mali djelići ledenih 
kristala (špliteri), bilo smrznute kapljice odvajaju od glavne 
mase kristala. 


CCN CCN IN 
a Vodena para 
Kondčnzacija ha =====—— 
LEDENI KRISTALI 
KAPLJICE 


KAPLJICE a 2 


Koalescencija SOLIKA 


Kondenzacija 


KAPI 
TUČA 
Koalescencija 
Razbijanje 
kapi 


Topljenje 


TOPLA KIŠA HLADNA KIŠA 


SL. 16. Shema nastanka tople i hladne kiše iz oblačnih kondenzacijskih 
jezgara (CCN) i ledenih jezgara (IN) 
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SI. 17. Shema nastanka snijega, tuče i hladne kiše iz ledenih jezgara (IN) 
u oblaku pothlađenih kapljica 


U konvektivnim oblacima, gdje je sadržaj tekuće vode 
normalno veći nego u slojastim oblacima, ledeni kristali većinom 
rastu srašćivanjem s velikim oblačnim kapljicama promjera 
— 20 um. Takvim procesom stvaranja inja nastaju kompaktnije, 
grumenaste čestice, često čunjastog oblika, tzv. solika. Čestice 
solike sastoje se od labavog ledenog skeleta s mnogo kapilara 
napunjenih zrakom. S druge strane, pri bržem padu ili padu 
u području oblaka više temperature, takve čestice se zgušćuju 
i nastaje tzv. sugradica. Pri padu prema tlu ledena se čestica 
može otopiti i pretvoriti u kišu. Daljim rastom čestice u 


SNIJEG 
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konvektivnom oblaku s jakom uzlaznom strujom i velikim 
sadržajem tekuće vode može nastati zrno tuče. Shematski 
prikazi nastanka oborine prikazani su na sl. 16 i 17. 


Umjetno djelovanje na vrijeme 


U prošlosti je bilo mnogo pokušaja da se djelovanjem 
na oblake spriječe nepovoljne vremenske pojave kao što je 
tuča, ili da se potakne kiša. U tu se svrhu pucalo iz mužara, 
zvonilo u zvona, pucalo iz topova i sl. Mogućnost da se izazove 
kiša i spriječi tuča predvidio je već 1936. god. W. Findeisen, 
no tek je 1946. god. V. Schaefer utvrdio da sićušni komadići 
suhog leda stvaraju u oblaku milijune ledenih kristala, a _B. 
Vonnegut, godinu dana kasnije, da dim srebro-jodida stvara 
iste efekte. To je otvorilo osnovu za umjetno djelovanje na 
oblake. 

Nakon prvih uspjeha u SAD akcije zasijavanja oblaka 
kojima se izazivaju i povećavaju oborine provođene su i provode 
se u mnogim krajevima, a šezdesetih godina ovog stoljeća 
započele su i šire akcije umjetnog sprečavanja tuče, raspršivanja 
magle te djelovanja na uragane. 

Ustanovljeno je da su određeni procesi u atmosferi koja 
je u labilnom koloidalnom stanju takvi da je potrebno dovesti 
izvana relativno vrlo malo dodatne energije pa da proces 
počne dalje samostalno stvarati potrebnu energiju za željeni 
konačni učinak. Tako, npr., ako se u oblak s pothlađenim 
kapljicama ubace tzv. agensi (relativno male mase u usporedbi 
s masom oblaka), nastaju reakcije i procesi koji bitno mijenjaju 
sustav oblaka. 

Nakon početnih uspjeha sredinom ovog stoljeća, u po- 
sljednjih dvadesetak godina provode se gotovo u čitavom 
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Svijetu mnogobrojne akcije da bi se djelovalo na vremenske 
procese. Te se akcije mogu razvrstati u sljedeće velike grupe: 
a) djelovanje na oblake da bi se izazvale oborine ili pojačali 
postojeći oborinski procesi; b) djelovanje na oblake i maglu da 
bi ih se raspršilo, c) djelovanje na grmljavinske oblake radi 
sprečavanja tuče i d) djelovanje na ciklone (uragane i tajfune) 
u tropskim predjelima. 

U tim se akcijama upotrebljavaju različite metode i sredstva, 
a ostvareni rezultati su različiti, nekad su pozitivni, a nekad 
negativni. 

Umjetna modifikacija oblaka. Zasijavanjem oblaka raspr- 
šenom vodom ili umjetnim kondenzacijskim jezgrama mijenja 
se razdioba veličine kapljica u oblaku, što stvara oborine 
procesom koji se odvija samo u vodenom dijelu oblaka. Doga- 
dašnja istraživanja nisu potvrdila mišljenje da se promjenom 
razdiobe veličine kapljica u oblaku može promijeniti pojava 
oborina iznad velikih površina. Znatno više obećava iskoriš- 
ćivanje fazne nestabilnosti pothlađenih oblaka, kojim se može 
izazvati ne samo stvaranje oborinskih čestica već i osloboditi 
znatne količine latentne topline. 

Kad su stvoreni ledeni kristali u oblaku na temperaturama 
između 0 i —40“C, može nastati heterogena nukleacija i skup- 
ljanjem vodene pare na podesnim jezgrama. Utvrđeno je da 
aktivnost prirodnih jezgara naglo raste snižavanjem temperature 
zraka. Jedan od načina da se umjetno zamrznu pothlađeni 
oblaci jest da se u oblak unesu čestice suhog leda (CO,) i 
tako lokalno snizi temperatura i ispod —40>C, što uzrokuje 
heterogenu ili homogenu nukleaciju (sl. 18). Isparivanjem jednog 
grama suhog leda pri temperaturi — 1 *C nastaje 5 + 10!! ledenih 
kristala, a na nižim temperaturama i znatno više, npr. pri 
temperaturi od —20“C već 1,2. 101“. 


SI. 18. Rezultati zasijavanja suhim ledom altostratusa debljine 200m, obavljenog pomoću aviona 6. XI 1961. u West Goose Bay, SAD 
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Drugi je način da se u oblak unesu anorganske čestice 
s kristalnom strukturom koja je slična strukturi leda. Takve 
su tvari srebro-jodid (Ag), olovo-jodid (PbI2), bakar-sulfid (CuS), 
silicij-dioksid (SiO,), od kojih se za sada samo prva dva 
upotrebljavaju u praksi. Najviše se upotrebljava srebro-jodid, 
koji na —5*C stvara 5: 10%, a na —15%C već 10!'> jezgara. 
Olovo-jodid je za red veličine slabiji agens, a donekle toksičan, 
ali je mnogo jeftiniji. 

Za stimulaciju oborine u vodenim oblacima od higrosko- 
pičnih tvari najviše se upotrebljava natrij-klorid (Indija i Indo- 
nezija). Cestice soli promjera 5--:10 um djeluju kao ogromne 
kondenzacijske jezgre i ubrzavaju koalescenciju. Natrij-klorid 
se redovito upotrebljava na temperaturama oblaka višim od 0 *C. 

Umjetno povećanje oborina. Prvi eksperimenti za povećanje 
oborina zasnivali su se na pretpostavci da je u oblacima 
potreban proces stvaranja ledenih kristala da bi se inicirale 
oborine. Katkada, zbog nedostatka prirodnih ledenih jezgara, 
aktivnih na temperaturi okoliša, takav proces nije u stanju 
da uzrokuje oborine ili pak ne djeluje djelotvorno. Naime, 
ledene čestice nastale zaleđivanjem trebale bi da rastu do veličine 
oborinskih čestica. Pod zaleđivanjem podrazumijeva se takvo 
tretiranje oblaka kojim nastaju ledene čestice hlađenjem, uno- 
šenjem ledenih jezgara ili na neki drugi način. 

Sasvim je moguće da se dodavanjem odviše mnogo ledenih 
kristala ukloni pothlađena voda i tako smanji djelotvornost 
oborinskog procesa. To se naziva prezasijavanjem. Treba, osim 
toga, dodati da na oborine djeluje i dinamika oblaka i gibanja 
velikih razmjera u atmosferi. 

Brojni su pokusi pokazali da se pri zaleđivanju oblaka zasija- 
vanjem oslobađa latentna toplina i da zbog toga visina oblaka ra- 
ste. Povećanje visine oblaka može povećati oborine, čak i kad bi 
se one zbog mikrofizičkih procesa, nastalih prezasijavanjem 
oblaka, trebale smanjiti. Dalji učinak dinamičkog zasijavanja 
oblaka, koji mnogo obećava, sastoji se u spajanju i združivanju 
dvaju posve blizih konvektivnih oblaka, jer takav veći i snažniji 
oblak može dati mnogo intenzivnije oborine. 

Sredstva i metode zasijavanja oblaka. Iako tehnologija zasi- 
javanja oblaka još nije usavršena, ipak već postoji prilično 
mnogo uređaja i razrađenih metoda umjetnog djelovanja na 
oblake i maglu (sl. 19). 


Pirotehničke A 
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SI. 19. Osnovne metode zasijavanja oblaka pomo- 
ću aviona i sa tla 


Za djelovanje na oblake sa tla služe prizemni generatori 
postavljeni na padinama brda ili brežuljaka na razmaku od 
nekoliko kilometara (sl. 20). To su metalne peći, u kojima 
u plamenu butana ili propana izgara otopina srebro-jodida u 
acetonu. Analognim generatorima smještenim ispod krila aviona 
(sl. 21) zasijavaju se konvektivni oblaci tako da avion leti 
ispod podnice oblaka. Ako su oblaci slojasti i ako im je vrh na 
temperaturama između —10 i —20C, tada avion leti unutar 
oblaka. U vrhove konvektivnih oblaka ubacuju se iz aviona i 
pirotehničke patrone (sl. 22), koje u padu kroz oblak izgaraju 
i oslobađaju veliku količinu ledotvornih jezgara srebro-jodida. 
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Posebnim uređajima može se iz aviona ubacivati u oblak 
razmrvljeni suhi led. 

U borbi protiv tuče upotrebljavaju se rakete (sl. 23), a 
rijetko i topovske granate. U glavi rakete smještena je piro- 
tehnička smjesa sa srebro-jodidom ili olovo-jodidom koja se 
zapali tempirnim uređajem na visini 3--:8 km. Izgaranjem smjese 
nastaje dugačka pruga dima srebro-jodida koja se raznosi po 
oblaku. Topovska granata eksplodira na određenoj visini u 
oblaku. Zasijavanjem grmljavinskih oblaka zaleđuje se upravo 
dio oblaka s najvććom akumulacijom vode, pa umjesto manje 
velikih zrna tuče, koja bi nastala prirodnim procesom, stvara 
se mnogo malih ledenih zrna koja dolaze na tlo u obliku 
sugradice ili samo kao jaki pljusak. 

Magla se raspršuje zasijavanjem ledotvornim agensima iz 
generatora na tlu ili se turbogeneratorima u slojeve magle 
ubacuju velike količine zagrijanih plinova izgaranja butana ili 
propana. Vrlo uspješni rezultati u raspršivanju konvektivnih 
oblaka postignuti su ubacivanjem nekoliko desetaka kilograma 
cementne prašine iz aviona (čestice veličine nekoliko desetaka 
mikrometara). 


Sl. 20% Zasijavanje orogralskih oblaka pomoću  prizemnih 
generatora 


Sl. 21. Generator za zasijavanje oblaka, smješten ispod krila aviona 
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SI. 22. Pirotehničke patrone smještene na stražnjem rubu avionskog krila 
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SI. 23. Raketa SAKO-6 za borbu protiv tuče 


Zasijavanje oblaka u borbi protiv tuče provodi se u mnogim 
zemljama, među njima i u našoj zemlji. Smatra se da je 
uspješnom organizacijom obrane, uz upotrebu meteoroloških 
radara, moguće pravovremeno zasijati grmljavinske, odnosno 
tučonosne oblake i tako spriječiti tuču. 

Proveden je niz pokusa djelovanja na uragane zasijavanjem 
oblaka srebro-jodidom da bi se smanjile maksimalne brzine 
vjetra. Za sada, zbog ograničenog broja eksperimenata, još 
nije moguće pouzdano ocijeniti rezultate tih akcija. 


Zračne mase 


Iznad prostranih područja Zemlje atmosfera ima gotovo 
homogena svojstava s obzirom na temperaturu, vlagu, vidljivost 
itd., odnosno, unutar tih područja ta se svojstva vrlo malo 
i postepeno mijenjaju. Veliki volumeni zraka, gotovo homogenih 
svojstava, koji obuhvaćaju i do nekoliko tisuća kilometara 
u promjeru te nekoliko kilometara po visini, nazivaju se 
zračnom masom. 

Zračne mase nastaju u tzv. izvorišnim područjima. To 
su velika područja oceana ili kontinenata, iznad kojih zračna 
masa u nekoj anticikloni boravi dovoljno dugo da poprimi 
svojstva podloge iznad koje se nalazi. U stacionarnim područjima 
anticiktone postoje najpovoljniji uvjeti za nastanak zračne mase. 

Prema izvorišnom području postoji nekoliko osnovnih tipova 
zračne mase (sl. 24). Arktička zračna masa (oznaka A) nastaje 
u području iznad 70“ sjeverne geografske širine, pa je i naj- 
hladnija. U umjerenim geografskim širinama formira se polarna 
zračna masa (P), a u suptropskom pojasu tropska zračna 
masa (T), za koju su karakteristične najviše temperature zraka. 
U ekvatorijalnom području formira se također topla ekvato- 
rijalna zračna masa (E). 

Već prema tome da li je neka zračna masa nastala nad 
kontinentom (c) ili morem (m), govori se o kontinentalnoj ili 
maritimnoj zračnoj masi, npr. maritimna tropska zračna masa 
označuje se sa mT, a kontinentalna tropska zračna masa sa cT. 
Te se dvije zračne mase bitno razlikuju prema sadržaju vodene 
pare; kontinentalna tropska zračna masa cT je toplija i suša 
od maritimne tropske zračne mase mT, sadrži više prašine, što 
smanjuje vidljivost. 

Druga je klasifikacija zračnih masa prema njihovu ter- 
mičkom stanju. Tako se pod toplom zračnom masom podrazu- 
mijeva ona koja se na promatranom području postepeno 
ohlađuje, a pod hladnom zračnom masom ona koja se postepeno 
zagrijava. Te zračne mase mogu biti stabilne ili labilne, pa će i 
karakteristike vremena biti bitno različite. Topla stabilna zračna 
masa zapaža se redovito nad kontinentom u hladno doba godine; 
karakteristično je vrijeme slojasta zatvorena naoblaka (stratusi), 
katkada popraćena rosuljom ili stvaranjem advektivnih magla. 
Hladna nestabilna zračna masa pojavljuje se redovito nad 
kontinentom u toplo doba godine, osobito pri prodorima mari- 
timne polarne i maritimne arktičke zračne mase. Tipično vrijeme 
u takvim zračnim masama jesu konvektivni oblaci (većinom 


Sl. 24. Izvorišna područja zračnih masa na sjevernoj hemisferi. a zimi: 1 arktička zračna masa, 2 polarna kontinentalna zračna masa, 3 polarna maritimna 
ili prijelazna zračna masa, 4 prijelazna zračna masa, 5 prijelazna ili tropska maritimna zračna masa, 6 tropska kontinentalna zračna masa, 7 tropska maritimna 
zračna masa, 8 ekvatorijalna zračna masa, 9 monsunska zračna masa; b ljeti: 1 arktička zračna masa, 2 polarna kontinentalna zračna masa, 3 polarna 
maritimna zračna masa, 4 tropska kontinentalna zračna masa, 5 tropska maritimna zračna masa, 6 ekvatorijalna zračna masa, 7 monsunska zračna masa 
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kumulonimbus), pljuskovite oborine, često i grmljavine. Dnevni 
hod meteoroloških elemenata je osobito velik. 

Atmosferske fronte. Na granici između dviju različitih zračnih 
masa postoje nagle promjene meteoroloških elemenata. Ta se 
granica sastoji od uskog područja, tzv. frontalne zone, koja se 
pri promatranju u prostornom kretanju na vremenskoj karti 
smatra i frontalnom plohom. Linija presjeka frontalne plohe 
s površinom Zemlje zove se fronta. Pri prolazu fronte preko 
nekog mjesta na tlu naglo se mijenjaju uz temperaturu zraka 
i vjetar i ostali meteorološki elementi kao što su vlažnost 
zraka, tlak, naoblaka, vidljivost itd., a mogu nastati i oborine. 
Budući da prolaz fronte uzrokuje naglu promjenu vremena, 
to su fronte jedan od glavnih faktora u analizi prizemnih 
sinoptičkih karata i u prognozi vremena. 

Tipična frontalna zona u smjeru kretanja doseže i više tisuća 
kilometara, ima debljinu od —1km, obuhvaća širinu ne veću 
od 100km, a po visini se može protezati od površine Zemlje 
pa do tropopauze (11 km). Frontalna ploha je nagnuta prema 
tlu Zemlje pod kutom 0,5-:1,5%. 

Nagib fronte i vertikalni raspored temperature, vlage, vjetra 
i drugih termodinamičkih karakteristika zračnih masa osobito 
se zapažaju na vertikalnim presjecima atmosfere. To su grafički 
prikazi podataka aeroloških stanica uzduž odabrane linije 
(obično okomito na liniju fronte), s vertikalnim dimenzijama 
mnogostruko povećanim u usporedbi s horizontalnim dimen- 
zijama. Vertikalni presjeci naročito se mnogo upotrebljavaju 
u zrakoplovnoj meteorologiji. 

Prema geografskom području fronte se razvrstavaju na ark- 
tičke fronte (nastaju između arktičke i polarne zračne mase), 
polarne fronte (nastaju između polarne i tropske zračne mase) i 
tropske fronte (nastaju između tropske i ekvatorijalne zračne 
mase). 

Osnovna podjela fronta odnosi se na termička svojstva 
i smjer napredovanja pojedinih dijelova fronte. Tople fronte su 
oni dijelovi fronte koji se premještaju u stranu relativno 
hladnije zračne mase. Iza tople fronte premješta se toplija 
zračna masa koja potiskuje hladniju zračnu masu. Hladne 
fronte su dijelovi fronte koji se pomiču relativno prema toplijoj 
zračnoj masi. Iza hladne fronte nastupa hladna zračna masa, 
dok predfrontalna zračna masa odstupa. Brzine ovih tipova 
fronte međusobno se bitno razlikuju: hladna fronta u sklopu 
ciklone napreduje brže od tople i s vremenom je dostiže pa 
nastaje novi tip tzv. fronta okluzije, gdje pri tlu ne postoje 
temperaturni kontrasti, jer su u kontaktu dvije nešto različito 
temperirane hladne zračne mase. 
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SI. 25. Shema tople fronte. a verti- 
kalni presjek na različitim udalje- 
nostima od linije prizemne fronte, 
h prizemna karta s izobarama i 
poljem naoblake i oborina 
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Vrijeme na frontama. Karakteristične vremenske pojave 
vezane uz toplu, odnosno hladnu frontu bitno su različite. 

U toploj fronti topliji zrak struji iznad klina hladnijeg 
zraka (sl. 25). Sustav oblaka tople fronte zapaža se u prvom 
redu ispred linije fronte na tlu, a stvara se iznad klina 
hladnijeg zraka. Približavanjem tople fronte najprije se na hori- 
zontu pojavljuju cirusi, koje slijedi sloj cirostratusa. Daljim 
približavanjem tople fronte cirostratusi postepeno prelaze u niži 
i gušći sloj altostratusa koji se dalje zgušćuje, a njihova 
podnica se spušta pa prelaze u nimbostratus velike debljine 
(obično 5--:6 km) iz kojeg pada oborina; širina je pojasa oborine 
300 km. 

Pri prolazu tople fronte, osim naoblake, karakteristična je 
i promjena drugih elemenata: ispred linije fronte tlak zraka 
pada, a nakon prolaza tlak ostaje uglavnom nepromijenjen, 
vjetar mijenja smjer, temperatura poraste, oborina prestaje, te 
se djelomično razvedrava. 

Prodori hladnih zračnih masa nastaju prolazom hladne 
fronte, koja je po vremenskim karakteristikama općenito mnogo 
izraženija od tople fronte. Klin hladnog zraka u napredovanju 
ima veći nagib od tople fronte, pa u labilnom zraku nastaju 
konvektivni oblaci, često s jakim pljuskovima i grmljavinom. 

Prema Bergeronu razlikuje se hladna fronta prve i hladna 
fronta druge vrste (sl. 26). 
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Sl. 26. Shema hladne fronte na prizemnoj karti i vertikalnom 
presjeku. a hladna fronta druge vrste, b hladna fronta prve 
vrste 


Hladna fronta prve vrste nastaje najčešće u stadiju razvoja 
ciklone, i to blizu njena središta. Oblačni sustav nalazi se 
uglavnom iza linije fronte i sličan je zrcalnoj slici tople 
fronte. Oborinski je pojas širok — 100 km. 

U: hladnoj fronti druge vrste osnovni je pojas oborina ispred 
linije fronte pri tlu. Obično su to fronte koje se brzo gibaju 
u unutrašnjim dijelovima ciklone. Fronta ima snažno razvijene 
kumulonimbuse popraćene katkada grmljavinama i naglim 
kratkotrajnim pojačanim vjetrom. Pojas kumulonimbusa s 
pljuskovitim oborinama širok je 50-:100km, no ti oblaci 
obično nisu kontinuirani. Pri prolazu fronte, uz pad temperatufe, 
karakteristično je naglo skretanje smjera vjetra na sjeverozapadni 
kvadrant, izrazit porast tlaka zraka i nakon prestanka oborine 
bitno poboljšanje vidljivosti. 
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Fronta okluzije ujedinjuje karakteristike tople i hladne fronte, 
a pojavljuje se u završnoj fazi razvoja ciklone (okludiranje 
ciklone). Moguća su dva tipa okluzije: okluzija tipa hladne 
fronte i okluzija tipa tople fronte. 

Okluzija tipa tople fronte nastaje kad hladna fronta dostigne 
toplu frontu pri tlu, a hladni je zrak iza hladne fronte topliji 
od hladnog zraka ispred tople fronte. Hladna fronta podiže 
od tla topli zrak tople fronte, penjući se na još hladniji 
zrak koji se prvobitno nalazio ispred tople fronte (sl. 27a). 
Oblačni sustav mnogo sliči na oblake tople fronte, a pojas 
oborine je ograničen na područje između fronte okluzije pri 
tlu i visinske hladne fronte. 
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SI. 27. Shema okluzije tipa tople fronte (a) i tipa hladne fronte (b) 


Okluzija tipa hladne fronte nastaje kada je zrak na stražnjoj 
strani hladne fronte hladniji od hladnog zraka ispred tople 
fronte. Tada hladna fronta podiže od tla ne samo topli zrak 
tople fronte nego se kao klin uvlači i ispod relativno hladnog 
zraka koji je prvobitno bio ispred tople fronte (sl. 27b). 
Oblačni sustav tog tipa fronte ima karakteristike naoblake 
hladne fronte, s pojasom oborine s obje strane fronte okluzije. 
Fronta okluzije često je popraćena i grmljavinom, a kumulusi 
i kumulonimbusi pojavljuju se i iza fronte okluzije. 

Nakon prolaza fronte okluzije općenito nastupa razve- 
dravanje. Uz promjene tlaka zraka zapažaju se i promjene 
smjera vjetra, no promjene su temperature zraka redovito 
malene. 


Ciklone i anticiklone 


Ciklona je ogromni zračni vrtlog sniženog tlaka, u kojem 
se čestice zraka na sjevernoj hemisferi gibaju u smjeru suprotnom 
kazaljci na satu, a na južnoj hemisferi u smjeru kazaljke na 
satu. Idući od središta ciklone prema njenoj periferiji, raste 
tlak zraka, pa su i izobarne plohe snižene prema središtu 
ciklone. Izobare su u cikloni zatvorene krivulje, slične elipsi. 
Horizontalni promjer ciklone iznosi 100--:3000 km, a vertikalno 
se ciklona prostire katkada i do visine od 15-::20km. U 
umjerenim geografskim širinama tlak se u središtu ciklone 
mijenja od 950 do 1030 mbar, a u prosjeku iznosi — 1000 mbar. 
U tropskim predjelima tlak u središtu ciklone može pasti na 
900 mbar, pa i niže. 

Anticiklona je područje povišenog tlaka zraka s najvećom 
vrijednošću u središtu. I to je ogroman zračni vrtlog, no gibanje 
čestica zraka je suprotno od onog u cikloni; na sjevernoj 
Zemljinoj polutki čestice se gibaju u smjeru kazaljke na satu, 
a na južnoj obratno. Izobare su u anticikloni također zatvorene 
krivulje, često elipsoidnog oblika. Najviši tlakovi u središtu 
anticiklone mogu biti i veći od 1050 mbar, a najviši je tlak 
zabilježen 31. XII 1968. u Agati (sjeverni Sibir) i iznosio je 
1083,8 mbar. 

Umjesto naziva ciklona i anticiklona ponegdje se još upo- 
trebljavaju nazivi barički minimum i barički maksimum, a za 
ciklonu i naziv depresija. 

Prema geografskom području nastanka razlikuju se: izvan- 
tropske ciklone i anticiklone, tropske ciklone (tzv. cikloni) 
s nazivima uragani i tajfuni te suptropske anticiklone. 

Danas je prihvaćena teorija nastanka ciklone na polarnoj 
fronti, koju je razvila bergenska škola (J. Bjerknes i H. Solberg 


4/3 


od 1921. do 1923. god.). Nastanak ciklone, prema toj teoriji, pri- 
kazan je na sl. 28. Crteži u srednjem redu prikazuju prizemnu 
kartu razvoja ciklone s izobarama i područjem oborina (crtka- 
no), dok su na slikama u gornjem i donjem redu shematski 
prikazani vertikalni presjeci atmosfere sa sustavima oblaka, 
oborinama i tropopauzom (na srednjim slikama linije presjeka 
označene su sa a). SI. 28a pokazuje dio tzv. deformacijskog 
polja u kojemu su ciklone i anticiklone raspoređene u una- 
krsnom položaju. Takvo polje pruža naročito povoljne uvjete 
za nastanak fronta, a najčešće se formira nad sjevernim dijelom 
istočnog Atlantika. Na kvazistacionarnoj fronti, koja postoji 
u takvom polju, može se pojaviti poremećaj, tj. pomak na 
jednom dijelu fronte, kad hladni zrak prodire u manji dio fronte 
prema jugu, ili topli zrak prema sjeveru, ili oba istodobno. 
Zbog poremećene ravnoteže pada tlak na području ispred 
poremećaja. 

Zbog poremećaja fronte nastaje mali val (sl. 28b), u kojemu 
u prednjem dijelu napreduje topli, a na stražnjoj strani hladni 
zrak, pa frontalna ploha dobiva postepeno karakter tople, 
odnosno hladne fronte. Poremećaj se pomiče uzduž prvobitne 
stacionirane fronte, i to u smjeru općeg strujanja u visini. 

Dalji razvoj valnog poremećaja zavisi od dinamičkih uvjeta 
u atmosferi. Ako valna duljina poremećaja premašuje kritičnu 
vrijednost (dinamički labilno stanje), na vrhu vala smanjit će 
se tlak i postepeno daljim produbljivanjem dovesti do zatvorene 
ciklonalne cirkulacije (zatvorene izobare) te izraženog valnog 
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SI. 29. Shema mlade ciklone. Srednji dio slike prikazuje polje tlaka S raz 
diobom naoblake i oborina, gornji dio slike jest vertikalni presjek pri vrhu 
ciklone, a donji dio slike pri dnu ciklone 
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oblika poremećaja s toplom i hladnom frontom, koje odjeljuju 
i ograničuju tzv. topli sektor ciklone. Tako razvijena ciklona 
naziva se mladom ciklonom, i već ima razvijeni oblačni sustav 
i područja oborine (sl. 28c i sl. 29). Gibanje mlade ciklone 
može se približno odrediti prema smjeru izobara u toplom 
sektoru. Iza hladne fronte, na stražnjoj strani ciklone tlak 
zraka raste, ispred tople fronte tlak zraka pada i pri tom 
se ciklona dalje produbljuje. Zatvorena ciklonska cirkulacija 
zahvaća postepeno sve veće područje, i do 1000 km u promjeru. 
Vremenski razmak između faza na sl. 28b i sl. 28c iznosi —12 
sati. 

Hladna fronta mlade ciklone giba se redovito većom br- 
zinom od tople fronte, pa se postepeno topli sektor sve više 
suzuje, i to tako da sustizanje fronta započinje od središta 
ciklone. Ciklona postepeno okludira, i nastaje fronta okluzije. 
Mjesto gdje se sijeku topla i hladna fronta (točka okluzije) 
postepeno se seli sve dalje od središta ciklone i istodobno 
nastaje najveći pad tlaka. U tom stadiju (sl. 28 d) područje 
oborine zahvaća i čitavu frontu okluzije. Vremenski razmak iz- 
među mlade i djelomice okludirane ciklone iznosi 12 sati. 

Tokom daljeg razvoja ciklone okluzivni proces zahvaća sve 
veće dijelove frontalnog sustava, koji se sve više savija prema 
unazad, što se vidi na satelitskoj snimci oblačnog sustava 
okludirane ciklone (sl. 30). U zadnjem stadiju produbljivanja 
ciklona zauzima čitavu troposferu (sl. 28e). Gibanje se ciklone 
sve više usporuje da bi u zadnjem stadiju postala kvazi- 
stacionarna. Hladni zrak u donjoj troposferi zauzima sve 
dijelove ciklone, a topli zrak je podignut u visinu. 

Kraj razvoja ciklone predstavlja završetak procesa okluzije. 
Kad se ciklona počne postepeno popunjavati (tlak raste na 


SI. 30. Satelitske snimke oblačnog pokrova razvoja ciklone. a početni val, 


b razvijena mlada ciklona, c-<-e okluzija ciklone, f ciklona u raspadanju 
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čitavom području), postepeno prestaje oborina, a raspada se i 
oblačni sustav ciklone. 

Ciklone koje dolaze s Atlantika na evropsko kopno obično 
stižu na kontinent već okludirane. Na jednoj polarnoj fronti 
nad Atlantikom redovito se stvara niz uzastopnih ciklona, tzv. 
porodica ciklona, od kojih svaka nova nastaje sve južnije 
(sl. 31). Takva porodica ciklona može obuhvatiti 3---5 ciklona, 
koje se kreću od zapada prema istoku sve južnijim putanjama, 
a u razmaku od jednog do dva dana. Serija ciklona završava 
se kad prodor hladnog zraka na stražnjoj strani polarne 
fronte stigne do suptropskih širina. 


SI. 31. Shema serije ciklona iznad sjeverne hemisfere izvan tropskih područja, 
Crtkane linije prikazuju frontalne sustave porodica ciklona. a pune linije sa 
strelicama prizemne strujnice zraka 


Prikazani razvoj ciklone odgovara prosječnom stanju, od 
kojeg pojedine ciklone mogu znatno odstupati. Valja napo- 
menuti da se ciklona u određenim uvjetima može i regenerirati. 
To nastaje kad se ciklona približi veoma zagrijanom kopnu, 
ili se u nju uvuče vrlo hladni zrak na kontinentu. Ciklone 
mogu nastati na polarnoj fronti i u zapadnom Sredozemlju 
(đenovska ciklona), prije svega zbog jakog prodora polarnog 
zraka u Sredozemlje. Upravo su takve ciklone najvažnije za 
vrijeme u našim krajevima, jer donose najveće oborine i znatne 
promjene vremena. 

Najvažniji procesi koji uvjetuju vrijeme u anticiklonama 
jesu istjecanje zraka u donjim slojevima i silazno strujanje 
zraka uz adijabatsko zagrijavanje u višim slojevima (donjoj 
troposferi). Zbog spuštanja zraka nastaju u anticiklonama na 
visini od nekoliko kilometara tzv. inverzije supsidencije (in- 
verzije temperature zbog adijabatskog zagrijavanja sloja zraka 
koji se spušta prema tlu, tako da temperatura zraka u tom 
sloju raste s visinom) ispod kojih, ako je zrak vlažan, mogu 
nastati stratusi i stratokumulusi, osobito u hladno doba godine. 
Nebo je tada potpuno oblačno, što može potrajati danima, 
pa i tjednima. Suprotno tome, ljeti je za anticiklone karakte- 
teristično vedro ili malo oblačno vrijeme, a temperature su zraka 
visoke. Vedro vrijeme može postojati u anticiklonama i zimi 
ako se u njima nalazi kontinentalni suhi zrak. Uz slabe 
vjetrove, prije svega ako je tlo pokriveno snijegom, mogu 
pri tlu nastati jake inverzije i vrlo niske temperature. 

Karakteristike vremena u anticiklonama zavise i od toga 
da li se promatrano mjesto nalazi blizu središta ili uz rub 
anticiklone. Na rubovima anticiklone pojavljuju se često vre- 
menske prilike koje su karakteristične za sektore susjednih 
ciklona. 

Prema sastavu i nastanku, anticiklone se mogu razvrstati 
na anticiklone koje putuju (nastaju između ciklona jedne poro- 
dice ciklona), hladne anticiklone (nastaju na stražnjoj strani 
serije ciklona), kvazistacionarne anticiklone (nastaju nakon pro- 
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dora hladnog zraka i mogu zauzimati veliki prostor, često i 
površine čitavog kontinenta, a zadržavaju se na istom mjestu 
dugo vremena) i suptropske anticiklone (područja visokog tlaka, 
koja zauzimaju veliki prostor, prostiru se do velikih visina i 
gotovo su nepomična). 

Anticiklone, koje zauzimaju veliki prostor i čitavu tropo- 
sferu, redovito postaju velika upravljačka središta za gibanje 
ciklona na svom rubu. Tako, npr., veoma izražena anticiklona 
u zapadnoj Evropi može postati blokirajuće središte, koje kroz 
duže vrijeme onemogućuje prodor ciklone na evropsko kopno. 


ANALIZA I PROGNOZA VREMENA 


Meteorološke informacije. Pod meteorološkim informacijama 
podrazumijeva se sveukupnost podataka o stanju atmosfere 
ili o pojedinim meteorološkim elementima. 

Meteorološke informacije moraju zadovoljiti sljedeće os- 
novne zahtjeve: globalnost, trodimenzionalnost, sinhronost, isto- 
vjetnost metoda opažanja i motrenja, redovitost i operativnost. 
Globalnost informacija znači da se u prognostička središta, 
već prema području koje opslužuju, slijevaju podaci ne samo 
od meteoroloških stanica iz vlastite zemlje već i sa čitavog 
kontinenta, okolišnih mora, a ponekad i sa čitave hemisfere, 
odnosno čitave Zemlje. Što je duže razdoblje za koje se 
prognozira vrijeme, veće je i područje za koje se mora raspo- 
lagati meteorološkim informacijama. Budući da se procesi u 
atmosferi zbivaju ne samo pri tlu već i u visini, treba raspo- 
lagati podacima o stanju atmosfere na različitim visinama, 
najčešće iz čitave troposfere i donje stratosfere. Da bi se 
atmosferski procesi mogli pratiti, uspoređivati i analizirati na 
širokom području, potrebno je da se meteorološka opažanja i 
motrenja obavljaju sinhrono, tj. istodobno na čitavoj Zemlji. 
Podaci o tim mjerenjima moraju u vremenski kratkom roku doći 
od meteoroloških stanica do prognostičkih centara da bi bili 
svježi, a stanice moraju opažati i mjeriti svakodnevno u propi- 
sanim terminima. 

Sustavi za dobivanje meteoroloških informacija obuhvaćaju: 
mrežu sinoptičkih i aeroloških stanica na kontinentu, brodske 
stanice, automatske stanice na plutačama (stacionarne i slo- 
bodne), meteorološke radarske stanice, meteorološki kozmički 
sustav i meteorološke istraživačke avione. 

Na Zemlji postoje deseci tisuća meteoroloških stanica, 
a od njih su neke (— 8000) uključene u međunarodnu razmjenu 
meteoroloških informacija za potrebe vremenske službe. To su 
tzv. sinoptičke stanice (u nas glavne meteorološke stanice), 
koje s kvalificiranim osobljem, standardnim uređajima i među- 
narodno propisanim metodama opažaju stanje atmosfere u tzv. 
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Si. 32. Primjer simbola i kodova me- 
teoroloških elemenata na prizemnoj 
sinoptičkoj karti meteorološke stanice. 
1 temperatura zraka (“C), 2 tip oblaka 
(simbol), 3 stupanj oblačnosti (popu- 
njenost kruga), 4 tlak zraka reduci- 
ran na razinu mora (mbar), 5 pro- 
mjena tlaka u posljednjih 6 sati (mbar) 
s podatkom tendencije (simbol), 6 pro- 
šlo vrijeme (simbol), 7 količina obo- 
rina u posljednjih 12 sati (milime- 
tara), 8 smjer i brzina vjetra, 9 
stupanj niske naoblake (u osminama), 
10 tip niske naoblake (simbol), 11 
podnica niskih oblaka (šifra), 12 ro- 
sište (u *C), 13 vrsta oborine (simbol), 
14 vidljivost (šifra) 
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sinoptičkim terminima. Sinoptičke stanice na kopnu i moru 
motre u 00, 03, 06, 09, 12, 15, 18 i u 21 sat po srednjem griničkom 
(greenwichkom)' vremenu (SGV). Glavni su termini u 00, 06, 
12 i 18 sati. Aerološke stanice obavljaju mjerenja u 00 i 12 
sati SGV, a mjerenja visinskog vjetra u 06 i 18 sati SGV. 

Sinoptičke stanice dostavljaju informacije u obliku sinop- 
tičkih telegrama, tzv. depeša, koje su šifrirane po posebnim, 
međunarodno prihvaćenim kodovima, tako da je moguće 
posvuda bez teškoća dešifrirati podatke o vremenu, bez obzira 
na državu odakle je depeša upućena. Kodove propisuje Svjetska 
meteorološka organizacija. 

Na osnovi podataka iz meteoroloških depeša crtaju se sinop- 
tičke ili vremenske karte koje prikazuju stanje atmosfere u 
određenom terminu. Prizemne sinoptičke karte prikazuju vri- 
jednosti meteoroloških elemenata pri tlu, te oblake i vremenske 
pojave. Osnova je prizemne sinoptičke karte tzv. model stanice 
(sl. 32): oko kružića koji prikazuju lokaciju stanice ucrtavaju 
se simbolima vrijednosti pojedinih meteoroloških elemenata 
prema meteorološkoj depeši. 

Visinske sinoptičke karte predočuju stanje atmosfere na 
standardnim izobarnim plohama od kojih je najniža na 850 mbar 
(=1,5km), a najviša na 10mbar (+30km). Osnovni podaci, 
koji se unose u visinske karte, jesu aerološki podaci o tempe- 
raturi, rosištu, geopotencijalu i vjetru, izmjereni u terminu 
00 i 12 sati SGV. 

Sinoptičke karte obično su u malom mjerilu i ucrtavaju 
se pomoću elektroničkog računala u prognostičkim centrima 
i potom se faksimilnim vezama prenose do korisnika. 

Svjetsko meteorološko bdjenje. Svjetski sustav meteoroloških 
opažanja i mjerenja postoji već dugo vremena, ali sve do- 
nedavno ta služba nije mogla provodobno osigurati dovoljno 
meteoroloških podataka za globalne analize atmorsferskih pro- 
cesa. Velika područja nisu bila pokrivena mjerenjima, prije svega 
na oceanima, polarnim predjelima, na južnoj hemisferi i u 
tropima, a sustav telekomunikacija nije omogućivao brzu 
dostavu informacija prognostičkim centrima. 

Opći znanstveno-tehnički napredak, posebno satelitska 
meteorologija, uvođenje automatizacije u opažanja, mjerenja 
i telekomunikacije stvorili su potkraj šezdesetih godina ovog 
stoljeća osnovne preduvjete za uvođenje Svjetskog meteorološ- 
kog bdjenja (World Weather Watch — WWW). Osnovni je 
cilj WWW osigurati svim zemljama članicama Svjetske mete- 
orološke organizacije meteorološke informacije potrebne za us- 
pješan rad i znanstvena istraživanja. 

Svjetsko se meteorološko bdjenje sastoji od tri osnovna 
elementa: globalni sustav motrenja, koji obuhvaća mrežu si- 
noptičkih i aeroloških stanica, te ostala sredstva za obavljanje 
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mjerenja: globalni sustav obrade podataka, koji obuhvaća mete- 
orološke centre, uključujući službe obrade i arhiviranja po- 
dataka; globalni sustav telekomunikacija, potreban za brzu 
razmjenu podataka mjerenja i obrađenih informacija. 

Globalni sustav obrade podataka sastoji se od tri različita 
tipa meteoroloških centara (sl. 33): svjetskih meteoroloških 
centara, regionalnih meteoroloških centara, te nacionalnih mete- 
oroloških centara. 

Svjetski meteorološki centri nalaze se u Moskvi, Washingtonu 
i Melbourneu. Oni primaju i satelitske meteorološke informacije 
s čitave Zemlje, a zatim ih predaju drugim svjetskim, regionalnim 
i nacionalnim meteorološkim centrima. 

Regionalni meteorološki centri (u Evropi: Bracknell, Offen- 
bach, Rim i Stockholm) imaju istu funkciju kao i svjetski 
meteorološki centri, ali samo u granicama područja koje po- 
služuju, najčešće za skupinu okolišnih država. Prije nekoliko 
godina uspostavljen je u Readingu (Velika Britanija) Evropski 
centar za srednjoročnu prognozu vremena, s osnovnim zadat- 
kom da izrađuje prognostičke karte za područje Evrope za 
4...10 dana unaprijed. 

Nacionalni meteorološki centri ispunjavaju iste zadatke kao i 
regionalni meteorološki centri, ali na području svoje države. 
U Jugoslaviji Nacionalni numerički centar u Saveznom hidro- 
meteorološkom zavodu sakuplja meteorološke informacije od 
republičkih hidrometeoroloških zavoda, od regionalnog centra 
u Offenbachu i nacionalnih centara okolišnih država, emitira 
analizirane prizemne i visinske sinoptičke karte te prognostičke 
karte prizemnog i visinskog stanja atmosfere, izdaje Dnevni 
meteorološki bilten. U svakoj socijalističkoj republici postoje 
prognostički centri koji izrađuju prognoze za područje re- 
publike, a na temelju općih podloga koje dobivaju od Saveznog 
hidrometeorološkog zavoda u Beogradu. Svi ti centri pri- 
kupljaju, kontroliraju i dalje prosljeđuju Saveznom centru sve 
meteorološke informacije sinoptičke mreže stanica. Savezni 
nacionalni centar prosljeđuje meteorološke informacije s po- 
dručja Jugoslavije regionalnim evropskim i nacionalnim centrima 
susjednih zemalja. 

Globalni sustav meteoroloških telekomunikacija ostvaruje 
se preko globalne, regionalne i nacionalne mreže telekomuni- 
kacija. 

Analiza vremenskih karata. Analiza vremenskih karata sa- 
stoji se od nekoliko faza kojima se dobiva jedinstvena slika 
vremenskog stanja nad područjem prikazanim na karti. Pri 
analizi vremenske karte upotrebljavaju se modeli vremenskih 
stanja i promjena. Modeli se zasnivaju na pretpostavci pros- 
tornog i vremenskog kontinuiteta procesa u atmosferi: vremenski 
procesi premještaju se s jednoga na drugi dio Zemljine kugle 
i pri tom se u većoj ili manjoj mjeri mijenjaju. 

Na sinoptičkoj karti obično se najprije označe područja 
određenog tipa vremena, odnosno zračnih masa. Određenom 
simbolikom ili bojom označuju se područja oborina (kiše, 
snijega ili rosulje), magle, sumaglice, grmljavine, sijevanja, 
pljuskova i dr. (sl. 34). Ta su područja najčešće vezana uz 
fronte, tj. granične plohe zračnih masa, kojima se točan položaj 
određuje prema nizu znakova, odnosno karakteristika vremena. 
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SI. 34. Simboli glavnih vremenskih pojava i fronta pri tlu 


Važan dio analize obuhvaća utvrđivanje baričkog polja: 
ciklona i anticiklona pomoću izobara, redovito za svakih 
5 mbar razlike tlaka. Osnovni oblici baričkog polja vide se 
iz sl. 35. Crtanje izalobara (krivulja jednake promjene tlaka) 
na sinoptičkim kartama dopunjuje analizu položaja fronta i 
baričkih sustava općenito. 
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SI. 35. Osnovni oblici baričkog polja na prizemnoj karti. A anticiklona, 
a sekundarna anticiklona, € ciklona, € sekundarna ciklona, s sedlo (po- 
dručje između dviju unakrsno smještenih ciklona i dviju anticiklona), g gre- 
ben visokog tlaka, d dolina niskog tlaka, m, most visokog tlaka. m, most 
sniženog tlaka, b bezgradijentno polje tlaka. Podaci su izraženi u milibarima 


Analiza visinskih karata obuhvaća crtanje izohipsi geopoten- 
cijala (u dekametrima), izotermi, te linija jednakog deficita 
rosišta. Pri analizi visinskih karata uzima se u obzir da su 
vremenske prilike pri tlu povezane s baričkim poljem u visini 
i da među njima postoji konzistentnost. Tako se dobiva 
trodimenzijska slika stanja atmosfere nad širokim područjima. 


Prognoza vremena 


Pod predviđanjem ili prognozom vremena podrazumijeva 
se određivanje budućeg stanja atmosfere u određenom vremen- 
skom razdoblju, a na temelju poznatog početnog stanja te 
vanjskih utjecaja koji dovode do preraspodjele energije u 
atmosferi. 

Za točnu vremensku prognozu potrebni su podaci o prošlom 
stanju atmosfere, razumijevanje fizikalnih zakona koji upravljaju 
atmosferskim pojavama i tehnička sredstva za prikupljanje, 
brzo dostavljanje i obradu meteoroloških i aeroloških podataka. 
Prognoza vremena može biti kratkoročna, srednjoročna i dugo- 
ročna. Kratkoročna prognoza daje pojedinosti razvoja vremen- 
skih prilika iznad određenoga manjeg područja za sljedećih 
24...48 sati ili za još kraće razdoblje. Srednjoročna prognoza 
daje opće stanje vremena na nešto širem geografskom području 
za 3-.-10 dana unaprijed. Dugoročne prognoze daju samo opće 
karakteristike prosječnog ili dominantnog vremena za sljedeći 
mjesec ili za još duže razdoblje, i to obično kao odstupanja 
pojedinih meteoroloških elemenata (temperatura, oborina, itd.) 
od normalnih sezonskih (mjesečnih) vrijednosti. 

Postoje dvije osnovne metode za izradbu prognoze vremena: 
sinoptička metoda i numerička metoda. 


Sinoptička metoda. Tom se metodom podaci meteoroloških 
mjerenja, prikazani na sinoptičkim kartama, sintetiziraju u 
neki dinamički logičan model atmosfere, pa se ekstrapolacijom 
ranijeg toka atmosferskih procesa, usporedbom s razvojem 
sličnih vremenskih prilika u prijašnjim razdobljima, i prema 
vremenskim promjenama koje se očekuju na osnovi kvalitativno- 
fizikalnog zaključivanja, procjenjuju najvažnije karakteristike 
budućih vremenskih prilika. U te karakteristike spadaju: polo- 
žaj i intenzitet ciklona, anticiklona, fronta, strujanja u gornjim 
slojevima troposfere itd. Zatim se iz tako predviđenih karakte- 
ristika vremena izvedu zaključci o meteorološkim elementima 
kao što su oborine, temperatura, tip naoblake, vjetar itd., 
primjenjujući različite modele i uzimajući u obzir djelovanje 
zračenja Sunca i Zemlje, prijenosa (advekcije) topline u zračnoj 
masi, topografskih utjecaja na zračna strujanja itd. 

Danas se svakodnevno dobiva veoma mnogo meteoroloških 
i aeroloških podataka o stanju atmosfere, ali je sinoptička 
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metoda u stanju da uzme u obzir i da iskoristi samo manji dio 
od tog obilja informacija. 

Do pedesetih godina ovog stoljeća upotrebljavale su se 
za prognozu vremena samo poluempiričke metode. Razvojem 
elektroničke obrade podataka postepeno su se počeli upotreblja- 
vati objektivniji postupci prognoziranja vremena, ali još i danas 
u dosta zemalja poluempiričke metode služe za kratkoročne i 
srednjoročne prognoze, postižući točnost od — 80%. Međutim, 
ako se barički sustavi naglo mijenjaju, poluempiričke metode 
obično ne daju ispravnu prognozu vremena. 


Numeričke metode. Jedan od osnivača moderne meteorolo- 
gije, Norvežanin J. Bjerknes, postavio je početkom ovog stoljeća 
matematičke osnove za izradbu objektivne prognoze budućeg 
stanja atmosfere na osnovi poznatog sadašnjeg stanja. Mate- 
matički model takve numeričke metode, zasnovane na zakonima 
mehanike fluida i termodinamike, razradio je već 1922. god. 
engleski meteorolog L. F. Richardson, ali je u to doba takav 
model bio praktički neupotrebljiv, jer se nije raspolagalo s 
dovoljno polaznih podataka o stanju atmosfere (meteoroloških 
stanica bilo je relativno malo, a aerološke stanice nisu ni 
postojale), a nisu postojali ni računski strojevi sposobni da 
u dovoljno kratkom roku riješe ogroman broj jednadžbi. Tek 
kad se nakon drugoga svjetskog rata naglo povećala i proširila 
mreža meteoroloških i aeroloških stanica, uz istodobni brzi 
razvoj tehnike meteoroloških i aeroloških mjerenja i tehnike 
informacija, te kad su se u meteorološkim centrima počela 
upotrebljavati elektronička računala velikog kapaciteta i velike 
brzine, stvoreni su uvjeti za praktičnu primjenu numeričkih 
metoda prognoze vremena. Od tada prognoze vremena sve više 
gube svoje kvalitativne karakteristike, prelazeći u kvantitativnu 
fazu, u kojoj se predviđanja stanja atmosfere numerički ana- 
liziraju i proračunavaju na osnovi jednadžbi gibanja atmosfere 
(hidrodinamička metoda), ili statističkom obradom podataka o 
ponašanju vremena (statistička metoda). 

Hidrodinamička metoda prognoze vremena određuje buduće 
vremenske prilike numeričkim rješavanjem jednadžbi postavljenih 
na osnovi mehanike fluida i termodinamike, koje definiraju 
gibanja i promjene stanja atmosfere. Podaci o početnom stanju 
atmosfere dobivaju se mjerenjima tog stanja u čvornim točkama 
pravokutne mreže mjernih stanica definirane na standardnim 
izobarnim plohama. Ta mreža pokriva neko veliko područje, 
obično jedan čitav kontinent ili čitavu hemisferu. Razmak iz- 
među dva susjedna čvora iznosi 300-::500km. Kao polazni 
podaci proračuna služe određene vrijednosti meteoroloških 
varijabli i njihove derivacije po vremenu (brzine gibanja zraka, 
brzine promjene tlaka i temperature itd.) i po prostornim 
koordinatama (gradijenti brzine gibanja zraka, gradijenti tlaka 
i temperature itd.) U proračunu se uzimaju za sada u obzir 
djelomice i poremećajni faktori, kao što su izvori topline na 
tlu Zemlje (unutrašnja topla mora, velika topla jezera), utje- 
caji reljefa tla i nejednake raspodjele kopna i vode itd. 

Zakoni se gibanja atmosfere mogu izraziti skupom parcijalnih 
diferencijalnih jednadžbi koje povezuju trenutnu brzinu pro- 
mjene meteoroloških varijabli s njihovom trenutnom raspo- 
djelom u prostoru. Integracijom slijeda infinitezimalnih promjena 
meteoroloških varijabli u toku vremena, od kojih je svaka 
varijabla određena raspodjelom koju je imala u prethodnom 
trenutku, mogla bi se dobiti prognoza promatranog meteorološ- 
kog elementa za budući, ograničeni vremenski interval. Me- 
đutim, zbog nelinearnosti jednadžbi te kompleksnosti i razno- 
likosti podataka, takva je integracija u praksi nemoguća, nego 
se postupkom aproksimacije konačnih razlika računaju uza- 
stopne promjene meteoroloških varijabli u malom, konačnom 
vremenskom intervalu na čvorovima mreže. Dakle, složeni sustav 
diferencijalnih jednadžbi rješava se korak po korak, pa polazeći 
od početnog stanja atmosfere u trenutku to, proračunaju se 
uzastopna buduća stanja u trenucima t,, t2, ta...t,. Kao rubni 
uvjeti uzimaju se donekle stanje atmosfere na rubovima po- 
dručja za koje se određuje prognoza, procesi uzajamnog 
djelovanja između atmosfere u donjem sloju troposfere i Zemlji- 
nog tla, zatim utjecaji viših slojeva atmosfere. 

Za takav numerički proračun treba u relativno kratkom 
roku obaviti mnogo matematičkih operacija, što još uvijek 
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prelazi mogućnosti i današnjih najsnažnijih elektroničkih ra- 
čunala. Zato se diferencijalne jednadžbe stanja atmosfere nastoje 
pojednostavniti, zanemarujući ona atmosferska gibanja koja ima- 
ju malu meteorološku važnost, kao što su akustički i gravitacijski 
valovi. Zbog tih pojednostavnjenja pretpostavlja se da su 
atmosferska gibanja velikih razmjera kvazistatična, kvazigeo- 
strofična i da su horizontalno kvazinedivergentna. 

Zbog nedovoljno guste globalne mreže mjernih meteoro- 
loških stanica a i nedovoljne točnosti mjerenja i stoga nedovoljno 
definiranog stanja atmosfere na rubovima područja za koje 
se određuje prognoza, hidrodinamičkom se metodom najuspješ- 
nije dobivaju kratkoročne prognoze do 2-3 dana unaprijed, i 
to za relativno velika područja linearnih dimenzija većih od 
2000 km, dok za duže vremensko razdoblje i za manje geograf- 
sko područje ta metoda uvijek nije dovoljno pouzdana. 


Statističke metode prognoze vremena zasnivaju se na sta- 
tističkoj obradi podataka o ranijem ponašanju vremena. Takve 
prognoze mogu biti ili čisto statističke ili analogne, dajući ili 
očekivanu vrijednost nekoga određenoga meteorološkog ele- 
menta (npr. iznos brzine vjetra) ili vjerojatnost neke vremenske 
pojave (npr. magle). 

Analogni postupak prognoze vremena polazi od pretpostavke 
da će se u sličnim atmosferskim uvjetima vrijeme razvijati 
na sličan način. Prema tome, ako se za sadašnje početno 
stanje atmosfere mogu pronaći podaci za neko ranije analogno 
stanje atmosfere, tada se prema razvoju tog ranijeg stanja može 
odrediti stupanj vjerojatnosti da će se i sadašnje stanje razvijati 
približno jednako. : 

Operativni aspekti prognoze vremena. Izradba rutinskih pro- 
gnoza vremena zahtijeva složeni sustav motrenja i mjerenja 
vremenskih procesa (u meteorološkim stanicama, pomoću ra- 
dara, satelita i aviona), brz prijenos podataka telekomunikaci- 
jama do regionalnih nacionalnih i svjetskih meteoroloških cen- 
tara, kontrolu i obradu podataka elektroničkim računalima, te ko- 
načno izradbu numeričkih prognoza vremena koje obuhvaćaju 
prognostičke karte izobarnih ploha i prognoze pojedinih meteo- 
roloških elemenata. Dalje poboljšanje točnosti prognoza zavisi 
od proširenja mreže stanica za mjerenje stanja atmosfere, daljeg 
usavršavanja numeričkih modela te mogućnosti upotrebe snaž- 
nijih i bržih elektroničkih računala. Sadašnji numerički modeli 
dobro služe za prognoze do 3.-.4 dana unaprijed, no s produ- 
ženjem razdoblja prognoze točnost osjetno slabi. 

Neke meteorološke službe u svijetu izdaju mjesečne pro- 
gnoze vremena, koje su zasad samo orijentacijske i eksperimen- 
talne. Pokusi koji su obavljani u Velikoj Britaniji s hemisferskim 
modelom u pet razina dali su ohrabrujuće rezultate i obe- 
ćavaju da će upotreba hidrodinamičkih metoda zamijeniti 
sadašnje empiričke i najveći dio analognih metoda dugoročne 
prognoze. 


Međunarodna suradnja meteoroloških službi 


Razmjena meteoroloških podataka zahtijeva međunarodnu 
suradnju, a načela takve suradnje u oblasti meteorologije utvr- 
đena su na Drugoj meteorološkoj konferenciji u Leipzigu 
(1872) i na Prvom međunarodnom meteorološkom kongresu 
u Beču (1873). Kao rezultat tih sastanaka osnovana je 1878. 
godine u Utrechtu (Nizozemska) Međunarodna meteorološka 
organizacija (International Meteorological Organization — 
IMO). Međunarodna meteorološka organizacija pretvorena je 
1947. godine u Svjetsku meteorološku organizaciju (World 
Meteorological Organization —- WMO), koja je postala jedna 
od specijaliziranih agencija Ujedinjenih naroda (1951). 

Radi brže razmjene meteoroloških informacija potrebno je 
skratiti vrijeme sakupljanja i prijenosa podataka, koje sada 
traje za hemisferu 3...4 sata, a za cijelu Zemlju 7..-10 sati, 
uspostaviti meteorološka motrenja u slabo naseljenim po- 
dručjima, te primijeniti globalni sustav informacija sa satelita 
i drugih tehničkih sredstava. Na poticaj WMO u tu je svrhu 
1968. osnovana posebna služba, Svjetsko meteorološko bdjenje 
(World Weather Watch — WWW). 

Usprkos mnogim uspjesima, po kojima je karakterističan 
razvoj meteorologije posljednjih desetljeća, valja istaći da su 
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mnogi problemi ostali neriješeni. To se prije svega odnosi na 
međusobno djelovanje atmosfere i oceana, na opću cirkulaciju 
atmosfere, onečišćenost atmosfere, nastanak i razvoj uragana, 
veze procesa u atmosferi s onima na Suncu, nastanak oblaka 
i oborina i dr. S tim je u vezi i problem dugoročne prognoze 
vremena (za mjesec, sezonu i duža razdoblja), te problem 
promjene klime uvjetovane prirodnim i antropogenim utjecajima. 

Svi ti problemi obuhvaćeni su u Globalnom atmosferskom 
istraživačkom programu (Global Atmospheric Research Pro- 
gramme — GARP), koji uključuje sljedeće velike potprograme: 
Tropski (TROPEX), Polarni (POLEX), Kompleksni energetski 
(CONEX), Monsunski (MONEX) i Alpski eksperiment (ALPEX). 
Prvi ograničeni eksperiment, tzv. Atlanski tropski eksperiment, 
proveden je 1974, a obuhvatio je cijeli tropski pojas između 
Afrike i Amerike, i u njemu su, osim 35 brodova i 12 aviona, 
sudjelovale mnoge kopnene stanice i dva sustava satelita. 

Za prvi globalni eksperiment, proveden 1979. god., upo- 
trebljeni su podaci satelita (meteorološki) u polarnoj putanji 
i pet geostacioniranih satelita (sl. 36). Za područje Evrope 
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SI. 36. Područja prekrivanja pet geostacionarnih GARP-satelita 


posebno je važan geostacionarni satelit METEOSAT, koji je 
lansiran 23. XI 1977, a nalazio se iznad Gvinejskog zaljeva 
na visini od 36000 km. METEOSAT je svakih pola sata emitirao 
sliku velikog dijela Zemljine površine u vidljivu i infracrvenu 
dijelu spektra te informirao o vodenoj pari, a osim toga pri- 
kupljao i prenosio središnjoj stanici u Darmstadtu podatke s 
mjernih platformi. Tako je postalo moguće da se, uz obilje 
normalnih podataka mjerenja atmosfere, po prvi put dobiju vrlo 
precizni i potpuni podaci o stanju atmosfere, što će nesumnjivo 
doprinijeti bržem rješavanju još neriješenih problema. 


METEOROLOŠKA OPTIKA 


Meteorološka optika posebno je područje optike u kojemu 
se proučavaju pojave što nastaju raspršivanjem refleksijom, 
lomom i ogibom zraka svjetlosti u Zemljinoj atmosferi na 
molekulama zraka, aerosolima i hidrometeorima. To su u 
prvom redu lom svjetlosti u atmosferi, pojave zrcaljenja, duge, 
haloa, vijenca, te boja neba i vidljivost. 


Lom svjetlosti u atmosferi 


Zemljina atmosfera nije homogena niti izotropna, pa se 
svjetlost u njoj lomi na granici slojeva različitih optičkih 
svojstava (v. Optika). Srednja vrijednost indeksa loma atmosfere 
za vidljivi dio spektra jest n = 1,000294, a za različite valne 
duljine navedena je u tabl. 16. 

Na Zemljinoj kugli uvjeti loma svjetlosti razlikuju se od 
onih na ravnoj plohi. Za putanju zrake svjetlosti vrijedi 
relacija: 

(34) 


gdje je r udaljenost promatrane točke A u atmosferi od 
Zemljina središta, n indeks loma, ć zenitni kut. Zbog opadanja 
gustoće zraka s visinom, zraka svjetlosti zakrivljuje se prema 
dolje, pa njen put u atmosferi nije pravocrtan (sl. 37). Zato 
se i zvijezde vide nad horizontom prividno pod većim kutom 


rnsinć = const, 
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Tablica 16 
INDEKS LOMA SVJETLOSTI 
U SUHOM ZRAKU 
(T=273,15K. p=1013mbar) 


Valna duljina Indeks loma 


um 

400 1,0002983 

500 1,0002943 

600 1,0002922 

A 700 10002910 

Sl. 37. Refrakcija zrake svjetlosti u 800 1,0002902 


Zemljinoj atmosferi 


nego što je to u stvarnosti. Promjena indeksa loma n_s visinom 
h dana je izrazom: 


da TNp 


Tj VLA 2 


2: d + 
Th 


gdje je a konstanta, T temperatura, p tlak, g ubrzanje Zem- 
ljine teže, R polumjer Zemlje. Vrijednosti s indeksom 0 ozna- 
čuju vrijednost pri tlu. Uz gradijent temperature dT/dh = 
= —3,4 2C/100 m indeks se loma s visinom ne mijenja. 
Astronomska refrakcija je pojava da se izvor svjetlosti 
(Sunce, planete, zvijezde itd.), koji se nalazi izvan atmosfere, 
zbog loma u atmosferi vidi na drugom mjestu nego što se 
nalazi. Svjetlost prolazi do oka promatrača to dulji put što 
je izvor svjetlosti bliže horizontu. Time je i veći utjecaj refrakcije 
na otklon zrake svjetlosti (tabl 17). Zbog astronomske refrakcije 
zenitne su udaljenosti izvora svjetlosti manje nego stvarne, a 
Sunce i drugi izvori svjetlosti vide se i nakon što su zašli ispod 
geometrijskog horizonta. Zbog toga se u srednjim geografskim 


Tablica 17 
KUT ASTRONOMSKE REFRAKCIJE 
PREMA ZENITNOM KUTU 
(T =281,65K, p = 1000 mbar) 


[ Zenitni kut pri Kut astronomske | 
tlu Co ul refrakcije y 
0 o ' 
30 0,6' 
60% 167 
70% 2,6 
85? 9,8' 
88" 18,2 
89" 244 
89,3“ 214 
89,7" 30,9" 
90* 34,9 
Tablica i8 


POLUMJER ZAKRIVLJENOSTI 

PUTANJE SVJETLOSTI PREMA 

GRADIJENTU TEMPERATURE 
U ATMOSFERI 


Gradđijent Polumjer 
dT 
temperature FTA zakrivljenosti Rs 
K km 

100m 

-3,4 w% 

-- 10 39000 

—- 0,5 37700 
0,0 27700 
6,9 9100 
11,4 6370 
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širinama dan produžuje za 8-.-12 minuta, a u polarnim pred- 
jelima i mnogo više. Prividno se deformira i oblik Sunca i 
Mjeseca na horizontu. Budući da se donji kraj Sunčeva diska 
pod utjecajem refrakcije podiže za 35', a gornji kraj za svega 
28', to se Sunčev disk spljoštava za 7' po vertikali. 

U normalnim uvjetima (1000 mbar, 0C) promjena indeksa 
loma može biti tolika da zraka svjetlosti ima potpuno horizon- 
talnu putanju. Polumjer zakrivljenosti R; putanje svjetlosti zavisi 
od gradijenta temperature u najdonjem sloju atmosfere (tabl. 18). 
Tablica pokazuje da se uz nadadijabatski gradijent temperature 
od —3,4*C/100m na početku horizontalna zraka širi dalje 
pravocrtno. Za još veći gradijent temperature zraka svjetlosti 
uopće neće doći u oko promatrača zbog savijanja prema gore. 
Uz porast temperature s visinom zraka i uvjet da je i = 90", 
zraka će se otklanjati prema Zemljinoj površini. Uz porast 
temperature od 11,42C/100m i više, zraka svjetlosti koja izađe 
iz neke točke širit će se horizontalno i nikad neće izaći u svemir. 

Zemaljska ili terestrička refrakcija pojavljuje se kad se 
izvor svjetlosti nalazi u Zemljinoj atmosferi. Kut loma y bit 
će to veći što je izvor svjetlosti na većoj udaljenosti od 
promatrača. Tako za udaljenost 10 km kut loma iznosi 20", a za 
udaljenost 40km već 40", što se mora uvažiti pri geodetskim 
mjerenjima. 

Zbog terestričke refrakcije nastaje važna pojava depresija 
prividnog horizonta. Ako se promatrač nalazi na visini h iznad 
Zemlje (sl. 38), tada će udaljenost horizonta D (dužina AB) biti 
D=V(R+h)" — R? = 3,57 Y/hkm, gdje je R polumjer Zemlje. 
Zbog zemaljske refrakcije u oko promatrača ne dolaze izravne 
zrake, već zakrivljene, koje su paralelne sa Zemljinom površinom 
u točki B,,. pa se stoga horizont vidi pod kutom A, koji 
je manji od stvarnog kuta d (opažene depresije): 


4=\V/d+2%n—n), (36) 


gdje su ni ng indeksi loma u točki A i B,. Stvarno pro- 
širenje horizonta uz normalne uvjete tlaka i temperature jest 
D, = 1,08D (tabl. 19). X 

Iz relacije (36) se vidi da se stvarni horizont poklapa s 
“geodetskim, D = D,, samo kada jen =nm. Ako je "> mo, 
tj. kada gustoća raste s visinom, putanja zrake svjetlosti je 


SI. 38. Depresija prividnog horizonta: u to- 
čki A vidi se zraka svjetlosti koja dolazi 
iz točke B, 


Tablica 19 


DEPRESIJA I PROŠIRENJE HORIZONTA ZBOG REFRAKCIJE 
SVJETLOSTI U ATMOSFERI 


Visina motri- Geodetska Motrena Geometrijska | Motrena uda- 
telja nad depresija depresija udaljenost ljenost ho- 
tlom d A horizonta D rizonta Đ, 
m km km 
l ž že šo 40 
10 6 ss ll 12 
100 218 19 36 38 
1000 1:5: i" 113 122 
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ispupčena prema Zemljinoj površini, pa je horizont spušten 
i sužen prema horizontu. Budući da je pri normalnim uvjetima 
nn >n to je A<di D,>D, pa se opaža neko podizanje 
i proširenje horizonta, a na to proširenje smo navikli. Katkada 
je opadanje gustoće s visinom znatno, pa se vide predmeti 
na horizontu koji se inače ne vide. Uz uvjete bistre atmosfere 
i jakih prizemnih inverzija mogu se na moru vidjeti obale vrlo 
udaljenih zemalja, a u planinama veoma udaljeni vrhovi. 
Zrcaljenja u atmosferi ili miraži (od franc. mirage — zrca- 
ljenje) pojavljuju se pri abnormalnim temperaturnim prilikama 
u atmosferi kao posljedica neuobičajenih pojava loma. Osim 
predmeta na tlu koji se vide izravno opaža se i jedna ili 
nekoliko slika tih predmeta (obrnutih ili uspravnih). Zrake 
svjetlosti dolaze dakle dvama putovima u oko: izravno, kao kod 
običnog gledanja, i nakon odbijanja od jednog sloja u atmosferi, 
koji djeluje kao zrcalo. Katkada se predmet, slika koja se vidi, 
uopće ne nalazi u vidnom polju (skriven je ispod horizonta), 
a zrake svjetlosti mogu dolaziti na nekoliko načina u oko. 
Zrcaljenje se u atmosferi pojavljuje samo onda kada zraka 
svjetlosti prelazi iz sloja veće u sloj manje gustoće zraka, 
a kut upada je veći od kuta totalne refleksije, tj. kada je 
kut a veći od kuta «', koji je definiran jednadžbom sin = n,/n,, 
gdje su n» i my indeksi loma u gušćem, odnosno rjeđem 
sloju atmosfere. Budući da se vrijednosti 1» i n, malo razlikuju, 
to će se vrijednost graničnog kuta malo razlikovati od 90%. Čak 
pri razlici temperature od 10“C između slojeva kut «' bit će veći 
od 89,5“, što znači da se miraži pojavljuju samo onda kad 
zrake svjetlosti dolaze od predmeta gotovo horizontalno, od- 
nosno od predmeta koji se nalaze u blizini tla. : 
Zrcaljenje prema dolje nastaje kad su slojevi zraka sasvim 
uz površinu veoma zagrijani, pa gustoća zraka naglo raste s 
visinom. Takve se prilike zapažaju nad pustinjskim područjima, 
betonskim i asfaltnim površinama i cestama, kad sunce veoma 
zagrije tlo i najniže slojeve zraka uz tlo, a nema vjetra. Zrake 
svjetlosti su tada savinute prema dolje (sl. 39) pa oko promatrača, 
osim izravne slike predmeta, koja se zapaža ispod njena 
stvarnog položaja, zbog jednostavne totalne refleksije, obično 
u blizini horizonta vidi i njenu zrcalnu (obrnutu) sliku. Oko 
promatrača, koji se nalazi na nevelikoj visini nad tlom (iznad 
pregrijanog sloja), vidi obično nebo i predmete blizu horizonta 
kako se zrcale na površini nalik vodenoj (odraženom dijelu neba). 
Efektima zrcaljenja treba pripisati pojavu kad npr. na Jadranu 
udaljeni otoci izgledaju kao da su zajedno sa svojim slikama 
podignuti (sa rubovima poput leće), a to se javlja kad hladan 
zrak prodre i struji iznad relativno toplije vodene površine. 


B Objekt 


Visina 


< 
RRdu. s ro dau 2) “lag 
osi ča IB“ Slika Temperatura 
< REI 
>. Pasa 
<a _ 
., Br 
A Zrcalna 
a slika 
dA" 


SI. 39. Putanje svjetlosnih zraka kod zrcaljenja prema dolje. Dijagram s desne 
strane pokazuje nadadijabatski gradijent temperature zraka uz površinu Zemlje 


215 Zrcalna 
|, slika 


Temperatura 


SI. 40. Putanje svjetlosnih zraka kod zrcaljenja prema gore. Pijtgsn s desne 
strane pokazuje inverziju temperature zraka uz površinu Zemlje 
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Zrcaljenje prema gore nastaje kod vrlo velikog porasta 
temperature s visinom (barem 11,2*C/100m), prije svega zimi 
kad se Zemljina površina i sloj zraka uz nju vrlo jako 
ohladi. Zrake svjetlosti koje dolaze u oko promatrača savijene 
su prema gore (sl. 40), pa se predmeti vide iznad stvarnog 
položaja. Jake inverzije mogu se pojaviti i na nekoj visini 
nad tlom, prije svega iznad snježnih površina u polarnim 
predjelima zimi, no i iznad mora, prije svega u proljeće kad 
je još relativno hladno, a okolišna su područja kontinenta 
zagrijana, pa se topli zrak s kontinenta koji struji iznad morske 
površine veoma ohladi u najdonjem sloju. Uz izravnu sliku 
(uspravnu) može se zapaziti i nekoliko obrnutih slika iznad nje. 
Veličina i oblik tih slika ovise o tome kojim putem dođe 
zraka svjetlosti u oko promatrača. 

U atmosferi mogu na granici između niže ležećega hladnog 
i toplijeg gornjeg sloja nastati tzv. unutrašnji gravitacijski valovi, 
kod kojih nagle promjene gustoće mogu postojati ne samo 
u vertikalnom već i horizontalnom smjeru. Totalna refleksija 
nastaje pri tom na plohi koja svoj nagib prema horizontali 
neprestano mijenja. U određenim situacijama mogu, dakle, 
nastati gradijenti gustoće i u horizontalnom smjeru, koji se 
prema lokalnim strujanjima na određenom mjestu u atmosferi 
naglo mijenjaju. Zato putanja svjetlosti može biti vrlo kompli- 
cirana. Predmeti koji se nalaze ispod horizonta mogu se vidjeti 
posve promijenjena oblika i veličine, i mogu iščezavati da bi se 
pojavile i slike drugih predmeta. Prizori, ponekad fantastičnih, 
neočekivanih i fascinirajućih oblika, koji pri tom nastaju zovu se 
fata morgana, a poznati su osobito u krajevima oko Kalabrije 
(Sicilija). 


SI. 42. Razne jake deformacije Sunca ili Mjeseca kod izlaska i 
zalaska, uzrokovane miražima i refrakcijama zraka svjetlosti na 
visinskoj inverziji 


Razlike u gustoći zračnih slojeva u atmosferi mogu nastati 
i zbog termičke turbulencije, koja dovodi veće i manje zračne 
mase vrlo različitih temperatura u neprekidno, neuređeno verti- 
kalno gibanje. Zraka svjetlosti mijenja svoju putanju od tre- 
nutka do trenutka, pa se predmeti u okolišu opažaju kako 
trepere, a pri ekstremnim uvjetima čak se i obrisi predmeta 
posve gube. Svjetleća nebeska tijela, pa i udaljeni zemaljski toč- 
kasti izvori, noću mijenjaju neprekidno svoje prividno mjesto 
na nebu, te im više ili manje istodobno jačaju i slabe intenzitet 
i boja svjetlosti. To je tzv. scintilacija. 


Optičke pojave vezane uz prisutnost kapljica i kristalića 
leda u atmosferi 


Prolazom zraka svjetlosti kroz oblake i slojeve kiše nastaju 
optičke pojave kao što su duga, halo, vijenac itd. Pojave se 
objašnjavaju lomom, refleksijom i difrakcijom zraka svjetlosti. 
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Duga (grč. iris) je optička pojava u obliku obojenih lukova 
(jednog ili više njih), koju zamjećujemo na nebu u području 
kiše na oblačnoj pozadini, i to na suprotnoj strani od Sunca 
sa središtem u tzv. antisolarnoj točki (sl. 43). Osim glavne duge 
sa kutnim polumjerom 42“, često se zapaža i sporedna duga 
s kutnim polumjerom 52“. Kod glavne duge zapažaju se izrazite 
spektralne boje sa crvenom bojom na vanjskom rubu i ljubi- 
častom na unutrašnjem rubu. Kod sporedne duge poredak 
boja je obrnut. Intenzitet boja i širina obojenog pojasa zavisi 
od veličine kišnih kapi. Katkada se mogu opaziti s unutrašnje 
strane glavne duge i s vanjske strane sporedne duge preko- 
brojni lukovi koji potječu od dodatne (sekundarne) obojene 
duge (znatno slabijeg intenziteta), najčešće zelenkaste i ruži- 
časte boje. Broj takvih duga može doseći i šest. Ponekad, 
kad su kapljice vrlo malene i u magli, zapaža se bijela 
duga (maglena duga). Duga se može zapažati i po mjesečini, 
i tada je najčešće bijele boje. 


>> 


Sporedna /// < E Xa. hh 
duga 4/ »y Prekobrojni SSS WW Glavna 
MNM lukovi duge Ni \\ WC duga 
lije c//li \\ \ Horizont 
O Antisolarna 
točka 


SL. 43. Shematski prikaz glavne i sporedne duge. Poredak boja 

naznačen je za rubne boje (c — crveno, lj ljubičasto). Preko- 

brojni lukovi od dodatnih duga mogu se najbolje zapaziti unutar 
gornjeg dijela glavne duge 


R. Descartes je 1637. godine prvi protumačio nastanak duge 
refleksijom i lomom Sunčevih zraka u vodenim kapljicama. Tu 
je teoriju dopunio I. Newton, te u XIX stoljeću G. Airy. 
Nastanak duge najčešće se tumači minimalnim otklonom zraka 
svjetlosti, koju doživi promatrana zraka svjetlosti prolazom 
kroz kišnu kapljicu. 

Monokromatska zraka svjetlosti koja pada na kapljicu 
mijenja svoj smjer zbog loma i nakon odbijanja izlazi iz 
kapljice (sl. 44), pa je ukupna promjena smjera zrake svjetlosti 
za kut D, a on za jednostruku refleksiju iznosi: 


D=2(u—l)+(m—2)), (37) 
a pri dvostrukoj refleksiji 
D=2(u—l)+2m— 2). (38) 


Uvjet za koji D postaje minimalan dade se odrediti iz tih 

su . Sinu dD : he : mA 

relacija ako je —— =n, te — = 0 (jer minimalni otklon zavisi 
sinl du 


samo od upadnog kuta u), te se dobiva da je cosu = 


Wn2—1 /n?—1 


= zo Za jednostruku 1 cosu' = | za dvostruku re- 


ki 


fleksiju. 


SI. 44. Put zrake svjetlosti pri nastanku a glavne i b sporedne duge 


Za krajnje duljine vala zrake svjetlosti mogu se odrediti 
kutni polumjeri luka duge oko Suncu suprotne točke i oni su 
prikazani u tabl. 20. 
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Kad paralelan snop Sunčevih zraka obasja kišnu kapljicu, 
tad pojedine zrake u snopu imaju različite upadne kutove na 
istoj kapljici. Za zrake koje zadovoljavaju uvjet minimalnog 
otklona intenzitet svjetla je najveći, i te zrake tvore glavnu 
dugu. Minimalni otklon kod jedne refleksije u kapljici je 
približno 139%, pa stoga kutni polumjer luka duge iznosi 
otprilike 180% — 139% = 41“. Ljubičaste zrake se otklanjaju više 
nego crvene, pa se stoga nalaze na unutrašnjoj strani duge. 

Kod sporedne je duge zbog dvostruke refleksije intenzitet 
boja slabiji, minimalni otklon iznosi 232%, a kutni polumjer 
52. Crvena boja se otklanja manje nego li ljubičasta, pa je 
na unutrašnjoj strani. Kod dodatnih duga svjetlost duge je posve 
slaba, pa se najčešće i ne zapaža. 

Prikazana teorija duge ne uvažava valnu prirodu svjetlosti 
pa je nesavršena. Zbog valne prirode svjetlo se širi nejednakim 
putovima u kapljici, pa prvobitno ravna fronta vala (prije 
ulaska snopa zraka u kapljicu) nakon izlaska iz kapljice 
postaje zakrivljena. Elementarni valovi svjetlosti koji proizlaze 
iz ove fronte vala međusobno interferiraju, čime na nekim 
mjestima nastaju maksimalni intenziteti, i to u nešto većoj 
udaljenosti od Sunca nego li to daje Descartesova teorija. Inter- 
ferencijski maksimumi pojedinih boja međusobno se preklapaju 
i daju miješane boje stvarnog luka duge, a i niz svjetlosnih prste- 
nova unutar glavnog luka duge. Složenosti pojave doprinosi 
i činjenica da u kišnom pojasu postoje kišne kapljice različitih 
veličina, pa se preklapaju interferentni prstenovi različitih klasa 
kapljica. Posljedica je toga da luk duge nije uvijek sastavljen 
iz čistih, nego i iz miješanih boja. 


Tablica 20 


KUTNI POLUMJERI LUKOVA DUGE 
OPISANIH OKO ANTISOLARNE TOČKE 


Crveni Ljubičasti 
Luk duge | (4 < 656mm) | (A = 405nm) 
Glavne 4818" 40%36" 
Sporedne 50*40' 53*36' 
Prve dodatne 138%00' 142*08" 


Halo, svjetlosne pojave u obliku prstenova, lukova, svjet- 
losnih ploha, stupova i točaka, koje nastaju ako se između 
Sunca ili Mjeseca i oka promatrača nalazi tanak sloj oblaka 
(cirusa ili cirostratusa) koji se sastoje iz ledenih kristala. Pojava 
se najbolje vidi ako gustoća oblaka nije tolika da bi sakrila 
Sunce. Pojava haloa može nastati i onda kad se svjetlosni 
izvor nalazi iza oborinskih pruga iz oblaka, koje ne dosežu 
tlo (tzv. virgae), a i u blizini tla kad je magla od ledenih 
kristala. 

Halo se pojavljuje u različitim oblicima prikazanim na sl. 
45, a može se raspodijeliti u dvije glavne grupe: halo koji 
se pojavljuje u obliku kruga oko Sunca, iznutra crvenkaste 
boje, najčešće kutnog polumjera 22", a rjeđe 46", od kojih prvi 
ima i tzv. lažna Sunca ili parhelije, te halo koji nije obojen 
(bijel), u obliku horizontalnog kruga ili pak svijetlih stupova. 
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SI. 45. Najobičniji haloi i rijetke pojave komponenata haloa 


TE VIII, 31 
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Prvu teoriju haloa dao je E. Mariotte (1620—1684) i vezana 
je za prisutnost ledenih kristala u atmosferi. Ledeni se kristali 
pojavljuju u veoma različitim oblicima, no halo se vidi kod 
određenih najjednostavnijih oblika kristala, i to kod heksa- 
gonalnih pločica, heksagonalnih stupića (prizmice), katkada s 
heksagonalnom pločicom s obje strane, kod međuoblika kris- 
tala, npr. kratke prizmice s otprilike jednakom visinom i 
širinom, kod prizmica sa šiljkom i slično. (sl. 46). 


b * 


Pa 


a 


SI. 46. Ledeni kristali uz prisutnost kojih nastaje halo i 

njegove komponente: a heksagonalna pločica sa četiri nazna- 

čene osi, b heksagonalni stupić, c stupić s kapicom u ob- 
liku heksagonalne pločice, d stupić u obliku taneta 


U atmosferi različiti ledeni kristali obično zauzimaju odre- 
đenu srednju orijentaciju tako da bi im otpor zraka u padu 
bio maksimalan i pri tom se njišu. Ustanovljeno je da pločice 
padaju tako da im je os c vertikalna (sl. 46); kratke prizmice 
orijentirane su proizvoljno u svim smjerovima, dok duge priz- 
mice padaju tako da im je os c horizontalna. Ledeni kristalići 
s bridovima većim od 0,5um teže da rotiraju u padu. 

U teoriji haloa valja uvažavati orijentaciju glavne osi c 
kristala. Kad je glavna os c orijentirana horizontalno ili 
vertikalno, pojavljuje se strogo orijentirani halo, a kad je ta 
os orijentirana u svim mogućim smjerovima, tad se halo 
manifestira u obliku horizontalnog kruga, kojemu se u središtu 
nalazi Sunce. 

Otklon zrake nakon prolaza u ledenom kristalu jest 


D=u—l+uw—F"=u+"w—«. (39) 
Tablica 21 


UPADNI KUT ZA MINIMALNI OTKLON ZRAKE PRI 
PROLAZU KROZ LEDENU PRIZMU 


f Ka Pripadni upadni kut umin 
Pripadni in- A 
Boja PERI za kut prizme a 
BE x = 60% *=90 
Ljubičasta 1317 E 4716 
Žuta 1,310 21*50 45%44' 
Crvena 1,307 21*34' 45"06“ 


Kao i kod duge, najjači intenzitet svjetla nakon prolaza kroz 
kristal pojavljuje se kod zraka koje imaju minimalni otklon D,,,, 


A , . Dnin + 
što je određen uvjetom: sin —""—— 


= nsin>-, gdje je kut le- 
dene prizmice (ovdje 60% ili 90%), a n je indeks loma za led. 
Kut minimalnog otklona za različite boje spektra jest Dyy;,, 
a pripadni upadni kut u, prikazan je u tabl. 21. 

Za razliku od duge, kod koje na istu kapljicu upadaju 
zrake svjetlosti pod različitim upadnim kutovima, u kristalnom 
oblaku potrebno je mnoštvo kristala, koji su prema upadnim 
zrakama izloženi pod različitim upadnim kutovima, pa samo 
one zrake Sunca ili Mjeseca koje' upadaju pod kutom ui, 
stvaraju svijetlu, najmanje otklonjenu zraku (druge zrake stvaraju 
samo blijedu opću pozadinu na udaljenosti od Sunca, koje je 
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veće od D,,,). Većina haloa dade se objasniti jednostavnim 
zakonima loma svjetlosti na prizmama s kutovima 60%, odnosno 
90* (sl. 47). Dobivanje različitih komponenti haloa ovisi pod 
kakvim upadnim kutom zahvaćaju zrake svjetlosti pločice ili 
heksagonalne prizmice, odnosno kakva je orijentacija kristala. 


b x 
EK 
D=46 
SI. 47. Put zrake svjetlosti u ledenoj prizmici — kristaliću. a a = 60“ (lom 


u glavnoj ravnini), b a = 90“ (lom u glavnoj ravnini) 


Sl. 48. Halo s kutnim polumjerom od 22“ s gornjim tangentnim lukom i 
sunčanim stupom Sunca na zalazu 


Halo u obliku kruga oko Sunca, koji ima kutni polumjer 
22 i kutnu širinu približno 1,5", najčešći je od svih haloa 
(90% slučajeva). Nastaje otklonom na prizmicama s kutom 60% 
kao svjetlosni prsten, često prljavo crven ili smećkaste boje, 
katkada bjelkaste boje. Idući prema vanjskom rubu prstena, 
zapaža se bijeli veo, kojemu intenzitet prema vani opada, a 
nastaje preklapanjem boja. 

Halo u obliku prstena s kutnim polumjerom od 46", često 
lijepo obojen, obično se vidi samo u dijelovima. Nastaje 
minimalnim otklonom na dugim i kratkim prizmicama s kutom 
90“, koje su proizvoljno orijentirane. Intenzitet haloa je dosta 
slab. 

Uz halo u obliku prstena s kutnim polumjerom od 22", 
ako je oblačni pokrov cirostratusa homogen, katkada se može 
zapaziti tzv. parhelijski krug, koji okružuje nebo paralelno 
s horizontom, a prolazi kroz Sunce i parhelije. Nastaje re- 
fleksijom na vertikalnim plohama pločica ili dugih prizmica, 
ali se rijetko pojavljuje. Na ovom se krugu na suprotnoj 
strani od Sunca pojavljuje protusunce (antihelij) i 60% od njega 
u stranu parantiheliji kao bijele svijetle mrlje nastale unutrašnjom 
refleksijom na kristalićima. 

Uz taj halo nastaju dosta često i gornji i donji tangen- 
cijalni lukovi kosim prolazom zraka svjetlosti s obzirom na 
glavnu ravninu dugih prizmica s kutom 60“, te pasunca, odnos- 
no pamjeseci (parheliji i parselene), također kosim prolazom 
zraka svjetlosti kroz vertikalno orijentirane pločice. Pasunce je 
česta pojava uz halo i najsjajnija je od svih halo kompone- 
nata s lijepim bojama i bijelim repom prema vani. Kako se 
Sunce podiže na nebu, pasunca se udaljuju od Sunca, a pokla- 
paju se sa haloom kad se Sunce približava horizontu. 

Tangencijalni lukovi oko haloa u obliku prstena s kutnim 
polumjerom od 46“ prilično su česti i intenzivni, sa čistim 
bojama nalik na dugine boje. Poput cirkumzenitnog luka, i 
ova pojava nastaje lomom na prizmicama s kutom 90“, ho- 
rizontalno orijentiranim (cirkumzenitni luk na vertikalno orijen- 
tiranim pločicama). Cirkumzenitni luk ne nastaje ako je Sunce 
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iznad 32,3% nad horizontom. Vertikalni stupovi nastaju u pro- 
duženju Sunca kao posljedica refleksije na pobočnim plohama 
dugačkih prizmica ili osnovnim plohama pločica. 

Vijenac oko Sunca ili Mjeseca. Nalaze li se Sunce ili Mje- 
sec iza tankih oblaka, tad se često mogu vidjeti okruženi 
prilično jasno obojenim krugovima koji se nazivaju vijencima 
ili koronama. Ta pojava nastaje ogibom zraka svjetlosti na 
česticama oblaka (kapljicama ili kristalićima), a češće se pri- 
mjećuje oko Mjeseca nego oko Sunca zbog većeg intenziteta 
Sunčeve svjetlosti. 

Unutrašnji je dio vijenca, tzv. aureola oko Mjeseca, žuć- 
kastobijele boje u obliku svijetlog kruga, koji je na vanjskoj 
strani slabo narančaste boje (sl. 49). Oko vijenca slijede obo- 
jeni prstenovi, obično dva do četiri. Dimenzije vanjskog crve- 
nog ruba oka aureole mogu doseći i 5% i veoma su različiti. 


SI. 49. Vijenac oko Mjeseca. Oko Mjesečeve ploče nalazi 
se svijetla kružna ploha aureole koja je skoro bez boje. 
Prsten je s unutrašnje strane obojen ljubičasto, s vanjske 
crveno. Na desnom dijelu slike prikazani su maksimumi i 
minimumi svjetlosti nastali zbog ogiba svjetlosti na kapljici vode 


Prstenovi su međusobno odvojeni tamnim pojasovima. Karakte- 
ristično je da je crvena boja na vanjskoj strani svih prste- 
nova, ljubičasta na unutrašnjoj strani, no boje nisu čisto 
spektralne, a intenzitet je boja u vanjskim prstenovima slabiji 
od unutrašnjih. 

Pojava vijenca tumači se ogibom zrake svjetlosti koja pro- 
lazi kroz uske otvore ili pukotine. Otvore stvaraju vodene 
kapljice, a pukotine ledene iglice. Od svake kapljice šire se 
kuglasti valovi na sve strane, a oni ulaze i u prostor sjene, 
među sobom interferiraju, pa u određenim smjerovima jačaju, 
a u drugim smjerovima slabe. Posljedica je tog ogiba svjet- 
losti da oko središta otvora nastaju svjetlosni prstenovi, koji- 
ma veličina ne zavisi samo od valne duljine svjetlosti, već i 
od veličine kapljica, odnosno kristalića. 

Iz teorije ogiba svjetlosti (v. Optika) poznata je relacija 
za intenzitet svjetlosti: 


le (40) 


gdje je m zi aja O, a r polumjer kapljice. Vrijednost JA iz- 
A T 


nosi redom za prvi, drugi, treći i četvrti vijenac: 0,000, 
0,819, 1,346, 1,856. Kut otklona zrake svjetlosti O ovisi o 
valnoj duljini svjetlosti i o polumjeru otvora: crveno svjetlo 
se više otklanja nego li ljubičasto, a manji otvor daje veći 
otklon, odnosno promjer prstenova prema relaciji sin = 


=mo Stoga se po vijencu može suditi i o polumjeru čestica 


u oblaku: manje čestice daju veće prstenove. Iglice koje do- 
vode do pojave vijenca imaju uglavnom polumjer 0,5--:1,25 um. 

Uz pojavu vijenaca povremeno se u atmosferi zapaža i niz 
drugih optičkih pojava koje se mogu protumačiti na isti na- 
čin. To je prije svega pojava glorije, koja se manifestira kao 
niz spektralnih prstenova (do pet) sa crvenom bojom na vanj- 
skoj strani, a zapaža se na površini oblaka ili magle na su- 
protnoj strani od Sunca ili Mjeseca. Središte tih prstenova 
nalazi se na produženju linije koja spaja Sunce i promatrača. 
Te se pojave zapažaju najčešće u planinama, kod dosta.niskog 
položaja Sunca i kod leta aviona kad se oko sjene aviona, 
odnosno glave motritelja, zapažaju obojeni prstenovi. Ako pro- 
matrač stoji na planinskoj stijeni u takvim uvjetima, a nje- 
gova sjena pada na oblak, tada je sjena okružena vijencima (tzv. 
Brockenska sablast). 
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Kod tankih oblaka (obično cirusa ili altokumulusa) zapa- 
žaju se katkada irizirajući dijelovi sedefastih boja, koji se dosta 
brzo mijenjaju. I ta je pojava posljedica ogiba svjetlosti, bilo 
na kapljicama, bilo na kristalićima leda, i na većim udaljenos- 
tima od Sunca, odnosno Mjeseca (i do 20%, pa i više). 

Bishopov vijenac nastaje također ogibom svjetlosti, ima 
veliku kutnu širinu (do 10%), obojen je crvenkastosmeđe, a 
zapaža se na udaljenosti 20%--:30* od Sunca. Opaža se osobito 
često poslije vulkanskih erupcija, a i kad se u atmosferi 
nalazi mnogo krutih čestica. Prva poznata pojava ovog vijen- 
ca zapažena je nakon erupcije vulkana Krakatao 1883. godine. 
Bishopov vijenac postigao je najveći intenzitet u proljeće 1884. 
godine i postepeno je poslije dvije i po godine iščezao. 


Boja neba 


Atmosfera je sastavljena od čestica širokog spektra dimen- 
zija: od najmanjih molekula do krutih i tekućih čestica: 
jezgara, prašine, oblačnih kapljica, ledenih kristalića, kišnih kapi 
i snježnih kristala. 

Zračenje koje dolazi iz svemira raspršuje se na česticama 
u svim smjerovima: intenzitet i smjer raspršivanja ovise o 
veličini čestica. Sunčeve zrake ne dolaze nam samo izravno, 
već, zbog raspršivanja, i iz svih smjerova neba, pa su danju 
difuznom rasvjetom osvijetljena i mjesta na koja ne padaju 
izravno Sunčeve zrake. Za čestice u zraku, kojima je veličina 
mnogo manja od valne duljine svjetlosti (u atmosferi su to 
uglavnom molekule zraka) vrijedi Rayleighov zakon raspršivanja, 
koji pokazuje da je intenzitet raspršenog svjetla obrnuto pro- 
porcionalan sa Ž*, što znači da je maksimum raspršivanja za 
najkraće valne duljine svjetlosti. Iz toga slijedi da je plavo 
svjetlo 5-6 puta više raspršeno od crvenoga, pa otuda i 
nastaje modra boja neba. Isto vrijedi i za udaljene predmete 
na horizontu koji imaju plavičastu boju. Porastom visine boja 
neba se mijenja: na visini od 15::20km nebo ima izrazito 
ljubičasti ton, a na visinama iznad 300km nebo je potpuno 
crno. 

Izravne zrake svjetlosti koje u oko promatrača dolaze od 
Sunca ili nekog plošnog izvora svjetlosti pri tlu gube raspr- 
šivanjem više plave nego li crvene svjetlosti. Zrake svjetlosti 
prolaze kroz veću optičku masu kad se Sunce ili Mjesec na- 
laze nad horizontom, nego li kad se nalaze visoko na nebu, 
i zbog toga Sunce i Mjesec poprimaju crvenkastu boju. Iz 
istih razloga često se pojavljuju smećkasta ili narančasta boja 
udaljenog snježnog krajolika. S druge strane, udaljeni tamni 
predmeti izgledaju plavi zbog toga što promatrač od njih do- 
biva manju količinu svjetla nego li od sloja zraka između 
promatrača i tih predmeta, koji uvjetuje plavkastu boju. Kaže 
se da je atmosfera opalescentna. 

Ako se čestice u atmosferi ne razlikuju po veličini mnogo 
od valne duljine svjetlosti, tad se svjetlost raspršuje obrnuto 
proporcionalno sa /*, gdje je 0O<k <4. Ako su čestice neko- 
liko puta veće od valne duljine svjetlosti, tad je k =0 i ras- 
pršivanje je neovisno o valnoj duljini: spektralna razdioba 
raspršene svjetlosti je ista kao i upadne svjetlosti, ona je di- 
fuzna, ali nije selektivna. 

Kondenzacijske jezgre i fine čestice prašine istog su reda 
veličine kao i valna duljina svjetlosti. Ustanovljeno je da se u 
prosjeku za takve čestice može uzeti da je k=1,3, pa se i 
njima plava svjetlost jače raspršuje nego ostale boje spektra, 
iako slabije nego li u čistoj atmosferi. U atmosferi nad gra- 
dovima ima mnogo više takvih čestica nego li u čistom zraku 
polarnih predjela, pa nebo poprima ispranu plavu boju. To 
isto vrijedi i za vremenske situacije s tropskim zrakom kon- 
tinentalnog porijekla. 

Vodene kapljice ili oblaci te ledeni kristali uzrokuju 
difuznu refleksiju neovisnu o valnoj .duljini svjetlosti: oblaci 
i magla su zbog toga bijele (sive) boje, a isto vrijedi i za 
atmosferu u kojoj se nalaze vodene kapljice. Veće količine 
krutih čestica u zraku uvjetuju da slojevi zraka nad gradom 
imaju tipičnu smećkastu boju. 

Sumrak. Spuštanjem Sunca prema horizontu prolaze zrake 
svjetlosti kroz sve deblji sloj atmosfere. Kad je Sunce na 
zalazu, zrake se svjetlosti još raspršuju u svim slojevima at- 
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mosfere od tla do velikih visina i osvijetljenost neba postaje 
postepeno sve slabija. Do spuštanja Sunca po vedrom vre- 
menu ispod 6"..8* ispod horizonta moguće je još čitati na 
otvorenom prostoru, i do tog trenutka još traje tzv. gradan- 
ski sumrak. Zbog zakrivljenosti Zemlje najniži slojevi atmosfere 
leže u Zemljinoj sjeni, a svjetlost neba nastaje raspršivanjem 
svjetla na molekulama zraka i česticama prašine iznad granica 
Zemljine sjene. Na istoku se može za vrijeme tzv. građanskog 
sumraka zapaziti sivoplavi tamni segment Zemljine sjene, dok 
se na zapadu zamjećuje karakteristična promjena obojenosti 
neba (sl. 50). Katkada nebo na zapadu dobije purpurnu boju, 
koja potječe od raspršivanja Sunčeva svjetla na česticama u 
visokoj atmosferi (=20km). Da bi doseglo ove čestice, Sun- 
čevo svjetlo mora proći dugi put kroz atmosferu, a kako je već na 
početku crveno obojeno, daljim raspršivanjem oslobađa se 
plave boje, pa se vidi purpurno crvenilo. Sadržaj se pra- 
šine u visokim slojevima mijenja, a time i intenzitet i pro- 
mjene nijansa boja. U visokim geografskim širinama zapažaju 
se katkada i purpurno obojeni svjetleći noćni oblaci koji se 
javljaju na visinama —80km. Za te oblake se smatra da se 
sastoje od čestica meteorne prašine ili ledenih, kristala. 


Purpurno 


f / svjetlo 


Horizont b Sei 
7 (x Sunce 


Sl. 50. Svjetlosne pojave u atmosferi u su- 
mraku, kad se Sunce nalazi ispod horizonta 


Kad se Sunce spusti 18% ispod horizonta, nestaje rumenilo 
neba, a time prestaje i astronomski sumrak. Trajanje građan- 
skog, odnosno astronomskog sumraka zavisi od geografske ši- 
rine i od godišnjeg doba: u našim širinama građanski sumrak 
traje 30..-40 minuta, a astronomski traje ljeti i više od dva 
sata. 


Vidljivost u atmosferi 


Daljina vidljivosti ili vidljivost određena je stupnjem raspr- 
šivanja svjetlosti ili difuznom refleksijom u atmosferi. Vidlji- 
vost ima posebno značenje u kopnenom, zračnom i pomor- 
skom prometu, pa se razmatra odvojeno dnevna i noćna vid- 
ljivost. 

Vidljivost danju. Danju se promatraju udaljeni predmeti na 
nekoj pozadini, najčešće svijetloj pozadini neba. Vidljivost za- 
visi od mnogih činilaca: od optičkog stanja atmosfere odre- 
đenog, s jedne strane, oslabljenjem svjetlosnog snopa od pred- 
meta do promatrača te, s druge strane, prisutnošću čestica 
na kojima se svjetlost raspršuje; od svojstava promatranog 
objekta (kutna dimenzija, oblik, boja i stupanj reflektivnosti 
svjetla od objekta i dr.); od svojstava pozadine na kojoj se 
promatra objekt (njegove svjetline, boje i dr.); od stupnja 
osvijetljenosti objekta te od fizioloških svojstava oka promatrača. 

Neki objekt dovoljnih dimenzija može se promatrati samo 
ako se razlikuje svojom svjetlinom ili bojom od pozadine na 
kojoj se ističe. Ta se razlika karakterizira tzv. kontrastom k 
s obzirom na svjetlinu, odnosno na boju ili kombinirano. 
Ako se između predmeta i oka promatrača zamisli čunj, ko- 
jemu se vrh nalazi u oku promatrača, a osnovica u razini 
predmeta, onda raspršivanje svjetlosti na molekulama i česti- 
cama u promatranom čunju stvara neku vrstu svjetlosne ko- 
prene. Prividni se kontrast između predmeta i svjetlije poza- 
dine u toliko više smanjuje u koliko se povećava udaljenost 
oka od predmeta. S dovoljno velikom udaljenošću dosegne 
kontrast graničnu vrijednost kad se predmet više ne može 
vidjeti. Prag kontrastne osjetljivosti oka e za gubitak vidljivosti 
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predmeta uzima se da je 0,02, a on zavisi od kutnih di- 
menzija objekta. Po danu za kutne dimenzije objekta veće od 
20" € ostaje nepromjijenjen i ne zavisi od osvijetljenosti i veli- 
čine objekta. U sumrak i noću, kad se osvijetljenost znatno 
smanjuje, € se povećava. 

Za razliku od optičke vidljivosti, koja zavisi od brojnih 
već navedenih faktora, u praksi služi pojam meteorološka vid- 
ljivost, pod kojom se podrazumijeva maksimalna udaljenost 
na kojoj motritelj normalnog vida uz postojeću prozirnost at- 
mosfere može vidjeti i raspoznati taman predmet određenih 
dimenzija (tzv. reper), kad se on ističe na nebu prema hori- 
zontu. Kutne dimenzije predmeta treba da budu veće od 20. 
Vidljivost se određuje u horizontalnom ili približno horizon- 
talnom smjeru, pa se takva vidljivost naziva horizontalnom 
vidljivošću (kraće vidljivost). Na aerodromima se određuje i 
vertikalna i kosa vidljivost. 

Meteorološka vidljivost definira se omjerom 


Ine 
S=-—, 
% 


(41) 


gdje je € prag kontrastne vidljivosti, a « indikator oslabljenja 
svjetlosti, vezan s prozirnošću atmosfere. Prema sadržaju aero- 
sola daljina se vidljivosti mijenja u širokom opsegu. Za idealno 
čistu atmosferu vidljivost je 350 km. Indikator « dobiva se 
nadalje iz relacije 

oo (42) 
gdje je | udaljenost repera od promatrača, a p koeficijent 
prozirnosti atmosfere sveden na jediničnu udaljenost. Za me- 
teorološku je vidljivost prema definiciji a = 0,02, pa je Sna = 


, 


=——,1i time Smea karakterizira stanje prozirnosti atmosfere. 
a 


Na meteorološkim se stanicama većinom subjektivno odre- 
đuje vidljivost desetstupanjskom skalom prikazanom u tabl. 22. 


Tablica 22 


SKALA SUBJEKTIVNE 
METEOROLOŠKE VIDLJIVOSTI 


Udaljenost d na 
Stupanj kojoj se reper vidi 
km 
I 
0 d < 0,05 
1 0,05---0,2 
2 0,2---0,5 
3 0,51 
4 1-..2 
5 2.4 
6 4...10 
7 10:--20 
B 20---50 
9 d > 50 


Kod određivanja vidljivosti odabiru se reperi na standardnim 
udaljenostima od promatrača, što tamnije boje (po mogućnosti 
crne), koji se ističu prema nebu i koji u horizontalnom smjeru 
nemaju kutne dimenzije veće od 5%, a manje od 20' (zvonici, 
stupovi, usamljene kuće i sl.) Valja istaći da u prirodi nema 
apsolutno crnih tijela, pa je zbog toga meteorološka vidljivost 
zapravo veća od stvarne. 

Vidljivost noću. Određivanje vidljivosti noću i u sumrak 
osniva se na ustanovljivanju vidljivosti umjetnih izvora svjet- 
losti (žarulja). U tu je svrhu, osim udaljenosti izvora svjet- 
losti, potrebno poznavati i jakost izvora svjetlosti. Jakost svjet- 
losti dobiva se množenjem snage žarulje s faktorom 1,7 kan- 
dela po vatu. 

Da bi se dobila veza između danje i noćne vidljivosti, uzima 
se najprije da se izvor svjetlosti nalazi na takvoj udaljenosti 
da ga se može smatrati točkastim. Vidljivost se tada određuje 
pomoću osvjetljenja E u zjenici oka promatrača. Ta veličina 
zavisi od jakosti zračenja izvora svjetlosti I, udaljenosti izvora 
svjetlosti / od motritelja i od stupnja prozirnosti p, tj. 


I . 
E=5aV = ab 


E (43) 
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Izvor svjetlosti vidjet će se sve do tada dok E bude veće 
od praga svjetlosne osjetljivosti oka, tj. minimalnog osvjetljenja 
E4, koje još može zamijetiti oko. Ta je pak veličina zavisna 
od svjetline pozadine, donekle drukčija kod različitih ljudi, i 
mijenja se čak kod istog motritelja. Osobito ju mnogo mijenjaju 
uvjeti motrenja: posebno ako motritelj uđe u tamu iz osvijet- 
ljenog prostora. Vrijeme adaptacije je najmanje 10-15 min. 
Kao srednja vrijednost kod opažanja u prirodi uzima se vri- 
jednost minimalnog osvjetljenja £, = 2+ 107" lx. 

Ako se E izjednači s pragom osjetljivosti Eg, dobije se 
ona granična udaljenost L iza koje se svjetlo više neće vidjeti, 
pa se vidljivost određuje iz relacije 


I 


E = -aL 


12“ (44) 


Uzme li se za E, vrijednost 2 + 1077 1x, uz poznatu vrijednost 
jakosti svjetla I i nađe li se iz motrenja vrijednost L, može 
se odrediti p, a iz formule p“ = e“"* i veličina a, koja odre- 
đuje meteorološku vidljivost Spy. Tako npr. za žarulju snage 
200 W, za koju je u danoj situaciji određena vidljivost noću 
2000 m, dobiva se odgovarajuća dnevna vidljivost 1300 m. 
Obično se za preračunavanje upotrebljavaju nomogrami. 


LIT.: J. M. Pertner, F. M. Exner, Meteorologische_Optik. Wilhelm 
Braumiiller, Wien-Leipzig 21922. — II. .7. Tsepckoti, Kypc MeTeopoJiorun. 
I unpomereon3zar, JIeuuurpan1 1962. — E. Palmen, C. W. Newton, Atmo- 
spheric circulation systems. Academic Press, New York 1969. — Đ. Radinović, 
Analiza vremena. Zavod za izdavanje udžbenika SRS, Beograd 1969. — 
J. R. Holton, An introduction to dynamic meteorology. Academic Press, 
New York 1972. — M. Čadež, Meteorologija. Beogradski izdavački grafički 
zavod, Beograd 1973. — G. H. Liljequist, Allgemeine Meteorologie. Friedrich 
Vieweg und Sohn, Braunschweig 1974. — 7. T. Mamsees, Kypc oGuieii 
mMeTeopooruu. Tuapomereou3nar, JIemuurpan 1976. — F. Mesinger, Dina- 
mička meteorologija. Građevinska knjiga, Beograd 1976. — £. J. McCartney, 
Optics of the atmosphere. John Wiley and Sons, New York 1977. — 
A. C. 3gepee, CuRonruueckag meTeopomorua. Tuapomereousnar, JIeuarpan 
1977. — A. X. Xpenau, Dusuka armocbepei, Tom I u II. Tuupomereou3naT, 
Jleauurpan 1978. — Đ. Radinović, Prognoza vremena. IŠRO Privredno 
finansijski vodič, Beograd 1979. 


D. Poje 


METEOROLOŠKI UREĐAJI služe za opažanje, 
mjerenje i registriranje atmosferskih pojava. Atmosfera je vrlo 
složen fluid kojemu se stanje neprestano mijenja. Jedan je od 
osnovnih zadataka meteorologije da utvrdi i definira stanje 
atmosfere mjerenjem i opažanjem diljem Zemljine kugle, kako 
uz površinu tla tako i na različitim visinama u atmosferi. 
Osnovni je cilj tih mjerenja što potpunije razumijevanje fizi- 
kalnih uzroka promjena vremena i klime, a time i njihova prog- 
noziranja. 

Stanje atmosfere određuje se u osnovi na dva načina: 
motrenjem (vizuelnim promatranjem i ocjenjivanjem, npr. različi- 
tih pojava, vrsta oborine, količine i vrste naoblake i dr.) i 
instrumentalnim mjerenjem različitih meteoroloških elemenata 
(temperature, vlage, tlaka i dr). Mjerenjem se dobivaju kvan- 
titativne vrijednosti osnovnih parametara, njihovi intenziteti, te 
promjene u vremenu i prostoru. 


Instrumentalna meteorološka mjerenja započinju u XVII stoljeću kad je 
E. Torricelli (1608 — 1647) pronašao 1643. godine barometar za mjerenje tlaka 
zraka. lako je G. Galilei (1564— 1642) izumio 1593. godine tzv. termoskop, 
koji je reagirao na promjene temperature zraka, tek su sredinom XVII stoljeća 
po prvi put u Firenci uvedeni stakleni termometri s ljestvicom. Prvi instrument 
za mjerenje vlage, higrometar, vjerojatno je izumio Leonardo da Vinci 
(1452— 1519). Kao dio osjetljiv na promjene vlage upotrebljavane su u XVII 
stoljeću čovječje vlasi. Mjerenje vlage na principu isparivanja vlažnih površina 
(psihrometar) započelo je 1655. u Toskani, 

Iako je grubo mjerenje vjetra započelo već u staroj Grčkoj, instrumenti 
za mjerenje brzine i smjera vjetra izumljeni su tek u XVII stoljeću (Fran- 
cuska). Mjerenje oborina ima također dugu povijest; grubo mjerenje oborina 
započelo je u Indiji još 400. godine, no tek se u XVII stoljeću uvode 
u zapadnoj Evropi registratori za oborine. Instrumenti za mjerenje ostalih 
meteoroloških elemenata izumljeni su i uvedeni u praksu meteoroloških stanica 
u XIX i XX stoljeću, kad je to omogućio brzi razvoj instrumentalne tehnike 
mjerenja, radio-tehnike i elektronike. 
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Osnovna podjela meteoroloških mjerenja. Meteorološka mje- 
renja i opažanja mogu biti prizemna ili visinska, već prema 
tome da li se izvode uz površinu Zemlje ili u višim slojevima 
atmosfere. U prizemna se ubrajaju i mjerenja i motrenja na 
moru (na brodovima). 

Osnovni uvjeti kojima treba da udovoljavaju meteorološki 
instrumenti jesu: točnost i pouzdanost, jednostavna konstruk- 
cija te relativno niska cijena. Osim toga, instrumenti koji se 
upotrebljavaju u većini meteoroloških stanica treba da budu 
dovoljno robusni i trajni, te da njima mogu rukovati i nestručne 
osobe. 

Meteorološki uređaji razvrstavaju se na naprave, sustave 
i autografe. Naprave ili instrumenti pomoću senzora (dijela 
osjetljiva na promjene) direktno mjere ili registriraju određeni 
meteorološki element. Sustav je skup instrumenata s više senzora 
koji određuju nekoliko meteoroloških elemenata (npr. radio- 
-sonda). Autografi su uređaji koji neprekidno bilježe stanje od- 
ređenog meteorološkog elementa. 


PRIZEMNA MJERENJA I OPAŽANJA 


Tlak zraka. Instrumenti za mjerenje tlaka zraka nazivaju 
se barometrima, a pripadni autografi barografima. Mjerenje 
tlaka zraka sastoji se ili u mjerenju visine stupca žive, ili u 
mjerenju deformacija nekog elastičnog tijela, ili u određivanju 
temperature vrelišta vode. 

Barometar. Najstariji tip barometra je barometar sa živom 
(sl. 1a). U metalnu posudu napunjenu živom uronjen je donji 
kraj okomite, tanke staklene cijevi. Cijev je duga 1 m, djelomice 
je ispunjena živom, a na vrhu zatvorena tako da se u dijelu 
iznad stupca žive nalazi zrakoprazan prostor. Na površinu 
žive u posudi djeluje vanjski tlak zraka, zbog čega se razina 
u posudi diže ili spušta prema vanjskom tlaku, a time se 
mijenja i visina stupca žive u okomitoj cijevi. To znači da je 
visina stupca žive direktno proporcionalna tlaku zraka, pa se 
tlak može očitati na kalibriranoj skali postavljenoj uz cijev. 
Prema konstrukciji posude sa živom razlikuju se dva osnovna 
tipa živina barometra: barometar s pomičnim dnom i barometar 
s reduciranom skalom. 


4 —Nonij 
I 
za Namještanje 
Hle?L. nonija 
- I Termometar 


VA Seas 


tE: Posuda sa 
UD živom 


Barometar sa živom. a osnovna shema živinog barometra, 
b barometar s pomičnim dnom, c stanični barometar 


KIB: 


Barometar s pomičnim dnom (sl. 1b) ima posudu sa živom 
tako napravljenu da se visina i oblik dna posude mogu pode- 
šavati pomoću vijka. Podešavanjem oblika dna mijenja se 
volumen posude, pa se tako na jednostavan način može razina 
žive u posudi postaviti na nulti položaj i na skali cjevčice 
očitati visina živina stupca, tj. vrijednost zračnog tlaka. 
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Barometar s reduciranom skalom (sl. 1c) ima krutu posudu 
sa živom. Na posudi je mali otvor kroz koji vanjski tlak dje- 
luje na površinu žive u posudi. Posuda sa živom i okomita 
cijev nalaze se u zajedničkom kućištu, koje na donjem dijelu 
nosi termometar, a na gornjem dijelu pomični prsten s nonijem. 
Skala je za očitavanje stupca žive nepomična i podijeljena 
na milimetre ili milibare. Pri očitavanju pomični prsten na- 
mjesti se tako da njegov donji rub tangira zaobljeni vrh 
(meniskus) stupca žive i prema oznaci na prstenu odredi se 
na skali visina stupca. Desetinke dijelova osnovne podjele 
skale određene su pomoću nonija. Površina presjeka posude 
je znatno veća od površine presjeka žive u cijevi, pa svakoj 
promjeni visine žive u posudi odgovara srazmjerno znatno 
veća promjena visine žive u cijevi. U ovom tipu barometra 
razina žive u posudi ne može se podesiti da dođe u nulti 
položaj, pa je stoga skala na cijevi barometra reducirana tako 
da je svaki dio skale nešto kraći od jednog milimetra. 
Redukcija skale ovisi o omjeru površina presjeka cijevi i posude, 
tj. o odnosu između pomaka žive u cijevi i posudi. Reduk- 
cijom je skale postignuto da se na skali očita točna visina 
tlaka zraka iako razina žive u posudi nije dovedena na nulu. 


Brodski barometar je učvršćen kardanskim zglobom tako da 
je cijev uvijek okomita, bez obzira na nagib broda. Osim 
toga, cijev je na jednom mjestu sužena da bi se smanjile 
oscilacije žive u cijevi uzrokovane ljuljanjem broda. 

Korekcije stanja barometra. Zbog rastezanja stupca žive uslijed 
porasta temperature, dogovoreno je da se uvijek visina stupca 
žive svede na onu kakva bi bila pri temperaturi od 0"C, 
Na očitanu visinu stupca žive b dodaje se korekcija 
Ca= —kbt, gdje je k konstanta ovisna o tipu barometra i o 
vrsti materijala od kojeg je izrađena njegova vanjska cijev, 
a t temperatura žive u “C za vrijeme očitavanja. Ako se 
stanica ne nalazi na 45“ geografske širine, dodaje se na očitano 
stanje i korekcija c, = — 0,00259bcos2o, gdje je o geografska 
širina mjesta. Na stanicama koje se nalaze iznad 500m nad- 
morske visine treba pri korekciji barometarskog stanja uzeti 
u obzir i promjenu sile teže s visinom. 

Redukcija tlaka na morsku razinu. Na sinoptičkim kartama 
(v. Meteorologija) označena je razdioba tlaka zraka na razini 
mora. Budući da tlak zraka opada s nadmorskom visinom, 
to će mjesta na različitoj nadmorskoj visini i uz inače iste 
vremenske uvjete imati različite vrijednosti tlaka. Da bi se iz- 
mjereni tlakovi mogli međusobno uspoređivati, treba da budu 
reducirani na morsku razinu. Korekcija je tlaka 


Ap = kp, (1) 


ovdje je k = %p|27) — 1, gdje je h nadmorska visina stanice, 


g akceleracija sile teže, R plinska konstanta, a T srednja ap- 
solutna temperatura sloja zraka između stanice i morske razine. 


SI. 3. Shema 
djelovanja 
aneroida 


SL 2. Aneroid 
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U praksi za tu redukciju služe priručne tablice, a srednja 
apsolutna temperatura odredi se tako da se temperaturi zraka 
na stanici doda 0,5 “C za svakih 100m nadmorske visine stanice. 


Aneroid (sl. 2) vrsta je barometra kojemu je senzor najčešće 
izv. Vidieova kutija. To je cilindrična kutija od tankoga 
valovitog lima, obično od legure berilija i bakra. Iz kutije 
je djelomice isisan zrak, pa jedna opruga sprečava da se kutija 
spljošti pod djelovanjem tlaka zraka. Sustavom poluga prenose 
se mali pomaci kutije na kazaljku koja na kružnoj skali po- 
kazuje tlak zraka u milimetrima stupca žive ili u milibarima 
(sl. 3). Zbog trenja i utjecaja temperature aneroidi su manje 
točni od živinog barometra, ali im je prednost da se lako 
prenose i da su jeftiniji. 

Vsinomjeri (altimetri) su vrsta aneroida koji služe za mje- 
renje visina. Skala im je podijeljena u jedinicama visine, 
a mogu se namjestiti prema tlaku zraka na morskoj razini ili 
na stanici. Altimetri su temperaturno kompenzirani. Upotreb- 
ljavaju se i za terenska mjerenja tlaka zraka, na avionima i 
drugim letjelicama. 

Barograf (sl. 4) je autograf za kontinuirano registriranje 
tlaka zraka. Sastoji se od skupa Vidieovih kutija međusobno 
spojenih radi povećanja malih pomaka. Sustav poluga prenosi 
pomake na kazaljku s perom, koja piše po traci omotanoj 
oko valjka što ga pokreće satni mehanizam. Valjak napravi 
puni okret tokom 24 sata ili jednom u tjedan dana. 


SI. 4. Barograf 


Temperatura zraka. Radi zaštite od neposrednog Sunčeva 
zračenja i topline koju isijava tlo, termometri za mjerenje 
temperature zraka na meteorološkim stanicama smješteni su u 
tzv. termometrijskoj kućici ili zaklonu. Termometrijska kućica 
(sl. 5) postavlja se na slobodnom prostoru, >2m iznad tla. 


SI. 5. Termometrijska kućica 
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Kućica je napravljena od drveta, sa stijenama od žaluzija 
koje omogućuju slobodnu cirkulaciju zraka, a vrata su kućice 
okrenuta prema sjeveru. Pored tzv. suhog termometra, mokrog 
termometra, maksimum-termometra i minimum-termometra, u 
termometrijsku kućicu redovito se stavljaju termograf i higro- 
graf, a ponegdje i uređaj za mjerenje vlage (higrometar), te 
uređaj za mjerenje isparivanja (isparitelj). 

Meteorološki termometri mjere temperaturu zraka s točnošću 
do 0,1“C. Staklena kapilara sa živom smještena je unutar 
zaštitne staklene cijevi koja sadrži i temperaturnu skalu. 
Mjerno je područje termometra obično od —35 do +50“C, a 
termometar se mora postaviti okomito. 


SI. 6. Maksimum-termometar i minimum-termometar 


Maksimum-termometar (sl. 6) služi za određivanje maksimalne 
temperature u razdoblju od 24 sata. Konstruiran je tako da 
kapilara na mjestu gdje izlazi iz posudice sa živom, ima 
suženo mjesto, što onemogućuje da se živa vrati natrag u 
posudicu kad padne temperatura. Stresanjem termometra živa 
se vraća u posudicu. Minimum-termometar (sl. 6) služi za 
određivanje minimalne temperature zraka u razdoblju od 24 
sata. Postavljen je vodoravno, a kapilara mu je ispunjena 
alkoholom. U kapilari pliva štapić, koji se ne pomiče pri 
porastu temperature, a kad temperatura padne, napetost površine 
alkohola pomiče štapić prema posudici, pa desni kraj štapića 
pokazuje najnižu temperaturu. Prije mjerenja termometar treba 
tako nagnuti da štapić sklizne i dođe do meniskusa. 

Termograf (sl. 7) ima za senzor najčešće bimetalni prsten, 
koji je jednim krajem čvrsto vezan za kućište, dok se gibanje 
drugog kraja prenosi preko sustava poluga i povećano registrira 
na traci omotanoj oko valjka sa satnim mehanizmom. Bi- 
metalni prsten izrađen je od dviju međusobno zavarenih me- 
talnih traka različitih koeficijenata rastezanja (npr. invar i čelik). 


SI. 7. Termohigrograf s bimetalnim prstenom i snopom vlasi 
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Zbog toga se s promjenom temperature prsten nejednako širi, 
što se iskorišćuje za mjerenje, odnosno registriranje temperature. 

U meteorologiji se živini termometri upotrebljavaju i za 
mjerenje temperature tla (tzv. geotermometri), za mjerenje tem- 
perature vode jezera, rijeka i mora (staklena cijev smještena 
je u posebno metalno kućište — crpku s gumenom oblogom). 

Električni termometri odlikuju se velikom osjetljivošću, a 
senzori su im vrlo tanka platinska žica (platinski termo- 
metri) ili termoelementi. Platinski termometar djeluje na 
principu promjene električnog otpora platinske žice zbog pro- 
mjene temperature. Promjena električnog otpora žice mjeri se 
galvanometrom baždarenim u Celzijevim stupnjevima. Termo- 
metri s termoelementima mjere galvanometrom elektromotornu 
silu koja nastaje kad postoji razlika u temperaturi između 
dvaju spojišta termoelemenata (v. Električna mjerenja, TE 3, 
str. 641). 

Vlaga zraka. Za mjerenje vlage zraka najčešće se upotreb- 
ljavaju psihrometri i higrometri. Psihrometar se sastoji od dva 
potpuno jednaka termometra, od kojih se desni, mokri, ter- 
mometar razlikuje od lijevoga, suhog, samo po tome što mu 
je posudica sa živom obvijena tankom krpicom od muselina. 


SI. 8. Assmannov 
aspiracijski  psi- 
hrometar 


SL 9. Higrometar 


Ako se krpica nakvasi destiliranom vodom, voda će se ispari- 
vati i zbog toga će se postepeno snižavati temperatura mokrog 
termometra. Živa će se u kapilari zaustaviti kad se uspostavi 
ravnoteža između topline koju termometar prima iz okolice i 
topline koju troši na isparivanje vode s krpice, tj. kad se za 
isparivanje vode s krpice utroši toliko topline koliko je potrebno 
da se zrak zasiti vodenom parom. Razlika između tada izmje- 
renih temperatura suhog i mokrog termometra mjera je za 
vlagu zraka. Postoji nekoliko tipova psihrometra: tzv. aspira- 
cijski psihrometar s aspiratorom (ventilatorom), koji konstantnom 
brzinom tjera zrak preko posudica termometra, te Augustov 
psihrometar bez  aspiratora, gdje  stijenj povezuje mokri 
termometar s posudicom vode. Assmannov psihrometar (sl. 8) 
ima termometre smještene u metalno kućište radi zaštite od 
toplinskog zračenja okolice. Upotrebljava se za terenska mje- 
renja jer je lako prenosiv. 

Za aspiracijski psihrometar vrijedi da je tlak vodene pare e: 


e=E —A(t\—t,)b, (2) 


gdje je E' tlak zasićene vodene pare pri temperaturi ty, A 
konstanta ovisna o brzini ventilacije, a b stanje barometra. 
Vrijednosti tlaka pare e i relativne vlage U nađu se u posebnim 
tablicama kao funkcije očitanja suhog i mokrog termometra. 
Pri pozitivnim temperaturama određivanje vlage Assmannovim 
psihrometrom daje najtočnije rezultate. 
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Higrometar (sl. 9) ima za senzor snop vlasi očišćenih od 
masnoća. Snop vlasi je učvršćen na jednom kraju, a na drugom 
je kraju vezan za prijenosni sustav i kazaljku. Povećanjem 
vlage u zraku vlasi se rastežu, pa se na baždarenoj skali 
higrometra može očitati relativna vlaga. Rastezanje vlasi tre- 
ba povremeno kontrolirati aspiracijskim psihrometrom. Pri 
temperaturama nižim od 0“C, određivanje relativne vlage higro- 
metrom daje točnije rezultate od psihrometra. 

Higrograf je vrsta autografa koji kontinuirano registrira 
relativnu vlagu. I tu kao senzor služi snop vlasi, pa se pro- 
mjena duljine vlasi prenosi polugama na pisaljku, koja na 
traci bilježi krivulju relativne vlage. 

Vjetar. U meteorologiji se pod vjetrom podrazumijeva hori- 
zontalno strujanje zraka koje je jednoznačno određeno svojim 
smjerom i brzinom, pa je stoga vjetar vektorska veličina. 
Pod smjerom vjetra podrazumijeva se strana svijeta odakle 
vjetar puše. Obično se ne određuje momentani nego srednji 
smjer vjetra za određeno vremensko razdoblje (najčešće 10 
minuta). Uobičajeno je da se smjer vjetra definira stranom 
svijeta, koja se računa prema geografskom sjeveru, i to bilo 
po skali od 360", bilo po skali od 16, odnosno 32 smjera 
(glavni i međusmjerovi vjetra, sl. 10). 

Za određivanje smjera vjetra služi vjetrulja (sl. 11). To 
je jednostavan instrument, učvršćen na vertikalnoj osovini 
oko koje se može slobodno okretati. Vjetrulja je nesimetrična ; 
na jednom kraju ima rep, a na drugom strelicu, pa se zbog 
djelovanja vjetra sama postavi u smjer vjetra. Ispod vjetrulje 
je križ s oznakom četiriju glavnih strana svijeta. Smjer vjetra 
odredi se prema položaju koji strelica vjetrulje zauzme s obzi- 
rom na oznake glavnih strana svijeta. 


Sl. 10. Skala smjerova vjetra 


Sl. 11. Vjetrulja 
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Brzina vjetra mjeri se anemometrima, koji se razvrstavaju 
u skupine prema tome da li mjere trenutne ili srednje brzine 
vjetra, da li su za ručnu (prijenosnu) upotrebu ili su stalno 
postavljeni (obično uz vjetrulju na visini od 10m nad tlom). 
Svaki anemometar ima senzor i pokazivalo brzine. Najraši- 
reniji oblik anemometra ima senzor u obliku 3 ili 4 čašice 
(šuplje polukugle, tzv. Robinsonov križ), koje su simetrično 
učvršćene kracima na vertikalnu os oko koje rotiraju (sl. 12). 


Sl. 12. Anemometar s Robinsonovim križem i daljinskim pokazivalom 


U svakom trenutku jedna od čašica pruža najveći otpor 
strujanju zraka, pa nastala vrtnja pobuđuje električni napon, 
koji se mjeri voltmetrom baždarenim u nekoj od jedinica 
brzine vjetra. Anemometri rotacijskog tipa imaju različite sustave 
brojenja prijeđenog puta vjetra. U mehaničkim se tipovima 
okretanje čašica prenosi na vijak, a broj okretaja može se 
pročitati na brojilima (sl. 13). Mjerenjem pripadnog vremena 
može se računski odrediti i srednja brzina vjetra. 

Suvremeni rotacijski anemometri rade na optoelektroničkom 
principu: u kućištu anemometra na istoj osi okreće se i plo- 
čica s rupicama kojoj se brzina okretanja mjeri elektronički, 
pa se na digitalnim pokazivalima može dobiti ne samo tre- 
nutna već i srednja brzina za pogodno dugo razdoblje (obično 
imin, 10min, 30 min ili 1 sat). 

Za određivanje trenutne brzine vjetra služe i anemometri 
na principu Prandtlove cijevi, koja trenutnu brzinu određuje 
razlikom dinamičkog i statičkog tlaka vjetra. Takav tip anemo- 
metra mehanički je vezan na vjetrulju da bi uvijek bio u 
smjeru odakle puše vjetar. Anemometar na tenzometrijskom prin- 
cipu vrlo je podesan za mjerenje vrlo kratkih oscilacija vjetra. 
Na gornjem je kraju tanke cijevi učvršćeno 10.12 jednako 
postavljenih čašica. Zbog djelovanja vjetra cijev se deformira, 
a veličina je deformacije proporcionalna kvadratu brzine vjetra. 
Deformacija cijevi mjeri se tenzometrom. Za istraživačke svrhe 
služe anemometri s vrućom žicom, koji su osobito podesni 
za mjerenje malih brzina vjetra. Temelje se na mjerenju ut- 
jecaja vjetra na posve tanku žicu od platine, zagrijanu na 
— 100“C. Iz mjerenja jakosti struje, koja je potrebna da bi se 
žica zadržala na odabranoj temperaturi, može se proračunati 
brzina vjetra. Sonični anemometri omogućuju znatno preciznije 
mjerenje brzine vjetra nego klasični anemometri. Osnivaju se 
na mjerenju ultrazvučnih valova usmjerenih okomito na plohu 
senzora. 

Anemografi služe za kontinuiranu registraciju smjera i brzine 
vjetra. Mogu biti mehanički i električni. Od mehaničkih naj- 
poznatiji je univerzalni anemograf (sl. 14), koji registrira smjer, 
prijeđeni put i trenutnu brzinu vjetra. Na vertikalnoj osi uč- 
vršćena je vjetrulja i tri rotirajuće šalice, koje određuju pre- 
valjeni put vjetra. Okretanje vjetrulje prenosi se dvjema 0oso- 
vinama na posebni mehanizam, vezan za pera koja pišu smjer 
vjetra na valjku sa satnim mehanizmom. Prandtlova cijev 
montirana je na tijelo vjetrulje, pa se tlakovi prenose sustavom 
cijevi na posebnu napravu u obliku obrnutog zvona koje pliva 
u cilindru ispunjenu tekućinom. Gibanje zvona proporcionalno 
je razlici dinamičkog i statičkog tlaka, a to se gibanje preko 
jedne poluge prenosi na pero koje bilježi trenutnu brzinu vjetra. 
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SI. 15. Kišomjer 


SI. 13. Ručni anemo- 
metar sa tri kazaljke 


Sl. 14. Shema univer- 
zalnog  anemografa. 
1 davač, 2 registra- 
tor, 3 šipke za pri- 
jenos smjera, 4 cijevi 
za prijenos tlaka 


Sl. 16. Ombrograf Sl. 17. Pichćov isparitelj 


SI. 18. Isparitelj klase A 


Električni anemografi imaju Robinsonov križ, vjetrulju, te 
registracijski dio. Trenutne brzine vjetra srazmjerne su veličini 
inducirane električne struje u generatoru ispod Robinsonova 
križa. Te se struje odvode na registrator, a srednja brzina 
vjetra (najčešće za razdoblje od 10 min) dobiva se kontaktnim 
uređajem, koji nakon određenog puta daje električne impulse. 
Impulsi se na registracijskom uređaju zbrajaju, a pisalo se nakon 
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10 minuta vraća u početni položaj. Moderni uređaji integriraju 
trenutne brzine vjetra u izabranom razdoblju pomoću mikro- 
procesora, pa se na registratoru dobivaju srednje vrijednosti 
za čitavo razdoblje. Analognom integracijom dobiva se i srednji 
smjer vjetra. Anemografi starije izvedbe imaju prijenos trenutnog 
položaja vjetrulje kontaktnim biračima, kliznim otpornicima ili 
selsinskim motorima (v. Električna mjerenja, TE3, str. 638; 
Električni strojevi, TE 4, str. 222), 

Mjerenje oborina. U pravilu se mjeri količina tekućih ili 
krutih oborina koje padnu u kišomjer tokom 24 sata. Kišomjer 
(sl. 15) je cilindrična posuda, s otvorom na vrhu. U posudi 
se voda slijeva kroz lijevak u kanticu smještenu u donjem 
dijelu. Kišomjer se postavlja na stup tako da je njegovo zjalo 
visoko 1m nad tlom (u brdima 2m). Oborine sakupljene u 
kantici izmjere se pomoću menzure baždarene u milimetrima. 
Svaki milimetar oborina odgovara visini stupca vode od 1 mm 
na površini od 1 m?, odnosno količini od 1 litre na m?. Za 
mjerenje količine oborina u planinskim predjelima postavljaju 
se tzv. totalizatori, u kojima se oborina skuplja kroz duže 
razdoblje u većoj posudi. 

Ombrografi (sl. 16) služe za kontinuirano registriranje koli- 
čine oborina, a i za određivanje intenziteta oborina. Oborinska 
voda slijeva se u cilindričnu posudu i u njoj podiže plovak. 
Podizanje plovka, tj. količina oborina sakupljena u cilindru, 
registrira se na bubnju što ga pokreće satni mehanizam. Prema 
nagibu zabilježene krivulje može se odrediti intenzitet oborina 
u određenom razdoblju (5, 10, 30, 60, 120 min). Kad se cilindar 
napuni vodom, automatski se isprazni, pa se plovak i pisaljka 
vrate na nulti položaj, pri čemu pisaljka zabilježi vertikalnu 
liniju. Zimi se ombrografi griju, ali ispravne registracije snježnih 
oborina dobivaju se tzv. nifografima, koji registriraju težinu 
palog snijega. 

Mjerenje snijega svodi se na određivanje visine snježnog 
pokrivača i na mjerenje gustoće snijega. Visina snijega odre- 
đuje se snjegomjernom letvom i izražava u centimetrima, dok 
se gustoća snijega mjeri tzv. snjegomjernom vagom i izražava 
u gcm"*. Snijeg i oborine mjere se obično svaki dan u 7 sati 
izjutra, a gustoća snijega svakog petog dana u mjesecu. 

Isparivanje. Za određivanje količine vode, koja ispari sa slo- 
bodne površine tla, odnosno vodenih površina, služe isparitelji 
ili evaporimetri. Veličina isparivanja izražava se u milimetrima 
i odnosi se na vremensko razdoblje od 24 sata ili jednog 
sata, a preračunava se na jedinicu površine. 


Wildov isparitelj izrađen je na principu vage koja ima na 
jednoj strani posudu s vodom, a na drugoj strani tešku ka- 
zaljku koja održava ravnotežu u posudi. Kazaljka pokazuje 
na skali težinu posude s vodom. Isparivanje vode je jednako 
razlici težine između dva motrenja. Isparitelj se drži u termo- 
metrijskoj kućici. Kombinacija takva isparitelja s autografom 
jest evaporigraf. 

Picheov isparitelj (sl. 17) sastoji se od staklene graduirane 
cijevi s otvorom na jednom kraju. Cijev se napuni vodom, 
poklopi filtar-papirom ili bugačicom, pa se obrne. Filtar-papir 
sprečava da voda isteče iz cijevi, ali se s njega voda isparuje, 
pa se smanjuje visina vode u cijevi. Vrijednost se isparivanja 
na skali direktno očitava u milimetrima. I taj se isparitelj 
postavlja u termometrijsku kućicu. 

Na meteorološkim stanicama najčešće se upotrebljava tzv. 
isparitelj klase A (sl. 18). Posuda iz pocinčanog lima, promjera 
120cm i visine 25cm, ispunjena je vodom te postavljena 
na otvorenu nezasjenjenu površinu tla. Osim temperature vode 
u posudi, redovno se mjeri i brzina vjetra na 2m visine, 
jer isparivanje ovisi o ta dva faktora. Veličina isparivanja 
odredi se mjerenjem razlika razine vode u posudi kroz odre- 
đeno razdoblje. Za mjerenje isparivanja na jezerima isparitelj 
se postavlja na usidrenu splav. 

Sva mjerenja pomoću isparitelja ne odgovaraju potpuno pri- 
rodnim uvjetima i imaju samo relativnu vrijednost, jer se mogu 
usporediti mjerni podaci samo istih instrumenata. 

Lizimetri su uređaji za mjerenje isparivanja neposredno s tla. 
To su veliki otvoreni sanduci, površine nekoliko m, napunjeni 
zemljom s vegetacijom. Isparivanje se odredi mjerenjem težine 
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sanduka pomoću osjetljive vage. Pri tom se uzimaju u obzir 
i pale oborine kao i otjecanje s dna sanduka. 


Mjerenje Sunčeva zračenja. Mjerenje Sunčeva zračenja obuh- 
vaća kratkovalno zračenje koje dolazi u atmosferu kao direktno 
ili difuzno zračenje, te dugovalno zračenje Zemlje i atmosfere. 

Za mjerenje direktnog Sunčeva zračenja koje pada na plohu 
okomitu na Sunčeve zrake, služe pirheliometri (apsolutni instru- 
menti) i aktinometri (relativni instrumenti koji se moraju 
baždariti pirheliometrima). Angstr&mov pirheliometar radi na 
principu električne kompenzacije: dvije su tanke crne lamele 
od manganina, od kojih se jedna grije električki dok ne 
postigne istu temperaturu kao druga lamela koja je izložena 
Sunčevim zrakama. U normalnim uvjetima (mirno i vedro 
vrijeme) količina energije potrebne za električno grijanje jed- 
naka je količini energije koju apsorbira izložena lamela. 

Linke-Feussnerov aktinometar (sl. 19) ima kao senzor Mollovu 
termobateriju u kojoj upadne Sunčeve zrake pobuđuju termo- 
struju, proporcionalnu jačini Sunčeva zračenja. Taj instrument 
može mjeriti primjenom filtra intenzitet Sunčeva zračenja u 
različitim dijelovima njegova spektra. 


SL. 19. Linke-Feussnerov aktinometar 


m 


SI. 20. Solarimetar_Moll-Gorczynskoga 


Za mjerenje kratkovalnih komponenata Sunčeva zračenja 
služe tzv. piranometri. Prema namjeni kojoj služe, pojedine 
vrste piranometara imaju posebne nazive. Za globalno zračenje 
na horizontalnu površinu (direktno i difuzno zračenje) služe 
solarimetri, za difuzno zračenje difuzometri, a za odbijeno glo- 
balno zračenje od Zemljine površine solarimetri — albedometri. 
Najpoznatiji je i najčešće se upotrebljava solarimetar_Moll- 
-Gorczynskoga, koji za senzor ima Mollovu termobateriju, 
pokrivenu dvjema staklenim kupolama radi zaštite od vjetra 
i kiše (sl. 20). Oko prijamnog dijela nalazi se poveća, bijelo 
lakirana, limena ploča da štiti ostale dijelove instrumenta od 
direktnog Sunčeva zračenja. Solarimetar može biti električki 
povezan s pisalom, odnosno integratorom (solarigraf). Inte- 
gratorom se dobivaju satne ili dnevne količine zračenja 
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(elektronsko integriranje impulsa solarimetra). Pomoću više- 
kanalnih registarskih pisala vezanih na više solarimetara, 
moguće je registrirati više komponenata Sunčeva zračenja. Da 
bi se moglo mjeriti difuzno zračenje, postavlja se oko senzora 
solarimetra pomični metalni prsten koji, ispravno namješten, 
štiti senzor od direktnih Sunčevih zraka. Solarimetre valja 
baždariti normalnim instrumentom. 

Robitschev bimetalni piranometar (aktinograf) ima kao sen- 
zor tri međusobno vezane bimetalne pločice, od kojih je jedna 
crna, a dvije bijele. Pod djelovanjem Sunčevih zraka razno- 
bojne se pločice nejednako zagriju i različito deformiraju. 
Deformacija je sustava bimetalnih pločica proporcionalna 
Sunčevu zračenju, a registrira se pomoću sustava poluga i 
pisaljke na papirnoj traci (sl. 21). Instrument nije, međutim, 
dovoljno točan i pogodan je jedino za mjerenje dnevnih suma 
globalnog zračenja. 


SI. 21. Robitschev aktinograf 


SI. 22. Campbell-Stokesov heliograf 


Radiometri služe za mjerenje protuzračenja atmosfere te 
ižarivanja podloge u dugovalnom području  (4-:+1001m). 
Schulzeov neto pirradiometar — bilansmetar_ mjeri dolazno i 
odlazno zračenje, razliku ovih zračenja i temperaturu instru- 
menta. Računski je moguće odvojiti dugovalno zračenje at- 
mosfere i ižarivanje Zemlje od kratkovalnih komponenata 
Sunčeva zračenja. 
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Trajanje sijanja Sunca. Za mjerenje trajanja sijanja Sunca 
služe heliografi, od kojih je u najširoj upotrebi Campbell- 
-Stokesov heliograf. Sastoji se od staklene kugle promjera — 10 cm, 
učvršćene na metalnom stalku (sl. 22). Sunčeve zrake sakupljaju 
se u fokusu iza kugle, i to na papirnoj traci, pričvršćenoj 
u žlijebu metalnog stalka. Heliograf je postavljen tako da u 
pravo Sunčevo podne fokus kugle pokazuje smjer geografskog 
sjevera. Papirna traka je tamne boje i preparirana tako da 
Sunčeva zraka na papiru ostavlja izgorjeli trag. Traka ima 
vremensku skalu, pa je moguće prema dužini ispaljenog traga 
odrediti trajanje sijanja Sunca. 


Naoblaka. U meteorologiji se vizuelno ocjenjuje količina 
i vrsta naoblake, a instrumentalno (i vizuelno) visina podnice 
oblaka te smjer i brzina gibanja oblaka. Tipovi i vrste oblaka 
određuju se prema definicijama u Atlasu oblaka Svjetske 
meteorološke organizacije (v. Meteorologija). 

Pod naoblakom se podrazumijeva stupanj naoblačenja ili 
pokrivenosti neba oblacima. Naoblaka se izražava u desetinama 
i bilježi u cijelim brojevima 0:-:10. Tako npr. naoblaka 0 
znači potpuno vedro nebo, a naoblaka 3 da su tri desetine 
neba pokrivene oblacima. Za potrebe sinoptičke meteorologije 
naoblaka se izražava u osminama. 

Visina podnice oblaka najčešće se određuje vizuelno prema 
veličini oblačnih elemenata, odnosno prema visokim objektima 
i brdima u bližoj i daljoj okolici motritelja. Instrumentalno 
mjerenje podnice oblaka obuhvaća mjerenje pomoću malih 
(plafonskih) balona, mjerenje odraza snopa svjetlosti od oblaka 
i mjerenje radarom. U prvom slučaju mjeri se vrijeme potrebno 
da balon poznate brzine dizanja (obično 100m min!) dosegne 
podnicu oblaka. Telemetri mjere vrijeme dok vertikalno usmje- 
reni kratkotrajni snop svjetlosti dosegne podnicu oblaka i dok 
se njegov odraz vrati na osjetljivu fotoćeliju. Najmodernije 
izvedbe takvih instrumenata koriste se laserskim zrakama, a 
visina se podnice oblaka registrira na pisalu i pokazuje na 
digitalnom pokazivalu. 

Za mjerenje smjera i brzine gibanja oblaka služe nefoskopi. 
To su ravna ogledala, promjera dvadesetak centimetara, s 
ugraviranom podjelom na koncentrične krugove. Mjerenjem po- 
maka slike dijela oblaka od jednog do drugog kruga u ogle- 
dalu ocjenjuje se ne samo smjer gibanja oblaka već i njegova 
relativna brzina. 


Vidljivost. Za razliku od općeg pojma vidljivosti, pod kojom 
se podrazumijeva prozirnost atmosfere, u meteorologiji se pod 
vidljivosti podrazumijeva ona najveća udaljenost na kojoj 
motritelj normalnog vida može uz postojeću prozirnost at- 
mosfere vidjeti i raspoznati taman predmet (reper) odgova- 
rajuće veličine, istaknut prema nebu iznad horizonta. Vidlji- 
vost se određuje u horizontalnom, ili približno horizontalnom 
smjeru (horizontalna vidljivost). Na aerodromima se određuje 
i vertikalna i kosa vidljivost. U noći vidljivost nekog pred- 
meta ovisi kako je on osvijetljen, pa kao reperi služe 
svijetleća tijela (žarulje). Procijenjena noćna vidljivost preraču- 
nava se na odgovarajuću dnevnu vidljivost. Vidljivost se 
izražava u kilometrima. 


Vizibilimetri su instrumenti za mjerenje vidljivosti. Naj- 
češće se upotrebljavaju na aerodromima, a sastoje se od davača 
izvora svjetlosti i niza reflektora postavljenih na različitim 
udaljenostima od mjesta opažanja. Moderne izvedbe vizibilime- 
tara koriste se laserskim zrakama, a vrijednosti vidljivosti po- 
kazuju se na digitalnim pokazivalima ili se zapisuju na pisalu. 


Automatske meteorološke stanice. Za mjerenje osnovnih 
meteoroloških elemenata na teško pristupačnim i nenaseljenim 
mjestima, na aerodromima, nuklearnim elektranama i bovama 
služe automatski telemetrijski sustavi. 

Automatske meteorološke stanice sada se grade u modu- 
larnom sustavu tako da se nizom senzora za glavne meteorološke 
elemente (vjetar, temperatura, vlaga i tlak zraka, zračenje, 
podnica oblaka, vidljivost, globalno zračenje, vodostaj, tempera- 
tura tla i površine vode) pomoću uređaja za kondicioniranje 
signala, kontrolnih jedinica i mikroprocesora neposredno do- 
bivaju izmjerene vrijednosti i iz njih izvedene veličine (sl. 23). 
Ti se podaci, u obliku depeša standardnog oblika ili kodi- 
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ranih signala, prenose radijem ili telefonskim linijama u cen- 
tralnu jedinicu, i to ili na poziv ili kontinuirano, a najčešće 
u određenim vremenskim razmacima. Za pogon automatskih 
stanica služe sklop baterija ili akumulatora, struja iz gradske 
mreže ili generator s pogonom na vjetar. 


Sl. 23. Automatska meteorološka stanica (Plessey) 


SI. 24. Meteorološki toranj kod mjesta Cabauw 
(Nizozemska), visok 200 m, sa deset razina za mje- 
renje meteoroloških elemenata 


Na automatskoj meteorološkoj stanici podaci mjerenja 
najčešće se bilježe na samome mjestu na magnetnu ili bušenu 
traku. Ovi se zapisi kasnije obrađuju za posebne namjene i 
istraživačke svrhe, ali gdje je god moguće postavljaju se i 
klasična pisala na papirnu traku. U nuklearnim centralama 
senzori su postavljeni na mjerni toranj ili stup visine i 
200---300 m, na kojem se na različitim visinama mjeri tempe- 
odi vlaga, vjetar i različiti drugi meteorološki elementi 
sl. 24). 
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Automatske meteorološke stanice postavljaju se na morima 
na bove. One mjere, uz osnovne meteorološke parametre, 
i temperaturu mora, morske struje, visinu valova i njihov 
period. U sinoptičkim terminima ove stanice predaju radijem 
podatke kopnenim stanicama direktno ili preko satelita. 

Rad automatskih meteoroloških stanica koje su daleko od 
naseljenih mjesta veoma je težak. Pored osnovnog problema 
napajanja stanice energijom, rad često otežavaju teški klimatski 
uvjeti i nemogućnost da se odmah uklone kvarovi na ure- 
đajima. Zahtjevi za takvim stanicama su sve veći ne samo 
u polarnim predjelima i na oceanima već i u razvijenim zem- 
ljama, gdje je zbog pomanjkanja osoblja sve teže održavati i 
obične stanice. U Švicarskoj već postoji mreža automatskih 
meteoroloških stanica. Više desetaka takvih stanica je u po- 
gonu na Grenlandu, u Švedskoj i u drugim zemljama i na mori- 
ma, a ubrzani razvoj elektronike doprinijet će daljem poveća- 
nju njihova broja. 


VISINSKA MJERENJA 


Visinskim mjerenjima određuje se stanje slobodne atmosfere 
(v. Meteorologija) pomoću uređaja stacioniranih na tlu (radar, 
uređaj za sferike itd.), instrumenata i sustava upućenih u atmosferu 
avionom, balonom, zmajem ili raketom (meteorografi, radio- 
-sonde, instrumenti na avionu), te instrumenata na umjetnim 
satelitima Zemlje. 

Sva ta mjerenja vremenski su i prostorno mnogo rjeđa nego 
ona koja se provode u mreži prizemnih stanica, a neka od tih 
mjerenja (akustički i svjetlosni radari) služe za istraživačke 
svrhe u ograničenom opsegu. Rutinska mjerenja obuhvaćaju 
pilot-balonska i radio-sondažna mjerenja. Podaci o stanju oblaka 
određuju se avionima, radarima i satelitima, a za istraživačke 
svrhe upotrebljavaju se i uređaji za mjerenje kondenzacijskih 
i sublimacijskih jezgara, čestica oblaka, vodnosti oblaka itd. 

Pilot-balonska mjerenja. Pilot-balonska mjerenja su naj- 
jednostavnija metoda mjerenja vjetra u slobodnoj atmosferi. 
Manji baloni od prirodne ili umjetne gume (prosječne mase 
20, 30 ili 100 grama), napunjeni određenom količinom vodika, 
dižu se praktički konstantnom brzinom i otklanjaju od okomice 
ustranu, kamo ih zanosi vjetar. Balon se prati optičkim te- 
odolitom. U jednakim vremenskim razmacima očitavaju se kuto- 
vi nagiba o (elevacije) pod kojim se balon vidi prema hori- 
zontu, te kut azimuta « (kut balona prema geografskom sje- 
veru). Pomoću izmjerenih kutova i poznatih visina balona h 
u uzastopnim minutama mogu se trigonometrijski proračunati 
horizontalne projekcije putanje balona d, a odatle i smjer i 
brzina vjetra u sloju atmosfere između uzastopnih visina mje- 
renja (sl. 25). 


Sl. 25. Princip pilot-balonskih mjerenja vjetra 


Upotreba pilot-balona ograničena je na povoljne vremenske 
prilike, a pretpostavlja konstantnu brzinu dizanja balona, što 
ponekad nije slučaj. Da bi se taj nedostatak uklonio, za 
istraživačke svrhe služe dva teodolita, smještena na kraju 
baze dovoljne dužine (bazisna mjerenja). Istodobno očitavanje 
kutova pod kojima se vidi balon s oba kraja baze omo- 
gućuje da se trigonometrijskim relacijama odredi položaj 
balona u atmosferi bez prethodnog poznavanja visine balona, 
pa se time može odrediti i smjer i brzina vjetra. 
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Radio-sondažna mjerenja. Radio-sonda (sl. 26) je uređaj za 
mjerenje temperature, vlage, tlaka zraka i vjetra (rutinska 
mjerenja), te drugih veličina kao što su ozon, gradijent 
električnog polja i radioaktivnost atmosfere. Instrument se 
sastoji od meteoroloških senzora, radio-odašiljača s baterijom, 
te uređaja koji promjene meteoroloških veličina pretvara u 
električne veličine. Radio-sonda je obješena na dužoj uzici o 
veliki balon napunjen vodikom, koji se podiže uvis dok ne 
pukne, a potom se radio-sonda malim padobranom spušta na 
zemlju. Radio-sonda se prati prijamnim uređajem za vrijeme 
čitave sondaže. Redovito sonda mjeri više od jednog elementa 
tokom svakog ciklusa mjerenja, pa stoga posebna naprava pre- 
bacuje ciklički jedan senzor za drugim u električni krug 
odašiljača. Većina radio-sondi radi na frekvenciji 25-:: 100 MHz, 
neke na «400MHz, a da bi mogle mjeriti i visinski vjetar, 
moderne radio-sonde rade na frekvenciji 1680-:-1700 MHz. 


SI. 26. Američka radio-sonda, tip 1190. 

1 senzor za temperaturu, 2 senzor 

za vlagu, 3 spremište za bateriju, 4 ra- 
dio-davač 


Senzori. Za mjerenje tlaka gotovo sve sonde imaju aneroidne 
doze koje su prethodno baždarene barometrom, u rasponu 
1050::-10 mbar, s točnošću mjerenja od nekoliko milibara. Radio- 
-sonde za visine iznad 26:::28km upotrebljavaju tzv. hipso- 
metre, kojima osjetljivost raste s porastom visine. Hipsometar 


Sl. 27. Temperaturni senzor (termistor) radio-sonde 
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djeluje na osnovi promjene vrelišta ugljik-disulfida s  pro- 
mjenom tlaka zraka. Prema vrelištu, izmjerenom osjetljivim 
termometrom, odredi se tlak zraka. 

Radio-sondažni temperaturni senzori su ili bimetalni prsten 
ili pak element u kojem promjene temperature pobuđuju pro- 
mjene električnog otpora. Za tu svrhu služe keramički polu- 
vodiči (npr. termistori, sl. 27). 

Postoje dva osnovna tipa senzora za vlagu: prvi se koristi 
utjecajem vlage na dimenzije nekih materijala kao što su vlasi 
ili tanka opna volovskog crijeva, dok se drugim tipom mjere 
promjene električnog otpora nastale zbog promjene vlage tankog 
filma higroskopičnog materijala (litij-klorid ili čestica ugljena 
na plastičnoj podlozi). Mjerenje vlage ograničeno je na tempe- 
rature iznad —40"C, 

Prijamni radio-uređaj prima i registrira signale sonde dok 
se ona diže, pa se na temelju krivulja baždarenja pojedinih 
senzora mogu jednoznačno odrediti vrijednosti svakog pojedinog 
elementa. Većina današnjih uređaja ima automatski zapis sig- 
nala, a konstrukcija uređaja ovisi o tipu sonde (samo u 
Evropi danas je u upotrebi više od 10 tipova sonda). Naj- 
češći je prijamni uređaj radio-teodolit, koji prima signal radio- 
-sonde i automatski je prati u svim vremenskim prilikama, 
tako da je u svakom trenutku poznat položaj sonde u 
prostoru. Za razliku od radara, radio-teodoliti ne mjere direktne 
udaljenosti sonde, već samo kutove, dok se visina sonde 
određuje iz barometarske formule visine (v. Meteorologija) 
na temelju vrijednosti meteoroloških elemenata koje radio-sonda 
mjeri. U Jugoslaviji je u upotrebi radio-teodolit tipa GMD-IA 
(sl. 28), koji prima signale na frekvenciji 1680 MHz radio-sonde 
tipa AMT-4. 


SL. 28. Elektronski teodolit GMD-IA 


Moderni radio-sondažni sustavi (sustav OMEGA i LORAN) 
koriste se modificiranim radio-goniometarskim sustavom koji 
utvrđuje poziciju sonde na temelju faznih razlika niskofrek- 
ventnih radio-signala, odaslanih s nekoliko jakih radio-stanica 
smještenih na međusobno velikim udaljenostima. Podaci tih 
radio-sondažnih sustava, a djelomično i već prije spomenutih 
sustava, automatski se obrađuju elektronskim računalima. 

Meteorografi su autografi za registraciju temperature, vlage 
i tlaka zraka. Njihovi su senzori mehanički vezani za registrator 
postavljen u zajedničkom kućištu. Stavljaju se na avione ili 
zmajeve u istraživačke svrhe. Danas se rijetko upotrebljavaju. 

Meteorološki radari. Meteorološki radari služe za dvije 
glavne namjene: utvrđivanje osnovnih karakteristika sustava 
oblaka, te mjerenje visinskog vjetra. Položaj nekog objekta 
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radari određuju pomoću radio-valova, i to tzv. primarni radari 
koriste se reflektiranim i raspršenim radio-valovima, a tzv. 
sekundarni radari retransmitiranim valovima koje šalje posebni 
uređaj, tzv. responder ili transponder. 

Za određivanje visinskog vjetra odašiljači radara imaju 
snagu impulsa 250-::300kW i valnu duljinu od 10 cm (sl. 29). 
Radar automatski prati reflektor — metu, koju nosi uvis poveći 
balon napunjen vodikom. Meta se sastoji od međusobno okomi- 
tih ploha u obliku dvostrukog tetraedra, prevučenih tankom 
metalnom folijom. Na radarskom prijamniku može se kontinui- 
rano pratiti jačina signala, direktna udaljenost mete od radara, 
tzv. kosa udaljenost, te kutovi azimuta i nagiba. Pomoću 
primarnog radara kosa udaljenost se određuje mjerenjem vre- 
mena potrebnog da radarski signal dođe do radarske mete. 


SI. 29. Radar za mjerenje visinskog vjetra 
(Plessey WF3) 


Određivanje visinskog vjetra nije praktički ovisno o vremenskim 
prilikama, a za direktno računanje karakteristika vjetra upo- 
trebljavaju se bilo grafička pomagala bilo elektroničko mikro- 
računalo. 

Meteorološki radari za određivanje mikrofizičkih karakte- 
ristika oblaka i oborina osnivaju se na pojavi da kapljice 
u oblacima, kišne kapi, ledeni kristali i zrna, tuča i snježne 
pahulje raspršuju radarske valove i time pobuđuju radarske 
odjeke. Funkcija raspršivanja S od čestica promjera D u smjeru 
izvora energije za valnu duljinu A radarskog zračenja jest: 

5 D5Ik|? 
S= > j 


4 
4 


(3) 


gdje je k kompleksna dielektričnost. Reflektirana energija je to 
veća što je valna duljina radarskog zračenja manja: radarom 
sa A < 1,25 cm mogu se otkrivati konture oblaka, dok radarom 
sa /= 10cm samo oni dijelovi dobro razvijenih oblaka koji 
su sastavljeni od relativno većih vodenih ili ledenih čestica. 
Meteorološki radari novijih izvedbi imaju dvije valne duljine, 
pa mogu poslužiti za obje namjene (sl. 30). Općenito uzevši, 
radari se mogu upotrijebiti za određivanje horizontalnog i ver- 
tikalnog prostranstva oblačnih i oborinskih područja. Za tu 
svrhu radari imaju tri ekrana: panoramski, ekran vertikalnog 
presjeka i amplitudni. Na panoramskom ekranu (tzv. PPI — 
Plain Position Indicator, sl. 31) mogu se pratiti raspored 
oblaka i zone oborina u horizontalnoj ravnini na različitim 
udaljenostima. Na kružnom se ekranu, osim rotirajuće zrake, 
pojavljuju i područja odraza od oblačnih sustava i oborina 
te niz koncentričnih krugova koji označuju udaljenosti od 
lokacije radara. Budući da čestice oblaka i oborina (pa i 
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SI. 30. Meteorološki radar (Plessey 43S) 


aerosola) oslabljuju energiju radarskog snopa, dolazi do tzv. 
atenuacije, koja se izražava u decibelima. Atenuacija je funkcija 
veličine čestica, a za magle i oblake iz kojih ne pada 
kiša obrnuto je proporcionalna valnoj duljini radarske zrake. 
Atenuatori na meteorološkim radarima omogućuju da se po- 
stepeno mijenja atenuacija radarske zrake u oblaku, pa se na 
taj način mogu lako odrediti područja povećane akumulacije 
vodenih i ledenih kapljica. 

Za proučavanje vertikalnog razvoja oblaka služi ekran 
vertikalnog presjeka (tzv. RHI — Range-Height Indicator, 
sl. 32). Za vrijeme promatranja ovog ekrana antena je radara 
fiksirana na određeni azimut i pomiče se samo u vertikalnoj 
ravnini. Ekran ima podjelu s horizontalnim (visine nad tlom) 
i vertikalnim (udaljenosti) linijama, pa se može locirati gornja 


SI. 31. Radarski panoramski ekran s koncentričnim krugovima koji označuju 
udaljenost od radara u km 
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SL 32. Slike radarskog ekrana vertikalnog presjeka s linijama koje označuju 
vertikalne udaljenosti; brojke u donjem uglu pokazuju datum, sat i minutu 
snimke 


i donja granica oblaka, oblak u vertikalnom presjeku i 
područje oborina u oblaku. | na tom ekranu intenzitet je 
proporcionalan snazi reflektiranog signala. 

Amplitudni ekran (tzv. ekran A) pokazuje osim primarhog 
emitiranog signala i veličinu i udaljenost reflektiranog signala, 
odnosno odjeka. Tim se ekranom, u kombinaciji s ostala 
dva ekrana, može pratiti razvoj sustava oblaka. 

Analizom odraza na radarskim ekranima moguće je usta- 
noviti ne samo vrstu oblaka i njihov sastav već i intenzitet 
oborina nad nekim područjem, područje atmosferskih fronta, 
tropskih ciklona itd. 

Posljednjih godina razvijen je poseban tip radara tzv. 
Dopplerov radar koji upotrebom vertikalnog snopa određuje 
brzinu pada oborinskih čestica, a u određenim uvjetima i spek- 
tar njihova promjera. Obrnuto, ako su poznate brzine padanja 
čestica, tada se brzine izmjerene Dopplerovim radarom mogu 
korigirati da bi se dobili iznosi vertikalnih gibanja u obla- 
ku. Kombinacijom dvaju Dopplerovih radara i dvaju radara s 
ekranima RHI mogu se ustanoviti dvodimenzijski oblici hori- 
zontalnih i vertikalnih gibanja zraka. Dopplerov radar služi 
i za mjerenje vjetrova unutar oblaka. 

Mjerenje sferika. Pod sferikom ili atmosferikom podrazumi- 
jeva se stvaranje elektromagnetskih valova koji nastaju električ- 
nim pražnjenjem (munja) iz grmljavinskih oblaka. Ovi radio- 
-valovi mogu se otkriti i na udaljenostima od više tisuća 
kilometara, a sferik-uređajima se odredi položaj njihova izvora. 
Za tu svrhu služi radio-goniometarski uređaj, koji na katodnoj 
cijevi pokazuje smjer odakle je došao sferik-signal. Sastavni 
dio uređaja su dvije antene namještene pod pravim kutom, 
a orijentirane u smjeru sjever—jug, odnosno istok—zapad. Pri- 
jamnik radi na frekvenciji 10 kHz, a pri svakom tragu sferika 
na ekranu dobiva se i zvučni signal, koji se telefonom prenosi 
u susjednu stanicu uključenu u mrežu sferika. Zvučni signal 
traje dovoljno dugo da i susjedna stanica može očitati azimut 
signala. U mreži sferik-stanica rade obično dvije do četiri 
stanice međusobno udaljene 500---1000 km, pa se istodobnim 
očitavanjem signala udaljene grmljavine, jednostavnim presi- 
jecanjem pravaca na geografskoj karti, može odrediti mjesto 
izvora sferika. Kad grmi, sferik-stanice rade obično 10 minuta 
prije svakog punog sata. 
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Meteorološki sateliti. U novijoj historiji meteorologije može 
se izbacivanje prvog meteorološkog satelita TIROS1 (1. IV. 
1960) smatrati revolucionarnim događajem. Po prvi put dobi- 
veni su podaci o opažanjima atmosfere iz svemira, i to toliko 
jasni i precizni kao nikada do tada. TIROS 1 bio je prethodnik 
serija satelita koji se sve više upotrebljavaju za analizu i 
prognozu vremena, upozorenja od opasnih vremenskih pojava 
i za istraživanja. 

Izvor meteoroloških informacija pri promatranju Zemlje iz 
svemira jesu prostorne, vremenske i kutne varijacije intenziv- 
nosti elektromagnetskih valova, reflektiranih ili emitiranih u 
sustavu atmosfera—Zemlja u različitim dijelovima spektra. 

Dok su prvi sateliti serije TIROS, početkom šezdesetih 
godina, imali samo televizijske kamere za snimanje oblaka, 
u slijedećim godinama došlo je do burnog i brzog razvoja 
instrumentalne tehnike na satelitima. Tako su bili razvijeni 
novi tipovi instrumenata, kao što su poboljšani sustavi kamera, 
širokokutni uređaji za mjerenje zračenja, tzv. radiometri, ska- 
nerski radiometri, uređaji za kvantitativno sondiranje atmosfere, 
instrumenti za mjerenje ultraljubičastog zračenja Sunca, sustavi 
za sakupljanje i dostavljanje mjernih podataka stanicama na 
Zemlji, instrumenti za mjerenje fluksa elektrona i protona sa 
Sunca itd. 

SAD su uvele dva osnovna sustava satelita, od kojih se 
jedan koristi satelitima u polarnoj orbiti, a drugi geostacio- 


SI. 33. Meteorološki satelit KOSMOS-144, / mehanizam za orijentaciju sunčanih 

baterija, 2 ploče sunčanih baterija, 3 uređaj za kontrolu orbite, 4 antene, 

5 televizijske kamere, 6 magnetni davač, 7 aktinometrijski uređaj, 8 prijamnik 
infracrvenog zračenja 


SI. 34. Meteorološki satelit NIMBUS-4. 
1 osovina gravitacijskog sustava ori- 
jentacije i stabilizacije, 2 ispust pneu- 
matičkog sustava, 3 mlaznica za 
orijentaciju prema kutu leta, 4 prednji 
senzor visine Sunca, 5 prednji senzor 
položaja horizonta, 6 razvodna ploča, 
7 radiometri za određivanje tempera- 
>8 turnog profila atmosfere u sloju 

0---64km, 8 širokopojasna antena, 

9 infracrveni spektrometar za istraži- 
vanje vertikalne raspodjele temperature, sadržaja vodene pare i ozona u 
atmosferi, /0 antena infracrvenog spektrometra, // radiometar, 12 spektrometar 
za istraživanje vertikalnog temperaturnog profila i temperature Zemljine po- 
vršine, 13 spektrometar za istraživanje globalne raspodjele ozona u atmosferi, 
14 televizijska kamera za kontinuirane dnevne snimke, 15 detektor ultra- 
ljubičastog zračenja, 16 izvor ultraljubičastog zračenja za radiometar, 17 spektro- 
metar za određivanje globalne raspodjele vodene pare u atmosferi, 18 spremnik 
mjernih instrumenata i televizijska kamera, 19 antene radio-fara, 20 noseći 
konstrukcijski elementi, 2/ sunčane baterije, 22 mlaznica za korigiranje ori- 
jentacije satelita, 23 mlaznica za orijentaciju satelita prema kutu nagiba, 
24 antena upravljačkog sustava 
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narnim satelitima. Prvi je tzv. sustav ITOS (Improved TIROS 
Operational Satellite System — Poboljšani operativni sustav 
TIROS satelita) Ovi sateliti nose brojeve serije NOAA 
(National Oceanic and Atmosphere Administration — Nacio- 
nalna oceanska i atmosferska uprava, SAD). Orbita je sa- 
telita relativno niska (1432---1472km), položena gotovo po- 
larno s nagibom prema ekvatoru 105* i sinhrona prema Suncu. 
Sateliti sustava ITOS opremljeni su dvjema kamerama za 
automatsko odašiljanje snimki (Automatic Picture Transmission, 
APT). Te snimke na površini Zemlje direktno prima više od 
800 relativno jednostavnih APT-stanica, raspoređenih u sedam- 
desetak država, pa se jedna takva prijamna stanica nalazi i u 
Beogradu. Ovi sateliti za snimku globalne mape oblaka trebaju 
samo 12 sati. Od ostalih mjernih uređaja, sateliti sustava ITOS 
imaju radiometar za mjerenje toplinskog balansa Zemlje i 
instrumente za mjerenje Sunčeva fluksa protona. 

Drugi sustav sastoji se od geostacionarnih meteoroloških 
satelita SMS (Synchronous Meteorological Satellite) i GOES 
(Geostationary Operational Environmental Satellite), koji se 
nalaze iznad određenih točaka u blizini ekvatora na visini 
36000 km. Taj sustav je dio svjetskog programa istraživanja 
atmosfere (Global Atmospheric Research Programme, GARP, 
v. Meteorologija) pod pokroviteljstvom Ujedinjenih naroda, a 
uključuje i geostacionarne satelite nekih drugih zemalja (ev- 
ropski Meteosat, SSSR, Japan). 

Na slici u slikovnom prilogu prikazane su snimke primljene 
21. ožujka 1978. s geostacionarnog meteorološkog satelita M eteo- 
sat koji se nalazi 36000 km iznad ekvatora na 0“ geografske 
dužine. 

Prva snimka učinjena je u vidljivom dijelu spektra (0,4->L,1 um) 
Najzanimljivija pojedinost što se razabire na toj snimci jest pješčana oluja 
iznad sjeverne Afrike, pa je i obalno područje sjeverno od Dakara prekriveno 
oblakom prašine i pijeska. Obalna područja Liberije i Obale Slonovače 
jasno su ocrtana konvektivnim oblacima nastalim uslijed blagih strujanja 
zraka s morske strane. Neposredno sjeverno od ekvatora proteže se preko 
Atlantika, od afričke obale pa sve do Venezuele, oblačni pojas koji označava 
intertropsku zonu konfluencije. Iznad sjevernog Atlantika vidljiv je veliki oblačni 
vrtlog ciklone, a i sjeverno od Madagaskara nalazi se oblačni vrtlog srednje 
veličine. 

Druga je snimljena u infracrvenom »prozoru« spektra (10,5--:12,5 um) 
Na toj snimci nijanse sive boje označavaju različite stupnjeve temperature 
isijavanja Zemljine površine. Tamni dijelovi predstavljaju topla područja, kao 
npr. Saharu i pustinju Kalahari, a bijele površine su hladni visoki oblaci. 
Sjajno bijelo oblačno područje iznad Sahare je znatno jasnije definirano nego 
na snimci napravljenoj u vidljivom dijelu spektra. Trag tog oblačnog područja 
proteže se prema istoku sve do oblačne zone iznad Srednjeg istoka. Visoki 
oblaci intertropske zone konfluencije i oblačni vrtlog sjeverno od Madagaskara 
također su jasno ocrtani. Sivo područje iznad južnog Atlantika predstavlja 
tanke niske oblake suptropske anticiklone. 

Treća snimka snimljena je u apsorpcijskom pojasu vodene pare 
(5,.7--:7,1 um). Bjeline na snimci označuju visoku vlagu u srednjem dijelu 
atmosfere (5---10 km), a tamna područja odgovaraju suhom zraku na tim istim 
visinama. Svijetlo područje iznad Sahare pokazuje jaku vlažnost visokih oblaka 
koji su vidljivi i na infracrvenoj snimci. Na snimci se vidi da je u oblačnom 
vrtlogu sjeverno od Madagaskara vlažnost raspoređena u obliku spirale. Tamno 
područje iznad južnog Atlantika odgovara suhom zraku suptropske anti- 
ciklone povrh sloja niskih tankih oblaka. 


Sateliti SMS imaju teleskop-radiometar za infracrvenu i 
vidljivu fotografiju visokog razlučivanja, te komunikacijski 
sustav za sakupljanje i odašiljanje podataka. Sateliti GOES su 
im slični, a razlikuju se uglavnom u poboljšanim komuni- 
kacijskim uređajima. Geostacionarni sateliti tog sustava omo- 
gućuju kontinuirano promatranje oblačnog pokrivača Zemlje 
na velikom prostranstvu po danu i noći, mjerenje visine i 
debljine oblaka, određivanje brzine vjetra na osnovi brzine 
kretanja oblaka, određivanje temperature površine Zemljina tla 
i od tla reflektirane kratkovalne energije, te dobivanje podataka 
o radijacijskom balansu sustava Zemlja-—atmosfera. 

Nakon izbacivanja prvog meteorološkog satelita 1960. godine 
u orbitama oko Zemlje nalazilo se, ili se još nalaze, deseci 
meteoroloških satelita. Noviji sateliti u polarnoj putanji nose 
radiometar, koji otkriva i objekte manje od 1km. Uređaj 
za primanje na tlu je znatno kompliciraniji i skuplji od 
APT-stanice, a podaci su toliko raznovrsni da služe ne samo 
u meteorologiji već i hidrologiji i oceanografiji. Sada je moguće 
pratiti položaj Golfske struje, priobalnih voda, ledenih polja 
Arktika i Antarktika, stvaranje ledenih bregova i rasprostra- 
njenost snijega i glečera u planinama, što je osobito važno 
za dobivanje točnog uvida u raspoložive količine vode. 
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Razvoj je satelitske meteorologije sve više usmjeren auto- 
matskoj obradi podataka i odašiljanju podataka u digitalnom 
obliku. To je i osnovni razlog da se na satelitima napuštaju 
televizijski sustavi za praćenje oblaka i da se prelazi na 
skanerske radiometre. U okviru globalnog istraživanja atmos- 
fere (GARP) sateliti će biti veoma važni u prijamu i prijenosu 
podataka s balonskih sonda, morskih bova i automatskih 
meteoroloških stanica. 


Raketna mjerenja. Radio-sondažna mjerenja redovito ne 
prelaze visinu 30:::35km, pa se za veće visine (do nekih 
400---500 km) upotrebljavaju meteorološke, odnosno geofizičke 
rakete. 

Istraživačke meteorološke rakete nose u prednjem dijelu 
mjerne instrumente i telemetrijske uređaje, a u stražnjem dijelu 
rezervoar s gorivom i komoru za izgaranje. Raketa se obično 
ispaljuje gotovo vertikalno s brzinom od 5-::6 maha. Sovjetska 
meteorološka raketa (sl. 35) ima u šiljku nosa elektronske 
termometre, manometre, instrumente za mjerenje Sunčeve radi- 
jacije, fotografski aparat i telemetrijski uređaj za prijenos 


SI. 35, Razmještaj mjernih uređaja na meteorološkoj 
raketi SSSR, / toplinski manometar, 2 bolometar 
za mjerenje Sunčeva zračenja, 3 manometar s 
membranom, 4 akumulator, 5 elektronski ter- 
mometar (termistor), 6 komutator telemetrijskog 
sustava, 7 radio-odašiljač, 8 fotografski aparat 


podataka na Zemlju. U SAD glavna pažnja nije posvećena 
direktnom mjerenju temperature, koja je funkcija mnogih 
faktora, već mjerenju tlaka ili gustoće zraka, pa se iz tih 
podataka proračuna temperatura zraka. S raketa se mogu izbaciti 
na različnim visinama, obično u razmacima od po 5km, male 
granate, kojima se eksplozije registriraju na Zemlji. Iz razlike 
vremena proteklog između eksplozije i nadolaska zvučnog vala 
na Zemlju određuje se brzina zvuka, a odatle srednja tempe- 
ratura i srednji vjetar u sloju između tla i razine eksplozije 
granate. Učinci vjetra i temperature mogu se međusobno raz- 
lučiti, pa se vjetar i temperatura zasebno određuju. Za mezo- 
sferu (v. Meteorologija) dobivaju se ovom metodom relativno 
točni podaci (+10*C i +5ms-!). 

Druga je metoda mjerenja da se na visini 120---150km iz 
rakete automatski izbaci kugla od metalizirane polietilenske 
folije debljine 12 um. Odmah nakon izbacivanja kugla se napuni 
malom količinom plina do promjera 2m. Vertikalna brzina 
v, i akceleracija kugle u padanju dv,/dt određuju se pomoću 
radara, pa se gustoća zraka na visini z određuje iz formule 


bh —— — (4) 


496 


gdje je g, akceleracija sile teže na visini z, s poprečni 
presjek kugle, c, bezdimenzijski koeficijent, a m masa kugle. 
Ta metoda daje zadovoljavajuće rezultate na visinama od 
75--:100 km. Postoji i tip manjih kugla, promjera 15 cm, oprem- 
ljenih akcelerometrom i telemetrijskim uređajem, koji služe za 
određivanje gustoće atmosfere. Za vrijeme pada rakete su 
obješene na metalizirani padobran, pa se iz gibanja padobra- 
na pomoću radara određuje smjer i brzina vjetra. 

Vjetar se može mjeriti i pomoću finih tankih žičica izba- 
čenih iz rakete. Praćenjem žičica radarom dobivaju se pouzdani 
podaci o vjetru u sloju od 65--:90 km. 

LIT.: Guide to meteorological instrument and observing practice. WMO, 
Ženeva 1971. — Handbook of meteorological instruments, I i II dio. HMSO, 
London 1963. — Uputstvo za osmatranja i mjerenja na glavnim meteorološkim 
stanicama. SHZ, Beograd 1974. — M. A. Fepuan, CNyTHHKOBA METEOpO- 
zoru. Tuupomereou3/arT, Jleuuurpa1 1975. — E. Barrett, L. Curtis, Environ- 


mental remote sensing. Bristol 1974. — COST 72: Technical conference on 
automatic weather stations, Vol. II. Bruxelles 1976. 


D. Poje 


METROLOGIJA, ZAKONSKA (mjeriteljstvo, za- 
konsko), dio metrologije kojim država osigurava potrebnu ra- 
zinu mjernog jedinstva i time svoje građane štiti od opasnih, 
lažnih, neispravnih i nedovoljno točnih mjernih rezultata. Po- 
gibeljni mjeriteljski utjecaji mogu nastati, npr., u zdravstvu, 
ljekarništvu, prehrani, poljoprivredi, zaštiti okoliša, prometu 
itd., a ostali nepovoljni mjeriteljski utjecaji mogući su u svim 
ljudskim djelatnostima. Svojim propisima i ispitno-nadzornim 
stanicama zakonska metrologija utječe na poljoprivrednu i 
industrijsku proizvodnju, trgovinu, međunarodnu trgovinu, škol- 
stvo, znanost i druge djelatnosti time što: a) propisuje za- 
konite mjerne jedinice i način njihove primjene; b) određuje 
koja se mjerila (mjerne sprave, uređaji, instrumenti, sustavi), 
kojom točnošću i u kojim rokovima moraju stručnim pre- 
gledom provjeravati i ovjeravati; u pravilu se mora ovjeriti 
svako mjerilo u javnom prometu; c) pregledava i ovjerava 
mjerila da bi se potvrdila njihova ispravnost; taj se posao 
većinom sastoji od niza tehničkih ispitivanja i baždarenja 
(umjeravanja), a završava se ovjeravanjem (žigosanjem), tj. oz- 
načivanjem ili pismenim iskazivanjem da mjerilo udovoljava 
propisanim uvjetima; d) nadzire da li se provode mjeriteljski 
propisi i prijavljuju prekršitelji za kažnjavanje. 

Mjerno jedinstvo takvo je stanje metrologije u kojemu su 
mjerni rezultati izraženi zakonitim jedinicama, a mjerne ne- 
sigurnosti poznate s iskazanom vjerojatnošću. Drugim riječi- 
ma: na svom je području mjeriteljska služba ostvarila mjerno 
jedinstvo onda kad je u svako doba pod različitim okolno- 
stima sposobna različitim postupcima i mjerilima proizvoditi 
mjerne informacije naznačene nesigurnosti (v. Mjerna nesigur- 
nost). Brojne su fizikalne veličine za koje postoji društvena 
i privredna potreba održavanja mjernog jedinstva na utanače- 
noj, odnosno ekonomski opravdanoj razini nesigurnosti (točno- 
sti) i u potrebnim vrijednosnim rasponima. Tri su glavne sku- 
pine tih veličina: a) duljina, ploština, obujam, masa, gustoća 
i udjel čvrste tvari, tekućine i plina, temperatura, vrijeme, 
obujam i protok, tlak, električna i toplinska energija itd.; 
b) vlažnost žitarica, uljarica i masnoća, udjel masnoća u mli- 
jeku i mliječnim proizvodima, udjel škroba u krumpiru i 
drugim gomoljima, etanolni (alkoholni) udjel u pićima, udjel 
nečistoća u poljoprivrednim proizvodima itd.; c) fizikalne veli- 
čine radiološke zaštite i veličine bitne u medicini, proizvodnji 
lijekova, prehrambenoj industriji, zaštiti okoliša itd. 

Mjerno se jedinstvo uspostavlja, održava i unapređuje pro- 
vođenjem planova koji se odnose na specificirana područja 
društvenog djelovanja, a unutar njih na pojedine fizikalne 
veličine i njihove vrijednosne raspone. Ti su rasponi vrlo raz- 
ličiti, npr. pri mjerenju gustoće morske vode raspon je svega 
nekoliko postotaka, a pri mjerenju tlaka raspon je mnogo 
veći, 10-1%.-.105 bar (10-1%.-.101% Pa). Bitne razlike postoje i u 
razini točnosti, npr. u tvornici alata razina mjernog jedin- 
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stva na području mjerenja duljine mora biti mnogo viša nego 
u tvornici drvenog namještaja ili u prometu drva. 

Temeljna je zadaća planiranja mjernog jedinstva na nekom 
području, pa tako i na području države, što bolje uskla- 
diti i međusobno prilagoditi dosadašnja i planirana stanja mjer- 
nog jedinstva pojedinih radnih organizacija, tehničkih sustava 
(elektroprivreda, televizija itd.) i gospodarskih grana (proizvod- 
nja žitarica, vinarstvo itd.) Pri tom valja poštovati načelo 
nacionalnog mjeriteljskog djelovanja, a to je: uspostavljanje i 
održavanje mjernog jedinstva na području čitave države s naj- 
manje stručnjaka i s najmanje troškova za mjernu opremu, 
prostor i pripadne instalacije. 

Najlakši je dio posla pri uspostavljanju i održavanju mjer- 
nog jedinstva propisivanje zakonitih jedinica; država to po- 
vremeno čini zakonima i drugim propisima, obično u skladu 
s međunarodnim dogovorima. Najteži, pak, i trajni dio posla 
je pregledanje i ovjeravanje mjerila; to se obavlja u držav- 
nim nadzornim stanicama i od države ovlaštenim stanicama. 
S tim u vezi nastaju snažne kadrovske i ekonomske posljedice 
državnih propisa o tome koja se mjerila, u kojim rokovima, 
pod kojim uvjetima i kako moraju pregledati i ovjeravati. 

Pretežni dio tih državnih propisa odnosi se na mjeritelj- 
ska i tehnička svojstva mjerila te na postupak njihova ispi- 
tivanja i ovjeravanja. U razvijenim se zemljama takvi mjeri- 
teljski propisi odnose na dvadesetak skupina mjerila. To su: 
trgovački duljinomjeri, precizne duljinske mjere, strojevi za 
mjerenje duljine; mjerila ploštine; mjerila obujma čvrstih tijela; 
mjerila obujma tekućina u mirovanju; mjerila proteklog obuj- 
ma vode; mjerila proteklog obujma ili mase ostalih tekućina; 
plinomjeri; utezi; neautomatske vage; automatske vage, kon- 
vejerske vage, automatske sortirne vage, strojevi za sortiranje 
jaja; mjerila zrnatih kultura; laboratorijska mjerila obujma; 
mjerila gustoće; tehnički termometri; medicinska mjerila; teh- 
nički tlakomjeri; mjerila za mljekarstvo; mjerila u uličnom 
prometu; brojila vremena; električna mjerila; akustička mjerila; 
mjerila topline; radiološka mjerila i tome slično. 

Svjetsko mjerno jedinstvo. Mjerno jedinstvo u grupi drža- 
va, državi, grani, tehničkom sustavu itd. zapravo su dijelovi 
svjetskog mjernog jedinstva koje se ostvaruje trgovačkim pos- 
lovima, vojnim isporukama, međunarodnim konvencijama, struč- 
nim i znanstvenim dodirima itd. Evo nekoliko vrlo grubih, 
ali posve svakodnevnih primjera postojanja tog svjetskog je- 
dinstva. Između Zagreba i Tokija postoji mjerno jedinstvo 
krvnog tlaka kad na temelju nalaza zagrebačkog liječnika 
japanski liječnik može bolesniku bez daljega propisati liječenje. 
Između zagrebačke Plive i švicarske Cibe postoji ljekarničko 
mjerno jedinstvo kad se unutar mjerne nesigurnosti poduda- 
raju rezultati ispitivanja nekog lijeka. Postoji neko bakteriološ- 
ko mjerno jedinstvo između njemačkog kupca i jugoslavenskog 
izvoznika kad ispitivanje mesne konzerve u Zagrebu i Ham- 
burgu daje podudarne rezultate. Unutar Vijeća uzajamne gos- 
podarske pomoći (SEV) postoji mjerno jedinstvo vlažnosti žita 
kad se rezultati mjerenja vlažnosti na istom žitnom uzorku ne 
razlikuju više nego što je prethodno utanačeno. Bezbrojni su 
primjeri postojanja čvršćeg ili labavijeg svjetskog mjernog 
jedinstva u kemijskoj tehnologiji, graditeljstvu, prometu, bro- 
darstvu, poljoprivredi, vinarstvu, meteorologiji itd. 

Što se tiče mjernih jedinica, postignuto je potpuno svjet- 
sko jedinstvo. Praktički su, naime, sve zakonite jedinice svi- 
jeta međunarodno dogovoreni i nacionalnim zakonima propi- 
sani višekratnici sedam osnovnih jedinica Međunarodnog sus- 
tava jedinica (SI), odnosno višekratnici umnožaka nekih os- 
novnih jedinica SI. I angloameričke su jedinice samo propi- 
sani višekratnici jedinica Međunarodnog sustava koji je us- 
postavljen 1960. godine. 

Taj dogovor o jedinstvu mjernih jedinica proizlazi iz Kon- 
vencije o metru (Convention du Metre), kojoj su osnivačke dr- 
žave pristupile na Diplomatskoj konferenciji o metru 20. svi- 
bnja 1875. godine, a ostale države još prilaze i u naše vri- 
jeme. Ta kratka konvencija od svega 14 članova prilagođena 
je novim vremenima 6. listopada 1921. godine. Predratna Ju- 
goslavija ratificirala je Konvenciju 1929. godine (Službene no- 
vine 1929, br. 302, 25. decembra 1929). 
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SFR Jugoslavija se donekle koristi uslugama koje joj mogu 
pružiti organi Konvencije. Tako šalje svoje predstavnike na 
zasjedanja Generalne konferencije za mjere i utege (Confćrence 
Generale des Poids et Mesures, CGPM), koji tamo suodlučuju 
o rezolucijama Konferencije, prima stručne i organizacijske 
publikacije Međunarodnog ureda za mjere i utege (Bureau 
International des Poids et Mesures, BIPM) i prima eksperi- 
mentalne mjeriteljske usluge laboratorija koji pripadaju BIPM, 
a nalaze se u Sčvresu, predgrađu Pariza. Ti su laboratoriji 
nakon drugoga svjetskog rata baždarili neka jugoslavenska 
masena, fotometrijska, temperaturna, duljinska i električna pra- 
mjerila (etalone). Postoje i brojne druge mogućnosti koje pru- 
žaju BIPM i s njime čvrsto povezana mjeriteljska središta. 

S obzirom na mjerila svjetsko se mjerno jedinstvo ostva- 
ruje znatnom zaslugom Međunarodne organizacije za zakonsko 
mjeriteljstvo (Organisation Internationale de Metrologie Legale, 
OIML), koja je osnovana 12. listopada 1956. godine, tj. 83 
godine poslije potpisivanja Konvencije o metru, a sjedište joj 
je u Parizu. Jugoslavija je potpisnica Konvencije o ustanov- 
ljenju OIML (Međunarodni ugovori i drugi sporazumi, Doda- 
tak Službenom listu FNRJ 1957/11). Jugoslavija se potpisom 
te konvencije moralno obvezala da će u svoj mogućoj mjeri 
primjenjivati odluke te organizacije. Jedan je od bitnih zada- 
taka organizacije OIML da u obliku preporuka i drugih do- 
kumenata utvrdi značajke i uvjete kojima mjerila moraju 
udovoljavati da bi se njihova upotreba mogla međunarodno 
preporučiti svim državama članicama. Preporuke OIML temelj 
su i izvor jugoslavenskih Pravilnika o metrološkim uvjetima 
(1975. i dalje), iako to u njima nije naznačeno. 


Svjetskom jedinstvu mjerila pridonose i preporuke Među- 
narodne elektrotehničke komisije (International Electrotechnical 
Commission, IEC), te standardi Međunarodne organizacije za 
standardizaciju (International Organization for Standardization, 
1SO). Djelovanje organizacija OIML, IEC i ISO ponekad 
se donekle preklapaju; zato su osnovane zajedničke radne sku- 
pine da predlože uklanjanje nedostataka. Postoje i druge, 
vrlo specijalizirane međunarodne organizacije i savezi koji 
svojim djelovanjem usavršavaju svjetsko mjerno jedinstvo. 

Ujednačivanju na području mjeriteljstva pridonose propisi 
i standardi Evropske ekonomske zajednice i standardi Vijeća 
uzajamne gospodarske pomoći (SEV). Temeljem sporazuma iz- 
među SFR Jugoslavije i SEV jugoslavenski predstavnici sudje- 
luju u radu Stalne komisije SEV za standardizaciju, koja ima 
i Metrološku sekciju. 


Jugoslavensko metrološko zakonodavstvo. Ustav SFR Jugo- 
slavije izvor je metrološkog zakonodavstva: »Federacija preko 
saveznih organa uređuje sistem mjernih jedinica te osigurava 
kontrolu mjera i dragocjenih metala; uređuje zaštitu pronala- 
zaka, tehničkih unapređenja, žigova, znakova kvalitete, ozna- 
ka podrijetla proizvoda, uzoraka i modela i standarde, tehni- 
čke normative i norme kvalitete proizvoda i usluga te osi- 
gurava izvršavanje saveznih propisa u tim oblastima kad je to, 
u interesu cijele zemlje, utvrđeno saveznim zakonom« (član 
281, t. 13). Prema toj ustavnoj odredbi ne postoje, dakle, 
republička i pokrajinska metrološka zakonodavstva. 


Velik dio odredbi bitnih za metrologiju, odnosno njezino 
održavanje, sadrže Temeljni zakon (1976) i Dopunski zakon o 
mjernim jedinicama i mjerilima (1980). 1z Temeljnog zakona 
proizlazi većina odluka Saveznog izvršnog vijeća o metrologiji, 
te naredbe, pravilnici i upute što ih donose ovlašteni savezni 
funkcionari. Za mjerno su jedinstvo najvažnije naredbe kojima 
se određuju mjerila što se obvezno moraju ovjeravati i brojni 
pravilnici o mjeriteljskim svojstvima mjerila, propisi o načinu 
ustanovljavanja tih svojstava i neki drugi pravilnici. Zakon o 
standardizaciji (1977, 1980) dodiruje metrologiju samo u tom 
smislu što za novo mjerilo mora postojati standard kao i za 
svaki drugi proizvod (čl. 13. i 31. Zakona o standardizaciji). 

Do sredine 1980. godine objavljeni su sljedeći zakoni, odluke, pravilnici 
i naredbe koji se odnose na metrologiju: 

Ustav i savezni zakoni: 

Ustav SFR Jugoslavije, 1974. (član 281, točka 13; čl. 363 -:368; čl. 152), 

Zakon o mjernim jedinicama i mjerilima, Sl. list SFRJ 1976/13 (Te- 
meljni zakon), 
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Zakon o izmjeni i dopuni Zakona o mjernim jedinicama i mjerilima, 
SL. list SFRJ 1980/74 (Dopunski zakon), 

Zakon o kontroli predmeta od dragocjenih kovina, SI. list SFRJ 1981/59, 

Zakon o standardizaciji, SI. list SFRJ 1977/38, 

Zakon o izmjenama i dopunama Zakona o standardizaciji, SI. list SFRJ 
1980/11. 

Odluke Saveznog izvršnog vijeća: 

Odluka o određivanju roka do kojega se u Nuklearnoj elektrani Krško 
mogu upotrebljavati mjerne jedinice koje ne pripadaju Međunarodnom sistemu 
mjernih jedinica i uvozna mjerila kojima se vrši mjerenje u tim jedinicama, 
SI. list SFRJ 1979/38, 

Odluka o visini i načinu plaćanja troškova za pregled i tipno ispitivanje 
mjerila, SI. list SFRJ 1979/63, 

Odluka o visini i načinu plaćanja troškova za ispitivanje i žigosanje 
predmeta od plemenitih kovina, Sl. list SFRJ 1979/63, 

Odluka o osnivanju Savjeta na području metrologije, SI. list SFRJ 1980/44, 

Odluka o određivanju roka do kojega će se u javnom prometu moći 
upotrebljavati mjerila kojima se obavlja mjerenje u mjernim jedinicama koje 
nisu predviđene Zakonom o mjernim jedinicama i mjerilima, SI, list SFRJ 
1980/70. 

Pravilnici i naredbe: 

Pravilnik o standardizaciji i metrologiji u oružanim snagama Jugosla- 
vije, Službeni vojni list 1980/9, 

Naredba o određivanju mjerila koja mogu pregledati ovlaštene organiza- 
cije udruženog rada, SI. list SFRJ 1976/54, 

Naredba o određivanju vrsta mjerila za koja je pregled obvezatan, Sl. 
list SFRJ 1976/29, 

Naredba o rokovima za povremene preglede mjerila, SI. list SFRJ 1976/29, 

Naredba o vrstama i oblicima žigova i drugih znakova što se upotreb- 
ljavaju pri pregledu mjerila, Sl. list SFRJ 1976/51, 

Naredba o načinu obilježavanja finoće“na predmetima od dragocjenih 
kovina, Sl. list SFRJ 1977/54, 

Naredba o oblicima žigova za označavanje finoće predmeta od drago- 
cjenih kovina, SI. list SFRJ 1977/54, 

Naredba o obliku proizvođačkog znaka, SI. list SFRJ 1977/54, 

Pravilnik o načinu tipnog ispitivanja mjerila, SI. list SFRJ 1976/29, 

Pravilnik o tehničkim uvjetima koje treba da ispunjavaju prostorije i 
oprema za ispitivanje i žigosanje predmeta od dragocjenih kovina koje su 
određene organizacije udruženog rada dužne osigurati organu kontrole pri ispi- 
tivanju i žigosanju predmeta od dragocjenih kovina, SI. list SFRJ 1977/54, 

Pravilnik o sadržaju i obliku službene legitimacije radnika kontrole, SI. 
list SFRJ 1977/59, 

Pravilnik o tehničkim uvjetima koje u pogledu izrade moraju ispunjavati 
predmeti od dragocjenih kovina, SI. list SFRJ 1977/60, 

Pravilnik o načinu na koji organi kontrole vrše obvezatan pregled mje- 
rila, Sl. list SFRJ 1978/14, 

Pravilnik o načinu ispitivanja i žigosanja predmeta od dragocjenih ko- 
vina, SI. list SFRJ 1978/31, 

Pravilnik o stupnju finoće zlatnih poluproizvoda za zubno-protetičke 
predmete i o načinu vršenja kontrole zlatnih poluproizvoda za te predmete, 
SI. list SFRJ 1978/62, 

Pravilnik o uvjetima koje u pogledu stručnosti radnika, opreme i pro- 
storija moraju ispunjavati organizacije udruženog rada da bi mogle vršiti 
pregled i žigosanje mjerila, Sl. list SFRJ 1979/63; 1980/1. 


Pravilnici o mjeriteljskim uvjetima pojedinih vrsta mjerila (stanje krajem 1981. 
godine). U pojedinim mjernim područjima pravilnici obuhvaćaju sljedeća mjerila 
ili s njima povezane okolnosti. Masa: razredi točnosti neautomatskih vaga 
(SI. list SFRJ 1975/34), neautomatske vage razreda točnosti III (1975/34), neau- 
tomatske vage razreda točnosti I i 1I (1978/6), nadzorni utezi 500 i 1000 kg 
(1978/53, 60), kućišta cestovnih i tračničkih vaga (1979/34), vage s pomičnim 
utegom (1980/5), mostovi cestovnih vaga (1980/9), utezi (1980/12, 34), mostovi 
tračničkih vaga (1980/20), radne prostorije, oprema i radnici (1981/34). 

Obujam i protok: plinska protočna mjerila (1977/12), korektori (1977/12, 
1979/34), uređaji za ispitivanje plinomjera (1977/12), uređaji za ispitivanje ko- 
rektora (1977/12), radne prostorije, oprema i radnici za pregled plinomjera 
i korektora (1977/12), medicinske injekcijske štrcaljke (1978/11), radne prosto- 
rije, oprema i radnici za pregled štrcaljki (1978/11), staklena _ mjerila obujma 
za kolonjsku vodu i parfimerijske proizvode (1978/11, 51), radne prostorije, 
oprema i radnici za pregled navedenih mjerila obujma (1978/11), staklene birete 
(1978/13), odmjerne staklene tikvice s jednom mjernom crtom (1978/48), pipete 
s jednom mjernom crtom (1978/48), graduirane mjerne pipete (kapaljke) 
(1979/56), mikropipete (1980/5), kapaljke za miješanje krvi za brojenje krvnih 
tjelešaca (1980/29, 38), radne prostorije, oprema i radnici za pregled laborato- 
rijskih mjerila obujma (1980/36, 43), graduirani mjerni valjci (1980/68, 1981/17), 
vodoravni valjkasti spremnici (1981/26), radne prostorije, oprema i radnici za 
pregled ugostiteljskih posuda (1981/32), radne prostorije, oprema i radnici za 
pregled vodomjera (1981/47), uređaji za pregled vodomjera (1981/48), plinska 
protočna mjerila s mjernim zaslonom (1981/59). 

Električna i svjetlosna mjerila: indukcijska brojila razreda točnosti 2,5 
(1977/29, 1978/52, 1981/31), radne prostorije, oprema i radnici za pregled brojila 
(1977/49), indukcijska brojila (1977/40), grupni etaloni volta (1978/43), etalonske 
ćelije (1978/43), pokazivala maksimuma razreda 1,0 (1978/46), davači tarifnih 
impulsa i uklopni satovi u telefonskom i telegrafskom saobraćaju (1979/13, 41), 
radne prostorije, oprema i radnici za pregled električnih pokaznih instrumenata 
(1979/50), žarulje — radne pramjere (1980/47), električni pokazni instrumenti 
i njihov pribor (1980/49, 1981/35), radne prostorije, oprema i radnici za pregled 
žarulja (1980/57), luksmetri (1981/6), radne prostorije, oprema i radnici za 
pregled luksmetara (1981/6), mjerni transformatori za električna brojila (1981/8), 
radne prostorije, oprema i radnici za pregled uklopnih satova (1981/10, 19), 
radne prostorije, oprema i radnici za pregled mjernih transformatora (1981/12). 

Toplomjeri: platinski otpornički toplomjeri — primarne pramjere u rasponu 
0d90,188 K do 909,905 K (1978/69), medicinski toplomjeri (humani i veterinarski) 
(1979/27, 29), sekundarni i radni etaloni temperature (1980/2), termočlanci 
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(1980/12), radne prostorije, oprema i radnici za pregled termočlanaka (1980/12), 
otpornički toplomjeri (1980/65), radne prostorije, oprema i radnici za pregled 
otporničkih toplomjera, (1980/65), termočlanci  platinrodij (10%)—platina 
(1980/65), inkubatorski toplomjeri (1981/14), pregled i ovjeravanje humanih i 
veterinarskih toplomjera (1981/66). 

Ostala mjerila: ure za parkiranje vozila (1980/26), duljinomjeri opće 
namjene (1981/2), visinomjeri za skladišne i transportne posude (1981/2), dulji- 
nomjeri za žicu i kabele (1981/46, 58), ploštinomjeri (1980/68), urinometri 
(1980/48), alkoholometri (1980/44), butirometri (1980/70), ebulioskopi po Malli- 
gandu (1981/51), manometri, vakuummetri i manovakuummetri (1980/57). 


Obvezno pregledavanje i ovjeravanje mjerila. U javnom se 
prometu SFR Jugoslavije može mjeriti samo s pomoću isprav- 
nih mjerila, tj. s pomoću takvih koja su prilikom propisanog 
obveznog pregleda (ispitivanja) udovoljila određenim propisima 
(čl. 3. Temeljnog zakona, 1976). Za kršenje propisa pojedinci, 
organizacije udruženog rada i druge pravne osobe kažnja- 
vaju se novčanom kaznom, oduzimanjem mjerila, oduzimanjem 
stečene imovinske koristi (čl. 50..-52), a u nekim se primjerima 
protiv njih mora povesti prekršajni postupak ili podnijeti pri- 
java za privredni prijestup, odnosno za krivično djelo (či. 46). 

Oružane snage SFR Jugoslavije mogu imati svoju mjeri- 
teljsku službu (čl. 6). 

Odlukom Saveznog izvršnog vijeća (Sl. list SFRJ 1980/70 
od 26. prosinca 1980) mogu se od 1. siječnja 1981. upotreb- 
ljavati samo ona mjerila koja svoje mjerne rezultate iskazuju 
zakonitim mjernim jedinicama. Iznimno se, međutim, prema 
toj istoj odluci mogu upotrebljavati i mjerila s nezakonitim 
jedinicama ako: a) udovoljavaju propisanim mjeriteljskim uv- 
jetima, b) imaju tablice kojima se izmjerene vrijednosti us- 
poredno iskazuju nezakonitom jedinicom mjerila i prikladnom 
zakonitom jedinicom, c) odgovaraju potrebama javnog prometa 
(čl. 39). 

Iznimno se ne moraju upotrebljavati zakonite jedinice u 
prometu robe i drugim odnosima s inozemstvom (čl. 12), a 
ni onda kad se u Jugoslaviji temeljem međunarodnih kon- 
vencija i ugovora primjenjuju nezakonite jedinice (čl. 53. Te- 
meljnog zakona i čl. 1. Dopunskog zakona). Dopunski zakon 
ne specificira te konvencije i ugovore, već rečenicom u za- 
gradi navodi da se to odnosi na pojedina područja kao što 
su »zračni promet, pomorski promet, željeznički promet i slično«. 

Pod javnim prometom razumijeva se upotreba mjerila i 
mjernih jedinica u »radu odnosno poslovanju organizacija 
udruženog rada i drugih samoupravnih organizacija i zajednica, 
društvenih organizacija i udruženja građana, organa i organi- 
zacija društveno-političkih zajednica te radnih ljudi koji samo- 
stalno obavljaju djelatnost osobnim radom sredstvima u vlas- 
ništvu građana i radnih ljudi koji osobnim radom samostalno 
u vidu zanimanja obavljaju određene profesionalne djelatnosti« 
(čl. 8). Ovjerena (žigosana) mjerila i zakonite jedinice moraju 
organi, organizacije, zajednice i radni ljudi upotrebljavati i u 
radnom procesu, odnosno u svom unutrašnjem poslovanju 
(čl. 8). Odredba se odnosi i na mjerila koja pojedinci upo- 
trebljavaju u međusobnom prometu (čl. 16). 

Temeljni zakon nalaže da se mjerila u javnom prometu 
moraju pregledavati (ispitivati) radi utvrđivanja njihove isprav- 
nosti (čl. 16) i predviđa četiri vrste obveznih pregleda: prvi 
pregled mjerila (čl. 19), povremeni pregled (čl. 20), tipno is- 
pitivanje mjerila (či. 29.--34) i nadzorni pregled (čl. 41---49). 
Direktor Saveznog zavoda za mjere i plemenite kovine svojim 
propisom (naredbom) potanje određuje vrste mjerila za koja je 
pregled obvezan (čl. 16). 


Prvom pregledu podliježu nova, popravljena i preinačena | 


mjerila (čl. 19). Taj se pregled obavlja prije nego što se 
mjerilo stavi u promet, odnosno prije nego što se počne 
upotrebljavati (čl. 19). Na prvi se pregled mogu podnijeti 
samo mjerila onoga tipa kojega je upotrebu u javnom pro- 
metu prethodno odobrio Savezni zavod (čl. 19). Odobrenje 
izdaje Savezni zavod na osnovi rezultata tipnog ispitivanja 
što ga obavlja Savezni zavod (čl. 29-33). Mjerila se tipno 
ispituju na način koji je posebnim pravilnikom za tu svrhu 
propisao direktor Zavoda (SI. list SFRJ 1976/29). O prvom 
pregledu i o tipnom ispitivanju mjerila treba da se brine 


proizvođač ili uvoznik mjerila, odnosno onaj tko je mjerilo. 


popravio (čl. 19). 


METROLOGIJA, ZAKONSKA 


Povremeno se pregledavaju mjerila u rokovima što ih za 
pojedine vrste mjerila propisom (naredbom) određuje direktor 
Saveznog zavoda (čl. 20). Naredbom se može odrediti koja se 
mjerila izuzimaju od povremenih pregleda. O povremenim 
pregledima mjerila treba da se brine imalac mjerila; iznimke 
za pojedine vrste mjerila propisuje direktor Zavoda (čl. 20). 
Nadzornim se pregledom ustanovljuje da li se u javnom 
prometu doista upotrebljavaju ispravna mjerila i da li se 
upotrebljavaju na ispravan način (či. 41). 

Posebnom naredbom (SI. list SFRJ 1976/29) određene su 
brojne vrste mjerila za koje je pregled obvezan. U 33 odlomka 
svoje prve točke naredba nabraja prema mjerenim fizikalnim 
veličinama i prema nazivima mjerila nekih pet stotina vrsti 
mjerila. Drugom točkom naredba specificira koje se »pramjere, 
kontrolna mjerila i uređaji kojima se obavlja obvezatan pregled 
mjerila« moraju podvrći obveznom pregledu. Treća točka na- 
redbe određuje da se obvezno moraju pregledavati i mjerila 
javnog prometa koja nisu navedena u ovoj naredbi. Dalja točka 
određuje da se mjerila za osobnu upotrebu (kuhinjske vage i sl.) 
ne mogu upotrebljavati u javnom prometu i da nisu podvrgnuta 
obveznom pregledu. Peta točka određuje koja se mjerila 
izuzimaju od povremenog pregleda, npr. čaše, laboratorijska 
mjerila obujma, medicinski termometri itd. Šesta točka nalaže 
da se o povremenim pregledima mjerila topline i električne 
energije, plinomjera, korektora, vodomjera, mjernih transforma- 
tora, uklopnih satova i parkirališnih satova brinu organizacije 
udruženog rada koje prodaju toplinsku energiju, električnu 
energiju, plin, vodu i izdaju prostor za parkiranje bez obzira 
tko je vlasnik tih mjerila. 

Sve četiri vrste pregleda mjerila obavljaju državne ispitno- 
-nadzorne stanice (u nastavku: kontrolne stanice), a one osim 
toga ispituju i žigošu predmete od plemenitih kovina (zlato, 
platina, srebro). Kontrolne su stanice područne organizacijske 
radne jedinice Saveznog zavoda za mjere i plemenite kovine. 
Temeljni zakon te ispostave naziva »organima kontrole«. Stvarni 
nazivi tih kontrolnih stanica npr. glase: Kontrola mjera i 
plemenitih kovina (Zagreb), Kontrola meril in plemenitih kovin 
(Ljubljana). Kontrolne stanice osniva, spaja i ukida Savezno 
izvršno vijeće »pošto pribavi mišljenje Izvršnog vijeća republike 
odnosno autonomne pokrajine na teritoriju koje se osniva 
organ kontrole odnosno na teritoriju koje se nalazi organ 
kontrole koji se spaja odnosno ukida« (čl. 21). 

Način na koji kontrolne stanice obavljaju prvi i povremeni 
pregled mjerila propisuje direktor Saveznog zavoda posebnim 
pravilnikom (Sl. list SFRJ 1978/14). 

Prema Temeljnom zakonu sljedeći je zadatak kontrolnih 
stanica nadzirati da li se upotrebljavaju u javnom prometu 
ispravna mjerila i da li se upotrebljavaju na ispravan način 
(čl. 41). Za vrijeme tog posla radnici kontrolnih stanica »imaju 
pravo ulaziti u prostorije u kojima se mjerila proizvode, 
popravljaju, upotrebljavaju, stavljaju u promet ili drže priprem- 
ljena radi upotrebe odnosno stavljanja u promet, i obavljati 
pregled mjerila« (čl. 42). Organizacije udruženog rada, druge 
pravne osobe i pojedinci moraju omogućiti nesmetani nadzor 
i moraju dati podatke koji su za to potrebni (čl. 43). Svojim 
će rješenjem kontrolna stanica privremeno ili trajno zabraniti 
upotrebu mjerila za koja pronađe da nisu ispravna (čl. 44, 45). 
Ako se utvrdi da je organizacija udruženog rada, druga pravna 
osoba ili pojedinac prekršio propise, dužna je kontrolna stanica 
bez odgode podnijeti zahtjev za pokretanje prekršajnog postupka 
ili prijaviti privredni prijestup, odnosno krivično djelo (čl. 46). 
Ovjerenost mjerila mogu provjeravati i tržne inspekcije; svojim 
rješenjem one mogu odrediti upravne mjere ako je riječ o 
očitoj neispravnosti mjerila (čl. 47). 

Temeljni zakon obvezuje kontrolne stanice na još neke 
poslove. Tako, npr., one moraju nadzirati da li se doista 
upotrebljavaju mjerila određene vrste, tj. ona koja je propisao 
Savezni sekretar za tržište i cijene (čl. 37). Isto tako kontrolne 
stanice moraju nadzirati ne upotrebljavaju li se u javnom 
prometu one vrste mjerila kojih je upotrebu zabranio di- 
rektor Zavoda sporazumno sa Saveznim sekretarom za tržište 
i cijene i predsjednikom Saveznog komiteta za energetiku i 
industriju (čl. 39). 


METROLOGIJA, ZAKONSKA 


Sredinom 1980. godine u Jugoslaviji je djelovalo 18 kon- 
trolnih stanica ako među njih ubrojimo sarajevske ispostave 
u Banja Luci i Tuzli. To su: Banja Luka, Beograd, Celje, 
Kruševac, Ljubljana, Niš, Novi Sad, Osijek, Prizren, Rijeka, 
Sarajevo, Skopje, Split, Subotica, Titograd, Tuzla, Zagreb, 
Zrenjanin. 

Kontrolne stanice pregledaju godišnje oko 33 milijuna razno- 
vrsnih mjerila i ispitaju oko 10 tona plemenitih kovina, odnosno 
oko 2 milijuna predmeta. Od navedenog broja pregledanih 
mjerila oko 90% otpada na ugostiteljske posude i vrpčasta, 
odnosno zglobna mjerila duljine. Ona se ne pregledavaju poje- 
dinačno, već se nadzire automatska proizvodnja i žigosanje, 
npr. čaša, dvometarskih vrpci itd., odnosno ovjerava ispravnost 
uređaja koji u tvornici automatski žigošu takva masovna mjerila. 
U milijunskim se množinama pregledavaju i ovjeravaju utezi, 
termometri i brojila električne energije. Godišnje se pregledaju 
deseci, pa i stotine tisuća vodomjera, vaga, mjerila obujma, 
liječničkih tlakomjera, medicinskih štrcaljki, ura kopčalica, 
mjernih transformatora, plinomjera, spremnika itd. Tolika se 
brojnost postiže time što se pregled i žigosanje obavlja u 
proizvodnim poduzećima koja imaju mjeriteljske stručnjake 
i ispitne stanice, pa radnici kontrolnih stanica najčešće samo 
nadziru rad tvorničke kontrolne službe i provjeravaju nadzorna 
mjerila. Takav djelotvoran način rada provodi se u gotovo 
200 organizacija udruženog rada, a omogućuju ga odredbe 
od 22. do 24. člana Temeljnog zakona. 


Ovlaštene organizacije udruženog rada. Suvremenu policen- 
tričnu organizaciju mjeriteljske službe Temeljni zakon najavljuje 
onim svojim odredbama koje dopuštaju da za neke preglede 
i ovjeravanja nekih vrsta mjerila, osim Saveznog zavoda, budu 
pod određenim uvjetima ovlaštene organizacije udruženog rada 
(u nastavku: ovlaštene organizacije). Pri tom postoji nekoliko 
mogućnosti (čl. 22). Nijedna od njih ne omogućuje da ovlaš- 
tena organizacija obavlja tipna ispitivanja niti da obavlja nad- 
zorne preglede. 

Za status ovlaštene organizacije koja bi obavljala prve i 
povremene preglede mjerila mogu se natjecati »znanstveno- 
istraživački instituti, laboratoriji i slično u kojima rade 
radnici s odgovarajućom stručnom spremom« (čl. 22). Ovlaštene 
organizacije moraju raspolagati primjerenom opremom i prosto- 
rijama i moraju biti registrirane za obavljanje te djelatnosti 
(čl. 22). Direktor Zavoda posebnim pravilnikom propisuje uvjete 
kojima s obzirom na stručnost radnika, opremu i prostorije 
moraju udovoljavati ovlaštene organizacije (čl. 22) (SI. list 
SFRJ 1979/63). Savezni zavod ocjenjuje (čl. 23) da li poten- 
cijalni ovlašteni laboratorij udovoljava uvjetima u pravilniku. 
Savezni je zavod obvezan (čl. 48) nadzirati kako ovlaštene 
organizacije pregledavaju i ovjeravaju mjerila. 

Mogućnost stjecanja ovlaštenja zapravo je uvjetna. Temeljni 
zakon (čl. 22, stavak 3), naime, određuje da se ovlaštenja 
za pregledavanje i ovjeravanje mogu dodijeliti samo za neka 
mjerila (Sl. list SFRJ 1976/54). 

Zakon predviđa i drugi način ovlašćivanja. Organizacije 
udruženog rada ovlaštene su da pregledavaju ona svoja mjerila 
koja upotrebljavaju u tehnološkom radnom procesu (čl. 22, st, 1). 
Ovlaštenje ove vrste ne odnosi se na pregledavanje »mjerila 
koja se upotrebljavaju u zdravstvu, mjerila koja su namijenjena 
zaštiti ljudi i imovine i mjerila koja služe za obračun i kon- 
trolu kvalitete u poslovanju unutar organizacije udruženog 
rada i s trećim osobama« (čl. 22). 

Treća mogućnost ovlašćivanja namijenjena je organizacijama 
udruženog rada koje velikoserijski proizvode mjerila, odnosno 
predmete sa svojstvima mjerila, npr. mjerne vrpce, čaše, vrčeve 
itd. Temeljni zakon izričito navodi (čl. 22, st. 2) da pri tom 
proizvodnja mjerila, odnosno postupak njihova ispitivanja, 
treba da bude ili automatiziran ili takav da jamči ispunjenje 
propisanih mjeriteljskih uvjeta. 

Postoji još jedan način na koji organizacija udruženog 
rada pretežno sudjeluje u pregledu i ovjeravanju mjerila, ali 
pri tom nema status ovlaštene organizacije. Taj način omo- 
gućuje član 25. Temeljnog zakona koji se odnosi na pregled 
onih mjerila koja se nalaze izvan prostorija kontrolnih stanica. 
Ako se pak »pregled mjerila obavlja u poslovnim prostorijama 
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organizacije udruženog rada koja proizvodi ili popravlja mjerila, 
ta je organizacija dužna osigurati i potrebne radne prostorije 
i opremu za obavljanje pregleda« (čl. 25). Tako se najčešće 
pregledavaju i ovjeravaju tzv. mjerila za poslovanje i zaštitu, 
a i druga, npr. vodomjeri, plinomjeri i korektori, mjerila 
električne energije, ure kopčalice, električni mjerni instrumenti, 
termočlanci, staklenke za kozmetičke proizvode, laboratorijske 
posude za mjerenje obujma tekućina i plinova itd. Sredinom 
1980. godine na opisani su se način pod vodstvom kontrolnih 
stanica pregledavala mjerila približno u dvije stotine organiza- 
cija udruženog rada. 

Savezni zavod za mjere i plemenite kovine ima sjedište u 
Beogradu, a sastoji se od 16 područnih kontrolnih stanica i 
četiri organizacijske jedinice u Beogradu. To su: Kontrolno-ins- 
pekcijski sektor, Metrološko-razvojni sektor, Odjel za pravne, 
kadrovske i opće poslove, te Odjel za materijalno-financijsko 
poslovanje. Početkom 1980. godine Savezni je zavod zapošljavao 
oko 350 radnika, od toga nešto više od 200 u svim kontrolnim 
stanicama. 

Ustavna odredba (član 281, t. 13) nalaže da jugoslavenska 
zakonska metrologija »osigurava kontrolu mjera i dragocjenih 
metala«. Taj temeljni zadatak treba da se provodi u državnim 
ispitno-kontrolnim stanicama i od države ovlaštenim stanicama. 

Osim već opisanih zadataka, Temeljni zakon (1976) nalaže 
Zavodu da obavlja i druge poslove. Tako Zavod treba da 
»ostvaruje jugoslavenske (primarne) pramjere osnovnih mjernih 
jedinica i izvedenih mjernih jedinica Međunarodnog sustava 
mjernih jedinica, čuva te pramjere i povremeno ih uspoređuje 
s međunarodnim pramjerama« (čl. 5). 

Član 6. Temeljnog zakona nalaže direktoru Zavoda da 
propisuje upotrebu sekundarnih i radnih etalona i da ih 
klasificira. Drugim riječima: nalaže se uspostavljanje, održavanje 
i unapređivanje jugoslavenskog mjeriteljskog sustava. Temeljni 
zakon (čl. 5), osim toga, obvezuje Zavod da »osigurava i čuva 
uzorke određenih mehaničkih osobina i kemijskog sastava 
(referentni materijali)«. 

Zavod ima svoje službeno glasilo, Glasnik, u kojemu 
objavljuje odobrenja za pregled i ovjeravanje mjerila te druge 
službene dokumente. Zavod povremeno objavljuje priručnike, 
monografije, upute i zbirke propisa u obliku brošura. 


ZAKONITE MJERNE JEDINICE 


Zakonite mjerne jedinice su one kojih primjenu u javnom 
prometu na području SFR Jugoslavije izrijekom dopušta jugo- 
slavensko zakonodavstvo. Dva zakona određuju koje su jedinice 
zakonite, kako se zovu i pišu, koji im je znak i kolika 
im je vrijednost. To su: Zakon o mjernim jedinicama i mjerilima, 
SL list SFRJ 1976/13 (Temeljni zakon) i Zakon o izmjeni i 
dopuni Zakona o mjernim jedinicama i mjerilima, Sl. list SFRJ 
1980/74 (Dopunski zakon). Ti zakoni, kao i drugi mjeriteljski 
propisi, primjenjuju određene nazive fizikalnih veličina, ali ih 
samim time ne proglašuju zakonitima, jer nisu za to mjerodavni. 

Zakonite se jedinice svrstavaju u dvije goleme skupine: 

a) Jedinice koje pripadaju Međunarodnom sustavu jedinica; 
taj se sustav u gotovo svim jezicima označuje znakom SI, 
što je kratica francuskog naziva Systeme International d*Unites. 
Budući da u naše vrijeme ima oko dvije tisuće fizikalnih 
veličina i možda stotinjak njima pripadnih jedinica sustava SI, 
Temeljni je zakon paušalno odredio: zakonite su sve jedinice 
SI (opaska broj 1 nakon 49. točke glave I Popisa mjernih 
jedinica koji je sastavni dio Temeljnog zakona). Time je ujedno 
zakon proglasio unaprijed zakonitima i one jedinice SI koje će 
se u budućnosti upotrebljavati za nove fizikalne veličine. Jedini 
je uvjet pri tom da se nove jedinice SI tvore po načelu tvorbe 
jedinica Međunarodnog sustava jedinica (čl. 10). 

b) Jedinice koje su zakonom propisani višekratnik jedinica 
Međunarodnog sustava (SI). Te su jedinice određene jednadžbom 


zakonita _ zakonitakon- . jedinica Međunarodnog n 
jedinica stanta (C) sustava jedinica (SI). U) 


Zakonita konstanta (stalnica) C propisani je broj. Od mnogo- 
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brojnih mogućih primjera tvorbe zakonitih jedinica spomenut 
će se nekoliko radi ilustracije tog temeljnog načela (sl. 1). 

Za fizikalnu veličinu masa (neki zovu tu veličinu težina) 
zakonita je jedinica tona (znak: t). Definirana je pomoću zako- 
nom propisane konstante € =1000, tj. 


tona = 1000 : kilogram, 


odnosno bez znaka množenja: tona = 1000 kilograma; kilogram 
(znak: kg) naziv je za jedinicu mase u sustavu SI. Znakovima 
se opisana definicija tone piše: t = 1000 - kg ili t = 1000 kg. 
S pomoću zakonite konstante € = 3600 definira se zakonita 
jedinica vremena sat (znak: h): 


sat = 3600 * sekunda, h = 3600 s, 


Slovo s zakoniti je znak za jedinicu vremena (sekundu) u 
sustavu SI. Treći primjer tvorbe zakonite jedinice može se 
izvesti iz prva dva: zakonita jedinica masenog protoka »tona 
po satu« (znak: t/h) definira se pomoću konstante € = 1/3,6, tj. 


t 1000: kg 1 okg. 
ho 3600-s 36 s? 


pri tom je »kilogram po sekundi« jedinica SI za fizikalnu 
veličinu maseni protok. Prema opisanom načelu tvore se i 
decimalne jedinice. Pomoću € = 10% definira se, npr., decimalna 
jedinica posmičnoga naprezanja »meganjutn po četvornom 
metru« (znak: MN/m?), jer slovo M označuje broj 10% kad 
se upotrebljava kao predmetak, dakle MN/m? = 10" N/m*. Znak 
N/m? predstavlja jedinicu sustava SI za posmično naprezanje 
(njutn po četvornom metru). I vrijednosti angloameričkih 
jedinica, kad se upotrebljavaju kao iznimno dopuštene zakonite 
jedinice, određene su pomoću zakonitih konstanta, npr. inch = 
= 25,4. milimetar, in = 254mm (C = 0,0254). 

Građani po svojoj volji odlučuju koje će zakonite jedinice 
upotrebljavati u javnom prometu. Međunarodne stručne organi- 
zacije preporučuju da se prilikom upotrebe zakonite jedinice 
odabiru tako da se brojčani iznosi nalaze u rasponu od 0,1 
do otprilike 1000. Tako je, npr., prikladno reći ili napisati 
da je masa čovjeka 85kg, a ne 0,085t, da nadtlak iznosi 
2,8 bara (ili 280 kilopaskala), a ne 280000 paskala itd. 

Sloboda upotrebe zakonitih jedinica iznimno se može ogra- 
ničiti. Tako 14. član Temeljnog zakona određuje: »Savezni 
sekretar za tržište i cijene može propisati da se u prometu 
određene robe pri obavljanju određenih usluga obvezatno upo- 
trebljavaju određene mjerne jedinice.« Takva bi iznimka nastala 
kad bi savezni sekretar, npr., odredio da se tekući plin mora 
prodavati na kilograme. 

Promet robe mora se obavljati samo uz upotrebu mjernih 
jedinica. Clan 13. dopušta da se promet pojedinih vrsta robe 
može obavljati »i bez upotrebe mjernih jedinica, a na način 
uobičajen u trgovini odnosno na način uobičajen u pojedinim 
krajevima u prometu robe na tržnicama (npr. prodaja proizvoda 
na komad, u svežnjevima i sl.)«. 

Osnovne jedinice Međunarodnog sustava jedinica. U skladu 
s Konvencijom o metru Temeljni zakon i Dopunski zakon 
određuju sedam osnovnih jedinica Međunarodnog sustava 
(tabl. 1) za zakonski temelj od kojeg se tvore sve zakonite 
jedinice. Zakon sadrži i doslovne prijevode tekstova definicija 
osnovnih jedinica. Prijevodi su s francuskoga, službenog jezika 
Generalne konferencije za mjere i utege koja svojim rezolucijama 
objavljuje tekstove definicija osnovnih jedinica i imenovanih 
izvedenih jedinica SI, a i druge tekstove mjerodavne za 
međunarodno jedinično jedinstvo. Za osnovne jedinice odabrano 
je navedenih sedam jedinica, uglavnom zbog toga što su se 
one u vrijeme prihvaćanja mogle proizvoditi ili utjeloviti 
točnije nego jedinice drugih fizikalnih veličina. Takvim se 
porijeklom osnovnih jedinica ujedno tumači zašto su neki od 
originalnih definicijskih tekstova prosječnom čovjeku vrlo teško 
razumljivi. 

U nastavku se navode definicije osnovnih jedinica SI jed- 
nadžbom i rečenicom. Zakon i rezolucije Generalne konferencije 
ne sadrže definicije jednadžbom. Definicije rečenicom u nekim 
primjerima su pojednostavnjene da bi bile razumljivije. 


METROLOGIJA, ZAKONSKA 


Metar (znak: m). Jedinica SI za duljinu definirana je kao 
propisani višekratnik N, valne duljine A; = A?*Kr) zračenja 
atoma kriptona 86 pri određenim okolnostima, pa je 


metar = Nj Ai. (2) 


Rezolucijom Generalne konferencije (1960) višekratniku je pri- 
dijeljen iznos N, = N(Š*Kr) = 1,65076373 + 10%. Iz toga slijedi 
definicija: 

Metar je duljina jednaka 1650763,73 valne duljine onog 
zračenja koje u praznini odašilju atomi kriptona 86 prilikom 
prijelaza iz stanja 5ds u stanje 2p,9. 

Opisanim postupkom zapravo je specificiranom kriptonskom 
zračenju pri određenim okolnostima pridijeljena valna duljina 


MŠ*Kr) = 6,0578021 - 1077. m. (3) 


Sekunda (znak: s). Jedinica SI za vrijeme definirana je kao 
propisani višekratnik N, periode zračenja T, = T(U**Cs) koje 
se odašilje ili upija prilikom prijelaza atoma !>Cs između 
stanja F =4,mp =0iF =3,mg, = 0 pri određenim okolnostima, 
dakle 


sekunda =N,:T,. (4) 


Generalna je konferencija 1967. godine prihvatila sljedeću 
definicijsku konstantu: N, = N(13%Cs) = 9,19263177 . 10%. Iz 
toga proizlazi definicija: 

Sekunda je trajanje 9192631770 perioda onog zračenja 
koje odgovara prijelazu između dviju hiperfinih razina os- 
novnog stanja cezija 133. 

Opisanim postupkom specificiranom je cezijevu zračenju 
pri određenim okolnosti pridijeljena frekvencija 


f(13%Cs) = = 9,192631 77 + 10*Hz. (5) 


1 
T(33Cs) 

Kilogram (znak: kg). Jedinica SI za masu definirana je 
tako što je masi određenog platina-iridijskog valjkastog utega 
pridijeljena točna vrijednost 


m = 1 kilogram. (6) 


Taj uteg, međunarodna masena pramjera, na poseban je način 
pohranjena u podzemnom spremištu Međunarodnog ureda za 
mjere i utege (BIPM) u Sčvresu kraj Pariza; BIPM je jedan 
od izvršnih organa Konvencije o metru. Zajedno s tim utegom 
pohranjeno je na istom mjestu još šest kilogramskih utega; to 
su tzv. utezi svjedoci. Definicijska jednadžba jedinice SI za masu 
može se rečenicom opisati ovako: 

Kilogram je masa međunarodno pohranjene masene pra- 
mjere. 

Decidirani definicijski tekst Generalna konferencija nije 
objavila nijednom rezolucijom. Naznaku u gore navedenom 
smislu Generalna je konferencija objavila na svojem zasjedanju 
1901. godine u povodu tumačenja značenja izraza masa i težina. 

Kelvin (znak: K). Jedinica SI za termodinamičku temperaturu 
definirana je kao propisani višekratnik N, termodinamičke 
temperature vode T(H,0O) u trojnom stanju: 


kelvin = N, + T(H20). (7) 


Generalna konferencija prihvatila je 1967. godine definicijsku 
konstantu N, =1/273,16. Drugim riječima: vodi određenog 
izotopnog sastava (tzv. oceanska voda) pridijeljena je termo- 
dinamička temperatura 


MIROV= 2816) (8) 


kad se nalazi u trojnom stanju. U skladu s time opisana 
je definicijska jednadžba rečenicom: 

Kelvin je 273,16-i dio termodinamičke temperature vode u 
trojnom stanju. 

Amper (znak: A). Jedinica SI za električnu struju definira 
se rečenicom: 

Amper je ona električna struja koja, tekući dvama uspo- 
rednim, ravnim vodičima, razmaknutim u praznini jedan metar, 


METROLOGIJA, ZAKONSKA 


Osnovne jedinice Međunarodnog sustava jedinica (SI) 


metar (m). kilogram (kg), sekunda (s), amper (A), kelvin (K), mol (mol), kandela (cd) 


Primjeri: njutn (N). džul (]). tesla (T), 


= 
Izvedene jedinice sustava SI s posebnim nazivom 
četvorni metar (m?) itd. 


Ostale izvedene jedinice sustava SI 


Primjeri: m/sž, Nm, kg/m?, Jm?/kg. Km?/W, m?/(sV), 
m?/mol, Nm/T itd. 


Decimalne jedinice 
Primjeri: km, mmol, pF, TJ, 
cm/s,kJ/K.uTm, kGy, MPa, 
mN/m, uC/m?, em 2,MNm, 
mmol/kg. kJikgK), mSv/s, 
uNm/T, mm?/s, dm?/mol, 

mK mž/W itd. 


16 predmetaka 


Y 


Posebne zakonite izvansustavne jedinice 


voltamper (VA), var (var) 


. 


litra (L, 1), bar (bar), vatsat (Wh), elektronvolt (eV), teks (tex), 


Posebne zakonite 
decimalne jedinice 


Ostale zakonite izvansustavne jedinice 
Primjeri: hektar (ha), minuta (min), tona (1), morska milja itd. 


Primjeri: decilitar (dL), mili- 
>| bar(mbar), kilovatsat (kWh), 
gigaelektronvolt (GeV), kilo- 


teks (ktex),  megavoltamper 
(MVA). megavar (Mvar) itd. 


izvansustavne jedinice 


' 


Posebne konstante 


Y 


Mješovite zakonite jedinice 
Primjeri: km/h. mm/d, t/h, mol/dm?, A/mm?, kg/dm?, V/em. W/m", Ah, t/m, min 
kmt, tm?, Bq/L, mSv/min, t/m? itd. 


Zakonite konstante kojima se definiraju zakonite 
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SI. 1. Shema tvorbe zakonitih jedinica prema zakonima od 1976. i 1980. godine 


proizvodi među njima silu 2:10" njutna po metru njihove 
duljine. 
Definicija osnovne jedinice amper potječe od jednadžbe 


F I? 
gozbe (9) 


kojom se s pomoću definicijskih podataka I=1A i x=Im 
dobiva F/I = 2 +107" N/m = 0,2 uN/m ako se praznini pridijeli 
vrijednost permeabilnosti 


Mo = 42: 1077 N/A. (10) 


Definicijom i jednadžbom pretpostavlja se da su vodiči kružnog 
presjeka, da je njihov promjer zanemarljivo malen prema 
međusobnoj udaljenosti, da je razmatrana duljina / zanemarljiva 
prema ukupnoj duljini vodiča, da nema bitnog utjecaja elektro- 
statskih sila itd. Definiciju u smislu navedenoga teksta Gene- 
ralna je konferencija prihvatila 1948. godine. 

Mol (znak: mol). Jedinica SI za množinu (drugi naziv: 
količina tvari) definira se prema odluci Generalne konferencije 
1971. ovako: 

Mol je množina sustava koji ima toliko jedinki koliko j 
atoma u 12 grama ugljika. : 

Popratnom rečenicom rezolucija Generalne konferencije tu- 
mači da se pri upotrebi jedinice mol treba podrobno na- 
značiti o kojim je jedinkama riječ, jer to mogu biti određeni 
atomi, molekule, ioni, neke druge čestice ili određene skupine 
čestica, elektroni itd. 

Podrobnije tumačenje definicije jedinice mol dobiva se 
jednadžbama 


= m(X) - mol 


N(*)=L.n%); n(X) Za 


(11) 


gdje je N(X) broj(nost) jedinki X od kojih se sastoji sustav, 
n(X) fizikalna veličina množina, L Avogadrova konstanta, m(X) 
masa sustava, A,(X) relativna masa jedinke (tj. relativna atomna 
masa, relativna molekulna masa itd.), g jedinica mase gram. Slovo 
X je opći znak kojim se jednoznačno obilježava vrsta jedinki 


u nekom stvarnom sustavu, npr.: n(Na), n(Ca?"), M(e )= 
= 5,486 - 107“ g/mol, m(H2SO,), M(4H2C20,) = 45,018 g/mol 
itd., tj. jedinka može biti čestica (atom, ion, elektron, mo- 
lekula), dio čestice (npr. polovica određene čestice), skup čestica 
(npr. 3H), zamišljena prosječna čestica (npr. 3/4 Cu), kvant 
(npr. energetski kvant hv naznačene frekvencije) itd. 

Definicijom jedinice mol izriče se jednakost brojnosti je- 
dinki dvaju sustava, N(X) = N('*C). Zbog L = const. time 
je X) =n(!*C). S podacima u tekstu definicije za sustav u 
kojemu su jedinke atomi !?C, tj. X =""C, n('*C) = 1 mol, 
m(I2C) = 12g, dobiva se od desne jednadžbe (11) 


A(12C) = 12. 


Drugim riječima: definicijom jedinice mol pridijeljena je rela- 
tivnoj atomnoj masi ugljika !*C vrijednost 12 (točno). Radi 
potpunosti informacije treba spomenuti da je 1974. godine 
mjerenjem ustanovljena vrijednost Avogadrove konstante L = 
= 6,0220942 : 1022. (1 +1 + 107%). mol“. Akoje npr. množina 
sustava n(X) = 1 mol, taj se sustav sastoji od N(X) = L - n(X) = 
= 6,022 . 102% . mol"! - 1 mol = 6,022 + 102* jedinki vrste X. 

Kandela (candela; znak: cd). Jedinicu SI za svjetlosnu 
jakost definirala je Generalna konferencija za mjere i utege 
1979. godine. Smisleni prijevod definicije glasi: 

Kandela je svjetlosna jakost kojom svijetli izvor jednobojnog 
svjetla frekvencije 540 teraherca kad mu jakost zračenja iznosi 
1,464 milivata po steradijanu. 

Definicija se zapravo odnosi na točkasti svjetlosni izvor 
što ga u energetskom smislu karakteriziraju jakost zračenja 
L=dP/dQ a u fotometrijskom smislu svjetlosna jakost 
I=de&/d9, gdje je 2 ugao, P snaga zračenja, a & svjetlosni 
tok određen izrazom 


(12) 


e = Ka[P,VQ)dA. (13) 


Pri tom je P, =dP/d2 spektralna snaga zračenja u rasponu 
valnih duljina 414 + dA, V(A) spektralna svjetlosnost, aK, 
maksimalna spektralna svjetlosna učinkovitost. Integral se pro- 
teže uzduž vidljiva spektra, tj. od valne duljine 380nm do 
nekih 780 nm. 
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Zvonolika krivulja V(4) međunarodno je standardizirana, 
. a najveća joj je vrijednost 1. Mnogobrojnim eksperimentima 
ustanovljeno je, naime, da većina zdravih mladih ljudi najbolje 
zapaža dnevno svjetlo frekvencije 540 THz, pa je toj frekven- 
ciji pridijeljena maksimalna vrijednost V(A4) = 1. Zbog toga za 
takvo svjetlo jednadžba (13) prelazi u jednostavniji oblik: 


Č=Ka:P, odnosno. I=K, 1. (14) 


U skladu s prijašnjom definicijom (1967) i na temelju preciznih 
eksperimentalnih usporedbi, Generalna je konferencija (1979) 
definicijom kandele maksimalnoj spektralnoj svjetlosnoj učinko- 
vitosti pridijelila vrijednost: 
Im 
K, = 683 w (15) 
Ta činjenica proizlazi iz podataka u definiciji kandele: I = 
=1cd, 1,/=1,464 mWjsr, V(A) = 1 za f = 540 THz, pa slije- 
di K, =1/L, =1cd/(1,464 . 107? W .sr7!) = 683 1m/W, jer je 
Im =cd - sr. Definiciju  kandele ozakonilo je jugoslavensko 
zakonodavstvo potkraj 1980. godine, 

Nova definicija kandele snažno će i pozitivno utjecati 
na fotometrijsku osposobljenost niza laboratorija, pa time i 
na baždarenje svjetlosnih mjerila i ispitivanje svjetlosnih izvora. 
Jedna je od važnih posljedica tih utjecaja ta što za posti- 
zavanje vrhunske mjerne točnosti nije više potrebno savršeno 
zračilo (crno tijelo), već su dostatni brži, pa i točniji radio- 
metrijski postupci. Time je vrhunsko svjetlosno mjeriteljstvo 
postalo još policentričnije, jer se pomoću relativno skromne 
dodatne opreme radiometrijski laboratoriji mogu specijalizirati 
i za fotometriju. 

Očekuje se da će jedno od idućih zasjedanja Generalne 
konferencije za osnovnu jedinicu SI proglasiti lumen, jedinicu 
svjetlosnog toka. Pri tom će ostati na snazi prije navedene 
jednadžbe i podaci, a mogući bi tekst definicije glasio: »Lumen 
je svjetlosni tok jednobojnog svjetla frekvencije 540 teraherca 
kojemu snaga zračenja iznosi 1,464 milivata.« 

Izvedene jedinice Međunarodnog sustava jedinica. Izvedene 
jedinice SI tvore se od osnovnih jedinica SI pravilom kohe- 
rencije, tj. međusobnim množenjem ili dijeljenjem dviju ili 
više osnovnih jedinica SI. Pri tom nastaju međujedinične 
jednadžbe, koje su građene analogno kao veličinske jednadžbe, 
što međusobno povezuju pripadne fizikalne veličine ili neke 
od njih definiraju. 

Primjeri definiranja nekih izvedenih jedinica: 


Fizikalna Veličinska Definicijska 
veličina jednadžba jednadžba 
le SB Par? 
a ds m 
brzina v=— toa 
dr [vlsi=— 
dv m 
ubrzanje .= =; 
rzanj dd [a]si = 22 
sila F=ma [F]si = s 
S 
kgm? 
rad W=rFs [W]sg = va 
S 
A kgm? 
energija AE=W [E]sr = T- 
s 
z kgm? 
toplina QO=W+AE [Q]si = — 
S 
Be Q kgm? 
t AS=- Slsi = —s7 
entropija S [S]sr E 


U tabl. 2 nalazi se pregled svih izvedenih jedinica SI 
s posebnim nazivom (njutn, N; paskal, Pa; vat, W; džul, J itd.). 
One su definirane međujediničnim jednadžbama. Zakon o 
mjernim jedinicama propisuje redoslijed kojim se definiraju 
takve jedinice (sl. 2). 


METROLOGIJA, ZAKONSKA 


Tabl. 3 sadrži neke izvedene jedinice SI i njihove znakove, 
koje se tvore od osnovnih jedinica i izvedenih jedinica s 
posebnim nazivom, te njihove znakove kad su izražene samo 
osnovnim jedinicima. 


SI. 2. Zakoniti redoslijed definiranja izvedenih jedinica SI s posebnim nazi- 
vom. Osnovne jedinice označene su debljim kružnicama. Definicijske jednadžbe 
sadrži tabl. 2. (Primjer: osma po redu definira se jedinica džul, J = N m.) 


U skladu s međunarodnim preporukama zakon nalaže da se 
znakovi svih jedinica pišu uspravnim slovima ( ne kurzivnima!) 
latinice, i jednim slovom grčkog alfabeta, pa i tada kada je 
ostali tekst u ćiriličkom pismu. Nasuprot tome znakovi fizi- 
kalnih veličina pišu se kosim (kurzivnim) slovima. Dalje, zakon 
nalaže da se umnožak dviju ili više jedinica obilježava točkom 
kao znakom množenja. Točka se može izostaviti ako se time 
ne uzrokuje zabuna. Neki standardi preporučuju da se u takvu 
primjeru između znakova jedinica ostavi mali razmak, npr.: 
znak jedinice SI za moment njutnmetar_ može se pisati 
N-m ili Nm. Kad se upotrebljava točka kao znak mno- 
ženja, treba da je povišena (N « m), a ne spuštena (N.m) kao 
znak za kraj rečenice. Kao znak međusobnog dijeljenja jedinica, 
može se prema zakonu upotrebljavati ili ravna razlomačka 
crta ili kosa crta, ili negativni eksponent. Primjer: ispravna 
su sva tri oblika izražavanja jedinice SI njutn osnovnim 
jedinicama SI 


kgm m 
= —z- = kgm/s? = kgms Se (16) 


Ako se u nazivniku nalazi više jedinica, treba pri upotrebi 
kose crte staviti nazivnik u zagradu, npr. 


J 
EE J/(keK). 


METROLOGIJA, ZAKONSKA 


Tabi. 2 sadrži i Celzijev stupanj (znak: *C), jedinicu SI 
s posebnim nazivom za fizikalnu veličinu Celzijeva temperatura 
(t). Ta veličina definirana je veličinskom jednadžbom 


fST—T,. (17) 


gdje je T termodinamička temperatura, dok je 
To=2173,15K. 


Pri tom je 273,15 zakonita definicijska konstantna, tj. zakonom 
propisan točan broj utemeljen međunarodnim dogovorima. 
Slovo K je znak za jedinicu SI termodinamičke temperature 
kelvin, [TT] = K. Zakon u skladu s međunarodnim preporukama 
definira < 


"CK. (18) 


Prema mjerodavnoj publikaciji Međunarodnog ureda za mjere 
i utege (1981) »Celzijev stupanj« je poseban naziv za jedinicu 
kelvin kad se njome izražava vrijednost Celzijeve temperature. 
Primjer: Celzijeva temperatura t = 20,40 *C opisuje isto tempera- 
turno stanje kao i termodinamička temperatura T=t+T,= 
= 20,40 "C + 273,15 K = 293,55 K. Pogrešne su jednadžbe obli- 
.ka 20,40 C = 293,55 K ; često se u javnosti pojavljuje besmislica 
OC = 273,15K. 

Zakonite izvansustavne jedinice. Zakon dopušta javnu pri- 
mjenu dvadesetak jedinica (tabl. 4) koje ne pripadaju SI. 
Njihove definicijske zakonite konstante sadrži tabl. 4; to su re- 
dom: € = 1852, 2=, =/2, =/180 itd. Nekim od njih primjena 
je Temeljnim zakonom ograničena na pojedina područja. 

U tabl. 4 nisu uvrštene jedinice mjesec i godina, jer u 
mjeriteljskom smislu to nisu mjerne jedinice. One, naime, 
nemaju svojstvo C = const. 

Decimalne jedinice. Decimalna jedinica je decimalni više- 
kratnik ili decimalni dio jedinice Međunarodnog sustava jedinica 
ili posebne zakonite jedinice. Tvori se od međunarodno 
dogovorenog predmetka i polazne jedinice. Nazive, znakove i 
vrijednosti zakonitih predmetaka kao i jednostavne primjere 
tvorbe decimalnih jedinica sadrži tabl. 5. Pri tvorbi decimalnih 
jedinica predmeci imaju ulogu zakonitih definicijskih konstanti, 
tj G= aip. 

Naziv predmetka i naziv polazne jedinice pišu se skupa, 
kao jedna riječ, ako se naziv jedinice sastoji od jedne riječi. 
Također se skupa pišu znak predmetka i znak polazne je- 
dinice. Primjeri: kilometar, km; megavat, MW itd. (tabl. 5). 
Ako se naziv jedinice sastoji od više riječi, naziv predmetka 
se pridružuje prvoj riječi; isto vrijedi za znakove. Primjeri: 
centimetar u sekundi, cm/s; kilodžul po kelvinu, kJ/K; mikro- 
njutnmetar po tesli, u Nm/T; megadžul po kilogramu i kelvinu, 
Mjj/(kg - K). Predmeci se pišu uspravnim slovima, a ne kosima. 

Za tvorbu decimalne jedinice može se prema zakonu 
upotrijebiti svaki od 16 zakonitih predmetaka, ali svaki put 
samo jedan. Stoga jedinice sa dva ili više predmetaka nisu 
zakonite; nisu npr. zakonite decimalne jedinice: mikromilimetar, 
umm; mikromikrofarad, uuF itd. Umjesto njih treba upotri- 
jebiti: nanometar, nm; pikofarad, pF itd. 

S predmetkom i njegovim znakom računa se prema pravilima 
algebre,: tj. pri računanju predmetak se zamjenjuje brojem 
koji on predstavlja (tabl. 5). Primjeri:  Pmikroamper = 
= mikro -amper=u-A=10-%-A =10-5A; kilonjutnmetar = ki- 
lo + njutnmetar = k+Nm=10%.Nm = 10* Nm. 

U pet primjera isto (uspravno) slovo označuje i zakoniti 
predmetak i zakonitu jedinicu. To su: 


Celzijev stupanj = kelvin, 


znak predmetak jedinica 
a ato ar 
m mili metar 
d deci dan 
h hekto sat 
ii tera tesla 
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Da ne bi nastale pogreške zbog te dvoznačnosti, u nekim 
primjerima treba biti vrlo pažljiv. Tako npr. jedinicu mo- 
menta treba pisati u obliku Nm, a ne u obliku mN, jer 
bi se moglo pogrešno shvatiti kao milinjutn, mN. Slično vrijedi 
za jedinicu toplinske provodnosti: sigurnije je W/A(K.m) nego 
W/imK). 

U vezi s tvorbom decimalnih jedinica bit će korisno spo- 
menuti da neke stručne organizacije preporučuju da se izbje- 
gavaju predmeci c, d, da, h (sredina tabl. 5), odnosno da se pri- 
mjenjuju samo tamo gdje se to do sada veoma uvriježilo u 
svakodnevnom životu, npr.: centimetar, decilitar, hektolitar. 
Prema tome ne valja preporučiti primjenu jedinica dekanjutn 
(daN), dekanjutn po četvornom centimetru (daN/cm?) i sličnih. 
Smatra se da ni decimalna jedinica dekagram (dag) nije prijeko 
potrebna. Npr., bomboni i papar mogu se sasma dobro ku- 
povati i prodavati na grame, meso na grame, kilograme i tone 
itd. Pri tom brojčani iznosi redovito ne izlaze izvan granica 
0,1-<:1 000, što je i pravi smisao primjene decimalnih jedinica. 

Pri tvorbi decimalnih jedinica ima nekoliko zakonitih od- 
stupanja od naznačenih pravila. Tako se decimalne jedinice 
za fizikalnu veličinu masa tvore primjenom predmetaka (tabl. 5) 
na polaznu jedinicu gram, a ne na jedinicu SI kilogram. Prema 
tome se, npr., predmetkom 


kilo dobiva kilogram (kg) = 10*g, 
deka dobiva = dekagram (dag) = 10g = 10“? kg, 
mili = dobiva — miligram (mg) = 107*g = 1075 kg, 


mikro dobiva — mikrogram (ug) = 10-*%g = 107? kg. 

Kad je polazna jedinica druga, treća, četvrta itd. potencija 
jedinice SI, njena se decimalna jedinica iznimno tvori tako 
da se kvadrira, kubira, digne na četvrtu itd. potenciju decimalna 
jedinica nastala primjenom predmetka na osnovicu polazne 
jedinice. Primjeri: a) Jedinica SI za fizikalnu veličinu moment 
presjeka je metar na četvrtu (m“). Polazna je jedinica m“, a 
osnovica metar (m). Jedna je od decimalnih jedinica za mo- 
ment presjeka: centimetar na četvrtu, cm“. Pri tome je cm“ = 
= (cm)* = 10-% m“. b) Jedinica SI (polazna jedinica) za fizikalnu 
veličinu moment otpora je metar na treću (m?) Osnovica 
je ponovno metar, pa je jedna od decimalnih jedinica: centi- 
metar na treću, cm* = (cm)* = 10-5m?. c) Isti je postupak 
za decimalnu jedinicu obujma, ali je drugo nazivlje. Jedinica 
SI za obujam zove se kubni metar (m), pa se zato decimalna 
jedinica zove kubni centimetar, cm> = (cm)? = 10-*% m. d) Je- 
dinica SI za ploštinu je četvorni metar (m), tj. to je poseban 
naziv za jedinicu kvadrirani metar kad se ona upotrebljava za 
izražavanje ploštine. Jedna od decimalnih jedinica ploštine je 
četvorni centimetar, cm? = (cm)? = 10-*m“. e) Jedinica SI za 
kinematičku viskoznost je četvorni metar u sekundi (m?/s). 
Na opisani način dobiva se jedna od decimalnih jedinica: 
četvorni milimetar u sekundi, mm?/s = (mm)?/s = 107% m?/s. 

I negativan eksponent odnosi se na čitavu decimalnu je- 
dinicu, tzv. recipročnu decimalnu jedinicu. Primjeri: a) Jedinica 
SI za fizikalnu veličinu stlačivost je recipročni paskal (drugi 
naziv: paskal na minus prvu), Pa-'. Osnovica je paskal, pa 
je jedna od decimalnih jedinica: recipročni  megapaskal, 
MPa“! =(MPa)"! = 107% Pa-!, b) Recipročna mikrosekunda, 
us"! =(us)"!=(10-5s)-!=105s"!. 

Posebne decimalne jedinice. To su one decimalne jedinice 
koje se prema zakonu mogu neograničeno tvoriti od sedam 
zakonitih izvansustavnih jedinica (tabl. 6; sl. 1). Zakonita 
definicijska konstanta € u tom je primjeru umnožak pripadnih 
konstanata u tabl. 5 i odabranog predmetka, npr. 


kWh =10?.W 3,6: 10% -s=3,6 10%), 


tj. konstanta € = 3,6, jer je J(džul) = N - m = kg + m*/s?. 

Jedinicama bar i litra zakon ničime ne ograničava po- 
dručje primjene. Prema tome se posebne decimalne “jedinice, 
izvedene od tih dviju jedinica, mogu upotrebljavati za izra- 
žavanje bilo kojega tlaka, odnosno obujma. To se ovdje 
naglašava zato što standard ISO 31/3 (1978) bez pravoga 
razloga preporučuje da se primjena jedinice bar ograniči na 
tlak fluida. 

Mješovite zakonite jedinice. To su jedinice sastavljene od 
jedinica SI, decimalnih jedinica, iznimno dopuštenih jedinica i 
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posebnih decimalnih jedinica. Takve su npr. jedinice za fizikalnu 
veličinu obujamni protok: litra u minuti, L/min; kubni metar 
u satu, m>/h; litra u danu, L/d, itd.; za maseni protok: tona 
u satu, t/h; kilogram u minuti, kg/min; za električnu strujnu 
gustoću: miliamper po četvornom decimetru, mA/dm?; za 
brzinu: kilometar na sat, km/h; milimetar u minuti, mm/min; 
centimetar u sekundi, cm/s, i mnogobrojne druge takve jedinice 
koje su nastale kao omjer ili umnožak zakonitih jedinica (sl. 1). 


METROLOGIJA, ZAKONSKA 


Neke nezakonite jedinice. 31. prosinca 1980. godine pre- 
stala je zakonitost mnogim uvriježenim jedinicama. Podaci 
izraženi tim jedinicama mogu se izraziti najbližim zakonitim 
jedinicama koje se navode u tabl. 17. 

Ispravci nekih pogrešaka u zakonu. Podaci o nekim jedini- 
cama u ovom članku razlikuju se od onih što ih objavljuje 
Temeljni zakon (1976). To je zato što u zakonu ima pogre- 
šaka koje bi korisniku zakona mogle uzrokovati materijalne 


Tablica 1 
OSNOVNE JEDINICE MEĐUNARODNOG SUSTAVA JEDINICA (SI) 
Naziv osnovne jedinice SI 
Naziv fizikalne veličine MG ZETI pi 
Izvorno pisanje Fonetsko pisanje jedinice 
| (franc.) (i naglasak ) 
duljina mčtre mčtar m 
vrijeme seconde sekunda S 
masa kilogramme kilogram kg 
termodinamička temperatura kelvin kelvin K 
električna struja ampčre amper A 
množina, količina tvari mole mol mol 
svjetlosna jakost candela kandčela cd 
Tablica 2 
IZVEDENE JEDINICE MEĐUNARODNOG SUSTAVA S POSEBNIM NAZIVOM 
Naziv jedinice SI 
ma ka + Znak M edujedinična 
PAL e Izvorno pisanje Fonetsko pisanje | jedinice jednadžba 
(franc.) (i naglasak) 
kut radian radijan rad rad=m/m=1 
ploština mčtre carre ččtvorni metar m? mZ=m-m 
ugao (prostorni kut) steradian steradijan SI sr=m*m?=1 
obujam mčtre cube kibni mčtar m? m?=m?.m 
frekvencija hertz hčrc Hz Hz=s"! 
sila newton njiitn N N = kg - m/s? 
tlak pascal paskal Pa Pa = N/jm? 
energija, rad, toplina joule džiil J J=N .m 
snaga watt vat W W =/]/s 
električni otpor ohm 6m Q = W/A? 
električna vodljivost siemens simens S S=(01 
električni napon volt volt V V=2.A 
električni naboj coulomb kulon (6 C=A s 
električni kapacitet farad farad F F=C/V 
magnetna indukcija tesla tčsla ili T=NArime 
magnetni tok weber veber Wb Wb=T-.m? 
induktivitet henry hčnri H H = Wb/A 
aktivnost becquerel bekčrel Bq Bqa=s"! 
apsorbirana doza gray grčj Gy Gy = J/kg 
dozni ekvivalent sievert sivert Sv Sv = J/kg 
Celzijeva temperatura | degre Celsius Celzijev stapanj JE HE = 
svjetlosni tok lumen iamen Im Im = cd - sr 
osvjetljenje lux liks Ix Ix = im/m? 


Zakon, doduše, nigdje izričito ne navodi da su takve jedinice 
zakonite, ali budući da zakoni i standardi drugih zemalja 
smatraju takve jedinice zakonitima, pretpostavlja se da se 
pri sastavljanju jugoslavenskih zakona jednostavno zaboravilo 
u njih uvrstiti jedinice ove vrste. Pri prvoj idućoj obnovi 
zakona taj bi nedostatak svakako trebalo ukloniti. 

Prethodno bi valjalo razmisliti o tome koje od beskrajne 
množine takvih jedinica treba proglasiti zakonitima, a koje 
nezakonitima. Za primjer navodi se mogući izbor takvih mje- 
šovitih jedinica za brzinu: km/min, km/h, km/d; m/min, 
m/h, m/d; dm/min, dm/h, dm/d; cm/min, cm/h, cm/d; ... itd. 


štete ili neprilike u školstvu i publicistici. Budući da Do- 
punski zakon (1980) nije donio ispravke pogrešaka, u nastav- 
ku se objavljuju neki ispravci. Umjesto zakonom objavljenih 
podataka treba da stoji: 


inch = 25,4 mm (točno), 

yard = 09144 m (točno), 

pound = 0,45359237 kg, 

long ton = 1016,05 kg (zaokruženo), 
konjska snaga = 735,499 W (zaokruženo), 
znak R umjesto r za jedinicu rontgen. 


Tablica 3 


NAZIVI I ZNAKOVI NEKIH IZVEDENIH JEDINICA SI 


Fizikalna veličina Ko [a Znak Jedinica 
Naziv izvedene jedinice SI Mda: izražena 
Znak Naziv Pine osnovnima 
A, S ploština četvorni metar m? m? 
V obujam kubni metar m? m3 
V, u, w brzina metar u sekundi m/s m/s 
a ubrzanje metar u sekundi na drugu m/s? m/s? 
b trzaj metar u sekundi na treću | m/s? | m/s? 
o gustoća kilogram po kubnom metru kg/m? kg/m? 
p nalet njutnsekunda Ns kgm/s 
G naprezanje njutn po četvornom metru N/m? | kgm -!s"? 
x rastezljivost četvorni metar po njutnu m?/N | sžm/kg 
Z, W moment otpora metar na treću m? m? 
n dinamička viskoznost | njutnsekunda po četvornom metru | Ns/m?  kgm-!'s"! 
kinematička viskoznost | metar na drugu u sekundi m/s m/s 
dm maseni protok kilogram u sekundi kg/s kg/s 
x stlačivost recipročni paskal Pa ! sžm/kg 
M množinska masa kilogram po molu kg/mol kg/mol 
A toplinska provodnost | vat po kelvinmetru WAKm) kgms"?K"! 
C toplinski kapacitet džul po kelvinu IK (kgm?s"?K "! 
c specifični toplinski džul po kilogramkelvinu 
kapacitet JAkgK) | m?s-2K-! 
h specifična entalpija džul po kilogramu J/kg m2/s? 
* " ž ' kgm? 
Sm množinska entropija džul po molkelvinu J(molK) s 
s*molK 
c koncentracija mol po kubnom metru mol/m? mol/m? 
E električno polje volt po metru | V/m |kgmA-1s"? 
J strujna gustoća amper po četvornom metru A/m? A/m? 
fd električna otpornost ommetar Qm = |kgm?s-3A "? 
L zračivost vat po steradijanu i četvornom — W/(srm?) kg/s? 
metru 
a specifična aktivnost bekerel po kilogramu | Ba/kg s 'kg7"! 
A pretvorbena konstanta | recipročna sekunda | 1/s 1/s 
b, u pokretljivost metar na drugu po voltsekundi | m?/(Vs) As?kg"! 


Tablica 4 


IZNIMNO DOPUŠTENE JEDINICE I NAKON 31. PROSINCA 1980. 


Fizikalna Naziv Znak Vrijednost jedinice Din nod 
veličina jedinice jedinice ručje primjene 
duljina morska milja morska milja = 1852m a ra 

čni promet 
puni kut puni kut = 2x rad 
pravi kut L L=(=/2)rad 
stupanj B * = (7/180) rad 
kut minuta : " = (1/60)? = (m:/10800) rad 
sekunda " = (1/60) = (n/648000) rad 
gon gon gon = (=/200) rad 
gradus g £ = gon 
lošti ar a a=100m? 
ol, hektar ha | ha=10tm?=100a 
minuta min min = 60s 
vrijeme sat h h = 60 min = 3,6 - 10? s 
dan d il d=24h =8,64.10*s 
aa x čvor = morska milja u satu pomorski i zra- 
se ni čvor = 1852m/(3600s) = 0,514 m/s | čni promet 
obujam litra L,1 L=dm?=10 *m? I 
tona t t=10kg 
masa atomna masena u Eg m(!ZC) LT 
KORSENO u 12 kemija i fizika 
u=1,6605655-:(1+5-10-5)-10- "kg 
. promet teks- 
duljinska teks tex tex = 10 *kg/m = | g/km tilnog vlakna 
gustoća i konca 
tlak bar bar bar = 10% Pa 
vatsat Wh Wh=36- 105] 
energija eV =e volt =1,6021892-10 '*J,( specijalizirana 
elektronvolt eV e=1,6021892-(1+2,9- 10 5). 10-"*C! područja 
pri jina voltam per VA VA=W 
snaga 
N 
jalova var var var = W 
snaga 


VNISNONVZ VfIDOTONIAM 


£0s 


Tablica 5 


ZAKONITI PREDMECI I PRIMJERI TVORBE DECIMALNIH JEDINICA 


Zakoniti predmetak 


Primjeri upotrebe predmetka 


Tablica 6 


SEDAM IZNIMNO DOPUŠTENIH IZVANSUSTAVNIH JEDINICA OD KOJIH 
SE MOGU TVORITI ZAKONITE POSEBNE DECIMALNE JEDINICE 


Naziv fizikalne Naziv Znak Primjer posebne decimalne 
Naziv Znak Vrijednost Primjer Izgovor veličine jedinice jedinice jedinice 
i i I -3 
Pite A 10-18 aJ = 10-15) atodžu! Duljinska vela rea kiloteks; ktex = 107 *. tex 
tex = 10-*kg/m =1k 
femto f 10715 fm =107'5m femtometar ENE nadi g/m g/km 
piko p 1071? pF =10"!'2F pikofarad : X decilitar; dL = 0,1 L = 0,1 dm? 
nano n 107? ns=107?s nanosekunda Oba lue ba hektolitar; hL = 100L = 0,1 m? 
s e nga : i 
pu x nd i loi Bord sn vatsat Wh kilovatsat; kWh = 3,6 MJ 
mili m 10 mT=10"*T militesla Energija elektron- 
volt eV gigaelektronvolt; GeV = 0,1602189 nJ 
centi 10-? cm = 102m centimetar sa da 
kal d 10-1 dL = 10-*m3 decilitar Tlak bar bar milibar; mbar = 107? bar = 100 Pa 
deka da 10" dag =10 *kg dekagram Prividna snaga voltam per VA megavoltamper; MVA = 105 VA 
hekto h 102 hL =107!m3 hektolitar 
Jalova snaga var var kilovar; kvar = 107 var 
kilo k 10% kW = 102 W kilovat 
mega M 105 MPa = 10% Pa megapaskal 
giga G 10% GN = 102N giganjutn 
tera T 10/2 TJ = 10/2) teradžul 
peta P 1015 Pg =10'*g petagram 
eksa E 10/5 Em = 10! m eksametar 
Tablica _7 
PROSTOR, VRIJEME 1 PERIODIČNE POJAVE 
Znak A z s s SE: Znak Znak i ' ša g Zoki Znak 
veličine Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje Selinice SY veličine Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje i Miike SI 
l, (L) duljina m 
dina ma V obujam, volumen V=bhd m3 
ska t vrijeme, (trajanje, 
Mia m razdoblje) : 
d, debljina m V,u,w, c | brzina v = ds/dt m/s 
r, R polumjer m a ubrzanje, [akceleracija] a = dv/dt m/s? 
d, D promjer m 
.. 2 M 
b put, duljina puta m g težno ubrzanje, ubrzanje | g = — 5) ; h visina uzduž m/s? 
* + polumjer zakrivljenosti m slobodnog pada 0 /r=0p=0  uspravnice 
" x Zakrivenot RETRSRjendumi oi : 1 Jn standardno težno ubrzanje, | g, = 9,80665 m/s? 2 
0 lj pa /R; Šu p gia zakrivljenosti m standardno ubrzanje slo- x 24 
%B,Y... | kut, ravninski kut E =s/r; s je duljina luka na kruž- rad (=!) bodnog pada 
nici pdlumjera r "ib trzaj p = da/dt m/s3 
A, (S) | ploština, površina A=lb m? N broj(nost) događaja 1 
Q ugao, prostorni kut Q = A/r?; A je ploština kalote na sr (== 1) iv frekvencija, čestota f=N/t: N je brojnost događaja, at Hz (=s"') 
kugli polumjera r vrijeme 
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Tablica 7, nastavak 
Znak A : Ma : deo: Znak Znak : : 
Tete Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje Iće SI nE Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje pa SI 
S A i i =8/f = 
f kružaa me krene E s-!, rad/s logaritamski dekrement A=8/f=#$T 1, Np 
pulzacija L, amplitudna razlika razina | Ze =1n(F,/F,)Np Np(= 1) 
K sad: . Pam L;, = 20 1g(F,/F,)dB 
T perioda Trajanje ponovljivog događaja: s F, i F, su amplitude iste fizikalne 
TAN veličine; i 
7, (T) vremenska konstanta Npr. u jednadžbi F(t) = A + Be *" s vo o i 
ji = s , l 
A valna duljina i=vif m Lp razlika razina snage jo = n(P./P,) Np dB (=!) 
o valni broj o=fhv; o=1/A mo! 
z L, = 10 Ig(P,/P,) dB 
dna s : j LJ. 1 P i/f2 
: kružni valni broj koe so < P,i P, su dvije vrijednosti snage; 
x slabljenje, koeficijent Npr. u jednadžbi ke Lp = 1 decibel ako je P,/P, = 1001 
slabljenja F(x) = Ae cos[B(x — xo)]; x je m n frekvencija vrtnje, [brzina| n = N/t; N je broj(nost) okretaja, a t s"!, Hz 
udaljenost : vrtnje, broj okretaja] vrijeme 
B fazni koeficijent še o kutna brzina, kutna o =do/dt; o je kut, a t vrijeme; fizi- |  rad/s, s“! 
y koeficijent rasprostiranja =a+jB mo! frekvencija kalne veličine o i n povezuje 
d prigušnost, prigušni Npr. u jednadžbi s", Np/s » Jedgoik av 
koeficijent F(t)= Ae-*#. sin2nf(t — to) "6 | kutno ubrzanje a = d?op/dr? rad/s? 
Tablica 8 
MEHANIKA 
Znak : : ska š pama Znak Znak : : ga 2 Šoe Znak 
veličine Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje jedine sI sti | Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje B dinice SI 
p nalet, [veličina gibanja] Za čvrsto je tijelo B = md; m je masa kgm/s, Ns 
m masa kg a đ. 2 . 
tijela, a 5 brzina središta mase tijela 
2 = Vi i 3 - * 
Zi dne s s a zobnjam ke/m L zamah, moment naleta, L=7 xp; 7? je položajni vektor kgm?/s, 
v specifični obujam v=V/m;v=1/0 m*/kg [moment veličine Nsm 
i gibanja] 
, z —_<c ž a. S Ž 
*" Zum | (dogovorna) izvaga Z=m a. m je masa tijela, kg LJ moment ustrajnosti, mo- | I] = Xr*Am kgm? 
ma 1 — c/ox 100 mije ment tromosti 
a o njegova gustoća pri temperaturi S me 
20*C, ta 120 I %= ki : ja sila F = AB/At; za m = konst. vrijedi: F = m4 N 
= 8000 kg/m? jesu referentne gustoće G,(P, W) | težina, težna sila G=mg; 4 je mjesno težno ubrzanje N 
zraka i utega pri 20*C utvrđene pre- moai) 
porukom broj 33 (1973) Međunarodne zi : 2 
organizacije za zakonsko mjeriteljstvo Fu uzgon, (hidrostatska) uz- | Fob =009V, Fo = —09 V3; 0 je gusto- N 
(OIML) gonska sila g pE dnje zraka ili tekućine, a V 
obujam tijela 
d relativna gustoća d = 0/0,; o je gustoća tvari, a 0, gustoća l si : : a Peka: 
? oo sok : teretnica, teretna sila O=G+F,,0=mgli — 00/0); m je masa N 
usporedbene tvari, obje pri određenim 0 tijela, o njegova gustoća, a 0 gustoća 
okolnostima okolnog zraka ili okolne tekućine 
0 duljinska gustoća Q=m/; 1 je duljina kg/m 
0, (os) | plošna gustoća V=m/A; A je ploština kg/m? AES specifična težina 1=G/V =go N/m? 
i 
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Tablica 8 


Znak : : sa ž sam Znak 
veličine Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje PRAT 
i 
G, (f) gravitacijska konstanta Fi2 = Gmi,mo/r?; r je razmak među m>/(sZkg) 
središtima tijela mase m, i mz; 
G =6,6720 - (1 +6 - 107“). 
+107 li Nm?/kg? 
M moment sile M=rxF Nm 
T sprežni moment, moment Nm 
sprega (ili: para) sila 
GU gi impuls, impuls sile I=yFAa, I=b-%?, Ns 
p tlak, (stvarni tlak, p=F/A; F = pd; F je sila okomita Pa 
-  apsoluini tlak) na ploštinu A 
Ph (hidrostatski) tlak Dh = 0gh; o je gustoća nestlačive teku- Pa 
ćine, g težno ubrzanje, a h razlika 
razina 
Pamb» Peo| okolni tlak, (vanjski tlak, Pa 
referentni tlak) 
Pe Po Ap | nadtlak, [pretlak] Pa=P—Pe Pa 
Dy podtlak, [vakuum] Dy = Pamb — pi Di= Pe Pa 
o normalno (ili: okomito) a=F,/A; F, je okomita (ili: normal- Pa, N/m? 
naprezanje, normaini na) komponenta unutrašnje sile koja 
(ili: okomiti) napon djeluje na presjek ploštine A 
u posmično naprezanje, t=F/A; F, je tangencijalna sastavnica N/m? 
[tangencijalno napre- unutrašnje sile koja posmično djeluje 
zanje] na presjek ploštine A 
£, e relativno produljenje eg=Al/;Al=1— 14; je početna du- 1 
ljina, a Al je promjena duljine 
y (relativni) (po)smik, sko- y = Ax/l4, y =tana 1 
šenje 
3 relativna promjena obuj- | 3=AVJ/V; AV je promjena obujma 1 
ma, obujamna defor- 
macija 
4 ov Poissonov omjer k=—&/e=—e/, pio =o=0i 1 
(čit. Poason) 6x +0; €, € i e, su relativna pro- 
duljenja, a d,, 6, i a, okomita na- 
prezanja 
Mio rastezljivost, elastičnost % = e/o m?/N 
ZB smičnost B=y/r m*/N 
E modul elastičnosti E=co,/e, prio,=9,=0id,+0 N/m? 


, nastavak 


Znak Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje ? Znak 
veličine jedinice SI 
G modul smičnosti G = T29/Yxy; Tx, je posmično naprezanje, N/m? 
ay, posmik 
K modul stlačivosti K=—p/9%;p=—(o,+9,+0,/3 je N/m? 
srednje okomito naprezanje, a J 
relativni prirast obujma 
a 1/AV 
x stlačivost u=—-— = Pa! 
Vo \Ap/r 
1, (ID) | moment presjeka I=XyA4, 1, = A4; A4 je plo- m* 
ština djelića presjeka u ravnini xy 
I, polarni moment h=XrAM41L=1,+1, m“ 
presjeka 
Z, W moment otpora ZETE Yma 2 max m? 
* Zo W,p| polarni moment otpora Zp = Io/rmax m? 
u (f) tarnost, faktor trenja u=F/Fy Fo1F, su tangencijalna i 1 
okomita sastavnica sile među plohama 
koje klize jedna po drugoj 
Padine : Av, 2 
n, (u) (dinamička) viskoznost te ZN E Ns/m 
z 
. m? 
* o tečnost, fluidnost o=1/n — 
Ns 
v kinematička viskoznost v=n/o; o je gustoća m/s 
o površinska napetost o = WJS, W je rad, S promjena ploštine N/m 
W, (A) rad W=f9XFAF; F je sila, a AF" pomak J 
E, (W) energija J 
E, V, ?| potencijalna energija J 
Ex, K, T | kinetička energija J 
* ew gustoća energije e= E/V J/m? 
BR snaga P = AE/\t; AE je energija prenesena za W 
- vrijeme At 
dm (maseni) protok Gym = Am/Ar; Am je masa tvari koja pro- kg/s 
tekne za vrijeme At 
dy obujamni protok dy = AV/At; AV je obujam tvari koja m/s 
protekne za vrijeme At 
* u korisnost, stupanj n=P,/P,; P, je snaga koju stroj daje, a 1 


(korisnog) djelovanja 


P, snaga dovedena stroju 
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Tablica 9 


AKUSTIKA 
k a : ie 4 Zabe, Znak Znak 
Gal Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje adinice 81 veličine 

T perioda T=t/N s f) 

fav frekvencija, čestota f=Nft=1/T Hz(=s"!) 

4 frekvencijski interval Frekvencijski interval je određeni logari- | oktava (= 1) T 
tam dviju frekvencija; ako je osnovica A 
logaritma 2, A se izražava oktavama, 
npr. za f,/f, = 2 vrijednost je frek- a 
vencijskog intervala A =1Ib/f,/f, = 
=10g,2 = 1 oktava 

(0) kružna frekvencija,, Wo=2=7f Sui 

pulzacija 
valna duljina m 
kružni valni broj k=2rm/A, k = o/v mo! B 
0 gustoća o=m/V; m je masa, a V obujam kg/m? 
Ps statički tlak Tlak kad nema zvučnih valova Pa 1 
D, (Đ) zvučni tlak, akustički tlak | To je periodična sastavnica tlaka Pa 
ozvučene sredine !! 8, (vw) 
Čč, (x) akustički pomak Periodična sastavnica pomaka čestice m 
ozvučene sredine 
. . r, Q 
u, v akustička brzina u = AČ/At m/s 
a akustičko ubrzanje a = Au/At m/s? č 
a, U obujamna brzina q=AV/At = Su = SAČ/At m?/s 
cr(c3) zvučna brzina Brzina rasprostiranja zvučnoga vala m/s %, (4) 
w,(Wa),(E)| gustoća zvučne energije w = W/V; W je zvučna energija u J/m? 
obujmu V R 
P, (P,) | zvučna snaga P=AW/At; AWje zvučna energija pre- W 
nesena u razdoblju At A 
LJ zvučna jakost I = AP/AA; ploha ploštine AA okomita je W/m? 
na smjer rasprostiranja zvuka 
L, razina zvučnog tlaka L = 201og da Po je usporedbeni zvučni dB (=1) m 
Po 
tlak kojega se vrijednost mora nazna- 
čiti; DL =1 decibel kad je p/py = 
= 10005 < 1,1220185 
P N 
Erato razina zvučne snage L,=10 do usporedbena zvučna dB 


o 
snaga Pa mora se naznačiti; 2, = 


— 1 decibel kad je P/Py = 10%! = 
= 1,2589254 


Naziv fizikalne veličine 


Jednadžba, tumačenje | 


Znak 
jedinice SI 


prigušnost, prigušni 
koeficijent 


vremenska konstanta 
logaritamski dekrement 


slabljenje, koeficijent 
slabljenja 


fazni koeficijent, fazna 
konstanta 


koeficijent rasprostiranja, 
konstanta širenja 


rasipnost, disipacijski 
faktor 


odbojnost, refleksijski 
faktor 


propusnost, prijenosni 
faktor 


upojnost, apsorpcijski 
faktor 


izolacijska moć, zvučna 
izolacija 

ekvivalentna upojna 
ploština 


odjek, trajanje odjeka 


glasnoća 


Npr. u jednadžbi F(1) = Ae"*'sin2= 
«f(t — to) 


= 1/6 
A=6/f =8T; T je perioda 


Npr. u jednadžbi 
F(x) = Ae "cos[f(x — xo)], 
koja prikazuje ovisnost veličine F o 
udaljenosti x; « je slabljenje, a f 
fazni koeficijent; ako je « zanemari- 
vo, B se često zamjenjuje kružnim 
valnim brojem k = 2:/4 


,=a+jh 


Š= Pg/P; Pa je rasuta, a P.upadna 
zvučna snaga 


r=PJ/P; P, je odbijena, a P upadna 
zvučna snaga 


T= PP; P, je propuštena, a P upadna 
zvučna snaga 


a=2+T=(Pq+P,)/P 


R=101g(1/7); R = 1 decibel kad je 
1/r = 10%! = 1,2589254 


Ploština površine kojoj je upojnost a = 1 
i koja u difuznom polju upija jednaku 
snagu kao promatrana površina ili 
objekt; pri tom se zanemaruje djelo- 
vanje difrakcije 


Vrijeme za koje gustoća zvučne ener- 
gije padne nakon prestanka zračenja 
zvučnog izvora na milijuntinku počet- 
ne vrijednosti (za 60 dB) 


Glasnoća je fizikalna veličina kojom 
slušalac normalnog sluha izražava 
svoju subjektivnu procjenu omjera 
jakosti promatranog zvuka i uspored- 
benog zvuka kojemu je razina glas- 
noće 40 fona 


Np/s, s"! 
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Tablica 9, nastavak 


Jednadžba, tumačenje 


Znak Naziv fizikalne veličine 
veličine 

JES razina glasnoće 

Z, specifična akustička 


impedancija 


e ] 


Ly = 20 log (p/Po)ikHz: Pi Po su efek- 
tivni tlakovi; py_ = 20 uPa, p je efek- 
tivni zvučni tlak pri frekvenciji 1 kHz 
prema kojem slušalac procjenjuje ra- 
zinu glasnoće pri ostalim frekvencija- 
ma; Ly = 1 fon kad je (p/po)?“ = 10 
pri 1 kHz 


Na nekoj površini omjer kompleksno 
prikazanog zvučnog tlaka i titrajne 
brzine čestica, Z, = p/u ? 


Naziv fizikalne veličine 


Jednadžba, tumačenje 


Znak 
jedinice SI 


Znak Znak 
jedinice SI veličine 
fon (= 1) 
Z, 
Pas/m 
Zm 


1! Srednje kvadratne vrijednosti veličina p, č, u, a i q često se nazivaju efektivnim veličinama 
(ili: efektivnim vrijednostima), a za njihovo označivanje upotrebljavaju se isti znakovi. 


karakteristična akustička 
impedancija 


akustička impedancija 


mehanička impedancija 


Omjer kompleksno prikazanog zvučnog 
tlaka i titrajne brzine čestica u nekoj 
točki sredine za slučaj ravnog putu- 
jućeg vala. Za nerasipnu je sredinu 
Z, = 0c; o je gustoća, a c brzina 


Omjer kompleksno prikazanoga zvučnog 
tlaka i obujamne brzine na nekoj 
površini, Z, = p/q 


Za = F/v; F je sila 


Pas/m 


Pas/m? 


Ns/m 


2 Opaska uz veličine Z,, Z,, Z, i 
ZA=2ZJS, Za = SZ,; S je ploština. 


Zp: ako su veličine koje sudjeluju sinusne, vrijedi: 


Tablica 10 
TOPLINA 
Znak a : Ne 2 aa Znak Znak ž : Son Š o Znak 
veličine Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje Jedinice SI veličine Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje jedinice SI 
T, 0 io tempera- | Za idealni plin pV =nRT K zi množina, [količina tvari] mol 
X MRA L,N A d konstant L=Njn; na 
t, 9 (Celzijeva) temperatura t=T— Ta; To = 273,15 K_ definicijska "C(=K) 2 RER O A VIA L Zo 0942 -(1+1-107%)-. zo 
konstanta , 23 -1 
+ 10%*% mol 
1/41) M Ži = H S . j 
a, % toplinska rastezljivost, a=— \z7) K! medijska ner mda MEU ME mo M Bela kamo 
[koeficijent toplinskog lb \AT/, i 
rastezanja] Ka množinski obujam, mo- Va = Vin m?/mol 
: / larni obujam 
AV! A SŠ Bh PRE 
Y, % toplinska širivost, [koefi- "=— kia | ; za idealni plin y = 1/Ty; K-! R, Ro (opća) plinska konstanta | Za idealni plin pV=nRT; R= J/(molK) 
cijent toplinskog širenja] Vo\AT), poći = 8,31441 - (1 +26 - 10-%)J/(molK) 
2 poe K vrijedi (V/Vo), = R(X) Plinska konstanta (tvari X) | R(X) = R/M(X); za idealni plin p = J/kgK) 
= oR(X)T 
I/A toplina 
%, | napinjivost = (22) ; za idealni plin B = K"! 2 P. x ; 
Po\AT); o toplinski tok O = Qf/t; t je vrijeme W 
=1/T9; uz To =273,15K vrijedi 4 o gustoća (toplinskoga) to- | q= 0/A W/m? 
(p/po)y =1+ Bt ka, gustoća (toplinske) 
B tlačni koeficijent B=Ap/AT Pa/K snage 
: L/AV\ 4, (k) (toplinska) provodnost, q= —/AgradT W/K m) 
LR stlačivost = -—|— | Pa"! [koeficijent toplinske 
Vo\Ap/r vodljivosti] 
EA ins a leićod pd 1 ( sv \ Pa-! G topljinska vodljivost G = P/AT; AT je temperaturna razlika W/K 
Vo \Apl, između nasuprotnih strana stijene, 
AT=At 
N brojnost (jedinki), broj 1 kacT 
E ) J R toplinski otpor R=1/G=AT/e K/W 
| = < 1 | 
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Tablica 
Znak : : sa | “i o ] Znak 
veličine Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje bno 
toplinska izolacija M=AT/qa=RA | Km?/W 
&, h (toplinska) prijelaznost, x =q/ATi; ATi, je temperaturna W/(K m?) 
[koeficijent prijelaza razlika između tekućine (ili 
topline] plina) i stijene 
k, K (toplinska) prohodnost, k=q/ATi; S Tie je temperaturna W/K m?) 
[koeficijent prolaza razlika između tekućina (plinova) uz 
topline] vanjsku i unutrašnju stranu stijene; za 
ravnu je stijenu debljine s 1/k = 1/4; + 
+s/4+1/a 
a, (x, %) | temperaturna difuznost, = —agrad(H/V); H je entalpija, m/s 
temperaturna pro- V obujam; a = /4/(0c,) 
vodnost 
C (toplinski) kapacitet C=AQ/AT J/K 
(GJ av 
c specifični toplinski kapaci-| c= — = — 242 ;AT=Ar J/kgK) 
tet (toplinski kapacitet) m m AT 
ZM ge srednji specifični toplinski | c = XdTJAT JAkgK) 
kapacitet Uli 
mem g e MAH\ o: E 
Cp specifični toplinski kapaci-| cc, = — 5) ; H je entalpija JikgK) 
tet pri stalnom tlaku m\AT), 
A : bare A I1/AU\ : N 
Cy specifični toplinski kapaci- | €, = — Ka |; U je unutrašnja energija | J/kgK) 
tet pri stalnom obujmu Bey 
en specifični toplinski kapaci- JikgK) 
tet pri zasićenju 
* on politropni eksponent Npr. pV" = const. 1 
i : A V | \ : 
x izentropni eksponent “= 2(=P) =- | i \ ; za idealni 1 
p\lAo!s p\AV]), 
plin * = cp/c, 
y omjer specifičnih toplin- "=e,/c 1 
skih kapaciteta 
Ca množinski toplinski kapa- | C,, = C/n J/(molK) 
citet, molarni toplinski 
kapacitet 
U, (£) unutrašnja energija AU = Q — W; AU je prirast unutrašnje J 
energije sustava, Q dovedena toplina, 
a W rad što ga je obavio sustav 
u, (e) specifična unutrašnja u=U/m J/kg 
energija 
Ua: (Ep) | množinska unutrašnja Ua = U/n J/mol 


energija, molarna unu- 
trašnja energija 


), nastavak 


Znak 


veličine 


Naziv fizikalne veličine 


Jednadžba, tumačenje 


Znak 


jedinice SI 


H, (1) 
h, (i) 
Hn 


entalpija 

specifična entalpija 

množinska entalpija, mo- 
larna entalpija, 

entropija 

specifična entropija 

množinska entropija, - 
molarna entropija 


Helmholtzova energija 
(čit. Helmholc) 


specifična Helmholtzova 
energija 


množinska Helmholtzova 
energija, molarna Helm- 
holtzova energija 


Gibbsova energija 
(čit. Gibs) 

specifična Gibbsova 
energija 


množinska Gibbsova 
energija, molarna 
Gibbsova energija 


Massieuova funkcija (čit. 
Masje) 

Planckova funkcija (čit. 
Plank) 


(specifična) vlažnost, vlažni 
udjel 


sadržaj vlage, [stupanj 
vlažnosti, vlažnost ] 


suhoća, [atro] 


masena koncentracija vla- 
ge, [apsolutna vlažnost] 


relativna koncentracija 
vlage, [relativna vlaž- 
nost] 


obujamni sadržaj vlage, 
[obujamna vlažnost] 


H=U+pvV 
h =H/m 
Ha=Hhn 


Za povrativu pojavu vrijedi AS = AQ/T 
s = S/m 


Sm = 5/n 
A=U—TS 
a=F/m 


Am = A/n 


G=U+pV—-TS=H—TS 


g=G/m 
Ga = G/n 
J= —A/T 
Y= —G/T 


s=m,/m: m je masa vlažne tvari (čvrsta 
tvar, tekućina ili plinska smjesa), a m, 
masa vode u toj tvari 


u =m/mg: mg = m — m, je masa osušene 
tvari: u = s/(1 —s) 


A=mom: A=1—s 


P =m/V: V je obujam vlažne tvari, 
a m, masa vode u tvari 


P= D/P,: P, je najveća moguća vri- 
jednost veličine & pri istom tlaku i 
temperaturi. Za idealnu je plinsku 
smjesu o = p/pm 


P= VV: Vo = VV, je obujam osu- 
šene tvari, a KV, obujam vode koju je 
tvar sadržavala prije sušenja 


J 


I/kg 
JI/mol 


JK 
JIkgK) 
JA(molK) 


kg/m3 
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Tabli 


FIZIKALNA KEMIJA I 


Znak : Ka . s Maras Znak 
veličine Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje Mao 
N brojnost (jedinki), broj 1 
(jedinki) 
n, (v) množina, [količina tvari] mol 
L, NA Avogadrova konstanta L=N/n; L =6,0220942. mol <! 
.(L+1:1079). 102% mol ! 
M množinska masa, molarna | M =m/n: m je masa kg/mol 
masa 
0 gustoća o=m/V: m je masa, a V obujam kg/m 
KE množinski obujam, mo- m = V/n, Vy = M/e: množinski obujam š/mol 
larni obujam idealnog plina pri standardnim okol- 
nostima (T, = 273,15 K, 
Pp = 0,101325 MPa) iznosi 
V, = 2241383. (1 +3:107*). 
+107* m?/mol 
€, (n) brojnosna koncentracija € = N/V: za idealni plin pri standardnim m-3 
okolnostima Cy = L/Vy = 2, a 
:(1+3:10-5): 1025 m-3; 
Loschmidtova konstanta (čit. plan 
C(X) brojnosna koncentracija C(X) = N(X)/V: N(X) je brojnost jedinki 1/m? 
(jedinki X) X u smjesi obujma V 
0(X) masena koncentracija (sas- | o(X) = m(X)/V: m(X) je masa sastojka u kg/m? 
tojka X), udjelna gusto- smjesi obujma V 
ća (sastojka X) 
w(X) maseni udjel (sastojka X) W(X) = m(X)/m: m(X) je masa sastojka X 1 
u smjesi mase m 
c(X), [X]| množinska koncentracija c(X) = n(X)/V: n(X) je množina sastojka mol/m 
(sastojka X), [molarnost X u smjesi obujma V 
sastojka X] 
g(X) obujamna koncentracija o(X) = V(X)/V: V(X) je obujam sastojka 1 
(sastojka X) X, a V obujam smjese 
x(X) množinski udjel x(X) = n(X)/n: n(X) je množina sastojka 1 
(sastojka X) X, an množina smjese 
"(X) množinski omjer r(X) = n(X)/n(A): 1(X) je množina otop- 1 
ljenog sastojka X, a (A) množina ota- 
pala A. Za otopinu s jednom otoplje- 
nom tvari vrijedi s = x/(1l — x) 
b(X), [mx] molalnost (otopljenog b(X) = n(X)/m(A): n(X) je množina otop- mol/kg 
sastojka X) ljenog sastojka X, a m(A) masa otapala 
1 
u, M atomna masena konstanta | u “Iron m('?C) je atomna masa : kg 
Ta uki IC; u. L=g/mo, u = 
= 1,660 5655 - (1 + 5- 10-6)- 10-27 kg 


ca 11 
MOLEKULNA FIZIKA 


BMA Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje | o ie SI 
A(X) relativna atomna masa A (X) = miX)/u: m(X) je masa jednog ato- 1 
(nuklida X ili kemijskog- ma nuklida X ili elementa X: primjer 
elementa X), [atomna označivanja: A,(Cl) = 35,453 
težina] 
MX) relativna molekulna ma- M,(X) = miX)/u; m(X) je masa jedne 1 
sa tvari, [molekularna molekule tvari X 
težina] 
uiX) kemijski potencijal Za smjesu koja sadržava sastojke X, B, J/mol 
(sastojka X) C,... vrijedi: 
MX) = (0G/0n(X))r,p,mB),m(C),..5 G je 
Gibbsova energija; za čistu je tvar 
u=G/n=G, množinska Gibbsova 
energija; znak u upotrebljava se i za 
omjer G,/L 
AX) aktivnost (sastojka X) MX) = explu(X)/RT]; R je opća plinska 1 
konstanta, a T termodinamička 
temperatura : 
p(X) udjelni tlak, parcijalni tlak | Za plinsku smjesu vrijedi p(X) = x(X)p; Pa 
x(X) je množinski udjel sastojka X 
(X), fugitivnost (sastojka X) (u | f(X) = A(X)lim(px(X)/2(X)): AX) je apso- Pa 
p*(X) plinskoj smjesi) p>0 
lutna aktivnost sastojka X, x(X) njegov 
množinski udjel, a p tlak: za čisti je 
plin p* = Zlim (p/A) 
na 
: Ž Bh ' 4X) 
f(X) faktor aktivnosti (sastoj- Za tekuću smjesu f(X) = —————; 1 
ka X) (za tekuće i 2*(X)x(X) 
čvrste smjese) MX) je apsolutna aktivnost sastojka X, 
x(X) njegov množinski udjel u smjesi, 
a 2*(X) apsolutna aktivnost čiste tvari 
X pri istoj temperaturi i tlaku 
i : UXy/bo : 
a(X), (relativna) aktivnost (otop- | a(X) = ———; b9 je standardna 1 
dmlX) ljenog sastojka X) b. (A(X)/b(X))., 3 , : 
ž (molalna) vrijednost molalnosti; obično je b9 = 
= 1 mol/kg, a znak co označuje svoj- 
stva pri beskonačnom razrjeđenju 
: : MX)/c9 : 
ad(X), (relativna) aktivnost (otop-| a(X) = ———; co je standardna 1 
[a(X)] ljenog sastojka X) (2(X)/c(X))., 
(koncentracijska) vrijednost koncentracije; obično je 
c9 = 1 mol/dm?, a znak oo označuje 
svojstva pri beskonačnom razrjeđenju 
$ : : a(X)b? : , 
(X) faktor aktivnosti (otoplje- | y(X) = ———; b? je standardna vrijed- l 
nog sastojka X) b(X) : : : 
(molalni) nost molalnosti; obično je bo = 
=1 mol/kg 


CIS 


VASNO4XVZ VIIDOTONIAN 
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Tablica 
Znak dho VAM a S ka Znak 
veličine Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje Bina SI 
ra ae 
"(X) faktor aktivnosti (otoplje- | y(X) = ; c6 je standardna vrijed- l 
nog sastojka X) c(X) o : : 
(koncentracijski) nost koncentracije; obično je c9 = 
= 1 mol/dm? 
9. o osmotski faktor otopine, g = (u* — u)/(u* — u); u* je kemijski U 
prodorni faktor otopine potencijal čistog otapala, x potencijal 
otapala u otopini, a znak oo označuje 
svojstva pri beskonačnom razrjeđenju 
TI osmotski tlak, prodorni II je onaj nadtlak otopine (neke tvari Pa 
tlak u otapalu) prema (tom) čistom otapalu 
koji održava osmotsku ravnotežu ako 
su otapalo i otopina odijeljeni mem- 
branom propusnom samo za otopljene 
tvari 
" stehiometrijski broj Za kemijsku reakciju NiX, +N2X2 + al 
++ = NaX3 + NiX4 + «+ stehiome- 
trijski su brojevi reaktanata (X;, X, 
di m=—Niyv=—N,, a pro- 
dukata (X3, Xu...) = Na, Va = 
Sa 
Primjer: 2H, +0, 22H,0, 
uH)=—2v(O,) = —1Lv(H,O) = 2 
A afinitet, težnja (kemijskoj | A = — Xx v(X)u(X) J/mol 
ravnoteži) 
K, (tlačna) ravnotežna Za idealnu plinsku smjesu vrijedi: Pa" 
konstanta K, = (0) 902)" = TIJXY0 
X 
P.M ope | električni dipolni moment | T=pBxE; f je moment sprega sila, Cm 
molekule a E električno polje 
% y električna polarizabilnost | p=%f: p; je inducirani električni di- Fm? 
molekule polni moment molekule, a E električno 
polje 
0, Z diobena funkcija, parti- Q=xep(E;/kT); E; je energija stanja 1 
cijska funkcija : 
i, k Boltzmannova konstanta, a T 
termodinamička temperatura 
g statistička težina, Brojnost kvantnih stanja jednake 1 
degeneracija energije 
R (opća) plinska konstanta | pV=nRT; JAmolK) 
R =8,31441 :(1+3-10 >)J/(molK) 
k Boltzmannova konstanta k=R/L: AKTI =f: JK 
(čit. Boleman) k = 1.380 662 -(1+3-10-*)- 10-23 J1/K 
ho srednji slobodni put Srednja udaljenost koju jedinka prijeđe m 


između dva uzastopna sraza 


I, nastavak 


MA Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje E ži SI 
r 
D difuznost, difuzijski C(X)<5(X)> = — Dgrad C(X); C(X) je — m/s 
koeficijent mjesna brojnosna koncentracija jedinki 
X u smjesi, a (5(X)> mjesna srednja 
brzina jedinki 
kr toplinski difuzijski omjer | Za stacionarno stanje binarne smjese 1 
vrijedi: grad x(X) = — (kr/T) grad T; 
x(X) je mjesni množinski udjel težeg 
sastojka X, a T mjesna termodinamička 
temperatura 
a oke PA Kr s ša 
dy toplinski difuzijski faktor | e, = ———: x(A)i x(B) su mjesni mno- 1 
x(A).(B) 
žinski udjeli dvaju sastojaka 
D, toplinska difuznost Dir=k,-D m?/s 
Z protonski broj, Patomni Brojnost protona u jezgri, brojnost elek- 1 
(redni) broj] trona u neutralnom atomu 
e temeljni naboj, elemen- Električni naboj protona, e = 1,602 1892 . C 
tarni naboj :(1+2,9.1079).107'?C 
z nabojni broj, valentnost z= Qje; Q je električni naboj iona l 
F Faradayeva konstanta (čit. | F=e-L; F =9,648456 -(1 + 2,8. 1079). C/mol 
Faradej) * 10% C/mol 
Bodie ionska jakost (molalna) 1 ==>>bzi; b; su molalnosti, a z; na- mol/kg 
bojni brojevi iona 
IL ionska jakost ikoncen- L= zi: €; su koncentracije, a z; mol/m? 
tracijska) 2 ' 
nabojni brojevi iona 
Am koncentracijska (elektri- Am = x/c:; c je koncentracija provodne Sm?/mol 
čna) provodnost tvari 
% razdruženost, stupanj % = N/xN; N je brojnost raspadnutih 1 
disocijacije molekula, a XN ukupna brojnost 
molekula 
9,6 (električna) provodnost J=2xE:J je strujna gustoća, a E elek- S/m 
trično polje 
Q (električna) otpornost E=0J:o=1/x Q/m 
t prijenosni broj Za neki ion X vrijedi 1 
2 [ZOI X) (X). su 
X) = ——————: z je nabojni 
>Izieu; 
broj, c koncentracija iona, a u elektri- 
čna pokretljivost iona 
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Tablica 12 
ATOMNA 1 NUKLEARNA FIZIKA 


: ć So : sa Znak 
EZ Naziv fizikalne veličine | Jednadžba, tumačenje | a a s , ZA Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje ja a SI 
ie 
Z protonski broj, [atomni Brojnost protona u jezgri, brojnost l u magnetni moment (čestice_| Maksimalna uprosječena vrijednost Am? 
(redni) broj] elektrona u neutralnom atomu ili jezgre) sastavnice magnetnog momenta u 
s smjeru magnetnog polja: maksimalna 
neutronski broj Brojnost neutrona u jezgri l energija ai i dukoje B u praz- 
A nukleonski broj, maseni Brojnost nukleona u jezgri, A=Z+N l nek ase 
broj Se h 
— skuh e . E . 2 
m(X), m, | atomna masa (nuklida X), | Masa atoma u mirovanju: za vodik 'H kg PB Pana ijoa #B = 2m,“ bei DA EBE PN aru 
nuklidna masa jest -(1+3,9. 1075). 10724 Am? 
m('H) =1,007825036 u-(1 + 1+10-5) iak 
ek m 
1 1 i modi, . = 3 A 2 
u m, atomnamasštakomtanta = 5 m0) a JE kg HN nuklearni magneton HN aa 2. un = 5,050824 m 
lida 12C; u-L = g/mol, «(1+3,9:1079)- 10-27 Am? 
u = 1,6605655-(1+5-10-*).10-2"kg u 
“ ma 7 giromagnetni omjer, y=—: 1 je ukupni spin čestice; za Dass 
m, elektronska masa (u m, = 09109534 .(1+5-10 *):107* kg, kg giromagnetni koeficijent i 
mirovanju) m, = 5,485 80226 - (1 + 0,38 - 1075). proton je y, = 2,675 1987. 
+10 *u «(1 +28: 1079). 105T 's' 
m, protonska masa m, = 1,6726485.(1+5-10-$).10-?"kg kg Ba ' ra e 
(u mirovanju) = 1,007276470- (1+ 1,1 + 1075)u g atomni (ili elektronski) 1=9g—=g— l 
: faktor g h 2m, 
Ma neutronska masa m, = 1,6749543 -(1+5+- 1079). 10-27 kg kg 
; ; su ž . 1078 ' : A Ej 
(u mirovanju) m, = 1,008665012 - (1 + 3,7: 107*)u i jezgreni faktor g e gen =; : l 
me? energija. mirovanja Eo =me?; m je masa čestice, a c brzina J A "n 
(čestice) svjetla u praznini 
e 
g > S ; BH i 1 
m(X)/u | relativna nuklidna masa | m(X) je atomna masa nuklida X, a u 1 QE Larmorova kružna oo B: B je magnetna indukcija š 
frekvencija m 
atomna masena konstanta 
e temeljni naboj, elemen- Električni naboj protona (po iznosu G ON kružna frekvencija jezgre- | on = če B s-1 
tarni naboj jednak naboju elektrona), ne precesije 2m, 
e=1.6021892-:(1+2,9-107$)-10-!*C 
: s da. ' : Ša 4 
h Planckova konstanta h = 6,626176 (1 +5.4- 1075). 10-%4 Js: js “Ea ho no freke | ooo oi im je omjer nzboje kona : 
(čit. Plank) h = hA2m) = 1,05145887. 10-34 Js nena agites 
m £0 h? Poe 4 : Q kvadrupolni jezgreni Prosječna vrijednost veličine (1/e)[(32* — m? 
do Bohrov polumjer (čit. Bor) | a, = LAK : &o je dielektričnost praznine: m moment — 12) -o(x,y.z)dxdydz u kvaninom 
Ž A stanju u kojem je spin jezgre usmjeren 
do = 0,529 17706-(1 +0.8- 10%): kao i polje: g(x,y,z) je nuklearna gus- 
«107 “m toća naboja, a e temeljni naboj 
2 
e 
Ra Rydbergova konstanta o"r———: Ry =1097373177. mo! R jezgreni polumjer Srednji polumjer kuglastoga prostora u m 
(čit. Ridberg) Šnčodohe. ke . kojem se nalazi nuklearna tvar. Ta 
Be jE 7,5: 10 e IEe ML veličina nije egzaktno definirana. Pri- 
o he zove se rydberg: za vodi 


jest Ru =Ro(1+m/m,) 


bližno vrijedi: R =r,A!?; 
rox 12-107'5m 
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Tablica 12, 


Znak 
veličine 


Naziv fizikalne veličine 


Jednadžbu, tumačenje 


Znak 
jedinice SI 


m, M 


že 


= > s 


kvantni broj orbitalnoga 
kutnog naleta (ili veli- 
čine gibanja) 

spinski kvantni broj 

kvantni broj ukupnog 


kutnog naleta 


kvantni broj jezgrenog 
spina 


kvanini broj hiperfine 
strukture 


glavni kvantni broj 


magnetni kvantni broj 


konstanta fine strukture 


(klasični) elektronski 
polumjer 


Comptonova valna dulji- 
na (čit. Kompton) 


maseni višak 


maseni manjak, [defekt 
mase] 


relativni maseni višak 
relativni maseni manjak 
udjel slaganja 


vezni udjel (po nukleonu) 


Obično se znak l, odnosi na česticu i, a 


L na cijeli sustav 


Obično se znak s; odnosi na česticu i, 
a S na cijeli sustav 


Obično se j, odnosi na česticu i, a J 
na cijeli sustav 


U nuklearnoj spektroskopiji često se 
upotrebljava znak J 


Obično se znak m; odnosi na česticu i, 
a M na cijeli sustav 


2 
Hoce _3 
«= -——; =d4n-10 H/m; 
2h Lo A 
a = 7,297 3506 - (1 + 0,8 - 10-$) + 107? 
l/a = 137,03604 + (1 + 0,8 + 1079) 


> 


2 
i re = 28179380 - (1 +2,5- 
<1075)-10-'5m 
h 


Ac = —:; m je masa čestice u mirovanju 
mc 


4=m,— A -:u: A je nukleonski broj, a u 
atomna masena konstanta 


B=ZmH)+Nm, — m(X); miX) je 
atomna masa nuklida; ako se zanemari 
vezna energija atomnih elektrona, on- 
da Bec? izražava veznu energiju jezgre 

A, = Alu 

B, = B/u 

fI=4AJA: A je nukleonski broj 


b=BJA 


m 


kg 


kg 


nastavak 


ea Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje Bra SI 
T srednje trajanje, srednje U eksponencijalnom raspadu T je vri- S 
vrijeme života jeme za koje se brojnost N atoma 
određenog stanja smanji na N/e 
r širina stanja I=h/r:h=h/(2m) J 
A aktivnost A = AN/At: AN je brojnost pretvorbi ili | Bq (= s"') 
prijelaza u jezgrama neke množine 
radionuklida ili radioaktivnog izvora 
za vrijeme At 
a specifična aktivnost a = A/m; m je masa uzorka Bq/kg 
(uzorka) 
4 pretvorbena konstanta, Za eksponencijalni je raspad dN/dt = sa! 
[raspadna konstanta] = — AN: N je brojnost radioaktivnih 
atoma u trenutku t; /=1/r 
T,> vrijeme poluraspada T,>=<ln2 = (ln2)/2; vrijeme potrebno s 
da se pri eksponencijalnom raspadu 
raspadne polovica atom u uzorku 
radioaktivnog nuklida 
Q, prijelazna energija raspada, Zbroj kinetičke energije čestice alfa nas- J 
alfa tale raspadom i kinetičke energije od- 
bijenoga preostalog atoma u sustavu 
mirovanja početne jezgre. Prijelazna 
energija raspada alfa za osnovno sta- 
nje Q,, uključuje i energiju moguće 
zrake gama 
E, maksimalna energija Maksimalna energija u spekttu nekog J 
čestice beta raspada beta 
O, prijelazna energija Zbroj maksimalne energije čestice beta J 
raspada beta E ienergije odbijenog atoma nastalog 
u sustavu mirovanja početne jezgre. 
Pri emisiji pozitrona mora se dodati 
energija nastanka elektronskog para. 
Prijelazna energija raspada beta za 
osnovno stanje Q,, uključuje i energiju 
mogućeg prijelaza gama 
x faktor unutarnje konver- Omjer brojnosti pretvorenih elektrona i 1 
zije (ili pretvorbe) brojnosti kvanata gama odaslanih u 
toku razbuđenja jezgre. Upotrebljava < 
se i fizikalna veličina frakcija unutar- 
nje konverzije a/(x + 1). Za elektronske 
ljuske K. L,... postoje udjelni faktori 
konverzije 2x, %,,... . Omjer 2x/2, 
zove se omjer udjelnih faktora unutar- 
nje pretvorbe K prema L 


VNISNONVZ VfIDOTONLAM 


SIS 


Znak 


KE Naziv fizikalne veličine 
veličine 
Ls.b. | duljina 
hina 
A.S ploština, površina 
V obujam, volumen 
O a vrijeme, (trajanje. raz- 
' doblje) 
U GNU brzina 
N brojnost događaja 
f frekvencija, čestota 
T perioda 
w kružna frekvencija, pul- 
zacija 
F sila 
M moment sile 
električni naboj, elek- 
trika 
e temeljni naboj, elemen- 
tarni naboj 
ip Faradayeva konstanta 
(čit.: Faradej) 
0. (1) (obujamna) nabojna 
gustoća 
o plošna nabojna gustoća 
A duljinska nabojna gustoća 
E. (K) električno polje. jakost 
električnog polja 
o. V (električni) potencijal 
U, (V) (električni) napon, razlika 
potencijala 
E elektromotorni napon, 
[elektromotorna sila] 
D (električna) indukcija, gus- 
toća (električnog) toka 
U (električni) tok 
(€. (električni) kapacitet, 
(električna) kapa- 


Tablica 13 


citivnost 


ELEKTROMAGNETIZAM 
Jednadžb čenj Znak i. Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje Znak 
ednadžba, tumačenje jedinice SI srihištve z Kade jedinice SI 
m £ (električna) propustljivost, | # = D/E F/m 
dielektričnost, permitiv- 
Zi 2 nost 
: Š [BEžeG (električna) propustljivost | &otoc? = 1; € = 8,854187818 . F/m 
V=bhd m | praznine, dielektričnost «(1+8-:10-%).10-'2F/m 
S | praznine, električna 
| konstanta 
v = As/4t: brzina rasprostiranja elektro- m/s še relativna (električna) pro- | €, =€/6 l 
magnetnog polja u praznini iznosi: pustljivost, relativna 
c=299792458.(1+4-107%)-10%m/s dielektričnost 
l KKe (električna) primljivost, Xx=8&—1 1 
: ; m za | (električna) suscepti- 
f=Nit: N je brojnost, a t vrijeme Hz(=s ') | bilnost 
T=,N=1/f s p, (po) | (električni) dipolni T=px E: T je sprežni moment Cm 
o =2xnf: f je frekvencija s! none 
P (električna) polarizacija P=D—&E C/m? 
= 27 (At: p je nalet N TAI električna struja A 
M=Fx? Nm |J, (S) | (električna) strujna gus- I=xJad A/m? 
Q=XIArt: I je električna struja € toća 
: A, (a) strujni oblog =1/b; b je širina vodljivog sloja A/m 
Poe LGI BOL 220. 108%) 210! € a 9 strujna uzbuda O =NI; N je broj zavoja, I struja A 
Perroni Medsk (1+ 28: 1075) - C/mol H magnetno polje, jakost rtH=J+ 0D/0t A/m 
10 C/imol a. magnetnog polja 
: 3 U magnetni napon, razlika | U, =X HAT A 
o=\0/AV C/m s (magnetnog) potenci- “ 
jala 
a=AQAA C/m? Fa. Fo magnetomotorni napon Fn=$Hdf A 
A=AQAl C/m ; Ma za 
f B (magnetna) indukcija, AF=1IAfx B T 
F=0E V/m gustoća (magnetnoga) 
toka 
E = — grado 5 V o magnetni tok P=xBAA Wb 
LAZ Piz o U A (magnetni) potencijal rotA=B Tm, Wb/m 
: i 27 R. R snetni : =U,/ H =: 
U električnom je krugu E = —GEdl V m Za on Rm =Um/P 
A. (P) | (magnetna) vodljivost A=UR,, H 
A KE e že 2 : a 
divD = g: o je nabojna gustoća C/'m L samoinduktivnost. L=0/1 H 
I vlastita induktivnost 
w = |(DdA c | M. L,» | međuinduktivnost M = 2,/12; P, je tok u prvoj petlji H 
C=(QU uzrokovan strujom 1, u drugoj petlji 
k, (x) sveza, faktor sveze = LalVLi L, l 
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Tablica 13, nastavak 


PA | Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje rai SI | E | Naziv fizikalne veličine | Jednadžba, tumačenje PA s | 
o rasap, faktor rasipanja g=1—kž: k je sveza i N brojnost) zavoja (u j 
( na Pa Ž m H/m namotu) 
magnetna) propustljivost, = , 
B permeabilnost + k m broj(nost) faza 1 
Mo (magnetna) propustljivost | po = 4m . 10-7 H/m; vrijednost prema H/m Pp broj(nost) pari polova U 
praznine, permeabilnost definiciji o fazni pomak Pri U =Upcosot il = Ipcos(vt — o), rad 
praznine, magnetna € je fazni pomak ; razlika wt — p zove 
konstanta se faza struje I 
u, relativna (magnetna) i = nino 1 P(). Po | (trenutna) snaga, trenutna | P(t) = U(DI() W 
propustljivost, relativna vrijednost snage 
permeabilnost P djelatna snaga P= UIcosg: U il su efektivni napon i W 
GE) E E PGM l i struja: za sinusne je veličine Uj = 
6 (Km Enetne) NA *=u- = Up 2.1 =1,,/V 2; indeks m ozna- 
bilnost čuje maksimalnu vrijednost 
m magnetni moment T=mx B: T je sprežni moment Am? Q, (Po) | jalova snaga Q = UIsino var (=) 
H; M magnetizacija H; =(B/u9) — H A/m S, (P) prividna snaga S=UI VA(=W) 
B: J (magnetna) polarizacija B=B—-uH T tt faktor snage cose = P/S l 
w gustoća (elektromagnetne) | w = W/V, W je energija J/m? VIKA o boj uz PS 
energije Z impedancija, prividni Z = UJI; U je kompleksno izraženi na- Q 
S Poyntingov vektor (čit. Š=ExH W/m? Diner pon, a1 kompleksno izražena stru- 
Pojnting) jaa Z=ZeP=R+jX 
0 (električna) otpornost oJ aa J je gustoća struje, E električno Qm R otpor Realni dio impedancije Q 
olje Koa: 2 
, - Ž 8 k X : X reaktancija, jalovi otpor | Imaginarni dio impedancije Q 
y, o (električna) provodnost J=yE,y=1/o: vodič duljine (i pre- S/m X * ae = -= = — ; ' 
sječne ploštine A pruža istosmjernoj Y admitancija, prividna Venue lZ ene = GonjB S 
struji otpor R = 1/(A4y) vodljivost Ke 
R (električni) otpor R = U/I ako u vodiču kojim teče isto- Q g oo Po PE de 
smjerna struja nema elektromotornoga B susceptancija, jalova Imaginarni dio admitancije 
napona vodljivost 
G (električna) vodljivost G=1/R S Q dobrota O=IXI/R, X =vL—1l/oC I 
Tablica 14 
SVJETLO I SRODNA ELEKTROMAGNETNA ZRAČENJA 
Znak : m so X nadu Znak Znak ši a go s odem Znak 
veličine Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje imeni veličine Naziv fizikalne veličine | Jednadžba, tumačenje Momo Sr 
fo frekvencija, čestota f = N/t; N je brojnost događaja, a t Hz(=s"') c brzina (rasprostiranja €=2,99792458 -(1+4-10-?)- 105m/s m/s 
i vrijeme elektromagnetnoga) 
1 ze 
f0) kružna frekvencija, o=2nf s"! I VARIASNICI 
pulzacija Q W, energija zračenja, radi- Energija odaslana, prenesena ili J 
2 valna duljina 2 =1/N: lje duljina, a N brojnost valova m (9, Be) jasa Prada - a PT 4 
: : dA w, (u) gustoća energije zračenja, | w = AQ/AV; V je obujam J/m 
o valni broj o=N/=1/A m gustoća radijacijske 
k kružni valni broj k=2no m! | energije A 


V»ISNO23VZ “VfIDOTONLAN 


LIS 


Tablica I: 


Zna Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje : Za 
veličine jedinice SI 
Wa spektralna gustoća ener- wa = Aw/AZ J/m* 

gije zračenja, spektralna 
gustoća radijacijske 
energije 
P, 2, snaga zračenja, tok zra- Snaga odaslana, prenesena ili prim- W 
(0.) čenja, radijacijski fluks ljena kao zračenje, P = AQ/At 
o, spektralni tok zračenja b,=AP/AA W/m 
o, P gustoća toka zračenja, Omjer toka zračenja koji u određenoj W/m? 
gustoća radijacijskog točki prostora upada na malenu ku- 
fluksa glu i ploštine središnjeg presjeka te 
kugle 
Pi spektralna gustoća toka E, =Ap/AA W/m? 
zračenja 
1. (1) jakost zračenja I=P/Q: P je tok zračenja, a £2 ugao W /sr 
(prosiorni kut) 
IL spektralna jakost zračenja | 1, =AI/AA W/(srm) 
L(L) zračivost, radijancija L=Al/AA: A je ploština plohe zračenja W/(srm?) 
Ide spektralna zračivost,spek-| Lo =AL/AA W/(srm?) 
tralna radijancija 
M, (M.) | odzračnost, radijacijska M = AP/AA W/m? 
egzitancija 
M, spektralna odzračnost M, =AM/AA W/m? 
EE.) ozračenje, dozračnost, E = AP/AS: S je ploština ozračene plohe W/m? 
iradijancija 
6 Stefan-Boltzmannova Konstanta u izrazu za odzračnost M W/A(K*m?) 
konstanta (čit. Stefan, savršenog zračila pri termodinamičkoj 
Boleman) temperaturi T : 
Inke 
M=dT*: g=———=: 6=5,67032. 
iSht'e“ 
we (1 +1,2: 107%): 107*WK *m-? 
Ci prva konstanta zračenja, Konstanta u izrazu: Wm? 
prva radijacijska kon- 3 
stanta —=——=: 
exp(co/4T)— 1 
M =[M,dA;c, =2mhc? = 3,741832. 
+(1+5,4:107%).10-'*Wm? 
C, . druga konstanta zračenja, | c, =hc/k;c,=1,438786 :(1+3-107*). Km 
druga radijacijska «10-2Km 
konstanta 
g izračivost, emisivnost Omjer odzračnosti M nekog toplinskog 1 
zračila i odzračnosti savršenog zra- 
čila pri istoj temperaturi 
&(A) spektralna izračivost (ili Omjer spektralne odzračnosti M, nekog 1 
emisivnost) toplinskog zračila i savršenog zračila 
pri istoj temperaturi 
ne Ra 


4, nastavak 


spektralni refleksijski 
faktor 


upadnog toka zračenja ili svjetlosnog 
toka 


Znak Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje , Znak 
veličine jedinice SI 
Jii 
£(4,9,0) | usmjerena spektralna iz- Omjer spektralne zračivosti L, u odre- 1 
račivost (ili emisivnost) đenom smjeru 3, & nekog toplinskog 
zračila i savršenog zračila pri istoj 
temperaturi 
LI) svjetlosna jakost, lumi- I= 2/29: 0 je svjetlosni tok, a ? ugao cd 
nacijski intenzitet 
Pb svjetlosni tok,luminacijski | P=IQ Im 
fluks 
0, (0,) svjetlosna množina, mno- | Q=YXePAr; & je svjetlosni tok, a t Ims 
žina svjetla vrijeme 
L, (L,) | svjetljivost, luminancija 420 = LcosaAAcosBAS/r?; a i fB su cd/m? 
kutovi što ih plohe ploštine AA od- 
nosno AS tvore sa spojnicom središta 
tih ploha 
M, (M,)| svjetlosna odzračnost (ili | Za točku na svjetlećoj plohi vrijedi: im/m? 
izlaznost), luminacijska M =AĐP/AA; A& je svjetlosni tok što 
egzitancija ga odašilje ploha ploštine AA 
E(E$) osvjetljenje, iluminancija Za točku na osvijetljenoj plohi vrijedi: Ix 
E = AĐ/AS: S je ploština osvijetljene 
plohe 
H osvijetljenost, (svjetlosna) | H = XEAt Ixs 
izloženost, svjetlosna 
ekspozicija 
K svjetlosna učinkovitost, K =%/P: 6 je svjetlosni tok, a P tok im/W 
luminacijska efektnost zračenja 
K(2) spektralna svjetlosna K(Q)=2,/P,; 9, = 10/4, P,=AP/A2 Im/W 
učinkovitost, spektralna 
luminacijska efektnost 
Ku maksimalna svjetlosna Ka = Kl = 555nm) = 683 1m/W Im/W 
učinkovitost, maksimal- 
na luminacijska efekt- 
nost 
V svjetlosnost V=K/K,:K,, je maksimalna vrijednost 1 
fizikalne veličine K(2) 
V(a) spektralna svjetlosnost Ve) = KOVKa U 
x(A), yU), spektralne tristimulusne Te je funkcije 1931. godine definirala 1 
z(z) vrijednosti CIE Međunarodna komisija za rasvjetu 
(CIE). Vrijedi y(4) = V(2) 
: : [x()P,d4 
A MZ koordinate boja, kroma- | x = : : itd 1 
tične koordinate PTx(2) + (4) + AVIP,d2 
a(A) spektralna upojnost, spek- | Omjer spektralne gustoće upijenoga i 1 
tralni apsorpcijski faktor upadnoga toka zračenja ili svjet- 
losnog toka 
0(2) spektralna odbojnost, Omjer spektralne gustoće odbijenoga i 1 
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Tablica 


14, nastavak 


Znak 
veličine 


Naziv fizikalne veličine 


Jednadžba, tumačenje 


Naziv fizikalne veličine 


Jednadžba, tumačenje 


Znak 
jedinice SI 


spektralna propusnost, 
spektralni transmisijski 
faktor 


spektralni faktor 
zračivosti 


dubinski upojnosni koefi- 
cijent, linearni apsorp- 
cijski koeficijent 


Omjer spektralne gustoće propuštenoga i 


upadnoga toka zračenja ili svjetlosnog . 


toka 


U određenoj točki neke plohe i u odre- 
đenom smjeru to je omjer spektralne 
zračivosti nesamostalnog zračila i spek- 
tralne zračivosti potpuno raspršne 
površine uz identične okolnosti ozra- 
čenja 

Dio linearnoga oslabnog koeficijenta koji 
se odnosi na upijanje 


množinski (ill molarni) 
upojnosni koeficijent 


linearni oslabni (ili eks- 
tinkcijski) koeficijent 


lomnost, lomni indeks, 
indeks prelamanja 


x = a/c: c je (množinska) koncentracija. 
Omjer a/o zove se maseni upojnosni 
koeficijent: o je gustoća tvari 


Omjer relativnog oslabljenja spektralne 
gustoće toka zračenja ili svjetlosnog 
toka (pri prolazu paralelnog snopa elek- 
iromagnetnog zračenja kroz vrlo tanak 
sloj nekog sredstva) i debljine sloja 


H, = Coy/Cog) Co je brzina rasprostiranja 
svjetla valne duljine 2 u praznini, a 
Cos brzina u dotičnoj tvari 


m?/mol 


Znak Znak 
jedinice SI veličine 
1 x 
1 
u 
m-! n 
Tablica 15 


NUKLEARNE REAKCIJE I IONIZANTNA ZRAČENJA 


Znak 
veličine 


Naziv fizikalne veličine | 


Jednadžba, tumačenje 


Znak 
jedinice SI 


Znak 
veličine 


Naziv fizikalne veličine 


Jednadžba, tumačenje 


Znak 
jedinice SI 


Q 


E, Eres 


Mor ST 


Ta 


reakcijska energija, 
energija reakcije 


rezonantna energija 


udarni presjek, djelatni 
presjek 


sveukupni udarni presjek 


ugaoni udarni presjek 


spektralni udarni presjek 


Energijski ekvivalent razlike zbroja masa 
reagenata u mirovanju i zbroja masa 
produkata u mirovanju nuklearne re- 
akcije. To je također razlika zbroja 
kinetičkih energija produkata i zbroja 
kinetičkih energija reagenata. Za egzo- 
termne je reakcije Q > 0, a za endo- 
.termne jeQ <0 


Kinetička energija upadne čestice u refe- 
rentnom sustavu jezgre mete koja od- 
govara rezonanciji u nuklearnoj 
reakciji 


Ploština pridružena čestici mete tako da 
je brojnost reakcija ili procesa odre- 
đene vrste koji se dogode po čestici 
mete jednaka brojnosti upadnih čestica 
koje ulaze u kuglu toga presjeka; 
indeksi u g, i 6, znače udarni pre- 
sjek za apsorpciju, u g, i ss udarni 
presjek za raspršenje, u o; udarni 
presjek za fisiju 


Zbroj svih udarnih presjeka koji odgo- 
varaju različitim reakcijama ili pro- 
cesima između upadne čestice i čestice 
mete. U slučaju usko usmjerena sno- 
pa upadnih čestica, to je djelotvorni 
udarni presjek za otklanjanje jedne 
upadne čestice iz snopa 

s = [oodQ; £2 je ugao (prostorni kut) 


a=(ogpdE: Eje energija 


J 


m?/sr 
mž/J 


SQE 


y bJ 
“rov &1 


J, (5) 


spektralni ugaoni udarni 
presjek 


gustoća udarnog presjeka, 


makroskopski udarni 
presjek 


sveukupna gustoća udar- 
nog presjeka, sveukupni 
makroskopski udarni 
presjek 


gustoća čestičnog toka 


gustoća energijskog toka 


gustoća čestične struje 


čestična struja 


N 
o=—— 


a = ((oQpdQdE; fizikalne veličine do, 
6p | GQ gp ponekad se nazivaju diferen- 
cijalnim udarnim presjecima 

ž=no9 +. +9 +.. nje (broj- 
nosna) koncentracija atoma vrste i, 

a o, je udarni presjek za tu vrstu 
atoma: kad čestice tvari od koje je metal 
izgrađena miruju, onda je X = 1/l, gdje 
je | srednji slobodni put 


Omjer zbroja sveukupnih udarnih pre- 
sjeka i pripadnog obujma 


za ; N je brojnost čestica koje za 
AAAt 
vrijeme At upadaju u malu kuglu pre- 
sječne ploštine AA. Obično se riječ 
čestica zamjenjuje nazivom određene 
čestice, npr. gustoća protonskog toka 
= ——> ; E je zbroj energija svih čes- 

Lj AKO J J gIJ 

tica koje upadaju u malenu kuglu, 

izuzev energiju mirovanja 


To je vektorska veličina, N = J Ar. Funk- 
cije raspodjele po brzini i energiji J,, 
i Jz vezane su sa J relacijom: 
J=(9,dv=([J;dE 


m?/Jsr) 


W/m? 
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Tablica 


Znak Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje : Zi 
veličine jedinice SI 
aa linearni koeficijent slablje- | AJ/Ax = — uJ; J je gustoća struje česti- mo! 
nja (ili atenuacije) čnoga snopa paralelnoga s osi x 
Pl Pe koeficijent atomnog slab- | u, = u/n; n = AN/AV je brojnosna kon- m? 
ljenja (ili atenuacije) centracija atoma u tvari 
u/e. Hm koeficijent masenog slab- | u, = u/0; o = Am/AYV je gustoća tvari m*/kg 
ljenja (ili atenuacije) 
dif poludebljina Debljina sloja tvari koja umanjuje gustoću m 
struje usmjerenog snopa na polovicu 
početne vrijednosti; za eksponenci- 
jalno je slabljenje d,/ = (In 2)/u 
S, Si (linearna) zaustavna moć | S = — AE/Ax; E je energija ionizantne Im 
nabijene čestice u smjeru osi x (uklju- 
čeni su i gubici zbog sraza i gubici 
zbog zračenja) 
S atomna zaustavna_ moć S, = S/n; n = AN/AV je (brojnosna) kon- Jm? 
centracija atoma u tvari 
S/o, (Sm) | masena zaustavna moć Sm = Slo; o = Am/AV je gustoća tvari Jm?/kg 
deg zaustavni ekvivalent Zaustavni ekvivalent za određenu deb- m 
ljinu neke tvari jest ona debljina stan- 
dardne tvari u kojoj čestica ima 
is energijski gubitak 
R, R, srednji linearni doseg Prosječna dubina do koje čestica prodre m 
u određenu tvar uz naznačene 
okolnosti 
Ra (Rg) | srednji maseni doseg R, =0/R: o je gustoća tvari kg/m? 
Ni linearna čestična Nag = ANJ/AL N je brojnost temeljnih m-! 
ionizacija naboja jednaka predznaka, a ! put 
ionizantne nabijene čestice 
Ni (sveukupna) čestična Nie=([Nydl Ul 
ionizacija 
u prosječni energijski gubi- | Omjer početne kinetičke energije ioni- J 
tak po stvorenom ion- zantne nabijene čestice i njezine sveu- 
skom paru kupne ionizacije 
b. u pokretljivost b =v/E; v je prosječna brzina pomaka m?/(sV) 
nabijene čestice u tvari uzrokovana 
električnim poljem E 
A", m7 | (brojnosna) ionska kon- | n = AN/AV; N je brojnost (pozitivnih m > 
centracija ili negativnih) iona, a V obujam 
% rekombinacijski Koeficijent u zakonu rekombinacije: m?/s 
koeficijent dn*/dt = —dn/dt = an“ n7 
n (brojnosna) neutronska n=AN/AV; N je brojnost neutrona, a V m? 
koncentracija obujam. Funkcije raspodjele po brzini 
i energiji 1, i ng vezane su sa n 
relacijom: a = [n,dv = (n,dt 
mamo sne Lu». o eva? | 


15, nastavak 


Znak a : E z naa Znak 
veličine Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje ERISJ 
2 
[7 gustoća neutronskog toka | o = STA N je brojnost neutrona koji sisim=2 
AAt 
za vrijeme At upadaju u malenu kuglu 
presječne ploštine AA 
D, Db, neutronska difuznost J,= — DAn/Ax; J, je sastavnica x gus- m?/s 
toće neutronske struje. Funkcija raspo- 
djele po brzini J,, vezana je sa J, 
relacijom J, = (J, ,dv 
D,, (D) | difuznost gustoće Jx= —DoAo/Ax; J, je sastavnica x m 
neutronskog toka gustoće neutronske struje 
n ze Koa 
S sveukupna gustoća === : N je brojnost stvorenih SEIN 
neutronskog izvora droArav 
neutrona 
q gustoća usporavanja q = An/At; nje koncentracija neutrona Sje mi? 
koji se usporavaju od određene vri- 
jednosti energije 
p vjerojatnost izbjegnuća Vjerojatnost da će neutron u procesu 1 
rezonancije usporavanja, ne bježeći iz sredstva, pri- 
jeći područje rezonantne energije a da 
ne bude apsorbiran 
u letargija Letargija neutrona energije E definira se 1 
kao u = 1n(E,/E); Ey je referentna 
energija 
č prosječno logaritamsko Prosječna vrijednost povećanja letargije 1 
smanjenje energije, u jednom sudaru neutrona 
prosječni logaritamski 
dekrement energije 
LA srednji slobodni put Prosječna udaljenost koju čestica prijeđe m 
između dvije određene uzastopne re- 
akcije ili dva određena uzastopna 
procesa 
poSno područje usporavanja U beskonačnom homogenom sredstvu to m? 
je šestina kvadratne udaljenosti neu- 
tronskog izvora od točke u kojoj neu- 
tron tijekom usporavanja postigne odre- 
đenu energiju. Kad se može primijeniti 
tzv. teorija Fermijeve dobi, onda se ta 
veličina zove Fermijeva dob (7) 
be difuzijsko područje U beskonačnom homogenom sredstvu m? 
to je šestina srednje kvadratne udalje- 
nosti između točke u kojoj neutron 
uđe u određenu klasu i točke u kojoj 
on izađe iz te klase 
M? migracijsko područje Zbroj područja usporavanja od energije m* 
fisije do termalne energije i područja 
difuzije za termalne neutrone 
PESEA duljina usporavanja Drugi korijen iz područja usporavanja m 


OZS 
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Tablica |: 


Znak kered bj ž a Znak 
lične Naziv fizikalne veličine Jednadžba, tumačenje E EST 
L difuzijska duljina Drugi korijen iz difuzijskog područja m 
M migracijska duljina Drugi korijen iz migracijskog područja m 
v prinos neutrona po fisiji Prosječna brojnost neutrona, trenutnih i 1 
zakašnjelih, po jednoj neutronskoj fisiji 
DI prinos neutrona po Prosječna brojnost fisijskih neutrona l 
apsorpciji proizvedena po jednom neutronu 
apsorbiranom u gorivnom tvorivu. 
Opaska: Omjer y/v jednak je omjeru 
makroskopskog udarnog presjeka za 
fisiju i onoga za apsorpciju, gdje se oba 
odnose na neutrone u gorivnom tvorivu 
& faktor brze fisije Omjer brojnosti neutrona iz fisija izaz- 1 
vanih neutronima svih energija i broj- 
nosti neutrona iz fisija izazvanih samo 
termalnim neutronima 
Ji faktor termalnog iskoriš- | Omjer brojnosti termalnih neutrona ap- 1 
tenja, faktor iskorištenja sorbiranih u materijalu goriva i broj- 
termalnih neutrona nosti svih apsorbiranih termalnih 
neutrona 
A vjerojatnost zarobljenja Vjerojatnost da za vrijeme usporavanja I 
ili difuzije neutron neće pobjeći iz re- 
aktora kao termalni neutron 
k faktor razmnažanja (ili Omjer brojnosti svih fisijskih neutrona 1 
multiplikacije) ili neutrona ovisnih o fisiji, proiz- 
vedenih u nekom razdoblju, i brojnosti 
svih neutrona izgubljenih apsorpcijom 
ili iscurenjem za to vrijeme 
lota faktor razmnažanja Faktor razmnažanja za beskonačno sred- l 
beskonačnog sredstva stvo ili za rešetku koja se beskonačno 
ponavlja. Za termalni je reaktor 
ko = nepf 
kog efektivni faktor razmna- Faktor razmnažanja za konačno sredstvo ! 
žanja 
0 reaktivnost o =(kag— Dar l 
sk perioda reaktora, vremen- | Vrijeme potrebno da se gustoća neutron- s 
ska konstanta reaktora skog toka u reaktoru promijeni za fak- 
tor e=2,71828... kad gustoća toka 
eksponencijalno raste ili pada 
A aktivnost (radioaktivne A=—AN/At; N je brojnost nuklearnih | Bq (= s"') 
tvari) pretvorbi ili prijelaza što se zbivaju 
za vrijeme Ar u jezgrama neke mno- 
žine radionuklida ili radioaktivnog 
izvora 
do specifična aktivnost x = A/m; m je masa Bq/kg 
D apsorbirana doza D = AEp/Am: Ep je predana energija Gy (=J/kg) 
bilo kojeg ionizantnog zračenja, a m je 
masa ozračene tvari 
D snaga apsorbirane doze D=AD/At Gy/s 


j 
' 


nastavak 


Znak 
veličine 


Naziv fizikalne veličine 


Jednadžba, tumačenje 


Znak 
jedinice SI 


Ep 


K 
He Hk/0 


predana energija 


dozni ekvivalent. 
ekvivalentna doza 


brzina doznog ekvivalenta 
linearni prijenos energije 


kerma 


maseni koeficijent 
prijenosa energije 


(ionizantna) ekspozicija, 
(ionizantna) izloženost 


brzina (ionizantne) ekspo- 
zicije, brzina (ionizan- 
tne) izloženosti 


specifična konstanta zraka 
gama 


Ep = E, — E,; E, je zbroj energija svih 
nabijenih i nenabijenih ionizantnih čes- 
tica koje su ušle u razmatranu tvar, 
a E, zbroj energija svih čestica koje su 
tu tvar napustile, umanjen za energijski 
ekvivalent bilo kojeg povećanja mase 
u mirovanju što je nastalo u nuklearnoj 
reakciji ili procesu elementarnih čestica 


H=Q-.D: Q je faktor kvalitete 
(učinkovitost) 


H = AH/At 

L = AE/Al: AE je sredstvu lokalno pre- 
dana encrgija ionizantne čestice, a Al 
put koji je čestica prošla. Ta veličina 
nije potpuno definirana ako se ne na- 
vedu ograničenja koja sadrži izraz »lo- 
kalno predana energija« 


K = AE,/Am; za neizravno ionizantne 
(nenabijene) čestice E, je zbroj počet- 
nih kinetičkih energija svih nabijenih 
čestica oslobođenih iz tvari, a m je masa 
te tvari. Naziv kerma izveden je iz 
engleskog izraza kinetic energy relea- 
sed in matter (kinetička energija oslo- 
bođena u tvari) 


Brzina kerme 


Za snop neizravno ionizantnih (nenabi- 
jenih) čestica vrijedi ux/o =K/w; y je 
gustoća energijskog toka. Fizikalna 
veličina (x/0)+ (1 — G) zove se maseni 
faktor apsorpcije energije: G je udio 
energije sekundarnih nabijenih čestica 
koji se izgubio kočnim zračenjem 


X = AQ/Am; za rentgensko i gama zra- 
čenje Q je sveukupni električni naboj 
iona jednaka predznaka koji su nastali 
kad su se svi elektroni što ih fotoni 
oslobode u zraku zaustavili u zraku 
mase m. U Q nije uključena ionizacija 
koja nastaje zbog apsorpcije kočnog 
zračenja što ga odašilju sekundarni 
elektroni oslobođeni u tom zraku 


X =AX/Ar 


IF =a"X/A; X je brzina ekspozicije koja 
bi bila na udaljenosti u od točkastoga 
nuklidnog izvora aktivnosti A kad ne 
bi bilo nikakva slabljenja zračenja ga- 
ma duž toga puta 


L 


J 


Sv (=]/kg) 


Sv/s 
J/m 


Gy 


Gy/s 
m*/kg 


C/kg 


A/kg 


Am? 


kg Bq 
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U: izrazima kojima se definiraju značajke sličnosti fizikalne veličine označene su sljedećim 
znakovima: / mjerodavna duljina, v mjerodavna brzina, AT = At mjerodavna temperaturna 
razlika, Ap tlačna razlika, T termodinamička temperatura, o gustoća, dinamička viskoznost, 
v =n/o kinematička viskoznost, a površinska napetost, g težno ubrzanje, y toplinska širivost, 
y=V4 '(AV/AT),, A srednji slobodni put, f mjerodavna frekvencija, c zvučna brzina, t mjero- 
davno vrijeme, c, specifični toplinski kapacitet pri stalnom tlaku. A toplinska provodnost. 
a=2A/(oc,) temperaturna difuznost, a toplinska prelaznost, D difuznost, Ax mjerodavna razlika 
množinskih udjela, 8 = —o"'(00/0x)r,,, k koeficijent prijenosa mase, k = m/(AtAx), u magnetna 


Tablica 16 


ZNAČAJKE SLIČNOSTI 


permeabilnost, B magnetna indukcija, s elekirična provodnost (samo u tablici e). 


a) Značajke za prijenos veličine gibanja (naleta) 


Znak Naziv_ značajke Definicija, opaska 
saf ovl ul 
Re Reynoldsova značajka Re=-—=— 
n v 
: Ap 
Eu Eulerova značajka Eu=— 
ov 
U A 
Fr Froudeova značajka Fr=-—; ponekad se zove i Reechova značajka 
Vig 
: PgyAT 
Gr Grashofova značajka Gr a 
Fr 
: 0v?1 
We Weberova značajka We = zr 
Ma Machova značajka Ma = v/c 
Kn Knudsenova značajka Kn=A/ 
Sr Strouhalova značajka Sr = If /v 
b) Značajke sličnosti za prijenos topline 
Znak Naziv značajke Definicija, opaska 
2 e At at 
Fo Fourierova značajka KOE 
cpol l 
: NE O GRLO! 
Pe Pecletova značajka e= imo =—; Pe= Re Pr 
a 
Po?e,grO To PgrAT 
Ra Rayleighova značajka Ra= i e boeo ; Ra=Gr Pr 
nA va 
Nu Nusseltova značajka Nu = al/A 
: x Nu 
St Stantonova značajka m= i =—> 
ore, Pe 


Ponekad se zove i Margoulisova značajka 
(Ms). Veličina j = St - Pr? zove se faktor 
prijenosa topline 


€) Značajke sličnosti za prijenos mase u binarnoj smjesi 


Znak Naziv značajke Definicija, opaska 
: aka Dt Fo 
Fo* masena Fourierova značajka Fo* = E Fo* ska 
e 
ri 
Pe* masena Pecletova značajka Pe* = so Pe* = Re - Sc = Pe- Le 
. BgfBAx. Ao 
Gr* masena Grashofova značajka Gre=i—=: =vAT + BAx 
vž 9 
kl 
Nu* masena Nusseltova značajka Nu* = SE ponekad se zove i Sherwoodova 
0 
značajka (Sh) 
k 
AY masena Stantonova značajka == Ms Nu*/Pež 


ga 
Veličina _j,, = St* + Sc*2/3 zove se faktor 
prijenosa mase 


d) Brojčane konstante tvari 


Naziv značajke 


Definicija, opuska 


va Zame v 
Pr Prandtlova značajka Pr = 
A u 
B s " v 
Sc Schmidtova značajka Sc = — = — 
oD D 
a ; A Se 
Le Lewisova značajka Le = = Le= 
oc,D_D RE 
€) Značajke sličnosti za magnetnu hidrodinamiku 
Znak Naziv značajke Definicija, opasku 
Rm magnetna Reynoldsova = =vugl 
značajka lu 
t B 
Al Alfvenova značajka Al=—; ta = ; VA se zove Alfvenova 
TA Von 
brzina 
X o 
Ha Hartmannova značajka Hu = BI! oi 
2 
Co Cowlingova značajka Co=——;; Co =(v,/v)* = Al-?. Ponekad 
uge 


se zove i »druga Cowlingova značajka« 
(Co,): tada je »prva Cowlingova značajka« 
Ca, = Ha?/Re = B?la/(0v) = Co + Rm 


CCS 
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Tablica 17 
NEKE OD JEDINICA KOJIMA JE ZAKONITOST PRESTALA 31. PROSINCA 1980. 


Naziv fizikalne ee Znak X Me Nazi ikal KRATKE Z so 
E Naziv jedinice jedinice Vrijednost u jedinicama SI aa ne Naziv jedinice Ze. Vrijednost u jedinicama SI 
angstrom tehnička atmosfera a | a= 0,980 665 bar 
(č. ongstrem) A A=10'2%m=0,nm normalna atmosfera atm atm = 1,01325 bar 
mikron u u=10-*%m milimetar živina mmHg mmHg = 133,322 Pa = Torr 
Duljina inch (č. inč) in in=2,54:10-2m = 25,4 mm Tlak stupca (Torr) | mmHg = 1,33322 mbar 
foot (č. fut) ft ft = 0,3048 m milimetar vodenog 
yard (č. jard) yd yd =0,9144 m stupca mmH2O | _mmH,O = 9,806 65 Pa 
fathom (č. fadom) fm fm = 1,8288 m 
Dinamička poise (č. poaz) P P =0,1 Ns/m? 
Ploština barn b =107?% m? = 100 fm? viskoznost centipoise cP cP = mNs/mž 
: registarska tona registarska tona = 2,832 m? Kinematička stokes (č. stok) St St = 100 mm?/s 
Obujam prostorni metar prm = m? viskoznost centistokes cSt cSt = mm?/s | 
A mu Me a trg erg erg= 10/7] =0,/1 pJ 
kvintal ili metrička Energija, rad, kilopondmetar kpm | kpm =9,80665 J 
centa q q=100kg = 0,1t toplina kalorija cal cal = 4,1868 J 
pound (č. paund) Ib = 0.453 59237 kg 
long ton L/T = 1,01605 Snaga konjska snaga KS KS = 75 kpm/s = 0,735 499 kW 
Brzina foot per second ft/s = 0,3048 m/s Aktivnost curie (č. kiri) Ci Ci =3,7+. 10!% Bq = 37 GBq 


Težno ubrzanje 3 | Gal=10-?m/s? = aaa sj Apsorbirana doza 
din dyn = 10-*N = 10 uN 
pond p = 9,80665 mN 
kilopond kp = 9,80665 N 
megapond Mp = 9,806 65 kN 


rem rem rem = 0,01 Sv = 10mSv 


Dozni ekvivalent 


Ekspozicija (ioni- 


Eahimavsksnozicija) rontgen (č. rentgen) R R = 0,258 mC/kg 


Tablica 18 
PODLOGE ZA NEKA PRERAČUNAVANJA U ZAKONITE JEDINICE 


Fizikalna veličina Jedinica koja se napušta Fizikalna veličina g Jedinica koja se napušta 
Napuštena A VR Ede. e Napuštena S e k 
M približno izražena nekom —— ———1 jedinica približno izražena nekom 
RJK od zakonitih jedinica Znak Naziv od zakonitih jedinica 
: A okomito naprezanje. kp/cm? kp/em? = 0.1 MN/m? = 0,! N/mm? 
sila, teretnica, kp =10N =0.01 kN “ okr (pojsmično napre- kp/mm? kp/mmž = 10MN/m? = 10 N/mm? 
težina Mp = 10kN = 0,01 MN zanje Mp/m? Mp/m? = 10MN/m? = 10 N/mm? 
i 
at = bar = 10*Pa = 0.1 MPa E, W, a kcal kcal = 42KJ 
atm = bar = 10% Pa = 0,1 MPa Q GUIN ka kpm kpm = 101 = 0,01 kJ 
mH,O = 0,1 bar = IOkPa mek 
mmH>,O = I0Pa = 0,1 mbar gro dtietati eje KS KS=074kW 
mmHg = 1,33 mbar = 1,33 kPa ki Lo e kcal/h kcal/h = 1,163 W (točno) 
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U definiciji jedinice za fizikalnu veličinu »množina« (drugi 
je naziv »količina tvari«) stoji riječ »čestica«, a treba da bude 
jedinka (francuski: entite; engleski: entity). 

Jedinica rem (= 0,01 Sv = 10mSv) u zakonu je pripisana 
fizikalnoj veličini »apsorbirana doza«, a treba da se odnosi 
na veličinu »dozni ekvivalent«. 


Iznimno dopuštena primjena nezakonitih jedinica. Ima neko- 
liko primjera kada jugoslavensko zakonodavstvo iznimno do- 
pušta da se u javnom prometu upotrebljavaju jedinice koje 
općenito nisu zakonite. 

Prvi je primjer poslovanje s inozemstvom. Temeljni zakon 
12. članom određuje: iznimno »u prometu robe i drugim od- 
nosima s inozemstvom mogu se upotrebljavati i mjerne je- 
dinice koje su u upotrebi u pojedinoj stranoj državi«. 

Drugi primjer su one iznimke koje proizlaze iz međuna- 
rodnih konvencija i ugovora koje je potpisala SFR Jugosla- 
vija, a valjanost im se prostire na jugoslavenski prostor. Te 
iznimke omogućuje 1. član Dopunskog zakona. Konkretno se 
1. članom Dopunskog zakona određuje da se u pojedinim 
područjima (zračni promet, pomorski promet, željeznički pro- 
met i slično) mogu upotrebljavati jedinice koje ne pripadaju 
Međunarodnom sustavu jedinica ako je upotreba takvih jedi- 
nica predviđena posebnim konvencijama i međunarodnim ugo- 
vorima što ih je potpisala SFR Jugoslavija. 

Dopunski zakon ne navodi koje su to posebne konvencije 
i ugovori. Očito je da su to zračni prijevoznici i brodari 
koji u svom poslovanju u Jugoslaviji upotrebljavaju anglo- 
američke jedinice. Nije poznato da li postoji neka zdravstvena 
konvencija koja u Jugoslaviji dopušta javnu upotrebu jedinice 
krvnog tlaka: milimetar živina stupca (mmHg). Ali je poznato 
da Svjetska zdravstvena organizacija (World Health Organi- 
zation, WHO) preporučuje da se na medicinske tlakomjere 
stavljaju dvojne skale, jedna od njih da i dalje kroz neko 
razdoblje izražava krvni tlak jedinicom mmHg. Time nastaje 
npr. iskaz: 16 kPa (120 mmHg). 

Isto tako nije poznato da li postoji konvencija koja u 
metrologiji dopušta da se u javnom meteorološkom izvještaju 
u Jugoslaviji upotrebljava naziv bofor (beaufort), koji doduše 
ne označava mjernu jedinicu, ali na uvriježeni način opisuje 
standardizirane posljedice djelovanja vjetra određenog brzin- 
skog raspona. Isto tako nije poznato da li postoje određene 
konvencije što se tiče lijekova, medicinskih instrumenata, op- 
tičkih stakala (nezakonita je jedinica dioptrija, dpt = m -!) itd. 
Nije poznato ni to da li se u javnom prometu u Jugoslaviji 
mogu smatrati zakonitima pismene i usmene izjave, npr. 
ovakve: »vijak od pola palca (cola)«, »cijev 5/4"« (čitaj: cijev 
unutrašnjeg promjera 5/4 palca (cola, incha) itd. Iz pripad- 
nosti Jugoslavije međunarodnoj standardizaciji (ISO) moglo bi 
se zaključiti da je to zakonit postupak. Radionice, tvornice, 
kovinski proizvodi i naftonosna polja Jugoslavije puna su, nai- 
me, nemetričkih vijaka, matica, cijevi i nareznica, a u skladu 
su s postojećom proizvodnom opremom i sa strojnim dijelo- 
vima u koje se ugrađuju. 

Nije isključeno da međunarodne konvencije i ugovori po- 
stoje i na području poljoprivrede, u zaštiti bilja, ptica, div- 
ljači itd. Nedoumice će ukloniti očekivano tumačenje zako- 
nodavca. 

Treća skupina iznimki moguća je prema članu 53. Te- 
meljnog zakona (1976). Drugi stavak tog člana obvezivao je 
SIV da do 31. prosinca 1980. odredi rokove do kojih se 
mogu upotrebljavati jedinice koje ne pripadaju Međunarodnom 
sustavu, a nisu navedene ni u IV glavi Popisa. Dopunski 
zakon 1. članom ukida tu odredbu i uvodi novu (novi sta- 
vak 3. člana 53). Njome se SIV ovlašćuje da određuje koje 
se mjerne jedinice (što ne pripadaju Međunarodnom sustavu, 
a nisu navedene u II i IV glavi Popisa u Temeljnom zakonu) 
mogu upotrebljavati i poslije 31. prosinca 1980. Treba pod- 
sjetiti da su u II glavi navedene jedinice kojih je primjena 
u pojedinim područjima dopuštena i poslije 31. prosinca 1980. 
(tabl. 4). Ispušteni su mjesec i godina, jer u mjeriteljskom 
smislu to nisu mjerne jedinice. 

Na koje se jedinice odnosi 3. stavak u 1. članu Dopun- 
skog zakona može se samo nagađati. Može se pretpostavljati 
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da je riječ o jedinici vagon (= 10tona), četvorni hvat, astro- 
nomska jedinica, svjetlosna godina i slične. Te jedinice, naime, 
zakon nigdje ne spominje iako se u stvarnom životu pojav- 
ljuju. 

Četvrta skupina iznimaka odnosi se na mjerila, a smisao 
im je u razumnom poslovanju: sadašnji mjerni uređaji s ne- 
zakonitim jedinicama neka ostanu u normalnoj funkciji, ali 
moraju biti opremljeni pomagalima koja omogućuju da se 
vrijednost mjerenih fizikalnih veličina iskazuje i zakonitim je- 
dinicama. S pozivom na član 54. Temeljnog zakona Savezno 
je izvršno vijeće potkraj 1980. godine obznanilo (Sl. list SFRJ 
1980, br. 70) odluku o tome do kada se mogu upotreblja- 
vati mjerila koja svoje mjerne rezultate iskazuju nezakonitim 
jedinicama. Odluka je stupila na snagu 27. prosinca 1980, a 
može se sažeti u dvije odredbe: 

1) Mjerila koja svoje mjerne rezultate iskazuju nezakonitim 
jedinicama mogu se u javnom prometu upotrebljavati do 
31. prosinca 1980. 

2) Iznimno se mjerila navedena pod 1) mogu upotreblja- 
vati i poslije 31. prosinca 1980. ako: a) udovoljavaju pro- 
pisanim mjeriteljskim uvjetima, b) imaju tablice kojima se iz- 
mjerene vrijednosti usporedno iskazuju nezakonitom jedinicom 
mjerila i prikladnom zakonitom jedinicom, c) odgovaraju po- 
trebama javnog prometa u skladu s članom 39. Temeljnog 
zakona. 


Pregled standardnih fizikalnih veličina i njihovih jedinica SI. 
Da bi svjetsko jedinstvo razmjene privrednih, tehničkih i znan- 
stvenih podataka postalo sigurnije, Međunarodna organizacija 
za standardizaciju (ISO) od pedesetih godina sustavno djeluje 
na unifikaciji znakova za fizikalne veličine i na standardnom 
definiranju veličina pomoću jednadžbi. Pri tom se ujedno trudi 
da se smanji broj naziva — sinonima i da se ti nazivi pri- 
lagode suvremenom jeziku. 

Odraz tog svjetskog pokreta primjene standardnih fizikalnih 
veličina i međunarodnih jedinica SI sadrže tabl. 7...16. Tako 
se fizikalne veličine za prostor, vrijeme i periodične pojave 
nalaze u tabl. 7, za mehaniku u tabl. 8, za akustiku u tabl. 9, 
za toplinu u tabl. 10, za fizikalnu kemiju i molekulnu fiziku 
u tabl. 11, za atomnu i nuklearnu fiziku u tabl. 12, za elektro- 
magnetizam u tabl. 13, za svjetlo i srodna elektromagnetna 
zračenja u tabl. 14, za nuklearne reakcije i ionizantna zračenja 
u tabl. 15. U posebnoj grupi tablica (tabl. 16) nalaze se zna- 
čajke sličnosti. 

Znakovi za fizikalne veličine u cijelosti su preuzeti iz niza 
standarda ISO. Pojedini od tih standarda odnose se na ova 
područja: ISO 31/1 (1978), Prostor i vrijeme; ISO 31/2 (1978), 
Periodične i srodne pojave; ISO 31/3 (1978), Mehanika; ISO 
31/4 (1978), Toplina; ISO 31/5 (1979), Flektromagnetizam; 
ISO 31/6 (1973), Svjetlo i srodna elektromagnetna zračenja; 
ISO 31/7 (1978), Akustika; ISO 31/8 (1973), Fizikalna kemija 
i molekulna kemija; ISO 31/9 (1973), Atomna i nuklearna 
fizika; ISO 31/10 (1973), Nuklearne reakcije i ionizantna zra- 
čenja; ISO 31/12 (1975), Značajke sličnosti. 

U tablicama 7-.-16 tridesetak je fizikalnih veličina obilje- 
ženo znakom *). To su one veličine koje su u tablicama 
uvedene iz čehoslovačkih i zapadnonjemačkih standarda ili iz 
drugih međunarodnih preporuka, jer ih nema u citiranim stan- 
dardima ISO. 

U stupcu Naziv fizikalne veličine naznačeni su uglatim 
zagradama nazivi koje bi trebalo napustiti. 


U stupca Znak jedinice SI u tabl. 7-16 naveden je broj 1 
(jedan) kao jedinica SI za tzv. omjerne fizikalne veličine. Toj 
skupini veličina pripadaju npr. relativna gustoća, tarnost, toplin- 
ska korisnost, valentnost, vlažnost, relativna nesigurnost, faktor 
snage, izračivost, svjetlosnost, spektralna upojnost, indeks prela- 
manja, relativna nuklidna masa, jezgreni faktor, letargija, udjel, 
značajka sličnosti itd. Jedinica SI za svaku od tih veličina 
omjer je dviju međusobno jednakih jedinica SI pa se zato taj 
omjer može izraziti brojem 1. Tako je npr. omjerna fizikalna 
veličina toplinska korisnost y definirana jednadžbom 4 = A/Q; 
Q je sustavu dovedena toplina, a A rad što ga je sustav obavio. 
Budući da toplina i rad imaju istu jedinicu SI džul! (J), to je 
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[nlsr = [Ala/l0]ga=JIJ=1. 


U dva primjera taj broj 1 ima poseban naziv određen zakonom: 
broj 1 zove se radijan (rad) kad se njime izražava iznos kuta, 
a steradijan (sr) kad se njime izražava ugao. Ta je zakonska 
odredba u skladu s rezolucijom Generalne konferencije za mjere 
i utege. 

Nazivlje u tablicama 7-.:16 najčešće je preuzeto iz ured- 
ničkog izvještaja o usklađenom prijedlogu jugoslavenskog stan- 
darda o fizikalnim veličinama i jedinicama što su ga potkraj 
1977. godine izradili M. Brezinšćak i J. Živković, izvršni 
urednici Radne grupe Hrvatskog kemijskog društva i Društva 
matematičara i fizičara Hrvatske. Ta radna grupa djeluje od 
1974. godine na inicijativu i pod vodstvom N. Kallaya i 
T. Cvitaša sa zadatkom da na temelju standarda ISO i do- 
dokumenata međunarodnih stručnih organizacija i saveza pri- 
redi podloge za pogodne standarde JUS. 

Sveukupno je u postupnom priređivanju tih podloga sudje- 
lovalo u svojstvu autora ili recenzenata oko stotinu struč- 
njaka različitih struka. Početne prijedloge (1974, 1975) izradili 
su: 1. Alfirević, A. Bonefačić, M. Boršić, J. Božičević, M. 
Brezinšćak, R. Buljan, T. Cvitaš, M. Furić, Z. Jakobović, N. 
Kallay, K. Kempni, J. Matjan, Đ. Miljanić, B. Radovanović, 
B. Somek, M. Šunjić. Spomenuti usklađeni prijedlog bitno je 
potpuniji od standarda ISO, u prvom redu zato što je svaka 
fizikalna veličina definirana jednadžbom. Time je jednoznačno 
upotrebljiva pri računanju. 


Prijelazni postupci. Zbog prestanka zakonitosti mnogih u- 
vriježenih jedinica (tabl. 17) treba nakon 1. 1. 1981. niz fizi- 
kalnih veličina izražavati »novim« jedinicama. U nekim se pri- 
mjerima preračunavanje može izbjeći ako se stvari opisuju 
na drugačiji način. U nastavku se daju primjeri za oba po- 
stupka. 

a) Težina i masa, nosivost. Oni koji su rezultat vaganja 
iskazivali težinom i pri tom upotrebljavali jedinicu kilopond 
(kp), zadržat će iste brojčane iznose ako stvari obilježavaju 
masom i jedinicom kilogram (kg). Primjer: umjesto izjave »te- 
žina je čovjeka 85 kiloponda«, u kojoj je kilopond nezako- 
nita jedinica, pogodno je izjaviti »masa je čovjeka 85 kilo- 
grama«. Analogno tome jedinici megapond (Mp = 1000 kp) u 
takvu prijelazu odgovara masena jedinica tona (t = 1000 kg). 

Opisani se postupak u većini primjera može primijeniti i 
na pojam nosivost, kojim se obilježavaju dizala, kranovi i 
druga prenosila, te kamioni, avioni i druga prevozila. Bu- 
dući da nosivost nije jednoznačno definirana fizikalna veličina 
(usporedi s tabl. 7.--15), u različitim se sredinama pod tim 
nazivom razumijevaju različita obilježja stvari: maseno, težin- 
sko i obujamno; moguća su i druga obilježja. Za većinu 
stanovništva najpogodnije je maseno poimanje nosivosti. U 
tom smislu pogodno je kad na kamionetu piše 1,5t, što zna-, 
či da se može nakrcati teretom mase 1,5t (1500kg). Isto je 
tako pogodno da se na gigantskoj dizalici njena nosivost 
iskaže sa 300t umjesto sada nezakonitog težinskog iskaza 
300 Mp. 

b) Gustoća umjesto specifične težine. Iz istoga razloga kao 
pod a) ne mora se ništa preračunavati ako se umjesto fizi- 
kalne veličine specifična težina (y) upotrebljava gustoća (0). Ako 
je netko imao za bakar podatak y = 8900 kp/m? ili 8,9 kp/dm? 
itd., pisat će zakonito o = 8900 kg/m? ili 89kg/dm? itd. Na 
volju su mu i druge jedinice gustoće: t/m3, g/cm? itd. 

c) Sila i težina. Nezakonitost jedinica _Mp, kp i drugih 
koje se izvode od ponda zahtijeva preračunavanje na deci- 
malne jedinice kojima je osnova njutn, N (tabl. 17). Ako je 
situacija takva da se mora točno preračunavati, onda nema 
druge već, npr., podatak _F = 3,865 + 10* kp preračunati ovako: 
F = 3,865 + 10% - 9,80665 N = 3,790 - 10*N = 3790kN. Ako je 
pak podatak takav da podnosi pogrešku do 2%, onda se 
može približno računati s odnosima (tabl. 18); 


kp=10N, — Mp= 10kN. 


Jednako se preračunava ako je riječ o težini, tj. o sili 
uspravnici kojom tijelo tlači svoju podlogu ili napreže uže o 


329 


koje je obješeno (tabl. 8). Ako se zna masa m tijela, njegovu 
težinu G saznajemo pomoću jednadžbe G =m -g, gdje slovo 
g označuje mjesno težno ubrzanje. Za račune unutar 2%-tne 
pogreške može se uzeti da je približno 


m 
g=1077. 


Tako će, npr., traktor mase 1450 kg opterećivati nosače ne- 
kog improviziranog mostića silom — težinom traktora G = 
=m-.g=1450kg - 10m/s? = 14500 N = 14,5kN, ako se uzme 
u obzir da je N =kg + m/s? (tabl. 2). Drugim riječima: toni 
mase tijela »pripada« približno težina 10 kilonjutna; vidi 
odlomak a). 

d) Naprezanje (napon). Prestanak zakonitosti jedinice kilo- 
pond uzrokuje velike promjene i u nauci o čvrstoći. No, 
najčešće se može s dostatnom točnošću približno preračuna- 
vati ovako (tabl. 18): 


kp Nau kp N 


Pogreška pri tom ne premašuje 2%. Tako postupaju u svijetu 
mnogi proizvođači čelika i obojenih kovina, te strojogradnja, 
elektroindustrija i druge industrije. 

Analogna je preporuka za modul elastičnosti i srodne fi- 
zikalne veličine u čvrstoći. Jedino će možda trebati primi- 
jeniti jedinicu kN/mm?. Tako će za neki čelik biti modul 
elastičnosti 200 kN/mm? i čvrstoća 200 N/mm? umjesto neza- 
konitih podataka 20000 kp/mm? i 20 kp/mm?. 

e) Tlak. Ukinute jedinice tlaka (tabl. 17) u mnogim će 
slučajevima posve dobro zamijeniti jedinica bar. S pogreškom 
do 2% je 

tehnička atmosfera (at) = bar, 

normalna atmosfera (atm) = bar. 

Zato nema nikakve potrebe da na karoseriji kamioneta po- 
vrh kotača piše, kako se viđa u posljednje vrijeme, da je 
nadtlak u pneumaticima 285kPa (to znači: 285 kilopaskala), 
već se posve zakonito može napisati: 2,9 bar. Nekada je pi- 
salo 29at (ill 29kp/cm?). Ostala približna preračunavanja 
opisuje tabl. 18. Točna preračunavanja sadrži tabl. 17. 

/) Energija, rad, toplina, snaga, toplinski tok. Ukinute su 
mnoge uvriježene jedinice: kalorija, kilokalorija, kilopondme- 
tar, konjska snaga (tabl. 17). Za točne je račune: 

cal = 4,1868 ), kcal = 4,1868 KJ, 

kpm = 9,80665 J, 

KS = 0,735499 kW, Gcal/h = 1,163 MW itd. 

Upotreba jedinica kilovatsat (kWh) i gigavatsat (GWh) pre- 
poručuje se samo pri kupoprodaji električne energije. Gruba 
preračunavanja opisuje tabl. 18. 
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MIJEŠANJE, operacija za smanjivanje ili potpuno ukla- 
njanje nejednolikosti neke mase (npr. razlik4 sastava, tempera- 
ture) pokretanjem njenih dijelova jednih prema drugima. 

Miješanje uzrokuje narinuta sila, kao što je sila kojom mje- 
šalo djeluje na kapljevinu; a odvija se još i pod utjecajem sila 
koje se opiru toj sili, kao što su sile trenja, inercije, gravi- 
tacije, napetosti površine. Izvodljivo.je u svim agregatnim sta- 
njima i u različitim njihovim kombinacijama. Otpor je mije- 
šanju najslabiji u plinskim sustavima. Najteže je miješanjem 
homogenizirati sustave vrlo viskoznih, žilavih tvari, kao što su 
plastične mase, gumaste smjese. 

Produkti miješanja mogu biti homogeni ili heterogeni. Mi- 
ješanjem se može postići potpuni homogenitet, tj. mogu se do- 
biti molekularne disperzije kao produkti, samo u nekim fluidnim 
sustavima: miješanjem plinova, mješljivih kapljevina, miješanjem 
pri apsorpciji plinova u kapljevinama. Miješanjem svih ostalih 
smjesa dobivaju se produkti s osnovnim česticama većih di- 
menzija i zbog toga heterogeni. Pri miješanju tih sustava, izu- 
zevši miješanje sipkih čvrstih tvari, svugdje je jedna kapljevina 
kontinualna faza, a čvrsta, plinska ili neka druga kapljevita 
diskontinualna. Heterogeni produkt miješanja može biti stabilan, 
kao što su neke emulzije, ili se njegove faze razdvajaju kad 
se obustavi miješanje. 


Primjena miješanja. Svrhe miješanja mogu biti različite. Mogu 
se klasirati, prema agregatnim stanjima sustava koji se miješaju, 
u četiri skupine: miješanje sustava čvrstih faza, sustava kojima 
su sve faze kapljevite (miješanje kapljevina), sustava koji sadrže 
i kapljevite i čvrste faze (suspendiranje miješanjem), sustava od 
kapljevitih i plinskih faza (dispergiranje plinova.u kapljevinama 
miješanjem). 

Miješanje sustava čvrstih faza vrlo se često primjenjuje, npr., 
u pripremi pigmenata za proizvodnju naliča (miješanje praha 
različitih pigmenata) a također i smjesa u proizvodnji plastičnih 
masa. 

Miješanje kapljevina najčešće se primjenjuje pri razrjeđivanju 
smjesa međusobno mješljivih kapljevina, za emulgiranje sustava 
međusobno nemješljivih kapljevina (v. Emulgiranje, TE 5, str. 
313), ili za povećavanje njihove međufazne površine pri ekstrak- 
ciji (v. Ekstrakcija, TE 3, str. 537). 

Suspendiranje miješanjem mnogo se upotrebljava za ubrza- 
vanje niza procesa, npr. otapanja, kristalizacije, luženja, ad- 
sorpcije, kemijskih reakcija između čvrstih i kapljevitih faza, 
katalize (poboljšavanjem kontakta čvrstih katalizatora i kaplje- 
vitih reaktanata). 

Dispergiranjem plinova u kapljevinama miješanjem također 
se ubrzavaju mnogi procesi, npr. apsorpcija plinova (v. Apsorp- 
cija, TE 1, str. 324), stvaranje pjena (v. Pjene i aerosoli), ke- 
mijske reakcije kapljevina s plinovima, npr. hidrogenacija (v. 
Hidrogenacija, TE 6, str. 386), oksidacija zrakom. 

Miješanjem se ne samo povećava kontaktna površina faza, 

nego i njime uzrokovano gibanje kontinualne faze smanjuje 
debljinu laminarnog sloja na granici faza, pa se i time povećava 
brzina, odnosno koeficijent prijenosa mase. 
* Na sličan način miješanje ubrzava i prijenos topline između 
stijenki odnosno suspendiranih čestica i kontinualne faze kad 
su njihove temperature različite, jer se smanjivanjem debljine 
laminarnog sloja povećava i temperaturni gradijent, a time i 
brzina i koeficijent prijenosa topline. 

Miješanjem se mogu i usitnjavati emulgirane i suspendirane 
čestice, ako su sile smicanja uzrokovane miješanjem, koje dje- 
luju na čestice, veće od sila koje ih drže na okupu. 


Klasifikacija aparature. Miješanje se izvodi u cijevima i u 
miješalicama. U cijevima se miješaju uglavnom samo kaplje- 
vine s niskim viskozitetom, koje su i lako mješljive. Pri tome 
je glavno strujanje aksijalno, ali uz njega postoji i radijalna 
komponenta uzrokovana prirodnim vrtloženjem ili za to na- 
mjerno ugrađenim pregradama. 

Miješalice se upotrebljavaju za miješanje fluidnih smjesa svih 
viskoziteta, a i za miješanje čvrstih sipkih materijala. Zbog 
velike raznolikosti materijala koji se miješaju, velikih razlika 
njihovih žilavosti i raznolikosti svrha miješanja, za praksu su 
konstruirani brojni tipovi uređaja za miješanje. 


MIJEŠANJE 


Konstrukcija se uređaja za miješanje ne temelji na posve 
matematičkoj obradi operacije, nego više na empiriji, principu 
sličnosti, primjeni dimenzijske analize i fizičkom modeliranju. 

Miješalice se mogu svrstati u tri temeljne skupine: miješalice 
za kapljevine niskog viskoziteta, miješalice za paste i žilave, 
vrlo viskozne tvari i miješalice za sipke, praškaste i granulirane 
čvrste tvari. 

Miješalice prve skupine predaju kapljevini mehaničku ener- 
giju mješalom: propelerom, mješalom sličnim turbini (tzv. tur- 
binom), lopaticama. Zbog toga struji kapljevina u čitavoj posudi 
miješalice, tako da se dobar dio miješanja obavlja izvan po- 
dručja direktnog djelovanja mješala. Pri tome i posuda djeluje 
poput odbojnika strujanja. 

Glavni tipovi miješalica iz druge skupine jesu miješalice za 
paste, šaržne gnjetalice sa dva rotirajuća mješala, kontinualne 
miješalice ekstruderskog tipa. Zajedničko im je da se u njima 
obavlja miješanje samo u području direktnog djelovanja mje- 
šala. U njima treba voditi masu u području mješala ili mješalo 
mora obilaziti masu. Miješanje se u njima odvija smicanjem, 
tlačenjem, savijanjem i trganjem. Sile su otpora u tim miješali- 
cama velike, pa je potrebna velika čvrstoća uređaja i velik 
utrošak snage za njihov pogon. Obično je potrebno i hlađenje 
tih uređaja, jer se zbog velikog trenja snažno zagrijava njihov 
konstrukcijski materijal. 

Miješalice treće skupine jesu sporohodne, trakastohelikoi- 
dalne i miješalice s rotirajućim posudama različitih oblika, koje 
prevrću materijal i uz to ga miješaju i u horizontalnom 
pravcu. One su lakše konstrukcije, a utrošak snage za njihov 
pogon mnogo je manji od utroška u miješalicama druge skupine. 


Tablica 1 
PODRUČJE UPOTREBE MIJESALICA 
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Ladice srednje 


teške 


Kontinualne 


S trakastim 
mješalima 


3 
S rotirajućim 
| posudama 
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Među tim miješalicama nema oštrih granica. Također se dje- 
lomično poklapaju i područja njihove upotrebe (tabl. 1). 


mi 


MIJEŠANJE KAPLJEVINA 


S navedenim trima tipovima mješala prve skupine rješava 
se 95% svih problema miješanja u tom području primjene 
miješalica. Svaki od njih ima mnogo varijacija za različite svrhe. 
Uz te temeljne tipove, toj skupini pripadaju još i konusna 
mješala u obliku diska (disk-mješala). 

Propelerska mješala djelotvorna su pri velikim brzinama 
vrtnje i pogodna za miješanje kapljevina niskih viskoziteta. 
Broj okretaja propelerskih mješala manjeg promjera obično je 
1750 min -!, a većih 400---800 min -!. Uzrokuju uglavnom aksi- 
jalno strujanje kapljevine. Pogodni su za miješanje i u velikim 


MIJEŠANJE 52 


posudama, jer struja kapljevine djeluje i na većim udaljenostima 
od propelera. Učinak je miješanja središnje postavljenih pro- 
pelera u posudama bez odbojnika mnogo manji, jer se tada 
formiraju vrtlozi i horizontalna cirkulacija. Od svih mješala 
propeleri imaju najmanje promjere. Bez obzira na veličinu po- 
sude miješalice, promjer im nije veći od 400mm. Ima ih više 
tipova, ali danas se upotrebljava uglavnom samo jedan, tzv. 
modificirani trokrilni brodski propeler, s korakom jednakim 
promjeru. 

Površina krilaca tih propelera pokriva 45-:-55% površine 
rotacijskog kruga. Donja (porivna) strana krilaca ravna je ili 
konkavna, a gornja (usisna) konveksna. Obično su ljevohodni. 
U visokim se posudama mogu postaviti dva i više propelera na 
isto vratilo, obično s istim smjerom okretanja. U specijalnim 
se slučajevima, kad se želi proizvesti zona naročito jake turbu- 
lencije, postavljaju i propeleri s obrnutim smjerom okretanja. 

Turbinska mješala konstrukcijom su slična centrifugalnim 
pumpama (sl. 1). 
mješala s konstantnim nagibom krilaca prema horizontalnoj 
ravnini od 90% na manje, bilo uzduž čitavog promjera, bilo 
uzduž pojedinih segmenata mješala. Ta krilca mogu biti ravna 
ili zavinuta unazad, a može ih biti dva ili više. 


Sl. 1. Obični tipovi turbinskih mješala: a s ravnim vertikalnim krilcima. h disk 
s ravnim krilcima, e radijalno mješalo, d mješalo s vertikalnim krilcima zavi- 
nutim unazad, e mješalo s kosim krilcima, f poluzatvoreno turbinsko mješalo, 
g mješalo s ravnim krilcima nagnutim prema horizontali, h s krilcima nagnutim 
prema horizontali i zavinutim unazad, i disk sa strelastim krilcima 


Zapravo, postoje dva temeljna tipa turbinskih mješala: tip 
s vertikalnim krilcima i radijalnim pokretanjem kapljevine i 
tip s nagnutim krilcima i kombiniranim aksijalnoradijalnim 
pokretanjem kapljevine. Svi su ostali tipovi turbinskih mješala 
modifikacije tih dvaju tipova. 

Turbinska su mješala brzohodna, postavljaju se u središte 
posude, a promjer im je 30---50% promjera posude. Uz radijalno, 
uzrokuju i tangencijalno strujanje. Tangencijalna komponenta 
strujanja stvara vrtlog i djelotvorna je pri miješanju, pa se ona 
uklanja ugradnjom odbojnika u posudi ili statora oko oboda 
mješala, koji usmjerava gibanje kapljevine u radijalno strujanje. 

Turbinska su mješala poznata kao najelastičnija, jer se razli- 
čitim njihovim izvedbama .postiže uspješno miješanje u vrlo 
širokom području viskoziteta (od kapljevina s niskim pa do 
kapljevina s viskozitetom većim od 10%Pas). 

Turbinsko mješalo s ravnim vertikalnim krilcima (sl. 1a) usisava 
i s gornje i s donje strane, a istiskuje radijalno. Upotrebljava 
se za brzine vrtnje od 200---400 min Širina je krilaca tih 
mješala 4-+4 promjera. Za veće brzine vrtnje tih mješala po- 
trebno je ugraditi odbojnike u posude da bi se spriječilo na- 
stajanje tangencijalne komponente strujanja i vrtloga. 

Disk s ravnim krilcima (sl. 1b) često se upotrebljava u in- 
dustriji i u poluindustrijskim ispitivanjima. Djeluje jednako kao 
i turbinsko mješalo s ravnim vertikalnim krilcima, a troši manje 
snage. 

Radijalno_mješalo (sl. 1c) zapravo je modifikacija diska s 
ravnim krilcima. Od njega se razlikuje time što su mu krilca 
zakrenuta prema tangenti tako da s njome zatvaraju kut od 
10---25%. Time se sprečava nastajanje tangencijalne komponente 
strujanja, pa se kapljevina giblje samo u radijalnom smjeru, a 
time je spriječeno formiranje vrtloga i bez ugradnje odbojnika. 
U miješalici sa radijalnim mješalom jače su sile smicanja a 


Pod tim se mješalima obično razumijevaju sva , 
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utrošak snage manji je nego za mješala na sl. la i 1b za 
jednaki učin miješanja. 

Mješalo s vertikalnim krilcima zavinutim unazad (sl. 1d) uzro- 
kuje manje trenje (smicanje) na periferiji krilaca nego već opi- 
sana mješala, i zbog toga manje usitnjava lako drobljive čestice 
i manje troši snage nego mješala na sl. la do Ic. Taj_je tip 
mješala zapravo modifikacija tipa na sl. la. 

Mješalo s kosim krilcima (sl. 1e) uzrokuje mnogo jaču aksi- 
jalnu komponentu strujanja nego mješala s vertikalnim krilcima 
(u njima je ona općenito slaba). 

Poluzatvoreno turbinsko mješalo (sl. 1f), zatvoreno s gornje 
strane, pogodno je za dispergiranje i otapanje plina u kapljevini 
kad se on dovodi u srednji dio, ispod mješala. Tada mjehuri 
prolaze kroz kanale prema obodu, gdje se dispergiraju. Time 
se znatno povećava kontaktna, međufazna površina, a s time i 
brzina prijenosa mase. Kad je zatvoreno s donje strane, stvara 
se vrtlog koji usisava i dispergira plin koji se nalazi iznad 
površine kapljevine. 

Mješalo s krilcima nagnutim prema horizontali (sl. 1g) uzro- 
kuje uglavnom aksijalno strujanje, ali donekle i radijalno. Ra- 
dijalna se komponenta strujanja znatno pojačava kad se mješalo 
postavi blizu dna posude. Obično mu je nagib krilaca 45%. Neki 
autori uvrštavaju mješala tog tipa u propelerska mješala. 

Mješalo s nagnutim i zavinutim krilcima (sl. 1h) kombinacija 
je tipova na sl. Id i 1g. Izvedba mu je dosta komplicirana, 
pa se rijetko upotrebljava u praksi. 

Disk-mješalo sa strelastim krilcima (sl. 1i) omogućuje isto- 
dobno razvijanje aksijalne i radijalne komponente strujanja. I 
taj se tip mješala rijetko upotrebljava u praksi. 

Mješala s lopaticama zapravo imaju samo jedan osnovni 
oblik. To je mješalo sa dvije ravne lopatice (sl. 2a), koje se 
postavljaju u sredinu posude. Omjer ukupne duljine lopatica 
tog mješala i promjera posude miješalice veći u nego u tur- 
binskim miješalicama. 


LL 
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2. Mješala s lopaticama: a s osnovnom lopaticom, h s lopaticama s nasuprot- 
nim nagibima, c emajlirano sa tri lopatice, d sidrasto, e s maksimalno povi- 
šenim osnovnim lopaticama, f rešetkasto, g s odbojnicima, h protustrujno 


Prema njegovu obliku i djelovanju to bi se mješalo moglo 
uvrstiti i u skupinu turbinskih mješala. Međutim, postoje dva 
važna razloga da se to i druga mješala, koja su nastala iz 
njega, promatraju posebno. Naime, ta se mješala upotrebljavaju 
u laminarnom području strujanja ili u prijelaznom i turbulent- 
nom, ali u miješalicama s posudama bez odbojnika. Turbinska 
mješala, naime, nisu pogodna za te uvjete rada. Osim toga, 
jer se pomoću osnovnog oblika lopatica često ne može postići 
zadovoljavajući efekt miješanja vrlo viskoznih i nenewtonovskih 
kapljevina, iz njega se razvio niz novih oblika lopatica, koji 
su mnogo djelotvorniji u tom području miješanja i sve se više 
udaljavaju od turbinskih mješala. 

Osnovne lopatice jesu horizontalne, ravne ploče. Omjer nji- 
hove ukupne duljine i promjera posude miješalice obično je 
0,5--:0,9. Obodna je brzina mješala s tim lopaticama 70.-. 
+:130 m/min. Omjer visine i ukupne duljine tih lopatica jest 
ji it 
64 
Lopatice sa dva nasuprotna nagiba prema horizontali (sl. 2b) 
uzrokuju bolje aksijalno pokretanje kapljevine nego osnovne 
lopatice. Obično su im nagibi 45“, i to tako da na vanjskoj 
četvrtini svoje duljine uzrokuju strujanje prema gore, a na unu- 
tarnjoj tričetvrtini prema dolje. 
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Emajlirano mješalo sa tri lopatice (sl. 2c) upotrebljava se u 
miješalicama s emajliranim posudama. Lopatice su im ili, kao 
na slici, pod kutom od 30% prema horizontali ili su zavinute 
unazad. Omjer promjera mješala i posude miješalice jest 
0,55---0,65. 

To bi se mješalo moglo svrstati i u turbinska mješala kad 
se upotrebljava za miješanje kapljevina niskih viskoziteta, ali 
zbog toga što emajlirane posude obično nemaju odbojnike, može 
se promatrati i kao mješalo s lopaticama. 

Sidrasto mješalo (sl. 2d) može se promatrati kao mješalo 
s osnovnim lopaticama produženim uz stijenke posude miješa- 
lice. Već prema obliku posude, to mješalo može biti kao na 
slici, sidrasto ili potkovasto. Zračnost je između lopatica tih 
mješala i stijenki posuda miješalica vrlo malena (nekoliko mili- 
metara do nekoliko centimetara). Taj je tip mješala pogodan 
za primjenu pri prijenosu topline sa stijenki posuda na viskozne 
kapljevine, osobito za sprečavanje nastajanja inkrustacija na sti- 
jenkama. 

Mješala s maksimalno proširenim osnovnim lopaticama (sl. 2e) 
razlikuju se od mješala s osnovnim lopaticama samo time što 
su im lopatice proširene i povišene do maksimuma. Mješala s 
takvim lopaticama prikladna su za miješanje nekih viskoznih 
nenewtonovskih kapljevina. 


Rešetkasto mješalo (sl. 2f) može se promatrati kao mješalo 
s maksimalno proširenim, ali prošupljenim lopaticama. Verti- 
kalni dijelovi lopatica tih mješala uzrokuju smicanje kapljevine 
ne samo uz stijenku posude miješalice nego i u svim radijalnim 
presjecima. Zbog toga su pogodni za miješanje nenewtonovskih 
viskoznih kapljevina. 

Mješalo s odbojnicima (sl. 2g) poznato je kao mješalo za 
paste. Odbojnici među okomitim dijelovima lopatica tog mješala 
služe za pojačavanje smicanja kapljevine i poboljšanje učinka 
miješanja. 

Protustrujna mješala (sl. 2h) sastoje se od dva mješala koja 
rotiraju obrnutim smjerovima. Prikazani tip na slici kombina- 
cija je sporohodnog sidrastog mješala i rešetkastog mješala koje 
rotira brže i k tome protustrujno. To je mješalo naročito 
pogodno za intenzivno miješanje vrlo viskoznih i nenewtonov- 
skih kapljevina. 


Ostala mješala. Uz opisana mješala triju osnovnih skupina 
još su dosta važna brzohodna mješala s vrlo malom površinom 
krilaca. Ona rade u visokoturbulentnom području. Među njima 
(sl. 3). Zubi su mu naizmjenično odvrnuti prema gore i prema 
dolje, pod kutom od 10---20% prema tangenti, kao i u turbin- 
skom radijalnom mješalu. Time se pojačava radijalna, a sma- 
njuje tangencijalna komponenta strujanja. Taj se tip mješala 
mnogo upotrebljava u industriji naliča, jer zbog velike obodne 
brzine i nazubljenog oboda, uz dobro miješanje, dobro usitnjava 
čestice čvrstih pigmenata. 


na 


Disk-mješalo s pilasto nazubljenim 
obodom 


Na obod lopatica često se ugrađuju i strugači koji uklanjaju 
mirujući sloj sa stijenki pošude miješalice. Time se olakšava 
prijenos topline u miješalicama s ogrjevnim ili rashladnim 
duplikatorom. 


MIJEŠANJE 


DJELOVANJE MJEŠALA 


Pri strujanju kapljevine u miješalicama uzrokovanom rotira- 
njem mješala, dobava mješala mora biti dovoljno velika da sav 
materijal u posudi prostruji kroz mješalo za dovoljno kratko 
vrijeme, a brzina strujanja na izlazu iz mješala mora biti do- 
voljna da kapljevina prodre u sva područja posude. 

Miješanje nastupa kad masa kapljevine veće brzine dolazi u 
kontakt s masom kapljevine koja miruje ili se giblje sporije. 
Na dodirnoj se granici tih masa stvaraju vrtlozi koji prenose 
količinu gibanja iz područja većih u područje manjih brzina 
gibanja. 

Tip strujanja u miješalici zavisi od oblika mješala, svojstava 
kapljevine, veličine posude i geometrijskih odnosa između po- 
sude, mješala i odbojnika. U svakoj točki kapljevine njena 
brzina ima tri komponente: radijalnu, aksijalnu i tangencijalnu. 
Kad je mješalo postavljeno središnje, s pogonom odozgo, radi- 
jalna i tangencijalna komponenta djeluju u horizontalnoj rav- 
nini, a aksijalna komponenta djeluje vertikalno (sl. 4). Za mije- 
šanje su korisne samo aksijalne i radijalne komponente stru- 
janja. 


SI. 4. Komponente struja- 
nja koje uzrokuje mješalo 
u pogonu 


Tangencijalna komponenta strujanja uzrokuje za miješanje 
štetno kružno slojevito gibanje bez miješanja i nepoželjni 
vrtlog u posudi. Tako se pri suspendiranju miješanjem pod 
utjecajem tog gibanja čestice čvrstih faza nakupljaju uz stijenke 
posude, uz koje se onda talože prema dnu i zatim gomilaju 
u središtu. Na taj način tangencijalna komponenta strujanja 
uzrokuje suspendiranju suprotan efekt, zapravo aglomeriranje 
čestica. Također, budući da pod utjecajem tangencijalne kompo- 
nente strujanja kapljevina rotira u istom smjeru kao i mješalo, 
ta komponenta smanjuje relativnu brzinu gibanja kapljevine 
prema mješalu i time predaju energije miješanja kapljevini. Osim 
toga, pri povećanju brzine vrtnje mješala pod utjecajem se tan- 
gencijalne komponente strujanja produbljuje vrtlog i konačno 
nastupa usisavanje zraka. Zbog toga nastupa obično nepoželjni, 
nagli pad utroška snage. 

Pri miješanju se propelerima u malim posudama može izbjeći 
kružno gibanje kapljevine ekscentričnim postavljanjem mješala, 
okomito ili pod kutom od 15% prema vertikali (sl. 5), a u većim 


SI. 5. Sprečavanje po- 
jave = tangencijalne 
komponente  struja- 
nja primiješanju pro- 
pelerima u malim po- 
sudama položajem 
mješala: a ekscentrič- 
nim kosim, h ekscen- 
tričnim uspravnim 
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posudama postavljanjem sa strane, kroz stijenku, pod kutom 
od 20% prema okomitom presjeku posude (sl. 6). 

Za poništavanje tangencijalne komponente brzine strujanja 
pri miješanju turbinskim mješalima najuobičajenije je ugrađi- 
vanje vertikalnih odbojnika uz stijenke (sl. 7). Obično ih ima 
četiri, a Širina im je desetina promjera posude. Pri miješanju 
suspenzija to može uzrokovati nagomilavanje čestica čvrstih 
faza ispred ili iza odbojnika. Tada se odbojnici postavljaju 
odmaknuto od stijenki za polovicu svoje širine. 


SI. 6. Sprečavanje pojave 

tangencijalne komponen- 

te strujanja položajem 

mješala pri miješanju pro- 

pelerima u velikim posu- 
dama 


SI. 7. Sprečavanje raz- 
vijanja tangencijalne 


komponente  struja- 
nja odbojnicima 


iju 


Odbojnici “ 


1 
a b 


SI. 8. Strujanje uzrokovano mješalima s lopati- 
cama: a bez odbojnika, b s odbojnicima 


Pri miješanju mješalima s lopaticama radijalna je kompo- 
nenta dobro, a aksijalna slabo razvijena (sl. 8). Zbog toga je 
područje primjene miješalica tog tipa ograničeno. 

Turbinska mješala potiskuju kapljevinu u radijalni smjer, 
ali razvijaju i znatnu vertikalnu komponentu strujanja prema 
gore i prema dolje. Zbog toga su ta mješala vrlo fleksibilna 
i upotrebljiva u vrlo širokom području. 

Propelerska mješala tjeraju kapljevinu prema dnu posude, 
gdje ona zakreće u radijalni smjer prema stijenkama posude, 
pa vertikalno uz stijenke, te se kroz središte vraća usisnoj 
strani propelera. Zbog toga se propelerska mješala upotreblja- 
vaju kad se želi postići jako vertikalno strujanje, npr. za su- 
spendiranje čvrstih čestica koje se brzo talože. 


Dobava i visina brzine. Učinak mješala karakteriziran je 
njegovom dobavom (najprikladnije volumnom, tj. volumenom 
materijala koji prostruji kroz mješalo u jedinici vremena) i 
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visinom brzine (energijom jedinice mase materijala na izlasku 
iz mješala, što je mjera za silu koju kapljevina može razviti 
pri kočenju ili promjeni smjera gibanja). U praksi su pri mije- 
šanju najvažniji odnosi dobave, visine brzine i utroška snage 
mješala u turbulentnom području strujanja. 

Za izvođenje odnosa među tim obilježjima miješanja u geo- 
metrijski sličnim miješalicama u tim se uvjetima polazi od pro- 
porcionalnosti volumne dobave mješala presjeku i obodnoj brzini 
mješala, zbog čega je ta dobava definirana izrazom 


Q = Nanda. (1) 


gdje je N, bezdimenzijski volumni koeficijent proporcionalnosti, 
n brzina vrtnje, a d,, promjer mješala. Iz proporcionalnosti 
visine brzine s kvadratom obodne brzine može se i snaga 
mješala definirati istim veličinama izrazom 


P=Njomdi, (2) 


gdje je N, također bezdimenzijski energijski koeficijent propor- 
cionalnosti, a o gustoća materijala koji se miješa, pri čemu je 
snaga jednaka umnošku masene dobave i visine brzine H, tj. 


P=0QH, (3) 
pa iz (1), (2) i (3) slijedi 


N 
H=—nd2. 4 
nor da (4) 
Vrijednosti Q i P mogu se odrediti eksperimentom, a H se 
izračuna pomoću (3). 

Prema (2), pri P = const. n je proporcionalan sa d7>?, a 
N da sa da“ *>, pa iz (4) slijedi da je H proporcionalan sa d,, */?, 
a iz (1) da je Q proporcionalan sa dy'*. Drugim riječima, pri 
P= const. raste Q s povećanjem, a H sa smanjivanjem pro- 
mjera mješala. Prema tome, ako se pri jednakom utrošku snage 
želi postići veća visina brzine, mora se upotrijebiti mješalo 
manjeg promjera i s većom brzinom vrtnje, a ako se želi postići 
veća dobava, obrnuto. 

Tipične svrhe miješanja za koje su pogodna mješala s veli- 
kom visinom brzine jesu: brzo izjednačavanje razlika koncen- 
tracija u području djelovanja mješala, razvijanje velikih među- 
faznih površina dvofaznih kapljevitih sustava (emulgiranje), 
disperigiranje plinova u kapljevinama (apsorpcija plinova), usit- 
njavanje čestica čvrstih faza u kapljevinama, poboljšavanje prije- 
nosa mase između kapljevina i čvrstih faza u njihovim su- 
stavima. 

Tipične svrhe miješanja za koje su prikladna mješala s većom 
dobavom, a manjom visinom brzine jesu: brzo miješanje mješlji- 
vih kapljevina u čitavoj posudi, poboljšavanje prijenosa topline 
između stijenki posude miješalica i sustava koji se miješaju, 
smanjivanje razlika koncentracija i temperatura u svim dijelo- 
vima posude (važno je za reaktore s određenim režimom uvjeta 
rada i za kontinualne procese), te suspendiranje čestica čvrstih 
faza s malom brzinom taloženja u čitavoj posudi. 

Utrošak snage za pogon mješala jedan je od osnovnih ele- 
menata za konstrukciju i izbor tipa miješalice, pa je njegovo 
predviđanje jedan od glavnih zadataka proračuna. Zbog velike 
složenosti hidrodinamičkog polja u miješalicama i brojnih nji- 
hovih tipova, koji se upotrebljavaju u praksi za najrazličitije 
svrhe, praktički je nemoguće riješiti taj problem pomoću dife- 
rencijalnih jednadžbi, pa se tome pristupa primjenom principa 
sličnosti i dimenzijske analize. 

Podaci potrebni za postavljanje jednadžbi kojima se mogu 
matematički opisivati zakonitosti miješanja u različitim tipovima 
miješalica dobiveni su ispitivanjem na modelima. Primjenom 
Buckinghamova r-teorema dobivena je osnovna jednadžba za 
miješanje u bezdimenzijskom obliku 


džno dun? Po de, dže da hi oi od 
u P g , on*dž/ d, Bo , > > D 
gdje su u i o dinamički viskozitet i gustoća kapljevine (na nje- 


noj temperaturi u miješalici), g je gravitacijska akceleracija, 
d, promjer posude, z visina kapljevine u miješalici, c udaljenost 


m iz) 
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mješala od dna posude, p korak mješala, w širina, | duljina, 
a i2/i, omjer broja krilaca mješala i nekog proizvoljno oda- 
branog broja krilaca. 

Ta jednadžba vrijedi samo za miješalice sa središnje po- 
stavljenim, vertikalnim mješalima. Njome nisu obuhvaćene ni 
izvedbe sa dva i više mješala na istom vratilu, ni broj odboj- 
nika, ni njihova širina, ni modificirani oblici posuda miješalica. 
Bezdimenzijske grupe te jednadžbe opisuju geometrijsku, dina- 
mičku i kinematičku sličnost. Sustavi različnih veličina slični 
su kad su im vrijednosti svake pojedine od tih grupa jednake. 

Sedam posljednjih skupina jednadžbe (5) opisuju uvjete geo- 
metrijske sličnosti, pa za ispitivanja ograničena na geometrijski 
potpuno slične sustave u njoj preostaju samo prve tri skupine, 
tj. ona se reducira u oblik 


(dno dan? 
be, 


; 


; 0. 6 
on? = (6) 
Jednakošću vrijednosti svake od triju skupina te jednadžbe 
određena je dinamička i kinematička sličnost. 
š : : aki L 
Prva je od tih skupina Reynoldsova skupina [Re zire : 
modificirana zamjenom LZ sa d,, a » sa nd, Ona prikazuje 
. odnos između sile inercije i sile trenja i definira vrstu strujanja 
(pokazuje da li se radi o laminarnom ili o turbulentnom 
strujanju). 
Druga je od tih skupina Froudeova skupina [Fr 5 
g 
modificirana na jednaki način. Ona prikazuje odnos između sile 
inercije i sile gravitacije. Utječe samo u miješalicama bez od- 
bojnika u turbulentnom području, kad nastaju vrtlozi. 
Treća je od tih skupina, zapravo Eulerova skupina, koja u 


s dr : +4 Made 
protočnim sustavima ima oblik eh također modificirana za- 
ov“ 


mjenom v sa nd,, a Ap (pad tlaka), koji je u protočnim 
sustavima mjera narinute sile, snagom kojom mješalo djeluje 
na kapljevinu, što je mjerljiva veličina jer je produkt zakret- 
nog momenta i brzine vrtnje mješala. Ta se zamjena izvodi iz 
relacija 

P = Apdiv = Apašan; 


Ap = (7) 


džn 
Modificirana se Eulerova skupina naziva Newtonovom skupi- 
nom i simbolizira sa Ne. 
Na osnovi dimenzijske analize jednadžba (5) može se napi- 
sati i u obliku 
nI (ll 
a. 2 | | \d 


gdje je K konstanta koja se pri ograničenju na Pa 
slične miješalice reducira u oblik 


Ne = K Re“Fr". (9) 


,(d, [2 
Ne = KR&erPlsm VE: 


da! ri ća) (8) 


m/ 


Taj izraz omogućuje da se grafički prikažu vrijednosti bezdi- 
menzijskih skupina Ne, Re i Fr, dobivene iz eksperimentalnih 
podataka. Obično se za to upotrebljava log-log koordinatni su- 
stav, u kojemu su vrijednosti Re na apscisi, a na ordinati 


vrijednosti omjera mriKo zvanog grupom snage (sl. 9). U 
r 


miješalicama je s odbojnicima, kad nema vrtloga, b = 0. 

Takvi se dijagrami izrađuju za sve osnovne tipove miješa- 
lica. Mogu se svrstati u tri područja. Prvo je (do Re = 10) 
laminarno. U njemu su krivulje, zapravo, pravci s nagibom —1. 
Slijedeće je (od Rea 10 do Re = 10%) prijelazno, a ostalo 
(iznad Re = 10“) turbulentno. 

U čitavom je laminarnom području & = Ne, jer ni u tim 
uvjetima miješanja nema vrtloga ni utjecaja gravitacije, pa se 
utjecaj Fr može zanemariti. Tada je 


Ne = K,Re-i, (10) 
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P= Kunžd3, (11) 


gdje je K, konstanta u laminarnom području. Krivulje koje 
prikazuju međuzavisnost Ne, Re i Fr u turbulentnom području 
miješanja miješalicama s odbojnicima zapravo su horizontalni 
pravci. Budući da se i u tom području smije zanemariti utjecaj 
Fr, tada se smije uzeti da je 


Ne=K, 
P= Kon?di, 


(12) 
(13) 


gdje je K, konstanta u turbulentnom području. 


log # 


log Re 


SI. 9. Grafički prikaz međuzavisnosti bezdimen- 
zijskih skupina koje definiraju dinamičko-kinema- 
tičku sličnost strujanja pri miješanju. AB i HB 
područja laminarnog strujanja; BD, BF i BI po- 
dručja prijelaznog strujanja: DE, FG i IJ područja 
turbulentnog strujanja: CFG strujanje u miješali- 
cama bez odbojnika: CDE i IJ radijalno i aksi- 
jalno strujanje u miješalicama s odbojnicima 


2468 2 2 468,2 468 ,2 4 
A o A a e so 


log Re 


SI. 10. Krivulje za izračunavanje utroška snage nekih 
propelerskih i turbinskih mješala: / turbinsko mješalo 
sa šest krilaca, s odbojnicima, 2 otvoreno turbinsko 
mješalo sa šest okomitih krilaca, s odbojnicima, 3 tur- 
binsko mješalo sa šest kosih krilaca, s odbojnicima, 
4 propelersko mješalo. s korakom 2D (gdje je D pro- 
mjer propelera), s odbojnicima i isto mješalo u ekscen- 
tričnom položaju bez odbojnika, 5 propelersko mješalo 
s korakom D, s odbojnicima i isto mješalo u kosom 
ekscentričnom položaju bez odbojnika 


U prijelaznom se području i u turbulentnom području rada 
miješalica bez odbojnika te krivulje ne mogu aproksimirati 
pravcima. Njihov je oblik odraz mješovitog, laminarnoturbu- 
lentnog strujanja i specifičan je za svaki tip miješalice. Mnogi 
su istraživači ispitivali djelovanje različitih tipova miješalica na 
modelima u čitavom području strujanja i prikazali rezultate 
dijagramima, pa je moguće predvidjeti utrošak snage za pogon 
miješalica različitih tipova i različitih veličina, pri različitim 
uvjetima rada i za miješanje kapljevina različitih svojstava, po- 
sebno turbinskih i propelerskih miješalica (sl. 10). 

Ipak, podaci su za miješalice s lopaticama vrlo oskudni. 
Uglavnom su to podaci za mješala s ravnim osnovnim lopa- 
ticama. Budući da takve miješalice obično rade u laminarnom 
području, za njih se može postaviti 


ž =K 


(dž, oi [x ': P 
on*d:, u \dm 


M 
: =K R 
unde, S 
Za dvokrilnu su lopaticu eksperimentalno utvrđene vrijednosti 
K = 113, g = 0,5, pa je tada utrošak snage mješala prema (14) 


P= 113un7dž5w. (15) 


(14) 
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Disk-mješalo s nazubljenim i odvrnutim obodom rotira ve- 
likim brzinama i radi u turbulentnom području, pa mu je tada 
grupa snage također konstantna: vrijednost joj je 0,5. 


Prijenos topline u miješalicama. S obzirom na prijenos to- 
pline u njima, miješalice se mogu svrstati u dvije osnovne 
skupine: miješalice s velikim udaljenostima mješala od stijenki 
posude ili grijala i miješalice s vrlo malim udaljenostima mje- 
šala od stijenki. Prvu od tih skupina čine miješalice s pro- 
pelerskim, turbinskim i mješalima s osnovnim lopaticama, pri- 
kladne za miješanje kapljevina malog viskoziteta do maksimalno 
I Pas. Drugu skupinu čine miješalice s mješalima s lopati- 
cama, kao što su sidraste, potkovičaste, koje se upotrebljavaju 
za miješanje nenewtonovskih i vrlo viskoznih kapljevina, te za 
miješanje čvrstih, granuliranih materijala, a u njima se prijenos 
topline odvija još i efektom otiranja graničnog sloja na po- 
vršini stijenke posude miješalice. 

Kapljevine se u posudama miješalica griju ili hlade kroz 
stijenke (u posudama s duplikatorima) ili pomoću ugrađenih 
grijala (spiralnih ili vertikalnih cijevnih grijala). 


Kao i određivanje utroška snage, i određivanje je prijenosa : 


topline pri miješanju komplicirano zbog različitosti geometrij- 
skih oblika miješalica i zamršenosti njihovih dinamičko-termič- 
kih polja, pa se to rješava primjenom dimenzijske analize. 
Osnovna je bezdimenzijska jednadžba za tu svrhu 


(16) 


/ zA i. 


gdje je koeficijent prijelaza topline na unutrašnjoj stijenci 
posude, 2 toplinska vodljivost kapljevine, €, njena specifična 
toplina, 4, njen dinamički viskozitet na temperaturi stijenke, 
B širina odbojnika, i, njihov broj u miješalici, x njihov refe- 
rentni broj, i; broj krilaca mješala, a y njihov referentni broj. 
(Drugi je član izraza na desnoj strani te jednadžbe zapravo 
Prandtlov broj, koji se simbolizira sa Pr). 
I ta se jednadžba pojednostavnjuje kad se promatranje ogra- 
niči na geometrijski slične miješalice. Tada se dobiva 
do g[9mneY(4k\(K), (17) 
zA bih A DVR 
gdje su K, a, b, c konstante. Tako se npr. za miješalice za 
kapljevine niskog viskoziteta's posudama s duplikatorima s 
vrijednostima u tabl. 2 prema (17) izvodi jednadžba 


ad, 1/4 


SI (18) 


— KRe5 pps [#) 

u; 
koja se često upotrebljava kao aproksimacija za predviđanja 
prijenosa topline u svim tim miješalicama. 


Tablica 2 
NFKF VRIJEDNOSTI KONSTANTI ZA PRORAČUN PRIJENOSA 


TOPLINE U MIJEŠALICAMA S DUPLIKATOROM PRI MIJEŠANJU 
KAPI JFVINA NISKOG VISKOZITETA 


Konstante 


Iesta_ mješala Područje Re 


S osnovnim lopaticama LE) 300--+3+ 105 
Turbina s nagibom 45“ DI 80..:200 
Disk-turbine 253 40.3: 105 
Propeler 2/3 2+10% 


Za različite tipove takvih miješalica, koje namjesto duplika- 
tora imaju ugrađena cijevna grijala, upotrebljavaju se različite 
jednadžbe sličnog oblika. Međutim, one se ne dadu aproksimi- 
rati nekom zajedničkom jednadžbom, pa se tada pribjegava 
specijalnoj literaturi ili eksperimentiranju na modelima. 

. Za miješanje miješalicama sa sidrastim mješalima upotreb- 
ljiva je jednadžba 
2 a, 1/3 > 018 
a Ki Jaš (a (19) 
PN BE VE ui 


K(“ 
# njet: 


Edi 


gdjesu K=1ia=3 u području Re = 10--:300, a K = 0,36 i 

= 4 u području Re = 300...4 . 10%. Ta jednadžba vrijedi i za 
miješanje miješalicama s helikoidalnim mješalom. Tada su 
K =0633 ia=1u području Re = 8.10%. , 

Prijenos mase u miješalicama. Objavljene studije o prijenosu 
mase pomoću miješanja uglavnom se ograničavaju na ispitivanje 
brzine otapanja čvrstih čestica teško topljivih tvari određenog 
geometrijskog oblika. Otapanje se čestica oblika kugle, valjka, 
šupljeg valjka i različitih prizmatičnih oblika u kapljevinama 
također općenito opisuje pomoću bezdimenzijskih skupina, npr. 
jednadžbom 


Pai 


D u 


uo 


5) (20) 


gdje je K, koeficijent prijenosa mase, d karakteristična dimen- 
zija čestice, D koeficijent difuzije, K, faktor oblika zavisan od 
geometrijskih karakteristika čvrstih čestica, v brzina strujanja 
kapljevine, b = 0,5, a eksponent a ima različite vrijednosti, već 
prema području strujanja. Pri tome je K.d/D = Sh (tzv. 
Sherwoodov broj), vdo/u = Re, a ui/oD = Sc (tzv. Schmidtov 
broj), pa se ta jednadžba može pisati i u obliku 


Sh-Sc-% = K, Re“, (21) 


prikladnom za interpretaciju podataka iz eksperimenata u vezi 
s prijenosom mase između čvrstih čestica i kapljevitih faza po- 
moću miješanja, jer se izraz na lijevoj strani tog izraza (tzv. 
karakteristika izmjene tvari) može prikazati kao funkcija Re 
(sl. 11). 


10% = r 


10% 105 106 
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SI. 11. Karakteristika izmjene tvari jednog sustava 
čvrsto-—kaplievito pri miješanju mješalom sa če- 
tiri lopatice 


U tim je prikazima jasno uočljiv lom eksperimentalne kri- 
vulje pri Rey, što znači i pri tome pripadnoj kritičnoj brzini 
vrtnje mješala 1,,;,. Matematički je ta pojava izražena velikim 
smanjenjem vrijednosti a. Očito tu promjenu treba pripisati 
tome što u području povećavanja n do n,,;, karakteristika izmjene 
tvari ne raste samo pod utjecajem povećavanja brzine strujanja 
kapljevine nego i radi povećavanja aktivne dodirne površine 
kapljevine i čvrste faze, tj. zbog povećavanja količine čvrste 
tvari suspendirane u kapljevini. Zbog toga se u tom području 
mogu odrediti samo prividne vrijednosti K.. Samo u području 
strujanja, kad je sva čvrsta tvar sustava suspendirana, vrijed- 
nosti su K. jedino zavisne od n. Obično je tada a = 0,25:-:0,3, 
a to znači da dalje povećavanje utroška snage mješala malo 
utječe na povećavanje brzine otapanja čestica čvrste tvari. Razlog 
je tome što relativna brzina gibanja kapljevine prema česticama 
čvrste tvari, koje se nalaze u gibanju, raste sporije od obodne 
brzine mješala, pa je uslijed toga usporen rast koeficijenta prije- 
nosa mase K, i niža vrijednost eksponenta a Re-broja. Zbog 
toga je obično povećavanje utroška snage za miješanje radi 
otapanja neekonomično nakon što brzina vrtnje mješala preko- 
rači kritični broj okretaja. 

Pri emulgiranju nemješljivih kapljevina i dispergiranju pli- 
nova u kapljevinama utjecaj je brzine strujanja mnogo veći zbog 
popratnog efekta usitnjavanja kapljica, odnosno mjehurića, tj. 
opet zbog povećavanja kontaktne površine na kojoj se obavlja 
prijenos mase. 
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Prijenos se mase u miješalicama, dakle, ne da opisati pri- 
kladnim matematičkim izrazima. Namjesto toga ispituje se na 
modelima svaki pojedini slučaj. 


Suspendiranje čvrstih čestica. Osim za homogeniziranje su- 
stava čvrstih i kapljevitih faza, u praksi se suspendira mije- 
šanjem još i za usitnjavanje čestica (npr. pri razmuljivanju fil- 
tarskih kolača, usitnjavanju novinskog papira, mokrom mlje- 
venju pigmenata), za ubrzavanje otapanja, izluživanja i kemij- 
skih reakcija (hidrodinamičkim djelovanjem na čestice čvrstih 
reaktanata ili katalizatora), za reguliranje veličine kristala koji 
se izlučuju iz otopine ili zrnaca polimera pri polimerizaciji u 
proizvodnji plastičnih masa. : 

Postizavanje suspendiranog stanja ovisi o brojnim faktorima, 
kao što su geometrijski oblik posude, konstrukcija i brzina 
vrtnje mješala, gustoća čestica i kapljevine, koncentracija čvrstog 
u mulju, veličina i oblik čestica, viskozitet kapljevine i granice 
veličina čestica u granulometrijskim frakcijama. Zbog raznoli- 
kosti svrha i režima suspendiranja dosad nije uspjelo pronaći 
matematički izraz prikladan za cjelovit, niti bar djelomičan opis 
veza među faktorima koji utječu na odvijanje procesa s tog 
područja, pa se pojedini njegovi problemi rješavaju ispitivanjem 
na modelima. 

Za cilj pri različitim operacijama suspendiranja miješanjem 
obično se postavljaju granice u okviru kojih se moraju nalaziti 
koncentracija ili neko drugo svojstvo produkata miješanja. U 
diskontinualnim se procesima za mjeru efekta miješanja obično 
uzima i vrijeme potrebno da se koncentracija, odnosno neko 
drugo svojstvo, dovedu u predviđene granice. Vrijeme se mije- 
šanja obično uzima pri miješanju kapljevina radi dobivanja 
jednofaznih kapljevitih smjesa. Međutim, taj način promatranja 
procesa nije pogodan pri suspendiranju čvrstih čestica s većom 
brzinom taloženja. 

Stupanj do kojega je čvrsta tvar sustava suspendirana (stu- 
panj suspendiranja, stanje suspenzije) nije jednoznačno određen 
u literaturi, nego ga treba točno definirati i naznačiti metodu 
uzimanja uzorka. Obično se izražava postocima, kao tzv. po- 
stotna suspenzija (stostruki kvocijent mase čvrste tvari u jedinici 
volumena u točki uzimanja uzorka i srednje mase čvrste tvari 
u jedinici volumena mase u posudi miješalice). U različitim 
dijelovima sustava u posudi vrijednosti postotne suspenzije mogu 
biti 100%, ili veće od toga. Može se prikazati i pojedinačno 
po frakcijama čestica različitih veličina. Najčešće se učinak 
suspendiranja u praksi prikazuje kao kompletna jednolikost, 
kompletno odizanje čestica s dna posude, ili visina suspenzije 
i profil koncentracija. 

Kompletna jednolikost je postignuta kad je postotak suspen- 
zije 100% u čitavoj posudi. To je stanje vrlo teško postići u 
suspenzijama čestica s većim brzinama taloženja, naročito u 
najvišim slojevima. 

Kompletno odizanje čestica s dna posude zahtijeva postizanje 
stanja u kojem se sve čestice ili giblju po dnu ili su odignute 
od njega. U suspenzijama čestica s većom brzinom taloženja 
mnogoje lakše postići to stanje nego kompletnu jednolikost. Zbog 
toga se dosta često primjenjuje u praksi, naročito u operacijama 
prijenosa mase. Taj način izražavanja stupnja suspendiranja ne 
omogućuje uvid u sastav suspenzije. 
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SI. 12. Određivanje koncentracijskih profila pri suspendiranju miješanjem: a po- 
djela sustava u zone, h i c koncentracijski profili pri ispuštanju s dna i iznad 
dna posude miješalice: / koncentracijski profil ukupne čvrste tvari sustava, 
2 njene granulometrijske frakcije A, 3 frakcije B, 4 frakcije C, 5 frakcije D 
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Visina suspenzije i profil koncentracija prikazivanje je učinka 
suspendiranja podjelom posude miješalice u više sekcija, iz kojih 
se onda uzimaju uzorci suspenzije (sl. 124). Time se dobiva 
uvid u postotnost suspenzije po tim sekcijama. Pomoću granulo- 
metrijske analize može se dobiti i detaljniji uvid u sastav suspen- 
zije po granulometrijskim frakcijama i u visini suspendiranja 
pojedinih granulometrijskih frakcija. 

Ako se, pri kontinualnom miješanju, želi postići stacionarno 
stanje, sastavi ulazne i izlazne suspenzije moraju biti identični. 
Promjenom položaja mjesta odvođenja suspenzije iz miješalice 
mijenja se raspodjela koncentracije i time postiže novo sta- 
cionarno stanje (sl. 12b i 12c). 

Pri suspendiranju smjese čestica treba podesiti brzinu vrtnje 
mješala prema česticama s najvećom brzinom taloženja. U gu- 
stim suspenzijama vlada učinak smetanog taloženja, koji olak- - 
šava suspendiranje smanjenjem brzine taloženja. 


MIJEŠANJE VRLO VISKOZNIH TVARI 


U vrlo viskozne tvari ubrajaju se kapljevine s viskozitetom 
većim od IPas i žilave mase sve do vrlo žilavih, kao što 
su asfalti, gline, kitovi, plastične mase, guma. 

Pod mješavinom se u tom području razumijeva smjesa dviju 
ili više različitih komponenata, koje su u masi raspodijeljene 
u većim ili manjim nakupinama, pri čemu svaka za sebe pot- 
puno zadržava svoja svojstva. Od tih se mješavina nikad ne 
zahtijeva potpuna homogenost do molekulske raspodjele, kao 
pri miješanju niskoviskoznih kapljevina. Kvaliteta se tih mješa- 
vina ocjenjuje veličinom osnovnih čestica i odstupanja koncen- 
tracija u osnovnim česticama od srednje koncentracije ukupne 
smjese. 


Omjer koncentracija 


Veličina osnovnih čestica mm 


SI. 13. Shema međuzavisnosti omjera koncentra- 
cija u osnovnim česticama vrlo viskozne dvokom- 
ponentne smjese i veličine osnovnih čestica 


SI. 14. Shema sastava vrlo viskozne 

dvokomponenine smjese po osnovnim 

česticama: a smjesa s malim, h s ve- 
likim česticama 


Međuzavisnost se tih dvaju efekata u dvokomponentnoj 
smjesi može prikazati, npr., kao na sl. 13 gdje točkice prikazuju 
čestice jedne komponente, veliki kvadrati masu smjese, a manji 
unutar njih osnovne čestice. Srednja je koncentracija te kom- 
ponente u tom prikazu 2,5 točkica u mm?. Iz tog prikaza 
slijedi da je poželjno dobiti što sitnije osnovne čestice, jer su 
u njima odstupanja koncentracije od srednje vrijednosti manja. 

Usitnjavanje se čestica postizava gibanjem dijelova mase jed- 
nih prema drugima, uzrokovanim gibanjem mješala. Promjena 
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se koncentracije unutar osnovnih čestica postiže jedino difu- 
zijom. Međutim, u vrlo viskoznim masama praktički nema di- 
fuzije, pa su osnovne čestice uglavnom sastavljene od čistih 
komponenata (sl. 14). 

Budući da su u vrlo viskoznim tvarima mehanizmi moleku- 
larne i vrtložne difuzije zanemarljivog utjecaja, miješanje se njiho- 
vih sustava odvija uglavnom laminarnim, slojevitim smicanjem. 
Pri tome slojevi pojedinih komponenata smjese postaju sve tanji 
(sl. 15). Kad oni postanu toliko tanki da se više ne zapažaju, 
dobiva se vizuelni efekt homogene smjese, što već može zado- 
voljavati zahtjeve kvalitete nekih proizvoda. 
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Sl. 15. Raslojavanje jedne u drugoj komponenti vrlo viskozne 
dvokomponentne smjese smicanjem slojeva: a prije, b poslije 
smicanja gornje plohe sloja udesno 


Konstrukcija se strojeva za miješanje viskoznih pasta, plastič- 
nih masa i gume više zasniva na rezultatima industrijskog 
iskustva nego na teoretskim razmatranjima. Svojstva se razli- 
čitih materijala koji se miješaju mogu međusobno mnogo razli- 
kovati. Čak i ista smjesa, koja je u početku miješanja praškasta, 
može tokom procesa dodatkom kapljevine postati pastozna i 
daljim miješanjem vrlo žilava. Za miješanje takvih materijala 
konstrukcija bi se miješalice trebala mijenjati tokom procesa, 
da bi najbolje odgovarala pojedinim fazama miješanja. Budući 
da to nije moguće, obično se izabire tip miješalice koji naj- 
bolje djeluje u najtežim uvjetima, a nije najprikladniji u osta- 
lim fazama procesa. Optimum se obično nalazi kompromisnim 
rješenjima. 

Miješalice za vrlo viskozne materijale miješaju direktnim 
djelovanjem mješala na materijal. Efekt se miješanja u njima 
ne prenosi na dijelove materijala u posudi udaljenije od mješala 
jer je pri tome djelovanje radijalne i aksijalne komponente 
gibanja neznatno, a miješanje se uglavnom ostvaruje djelovanjem 
tangencijalne komponente gibanja. Zbog toga se u tim miješali- 
cama miješalo obično ili giblje (putuje) kroz masu, ili se masa 
privodi mješalu. 

Najvažniji tipovi miješalica za vrlo viskozne tvari jesu mije- 
šalice za paste (s izmjenljivom posudom), diskontinualne gnje- 
talice, strojevi s valjcima i neke kontinualne miješalice. 


Miješalice za paste upotrebljavaju se za miješanje viskoznih 
kapljevina i rjeđih pasta u industriji naliča i prehrambenoj 
industriji. U jednom tipu takvih miješalica (sl. 16a) mješalo je 
od nekoliko vertikalnih, izvinutih traka i postavljeno je ekscen- 
trično uz stijenku posude. Posuda leži na pokretljivom postolju, 
koje rotira u smjeru obrnutom od smjera rotiranja mješala. 
Kad je miješanje završeno, mješalo se podigne, a posuda za- 
mijeni drugom napunjenom novom masom. 
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SI. 16. Neki tipovi miješalica za paste s izmjenljivom po- 

sudom: a mikser Pony, h mijesilica za tijesto: / mješalo, 

2 planetni prijenosnik, 3 podizač mješala, 4 motor, 5 roti- 

rajuća izmjenljiva posuđa, 6 obična izmjenljiva posuda, 
7 kolica 
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Neke od miješalica iz ove skupine imaju posude koje ne 
rotiraju, a mješalo im je također postavljeno ekscentrično, ali se 
uz rotiranje giblje još i precesijski uokolo oboda posude, te 
na taj način dolazi u kontakt s čitavim sadržajem posude 
(sl. 16b). 

Diskontinualne gnjetalice. Pod gnjetenjem se razumijeva mije- 
šanje tjestastih i plastičnih masa. Pri tome se masa deformira 
tlačenjem, svijanjem i kidanjem. Za tu je operaciju potrebna 
mnogo veća snaga nego za miješanje kapljevina. Najobičnije 
su diskontinualne gnjetalice sa dva gnjetala, koja su postavljena 
horizontalno u korito pravokutnog presjeka sa dvocilindričnim 
dnom (sl. 17). 


SI. 17. Gnjetalica sa dva gnjetala. / sigma-gnjetala, 
2 korito u iskrenutom položaju, 3 motor 


Njihova gnjetala rotiraju u suprotnim smjerovima tako da 
guraju masu prema dnu korita, pri čemu je gnječe, trgaju i 
zatim vraćaju prema gore uz stijenke korita, pa je ponovno 
zahvaćaju. Brzine okretanja gnjetala obično su različite. Omjer 
je tih brzina od 1:1,5 do 1:2. Udaljenost gnjetala od cilin- 
dričnih stijenki korita vrlo je malena (1 mm), tako da ona 
konstantno brišu tu površinu. Kroz nju se tokom rada obično 
dovodi ili odvodi toplina. Taj je tip miješalica prikladan za 
miješanje materijala unutar širokih granica viskoziteta. Po 
čvrstoći izvedbe i obliku, gnjetala se svrstavaju u tri grupe: 
gnjetalice za manje žilave, srednje žilave i vrlo žilave materijale. 
Najviše se razlikuju konstrukcijom gnjetala (sl. 18). 


ci 


a c 


b 


SI. 18 Tipovi gnjetala: a sigma-gnjetalo, h dvokrako gnje- 
talo, € gnjetalo za drobljenje i enjetenje najžilavijih masa 


Najuobičajenije je sigma-gnjetalo, koje se upotrebljava za 
gnjetenje masa manje žilavosti. Rubovi mu mogu biti i nazubljeni, 
da se pojača učinak trganja materijala. Dvokrako je gnjetalo 
prikladno za uklapanje praškastih i kapljevitih komponenata u 
vrlo žilave materijale, kao što su plastične mase. Treći je tip 
gnjetala najčvršće konstrukcije i upotrebljava se za drobljenje 
i omekšavanje gume, te za miješanje najžilavijih plastičnih masa. 

Sve gnjetalice iz ove grupe rade diskontinualno. Vrijeme 
gnjetenja jedne njihove šarže je 5-+20min. Ponekad imaju i 
uređaje za grijanje materijala koji se gnjete, ali najčešće imaju 
uređaje za hlađenje potrebno za odvođenje topline razvijene 
gnjetenjem. 

Obično se prazne iskretanjem korita za 90“, pri čemu gnje- 
tala ostaju u pogonu. U takvoj izvedbi samo je jedno gnjetalo 
priključeno spojkom na zagonski sklop, a drugo se zagoni po- 
sredstvom zupčanog prijenosnika ugrađenog s vanjske strane 
korita. U najmasivnijim izvedbama pgnjetalica iz ove skupine, 
za vrlo žilave materijale, zagoni se posebno svako gnjetalo, a 
korito se prazni kroz otvor na dnu. 

Jedna od najpoznatijih gnjetalica tog tipa, za miješanje naj- 
žilavijih materijala, kao što su guma i žilave plastične mase, 
jest mikser. Bambury (sl. 19). On ima dva robusna, spiralno 
zavijena gnjetala u zatvorenom kućištu. Puni se odozgo, a za 
vrijeme miješanja u njemu se materijal drži pod tlakom pomoću 
hidrauličkog stapa. Prazni se odozdo. Za vrijeme rada hlade se 
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i kućišta i gnjetala, koja su zbog toga šuplja. Vrijeme je gnje- 
tenja u mikseru Bambury mnogo kraće nego u običnim, otvo- 
renim gnjetalicama. 


SI. 19. Gnjetalica Banbury. / gnjetalo, 

2 raspršivači vode za hlađenje, 3 usipni 

lijevak, 4 plutajući teg, 5 radna plat- 
forma, 6 klizni zatvarač ispusta 


Strojevi s valjcima. Za homogeniziranje se naliča i sličnih 
proizvoda u industriji upotrebljavaju strojevi sa tri, četiri, ili 
pet valjaka (trovaljci, četverovaljci i peterovaljci), koji rotiraju 
različitim brzinama (sve većim od ulaza prema izlazu iz stroja), 
tako da se masa među valjcima miješa, a njene se čestice 
usitnjavaju. 

Za miješanje se i homogeniziranje plastičnih masa i gume 
s različitim dodacima upotrebljavaju i horizontalni dvovaljci. 
Njihovi valjci rotiraju u suprotnim smjerovima, također razli- 
čitim brzinama. Pri tome radnik ručno reže i prevrće masu te 
joj dodaje pojedine sastojke proizvoda. Rad je tih strojeva 
diskontinualan, a kvaliteta njihovih proizvoda zavisna od pažnje 
radnika, pa se upotrebljavaju sve manje. 

Kontinualne miješalice za žilave mase. Miješalice koje rade 
diskontinualno nisu najprikladnije za kontinualne procese u 
kojima se nastoji održati najpovoljnije stacionarno stanje pro- 
izvodne linije. Za te su svrhe konstruirane kontinualne miješa- 
lice, koje ili miješaju samostalno, ili se ugrađuju u proizvodne 
linije između diskontinualnih miješalica i strojeva za dalju pre- 
radbu mješavine. Najpoznatije diskontinualne miješalice za ži- 
lave mase, koje se često upotrebljavaju u preradbi plastičnih 
masa, jesu ekstruderi i ko-kneaderi. 

Ekstruderi (sl. 20) su strojevi koji imaju vratilo s konti- 
nualnom spiralnom pužnicom u glatkom cilindričnom kućištu. 
Promjer je vratila sve veći, a korak njegove pužnice sve manji 
prema izlazu iz stroja. 


3 


2 


SI. 20. Princip konstrukcije ekstrudera. / zagonski sklop, 2 vra- 
tilo s pužnicom, 3 kućište, 4 usipni lijevak, 5 ispusna glava 


Zbog toga se na njenom putu prema izlazu, rotacijom vra- 
tila povećava tlak u masi koja se miješa. Ako se mješavina 
direktno upućuje u finalnu obradu, izbrizgava se iz glave ekstru- 
dera kao traka, a ako se skladišti kao poluproizvod za dalju 
preradbu, istiskuje se kao snop kružnih profila, koji se zatim 
režu u granulat s valjkastim česticama. Za uspješnije miješanje 
konstruirani su i ekstruderi sa dvije pužnice. Kućište se ekstru- 
dera može grijati ili hladiti po segmentima. 
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Ko-kneader (engl. kneader gnjetalica, sl. 21) ima rotirajuće 
vratilo sa spiralno postavljenim, zakošenim zupcima. Njihov je 
sustav zapravo isprekidana pužnica, pa gura materijal prema 
ispustu. Vratilo je smješteno u cilindričnom kućištu, koje je 
iznutra također nazubljeno. Zupci se vratila giblju između zubaca 
kućišta. Uz rotiranje, vratilo se giblje i aksijalno, naprijed-natrag, 


Sl. 21. Ko-kneader. / kućište, 2 vratilo, 3 zupci vratila, 4 sta- 
cionarni zupci, 5 usipni koš, 6 ispust, 7 prijenosnik, 8 za- 
gonska remenica 


što intenzivira miješanje. Ko-kneaderi mogu izmiješati i neko- 
liko tona vrlo žilavoga plastičnog ili gumenog materijala na sat. 


MIJEŠANJE ČVRSTIH SIPKIH MATERIJALA 


Mnogi od već opisanih strojeva za miješanje žilavih materi- 
jala mogu miješati i čvrste, sipke materijale. Međutim, oni nisu 
najprikladniji i obično su predimenzionirani za te svrhe, kako 
s obzirom na čvrstoću konstrukcije tako i s obzirom na utrošak 
snage. Specijalizirane miješalice za te svrhe jesu strojevi s heli- 
koidalnim vrpčastim mješalima i rotirajuće posude za prevrtanje 
materijala. 

Miješaliće s helikoidalnim, vrpčastim mješalima imaju hori- 
zontalna korita u kojima rotiraju vratila s helikoidalno po- 
stavljenim vrpcama (sl. 22). Te vrpce prevrću materijal i po- 
kreću ga u horizontalnom pravcu tamo-amo. Ti strojevi mogu 
raditi diskontinualno (šaržno) ili kontinualno, pri čemu je ulaz 
materijala na jednoj, a izlaz na drugoj strani korita. Utrošak 
je snage tih miješalica mnogo manji nego miješalica za vrlo 
viskozne materijale. 


Sl. 22. Helikoidalna vrpčasta mješala 


b 
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Sl. 23. Obrisi rotirajućih posuda za miješanje čvrstih sipkih materijala: a cilin- 
drična horizontalna, b cilindrična koso položena, « heksagonalna, d kockasta, 
e dvostožasta, f dvocilindrična posuda 


Rotirajuće posude (sl. 23) prevrću materijal i miješaju ga 
također u horizontalnom pravcu. Mogu biti različitog oblika 
i postavljene horizontalno ili pod nekim kutom. Brzina vrtnje 
tih miješalica mora biti podešena tako da ne pređe granicu 
iznad koje se materijal priljubi uz stijenke zbog djelovanja 
centrifugalne sile. To ovisi o veličini i gustoći čestica. Ti stro- 
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jevi troše nešto manje snage nego miješalice sa vrpčastim mje- 
šalima i rade samo diskontinualno. 


LIT,: WW. J. Mead, Chemical process equipment. Rcinhold Publishing 
Co., New York 1964. — W, M. Uhl, G. B. Grav, Mixing. Academic Press, 
Londo 1966. — /. Paxlotski, Dic Ahnlichkcit in der physikalisch-technischen 
Forschung. Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York 1971. — J. Perrv, 
Chemical engineering handbook. McGraw-Hil- Book Co., New York-San 
Francisco-Toronto-London-Svdney 51973. 
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MIKROSKOP, optički instrument koji stvara povećanu 
sliku predmeta. Slika se može promatrati izravno, na ekranu 
za projiciranje, ili se može snimati fotografskim aparatom, film- 
skom ili televizijskom kamerom. Pri tom se primjenjuje svjetlost 
ili blisko ultraljubičasto i infracrveno zračenje. Uzorci mogu biti 
prozirni i neprozirni. Moć razlučivanja optičkog mikroskopa, 
a time i korisno povećanje, ograničeno je valnom duljinom 
upotrijebljene svjetlosti. 

Naziv mikroskop potječe od grčkih riječi uixgoc mikros 
malen i sxon€ow skopeo gledam. 


Već je u starom vijeku bilo poznato povećavanje slike predmeta pomoću 
optičkih leća i staklenih kugla napunjenih vodom. Prvi zapis o tome iz 1000. g. 
opisuje pokuse Arapina Ibn Al-Haithama (polatinjeno Alhazen) s malim segmen- 
tima staklenih kugla. Engleski filozof i prirodoslovac R. Bacon otkrio je (1267) 
da mali segmenti staklenih kugla, kao stakla za povećavanje, pomažu osobama 
slabijeg vida. Tako su nastale naočale. Približno tri stoljeća poslije toga nema 
većih doprinosa u razvoju leća. Poslije tog razdoblja radilo se na sustavima 
za povećanje s dvije leće (leća bliža predmetu nazvana je objektiv, a druga, 
bliža promatraču, okular). To je osnova za složene današnje mikroskope. Ne zna 
se sa sigurnošću tko je pronalazač mikroskopa. Prema nekim izvorima smatra 
se da su to otac i sin, Hans i Zacharias Jansen iz Middelburga (Nizozemska, 
1590) pronalazači teleskopa. Objektiv i okular nisu tada činili cjelovit sustav, 
ali je bilo poznato da se promjenom njihove međusobne udaljenosti teleskop 
može upotrijebiti i kao mikroskop. Prema drugim izvorima, za otkriće mikro- 
skopa je zaslužan Cornelius Jacobszoon Drebbel (1572-——1634) iz Alkmaara. 
U prvoj polovici XVII st., s razvojem leća s većom moći povećavanja, sve se 
više upotrebljavao jednostavni mikroskop, nazvan lupa. U početku lupa se upo- 
trebljavala više nego složeni mikroskop, jer je njegova upotreba bila ograničena 
zbog velikih kromatskih aberacija. A. van Leeuwenhoek (1632——1723), nizozemski 
brusač stakla, veoma je zaslužan za razvoj jednostavnih mikroskopa. On je 
lećom promjera 1 mm postigao povećanje do 270 puta i pomoću nje otkrio 
infuzorije, eritrocite, bakterije i dr. Dalja otkrića u anatomiji postigao je M. 
Malpighi (1628—1694), talijanski liječnik i prirodoslovac, koji se smatra i 
osnivačem mikroskopske anaton:ije. R. Hook (1635) konstruirao je složeni 
mikroskop veoma dobrih kvaliteta. On je prvi upotrijebio umjetno svjetlo, 
uljnu svjetiljku, kojom je prekc staklene kugle ispunjene vodom i sabirne 
leće osvjetljavao uzorak. Tada rije bila poznata mogućnost otklanjanja kro- 
matske aberacije. Zbog toga su se poboljšanja odnosila uglavnom na mehanički 
dio i način osvjetljivanja. Tako j: Divine iz Rima konstruirao cjelovit mikro- 
skopski sustav od više čvrsto povezanih leća. S. J. i J. J. Muschenbroek 
upotrijebili su sustav izmjenljivih leća različitih fokusa i poboljšali mehanički 
dio mikroskopa. C. A. Tortona >rimijenio je metodu prosvjetljivanja uzorka, 
a F. Bonnani, iz Italije, optičku klupu i uređaj za osvjetljivanje. N. Hartsoker, 
iz Nizozemske, konstruirao je mikroskop od dva spojena tubusa. U jednome 
su izmjenljive leće i zasun objektiva, a u drugome ostale leće i sustav za 
osvjetljivanje. Izoštrava se pomoću navoja na tubusu. J. Marshall (oko 1700. 
god.) konstruirao je mikroskopski sustav koji se može zakretati i naginjati 
ovisno o promatranju uzorka. Sredinom XVIII st. prestaje dominacija jedno- 
stavnih mikroskopa nakon što su postavljeni teorijski temelji akromatizacije. 
L. Euler (1771) postavio je teorijsku osnovu akromata, a nakon toga je N. 
Fueb proračunao akromatski objektiv, a F, G. Beeldsnyder ga je prvi konstru- 
irao. Novo razdoblje u razvoju tehničke optike otvorio je J. Fraunhofer 
(1787—1826). On je ispitivao svojstva stakala i proučavao utjecaj njihove kom- 
binacije na disperziju svjetlosti. Definirao je standardne valne duljine (tzv. 
Fraunhoferove linije) kojima se opisuje disperzijsko svojstvo različitih vrsta 
stakla. Time je olakšano proračunavanje akromatskih sustava. Sellique (1824) 
zajedno s J. i C. Chevalierom (ocem i sinom) konstruirali su mikroskop 
od više parova akromatskih leća spojenih u nizu po prvi put kanadskim 
balzamom, čime su postigli znatna poboljšanja. G. B. Amici (1786—1863), osim 
slaganja akromatskih parova leća različitih žarišnih daljina u kompaktni sustav, 
načinio je i objektiv s korekcijom pogreške pokrovnog stakla. Njegovi suhi 
objektivi s polukuglastom prednjom lećom nadmašili su sve prijašnje objektive. 
Također je prvi počeo upotrebljavati imerzijsku tekućinu, A. Ross (1837) uvodi 
korekcijske prstene za različite debljine pokrovnog stakla. Zahvaljujući svim 
tim poboljšanjima, jednostavni je mikroskop izgubio prednost i upotrebljavao 
se samo za slaba povećanja. Razvoj kemije pridonosi daljem razvoju mikroskop- 
ske tehnike, zahvaljujući bojilima kojima su se preparirali uzorci. Uvođenjem 
homogene uljne imerzijske tekućine i Abbeova aparata za osvjetljivanje postiže 
se znatno poboljšanje u mikroskopskoj tehnici. 

Za dalja otkrića u citologiji, histologiji i bakteriologiji bili su potrebni 
mnogo kvalitetniji mikroskopski sustavi. Novo razdoblje u razvoju mikrosko- 
pije počinje pojavom njemačkog matematičara i fizičara E. Abbea (1840—1905), 
koji je razradio teoriju stvaranja slike mikroskopom. Potpuno je proračunao 
optički sustav i definirao moć razlučivanja mikroskopa kao funkciju valne 
duljine svjetlosti i numeričke aperture. Abbe upotrebljava i leće od specijalnih 
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kristala kao novu vrstu optičkog medija. Proračunao je i prvi apokromatski 
objektiv. Za razliku od akromatskog objektiva, koji je korigiran samo za dvije 
boje, apokromatski je korigiran za tri boje. Zahvaljujući Abbeu kao teoretičaru 
i C. Zeissu kao izvođaču mnogo su poboljšana optička svojstva mikroskopa 
i razrađeni postupci za serijsku izradbu visokokvalitetnih mikroskopskih objek- 
tiva. Daljem poboljšanju mikroskopske slike pridonijela je upotreba zračenja 
kraćih valnih duljina, i to najprije ultraljubičastog, kasnije rendgenskog, a: 
zatim slijedi i upotreba elektronskog snopa. Budući da obično staklo ne 
propušta ultraljubičasto zračenje, M. Rohr (1902) upotrijebio je specijalni objek- 
tiv od taljenog kremena, korigiran samo za uski snop valnih duljina. Zbog 
toga se može upotrebljavati samo monokromatsko zračenje. Upotrebom zra- 
čenja valne duljine — 260 nm moć se razlučivanja udvostručuje. Počinje se upo- 
trebljavati i tehnika s tamnim poljem. Tada u objektiv dolazi samo svjetlost 
s uzorka, a ne dopire izravno pobudno zračenje. 

Poseban je postupak mikroskopije tamnog polja ultramikroskopija prema 
H. Siedentopfu i R. Zsigmondyju, koja je omogućila proučavanje koloida. 

H. F. Talbot (1834) konstruirao je prvi polarizacijski mikroskop. Osni- 
vačem polarizacijske mikroskopije neprozirnih uzoraka smatra se američki 
metalurg W. Campbell, koji je već 1906. sistematski istraživao rudače. Prvi 
takav mikroskop je razvio M. Berek (1914). Paralelno s polarizacijskom mikro- 
skopijom razvija se i mikroskopija metala. Već 1863. H. C. Sorby i F. H. 
Wenham razvijaju vertikalni iluminator. H. Le Chatelier razvija metalurški 
mikroskop inverznog tipa. Početkom XX st, smatralo se da je razvoj mikro- 
skopije, a osobito mikroskopske optike, zaključen upotrebom apokromata i uljne 
imerzijske tekućine. Da to nije tako, pokazalo je otkriće faznog kontrasta, 
za koje je zaslužan nizozemski fizičar F. Zernike (Nobelova nagrada 1953). 
Zahvaljujući faznom kontrastu mogle su se prozirne žive stanice promatrati 
bez oštećenja. 

Pri fotografiranju akromatima i apokromatima mogao se izoštriti samo 
središnji dio slike, dok je ostatak slike, zbog zakrivljenosti polja slike, ostao 
neoštar. H. Boegehold (1938) uspio je izravnati zakrivljenost polja slike. U tu 
svrhu su razvijeni planobjektivi kao što su planakromati i planapokromati. 
Od mikroskopskih postupaka koji su u posljednjim godinama imali osobito 
značenje treba još spomenuti fluorescentnu i interferentnu mikroskopiju te mikro- 
fotometriju. Već na temelju prvih opažanja vlastite fluorescencije u ultralju- 
bičastom mikroskopu izgradili su C. Reichert i O. Heimstadt (1911), te C. 
Zeiss i H. Lehmann (1913) prvi praktični fluorescentni mikroskop s električnim 
lukom kao svjetlosnim izvorom. Ta mikroskopska metoda omogućuje dokazi- 
vanje i veoma malih količina neke tvari koje bi fluorescirale osvijetljene zrakama 
kratkih valnih duljina (plavi i ultraljubičasti dio spektra). Budući da je vlastita 
fluorescencija neznatna, nisu dobivene svijetle fluorescentne slike. Ako, međutim, 
u uzorku ne postoje fluorescentne tvari, može se često preparat obogatiti 
fluorokromima, kako bi se povećala svjetlina slike, odnosno dokazala neka tvar 
u uzorku. S tim u vezi je uvođenje vitalne fluorescentne mikroskopije (P. 
Ellinger i H. Hirt, 1929), fluorokromiranje (H. Haitinger, 1938), akridinoranž 
kao vitalni fluorokrom (S. Strugger, 1944) i otkriće imuno-fluorescencije (A. H. 
Coons i M. H. Kaplan, 1950). 

Interferentni mikroskop relativno je star; već je Sirks (1878) opisao prvi 
interferentni mikroskop za prolazno (transmitirano) svjetlo. Kasnije, otprilike 
tridesetih godina našeg stoljeća primjenjivana je interferentna mikroskopija za 
kontrolu obrađenih površina (interferentna mikroskopija neprozirnih uzoraka). 
Tek je pomoću novih postupaka za izradbu leća u posljednjih tridesetak godina 
omogućena konstrukcija interferentnih mikroskopa za prozirne i neprozirne 
uzorke. 


OPTIČKI SUSTAV MIKROSKOPA 


Optičko povećavanje slika postiže se lećama i zrcalima. 
Obično se mikroskop tumači pomoću leća, a ne pomoću zrcala. 
To je vjerojatno zbog toga što su prvi jednostavni mikroskopi 
bili dioptrijski, tj. s lećama, a i zbog toga što je većina da- 
našnjih mikroskopa dioptrijskog tipa. 

Princip optičkog povećavanja. Leće kao i zrcala mogu biti 
konvergentne i divergentne (v. Optika). Pomoću konvergentne 
leće može se preslikati promatrani predmet. Slika, što ovisi 
o udaljenosti leće od predmeta, može prema dimenzijama biti 
jednaka predmetu, manja ili veća od predmeta, a prema svojoj 
prirodi može biti realna (može se uhvatiti na zastoru) i virtualna 
(može se promatrati okom gledajući kroz leću). 

Kad se želi dobiti realna povećana slika predmeta, on mora 
biti udaljen od leće jednu do dvije žarišne daljine. Slika je 
tada obrnuta (sl. 1). Omjer duljine B predmeta na slici i 
duljine predmeta A jednak je omjeru udaljenosti slike [i 


SI. 1. Optička shema stvaranja realne slike konvergentnom lećom. 

Leća je prikazana pojednostavnjeno kao tanka leća. Pomoću 

stvarnih leća slika se konstruira prema glavnoj ravnini leće, ali je 

princip konstrukcije isti (v. Optika); P predmet, S slika, F žarište, 

f žarišna daljina, p udaljenost predmeta od leće, ! udaljenost slike 
od leće, A visina predmeta, B visina slike 
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udaljenosti predmeta p od leće, a naziva se linearnim pove- 
ćanjem m: 

m=>=—. 1 

ae () 


Kad je udaljenost predmeta od leće manja od žarišne daljine, 
slika je virtualna, povećana i uspravna (sl. 2). Ako je predmet 
u žarištu, slika je u beskonačnosti. 


Sl. 2. Optička shema stvaranja virtualne slike konvergentnom lećom. 
Kada je predmet u žarištu, slika u je u beskonačnosti. Oznake su 
kao na sl. 1 


Povećalo (lupa). Kad se žele proučavati sitne pojedinosti 
na predmetu, predmet se prinosi bliže oku. Tada se poveća 
kut pod kojim se vide pojedinosti. Predmet je moguće pribli- 
žiti oku do neke minimalne udaljenosti; daljim približavanjem 
predmet se vidi sve manje oštro, jer je oko samo ograničeno 
sposobno za prilagođivanje. Minimalna udaljenost predmeta od 
oka dok je slika još oštra naziva se udaljenošću jasnog vida. 
Za zdravo oko dogovorno se uzima da je ta udaljenost 
lo = 25 cm. Da bi se mogle promatrati pojedinosti sitnije od onih 
koje se vide na udaljenosti jasnog vida, upotrebljavaju se optička 
pomagala. Povećalo ili lupa je najjednostavnije takvo pomagalo 
koje se naziva još i jednostavnim mikroskopom. 

Povećalo je konvergentna leća. Pri promatranju povećalo se 
postavlja tik do oka, a promatra se virtualna slika predmeta 
koja nastaje između udaljenosti jasnog vida i beskonačnosti. 
Kutno povećanje povećala y omjer je tangensa kuta u' pod kojim 
se vidi predmet kroz povećalo i tangens kuta u pod kojim se 
vidi predmet na udaljenosti jasnog vida (sl. 3), pa je 


tanu' 


"= a (2a) 
tanu 


Pa lo=25 cm BI 
UI 


Ć 


SI. 3. Prikaz djelovanja povećala. a predmet promatran okom na 

daljini jasnog vida vidi se pod kutom u, b promatranjem istog 

predmeta kroz povećalo vidi se povećana slika predmeta koja je na 

udaljenosti jasnog vida pod većim kutom, u' > u, c slika je u besko- 
načnosti kad se predmet nalazi u žarištu 
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Iz geometrijskih odnosa na sl. 3 dobiva se da je tanu' = 


= FP a tanu =. pa je kutno povećanje povećala 
o 


“s U 
g 

gdje je lo udaljenost jasnog vida, a f žarišna daljina. 

Što je žarišna daljina manja, povećanje je veće. Tako bi se, 
naizgled, uz smanjivanje žarišne daljine, moglo postići bilo koje 
povećanje. Međutim, zbog aberacije obične leće (v. Optika) i 
zbog konačnih dimenzija slogova leća (sl. 4), moguće je postići 
najveće povećanje od _—25 puta uz kvalitetnu sliku. 


(2b) 


a b Cc 


SI. 4. Tipovi povećala: a bikonveksno, b dublet, 
€ Coddingtonovo, d Hastingsov triplet, e akromat 


E 


Složeni mikroskop. Veća povećanja od onih koja se mogu 
postići povećalom postižu se pomoću optičkog sustava nazva- 
nog složeni mikroskop ili, jednostavno, mikroskop. 

U principu mikroskop se sastoji od dviju leća od kojih 
svaka povećava sliku predmeta. Leća bliže predmetu naziva 
se objektivom, a ona bliže oku okularom. Objektiv stvara realnu 
povećanu sliku predmeta u žarišnoj ravnini okulara. 

Okular djeluje kao povećalo i ono od realne slike stvara 
virtualnu povećanu sliku u beskonačnosti (sl. 5). Udaljenost 
g između stražnjeg žarišta objektiva i prednjeg žarišta okulara 
zove se optička duljina mikroskopske cijevi. 


Objektiv E 


Sl. 5. Složeni mikroskop. Objektiv stvara realnu povećanu sliku predmeta 
u žarišnoj ravnini okulara. Okular stvara od te slike virtualnu sliku u 
beskonačnosti 


Ukupno kutno povećanje M mikroskopa definira se kao om- 
jer tangensa kuta u' pod kojim se vidi konačna slika i tangensa 
kuta u pod kojim se vidi predmet na udaljenosti jasnog vida l4: 


tanu' 
M = A 


(3a) 


Iz geometrijskih odnosa na sl. 5 dobiva se da je tanu =, 
1 0 

tanu“ =, pa je 

J2 
M = g F lo , 
y fh 
gdje je y visina predmeta, y' visina slike stvorene objektivom, 
a f, žarišna daljina okulara. Prvi član je linearno povećanje 
objektiva (1), a drugi kutno povećanje okulara (2b), pa je ukupno 
povećanje mikroskopa jednako umnošku linearnog povećanja 
objektiva i kutnog povećanja okulara 


(3b) 


(30) 


Naizgled, višestrukom kombinacijom takvih optičkih sustava 
moglo bi se postići bilo koje povećanje. Međutim, nakon nekog 
povećanja, daljim povećanjem ne razlučuju se više fine pojedinosti 
uzorka. Zbog toga za optički mikroskop nije bitno koliko 


M =my. 
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se povećanje može postići, nego koliko se male pojedinosti još 
mogu razlučiti, odnosno kolika je moć razlučivanja. 

Moć razlučivanja. Valnom prirodom svjetlosti ograničena 
je moć razlučivanja mikroskopa. To se vidi pri preslikavanju 
točkastog izvora lećom realnih dimenzija kojoj su korigirane sve 
aberacije (v. Optika). Slika točkastog izvora nije točka nego 
svijetli disk (tzv. Airyjev disk) konačnih dimenzija, okružen 
prstenima sve manje intenzivnosti (sl. 6). 


_— Amplituda 


0,5 -— Intenzitet 


Relativni intenzitet 


Airyjev disk s prstenoyima 


SI. 6. Difrakcijska slika točkastog izvora dobivena lećom realnih 

dimenzija s korigiranim aberacijama. Slika točkastog izvora nije točka, 

nego disk (Airyjev disk) okružen prstenima. Svjetlo je monokromatsko, 

Funkcije koje opisuju raspodjelu amplitude i intenziteta po kutu 
Besselove su funkcije prvog reda 


Kutni polumjer Airyjeva diska A9 ovisi prema difrakcijskoj 
teoriji (v. Optika) o valnoj duljini svjetlosti A, polumjeru otvora 
leće ra i indeksu loma sredstva n', pa je 
ca 4 (4) 

Hro 

Pri promatranju dvaju bliskih točkastih izvora objektiv mik- 
roskopa preslikava dva točkasta izvora u dva Airyjeva diska 
s prstenima. Prema Rayleighu (v. Optika) dva točkasta izvora 
moguće je razlučiti kao dva odvojena izvora ako su njihove 
slike koje stvara objektiv, tj. njihovi Airyjevi diskovi razmaknuti 
na udaljenosti polumjera Airyjevih diskova, tj. ako maksimum 
difrakcijske konture prvog točkastog izvora pada u prvi mi- 
nimum difrakcijske konture drugog točkastog izvora (sl. 7). 


A9 m Asino = 


0,81 


SL. 7. Grafički prikaz Rayleighova kri- 

terija za razlučivanje dvaju točkastih 

izvora (a) i slika dvaju točkastih iz- 

vora na Rayleighovoj granici razluči- 
vanja (2) 


Intenzitet 


ln 
e) 
—1 


din 


SI. 8. Djelovanje realnoga mikroskopskog objektiva sastavljena od 
dva akromatska dubleta. n indeks loma sredstva u kojemu su 
točkasti izvori i prednja ploha objektiva, n' indeks loma sredstva 
u kojem se formira slika. Izlazni otvor objektiva projicira se na 
drugu glavnu ravninu H', u kojoj projekcija otvora ima polu- 
mjer ro. 9m maksimalni polukut svjetlosnog konusa koji izvire 
iz točkastog izvora i pada na objektiv, Xmin minimalni razmak iz- 
među slika dvaju točkastih izvora koji se nalaze na Rayleighovoj 
granici razlučivanja, H i H' glavne ravnine objektiva, dnin mini- 
malni razmak dvaju točkastih izvora koji se još razlučuju kao dva 
odvojena izvora 


Ako se točkasti izvori nalaze u sredstvu indeksa loma nm, 
koje dodiruje objektiv, svjetlosni konus koji izvire iz točkastog 
izvora i još ulazi u objektiv ima polukut 3,, (sl. 8). Prema 
difrakcijskoj teoriji, dva točkasta izvora koja se prema Rey- 
leighovu kriteriju još mogu razlučiti nalaze se na udaljenosti 


0,612 
om (5) 


1 < 
nsinJ 


“min 
Recipročna vrijednost 1/dnjn zove se moć razlučivanja mikro- 
skopa, a određuju je tri parametra: valna duljina zračenja, 
indeks loma i kut svjetlosnog konusa. 

Valna duljina zračenja. Što je valna duljina kraća, razlučivanje 
je veće. To je ograničeno osjetljivošću ljudskog oka, koje vidi 
najkraće valne duljine do 400 nm (ljubičasto). Upotrebom foto- 
grafijeioptoelektroničkih pretvarača osjetljivih na ultraljubičasto 
područje spektra povećava se moć razlučivanja. 

Indeks loma sredstva u kojemu se nalaze prednja ploha ob- 
jektiva i uzorak ograničuje moć razlučivanja. On je pri imer- 
zijskom postupku, tj. kad dielektrično sredstvo u kojemu se 
nalazi uzorak dodiruje objektiv, ograničen do vrijednosti od 
= 1,5. 

Svjetlosni konus koji pada na objektiv teorijski iznosi 
9 =90%. Međutim, ostvarena je vrijednost 3, = 72", pa je 
sin 9, = 0,95. 

Razmak je dvaju točkastih izvora koji se još mogu razlučiti 
jednak približno polovini valne duljine upotrijebljene svjetlosti. 

Numerička apertura. Nazivnik u relaciji (5) važno je svojstvo 
mikroskopa. Zove se numerička apertura (zaslon, otvor) An = 
= nsin9,. Numerička apertura ispisuje se na objektivima uz 
oznaku N/A. Relacija (5) za moć razlučivanja može se izraziti 
numeričkom aperturom 


din ni Toda (6) 


Numerička apertura mjera je moći razlučivanja objektiva i op- 
ćenito je najvažniji podatak pri izboru mikroskopskih objektiva. 
Slična je relativnoj aperturi (zaslonu) fotografskih objektiva (v. 
Fotografija, TE 5, str. 532), a odnosi među njima navedeni su 
u tabl. 1. 


Tablica 1 


ODNOS NUMERIČKE I NJOJ PRIPADNE 
RELATIVNE APERTURE 


Numerička apertura Relativna apertura 
mikroskopskog objektiva <“ (zaslon) fotografskog 
(An ili NA) objektiva 
0,10 1/5,0 
0,25 f/20 
0,50 J/10 
0,65 fl0.77 
1,0 f/0,5 
1,4 110,36 
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N.A.=0,65 
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ELA) 
wr 


9=40,5* 9=48,5* 


N.A.=0,75 


SI. 9. Mikrofotografije istog uzorka snimljene s jednakim povećanjem, ali s različitim numeričkim aperturama. Zapaža se više finih pojedi- 
nosti s porastom numeričke aperture. Iznad fotografija vide se kutovi konusa svjetlosnih zraka koje padaju na prednju leću objektiva 


Velika numerička apertura nije potrebna samo da se dobije 
veća količina svjetla, što je potrebno za fotografske objektive, 
nego u prvom redu zbog razlučivanja. Uz jednako povećanje 
zapaža se razlika u raspoznavanju sitnih pojedinosti pri proma- 
tranju istog objekta objektivima veće i manje numeričke aperture 
(sl. 9). 

Imerzija. Moć razlučivanja razmjerna je indeksu loma sredstva 
u kojemu se nalazi uzorak (5). Da bi se postiglo maksimalno 
razlučivanje, upotrebljavaju se sredstva koja imaju veći indeks 
loma od zraka, npr. ulje s indeksom loma n=1,51. Takvo 
povećanje moći razlučivanja naziva se imerzijom (uranjanjem). 
Osim povećanja razlučivanja, time se povećava i kut svjetlosnog 
konusa koji izvire iz uzorka, a hvata ga objektiv (sl. 10). 


#8. 2 
objektiv 
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SI. 10. Put svjetlosne zrake koja pada na objektiv. a suhi objektiv, b 
imerzijski objektiv 


Moć razlučivanja oka. Ljudsko je oko prijamnik slike koju. 


stvara optički instrument, pa su vrlo važne njegove optičke 
mogućnosti kao nastavka optičkog instrumenta. Pri tom se misli 
na zdravo ljudsko oko, s daljinom jasnog vida 250 mm, promjera 
jabučice 25 mm, promjera zjenice 2mm (kad su najbolje korigi- 
rane aberacije oka) i indeksa loma n' = 1,33 stakline u oku. 
Opažanje se izvodi uz svjetlost valne duljine A = 550nm, na 
koju je oko najosjetljivije. Numerička apertura oka je umnožak 
sinusa kuta pod kojim se s udaljenosti jasnog vida vidi polu- 
mjer zjenice (R = 1 mm) i indeksa loma okoliša (zrak n =1,0), 
pa je 

An = nsin9,, = 0,004. (7) 
Prema Rayleighu razlučivanje oka iznosi 
0,614 _ 0,61 + 550 10-* 
AN 0,004 


=84.10-m=84um, 


p 
£ 


ili zaokruženo 


(8) 


Ljudsko oko razlučuje dvije točke ako su razmaknute 0,1 mm 
na udaljenosti jasnog vida. Kut pod kojim se vide točke iznosi 
1", To znači da su na mrežnici oka slike dvaju točkastih pred- 
meta razmaknute približno deset puta manje, zbog smanjenja li- 
nearnih dimenzija pri preslikavanju (sl. 11). Razmak —0,01 mm 
između središta Airyjevih diskova na mrežnici odgovara razmaku 
čunjića u fovei, što znači da je struktura oka dobro prilagođena 
njegovu optičkom razlučivanju. Daljim povećanjem otvora zje- 
nice povećava se numerička apertura, ali naglo pada kvaliteta 
slike zbog povećanja aberacija, pa se smanjuje moć razlučivanja. 


z=0,1mm. 


: 250mm 


ho 25mm + 


SI. 11. Optička shema gledanja okom na udaljenosti jasnog vida. Transverzalne 
dimenzije veoma su povećane 


Okular 
Nzrak=100 


Sl. 12. Optička shema za normalno povećanje. Promjer izlaznog otvora mikro- 
skopa jednak je otvoru zjenice oka 


Normalno povećanje. Kad je promjer izlaznog otvora mikro- 
skopa jednak promjeru zjenice oka, smatra se da je povećanje 
mikroskopa normalno. Linearno povećanje objektiva, prema 
Abbeovu sinusnom uvjetu (v. Optika), iznosi 


nsinu 


(9) 


sinu" * 
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gdje je u maksimalni upadni kut zrake iz uzorka na objektiv 
mikrosk opa, u" kut zrake pri izlazu iz objektiva, a n indeks loma 
sredstva u kojem je uzorak. Kako je kut u“ mali, prema sl. 12 
približno vrijedi 
: R 
sinu" =F' (10) 
gdje je R polumjer zjenice, a f žarišna daljina okulara. 
Normalno povećanje mikroskopa definira se prema (3c), uz 
pretpostavku da su promjeri zjenice i izlaznog otvora mikro- 
skopa jednaki, pa je uzevši u obzir i (2b) 
IGRE 
M, = —nsinu. 
R 


(11) 


Maksimalne numeričke  aperture iznose: za objektiv 


A = nsinu, a za oko A 


N, max (objektiv) —,pa je normalno 
0 


N,max(oko) = ] 


povećanje mikroskopa omjer tih maksimalnih numeričkih 
apertura 
AN bjekti 
M, žZ ,max(obje tiv) 


(12) 
Bi max (oko) 


Uz maksimalnu numeričku aperturu oka, koja prema relaciji 
(7) iznosi 0,004, normalno je povećanje mikroskopa M, = 
= 250 Argobjektivy Međutim, takav je rad s maksimalnim razlu- 
čivanjem oka vrlo naporan. Mnogo je udobnije raditi s razlu- 
čivanjem —0,25:--0,3mm na udaljenosti jasnog vida. Tada je 


"no 
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SI. 13. Izgled tzv. školskog mikroskopa. / okular, 2 tubus mikroskopa, 3 re- 
volver s objektivima, 4 objektivi, 5 mehanički stol, 6 zrcalo, 7 postolje mikro- 
skopa, 8 regulator izoštravanja, 9 regulator nagiba 


Ar(oko) £ 107, pa je M = 10% A_qvjekiy« Iako svako dalje pove- 
čanje ne pridonosi razlučivanju pojedinosti, ipak se upotreblja- 
vaju i veća povećanja, kada ima dovoljno svjetla, radi udob- 
nijeg rada s mikroskopom. Tada izlazni otvor mikroskopa može, 
naime, biti veći od promjera zjenice oka te malim pomicanjem 
glave opažača neće oko izaći iz svjetlosnog snopa koji dopire 
iz okulara. Također, lakše je pregledavati veću sliku, iako ona 
nema više pojedinosti. 


MEHANIČKI DIJELOVI MIKROSKOPA 


Mehanički dijelovi mikroskopa, kao što su postolje, tijelo 
mikroskopa, stol, revolver s objektivima i dr., nose optičke i 
električne dijelove mikroskopa. Prema građi postoje vrlo jedno- 
stavni mikroskopi, npr. školski mikroskopi (sl. 13), složeniji 
(sl. 14) i vrlo složeni, npr. istraživački mikroskopi. 


SI. 14. Presjek suvremenog mikroskopa. 
1 izlazni otvor (pupila) mikroskopa, 2 
vertikalni foto-tubus (nastavak za foto- 
-kameru), 3 okular, 4 regulator razmaka 
binokulara prema razmaku zjenica, 5 dje- 
litelj snopa s binokularnim sustavom, 6 
tubus mikroskopa (optička glava mikro- 
skopa), 7 inklinacijska prizma (vizuelni 
rad ili foto-mikrografiranje), 8 ručica za 
pričvršćivanje i otpuštanje tubusa, 9 revol- 
ver s objektivima, 10 objektiv, 1/1 držač 
predmetnog stakla, 12 mehanički stol 
(predmetni stol), 13 kondenzor (akromat- 
ski), 14 aperturna dijafragma, 15 prsten 
za blokiranje pomicanja mehaničkog stola, 
16 pomoćna leća, 17 regulator grubog izoš- 
travanja, 18 regulator finog izoštravanja, 
19 prsten za umetanje filtra, 20 koaksijalni 
regulatori za horizontalno pomicanje me- 
haničkog stola, 2/ dijafragma svijetlog 
polja, 22 voltmetar, 23 postolje mikro- 
skopa, 24 glavni prekidač, 25 zrcalo, 26 
regulator napona žarulje, 27 dodatni op- 
tički sustav u iluminatoru za veliko ili 
malo povećanje, 28 kolektor, 29 toplinski 
filtar (nepropustan za toplinski dio zra- 
čenja), 30 svjetlosni izvor (niskonaponska 
volframska žarulja), 31 regulator dioptrije 
za svako oko, za sve razmake pupila 
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Postolje i tijelo mikroskopa. Mikroskop mora biti mehanički 
veoma stabilan jer se svaka vibracija objektiva mikroskopa 
prema predmetu promatranja povećava za povećanje mikroskopa. 
Postolje mora biti masivno i čvrsto povezano s tijelom mikro- 
skopa. U većine mikroskopa za znanstvena istraživanja dopuš- 
tene su maksimalne amplitude vibracija do 1 um između poje- 
dinih dijelova. Vibracije između postolja i tijela mikroskopa 
moraju biti još manje. Zato suvremeni mikroskopi imaju masivne 
i krute konstrukcije postolja i tijela mikroskopa. 


Grubo i fino izoštravanje. Stariji tipovi mikroskopa imaju 
nepomičan stol na koji se postavlja predmet promatranja (pred- 
metni stol), a izoštrava se pomicanjem tubusa mikroskopa. 
Suvremeni mikroskopi imaju učvršćen tubus na tijelu mikro- 
skopa, a predmetni je stol pomičan. 

Grubo se izoštrava zakretanjem para ručica za reguliranje. 
Okretom regulatora stol se pomiče nekoliko milimetara. Regu- 
latorima se zakreće zupčanik koji pomiče nazubljenu tračnicu 
vezanu za predmetni stol. Tračnica je pričvršćena na klizač 
kugličnim ležajem. 

Fino se izoštrava regulatorima koji su smješteni koaksijalno 
s regulatorima za grubo izoštravanje. Jednim okretom regulatora 
stol se pomiče za —0,1mm. To je izoštravanje usklađeno s 
izoštravanjem objektiva velikog povećanja, tj. do dubinske 
oštrine od 0,2 um. Za tako precizno izoštravanje upotrebljavaju 
se različite kombinacije zupčanika za reduciranje pomaka. 

Revolver s objektivima. Svaki kvalitetniji mikroskop ima 
objektive smještene u revolveru na kojemu ima mjesta za dva 
do sedam objektiva (sl. 15). Objektivi se mijenjaju zakretanjem 


f A : 


SI. 15. Revolver s objektivima. Na njemu se nalazi niz 
objektiva različitih svojstava koji se u toku mikro- 
skopiranja mogu mijenjati zakretanjem revolvera 


revolvera. Ležaji moraju biti veoma precizni kako bi se os 
svakog objektiva poklopila s osi mikroskopa kad se objektiv 
postavi u radni položaj. Također je važno da slika ostane oštra 
ako se objektivi zamijene, tj. da jednom izoštrena slika ostane 
oštra pri namještanju revolvera na bilo koji od objektiva. 
Svojstvo da slika svakog od objektiva pada u žarište okulara 
zove se parafokalnost. 

Mehanički stol je dio mikroskopa na koji se postavlja staklo 
s predmetom (uzorkom). Ugrađeni manipulatori omogućuju 
brzo i precizno postavljanje uzorka u željeni položaj (sl. 16). 
Uzorak se može pomicati lijevo-desno (os x) i naprijed-natrag 
(os y) pomoću nazubljenih tračnica postavljenih na pokretnu 
pločicu stola i zupčanika pričvršćenih na manipulatoru. Za svaku 
os (smjer) postoji skala s nonijem koji omogućuje ponovno 
namještanje uzorka u vidno polje. Bolji mikroskopi imaju stol 
koji se može zakretati i oko osi mikroskopa. Klizni stol 
posebna je vrsta stola koji se sastoji od gornje klizne ploče 
paralelne s donjom čvrstom pločom. Gornja ploča pliva na 
sloju maziva i može se rukom glatko i precizno dovesti u 
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željeni položaj. Takav se stol ne može upotrebljavati kao meha- 
nički stol za sustavno istraživanje, ali omogućuje brzo i jedno- 
stavno namještanje uzorka. 


SI. 16. Koaksijalni manipulatori na meha- 
ničkom stolu. Pomoću zupčastog sustava 
stol se pomiče u dva međusobno okomita 
smjera u ravnini stola. Namještanje se 
kontrolira skalom s nonijem 


OPTIČKI DIJELOVI MIKROSKOPA 


Optički dijelovi mikroskopa izravno stvaraju ili doprinose 
stvaranju slike. To su sustav za osvjetljivanje, kondenzor, 
objektiv i okular, itd. (sl. 17). 


Sustav za osvjetljivanje 


Da bi se postiglo maksimalno razlučivanje objektiva, treba 
u objektiv uvesti toliki konus svjetlosti kolika je numerička 
apertura objektiva. Zato se za osvjetljivanje transparentnih 
uzoraka upotrebljava sustav za osvjetljivanje, sastavljen od 
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SL. 17. Osnovne optičke komponente složenog mikroskopa 


MIKROSKOP 


za 


541 


oši 


SI. 18. Ovisnost izgleda i kontrasta slike uzorka o aperturnoj dijafragmi. a potpuno otvorena aperturna dijafragma (slika je krvnih tjelešaca slabo 
kontrastna), b aperturna dijafragma otvorena 2/3 (slika krvnih tjelešaca ima najveći kontrast), c aperturna dijafragma otvorena više od polovice (zapaža 
se difrakcijska slika krvnih tjelešaca) 


svjetlosnog izvora, kolektora svjetla, dijafragme svjetlosnog 
polja, zrcala, aperturne dijafragme i mikroskopskog kondenzora 
kojim se izoštrava svjetlosni snop. Iako se pomoću aperturne 
dijafragme kondenzora može izoštravati konus svjetla kojemu 
je numerička apertura jednaka numeričkoj aperturi objektiva, 
obično sene upotrebljava puna numerička apertura osvjetljivanja, 
jer se kontrast smanjuje kad numerička apertura osvjetljivanja 
dostigne punu numeričku aperturu objektiva. Za promatranje 
visokokontrastnih uzoraka s vrlo sitnim pojedinostima nume- 
rička se apertura osvjetljivanja smanjuje do najmanje moguće. 
Posebno, ako je uzorak bez kontrasta, tj. razlikuje se od 
okoliša jedino različitim indeksom loma, primjenjuju se posebni 
postupci kao što su fazni kontrast i interferentni kontrast. 
Vrijednost numeričke aperture osvjetljivanja kontrolira se po- 
moću aperturne dijafragme ispod kondenzora. Ovisnost slike 
uzorka i kontrasta o aperturnoj dijafragmi prikazani su na 
sl. 18. 


Izvor preslikan u 
» ravninu uzorka 


Kolektor preslikan ka 7. 
_u ravninu uzorka Dijafragma 


svijetlog polja 


Izvor preslikart u 
“ aperturnu dijafragmu 


SI. 19. Osnovni postupci osvjetljivanja mikroskopskog uzorka. a kritično osvjet- 

ljivanje: pojedina točka izvora osvjetljuje pojedinu točku uzorka, tj. izvor je 

preslikan u ravninu uzroka, b Kohlerovo osvjetljavanje: pojedina točka izvora 

osvjetljuje cijeli uzorak, tj. izvor se preslikava u prednju žarišnu ravninu 
kondenzora 


Ako u sustavu za osvjetljivanje postoji dijafragma svijetlog 
polja pomoću koje se odabire osvijetljena površina dijela uzorka, 
kondenzor treba namjestiti tako da oštro preslikava dijafragmu 
svijetlog polja u ravninu uzorka. Taj otvor treba biti malo veći 
od vidnog polja mikroskopa. 

Postoji mnogo različitih načina osvjetljivanja, od kojih se 
najčešće primjenjuju metoda kritičnog i Kohlerova metoda 
osvjetljivanja. 

Kritično osvjetljivanje (Nelsonovo osvjetljivanje) jest osvjet- 
ljivanje kad se svjetlosni izvor preslikava neposredno na uzorak 
(sl. 19). Zbog toga treba da svjetlosni izvor ima jednoliku 
svjetljivost po cijeloj površini. Takvo se osvjetljivanje primjenjuje 
za velika povećanja, mikroprojekciju i fotomikrografiju, gdje je 
potreban jak i jednoličan snop. Presjek snopa odabire se pomoću 
aperturne dijafragme ispod kondenzora. 

Kohlerovo osvjetljivanje danas zamjenjuje kritično jer ima 
niz prednosti. Primjenom Kohlerova osvjetljivanja sjajna se 
ploha izvora pomoću sustava leća kolektora preslikava na ulaznu 
ravninu kondenzora gdje je smještena aperturna dijafragma 
(sl. 19b). Njenim se otvaranjem i zatvaranjem mijenja kut 
svjetlosnog konusa kojim se osvjetljuje uzorak (sl. 20). Prednost 
je u tome što postoji dijafragma svijetlog polja izvora, a nje- 
zinim se otvaranjem i zatvaranjem mijenja površina osvijetljenog 
dijela uzorka. Kondenzor preslikava dijafragmu polja izvora u 
ravninu uzorka, a ne samu sjajnu površinu izvora, kao što je 


Sl. 20. Izgled svjetlosnog snopa pri izlasku iz uzorka. Mijenjanjem otvora 
aperturne dijafragme svjetlosni konus može imati: a veći kut za objektive 
velike numeričke aperture (maksimalno otvorena aperturna dijafragma), b manji 
kut za objektive male numeričke aperture (minimalno otvorena aperturna 
dijafragma). Mijenjanjem otvora dijafragme svijetlog polja promjer snopa može 
biti: c širok za slabe objektive s velikim vidnim poljem (maksimalno otyore- 
na dijafragma), d uzak za jake objektive s malim vidnim poljem (minimalni 
otvor dijafragme) 
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to kod kritičnog osvjetljivanja. Svaka točka svjetlosnog izvora 
osvjetljuje cijelu površinu uzorka, pa se kao izvor može upo- 
trijebiti površina nejednolike svjetljivosti, npr. žarulja sa spiralom. 
I tada će površina uzorka biti jednoliko osvijetljena. Tako je 
proširena mogućnost izbora svjetlosnih izvora. M. Berek je po- 
kazao da su oba sustava teorijski jednaka u moći razlučivanja. 

Kondenzor. Svrha je kondenzora da jednolikim i određenim 
snopom osvijetli uzorak. Uglavnom se upotrebljavaju Abbeov 
i akromatski kondenzor. 

Abbeov kondenzor sastoji se od dviju leća. Gornja je polu- 
kuglasta, donja bikonveksna (sl. 21a). Kad se primjenjuje po- 
stupak imerzije, numerička apertura Abbeova kondenzora, iz- 
nosi 1,3, te time pokriva najveće numeričke aperture akro- 
matskog objektiva, a žarišna je daljina dovoljno velika da 


Predmetno staklo sa uzorkom 


Po a 


a b c 
SI. 21. Kondenzori za prozirne uzorke. a Abbeov kondenzor, b kon- 


denzor s promjenljivim žarištem (Abbeov kondenzor s pomičnom 
donjom lećom), c akromatski kondenzor 


8. 
€ 


SL 22 
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pokrije vidno polje slabog objektiva koji povećava deset puta. 
Iako nema korigiranu sfernu i kromatsku aberaciju, veoma je 
dobar za opća vizuelna promatranja. Kad je potrebno osvijetliti 
veće površine uzorka (za slabe objektive), primjenjuju se sljedeći 
postupci: a) otklanja se gornja (polukuglasta) leća Abbeova kon- 
denzora što se konstrukcijski omogućuje postavljanjem leće na 
zakretni nosač; b) dodaju se prikladne leće ispred aperturne 
dijafragme Abbeova kondenzora. To se postiže postavljanjem te 
leće na zakretni ili klizni nosač; c) spušta se donja leća 
dok se ne postigne široko osvijetljeno polje. Ako se leća toliko 
spusti da se žarišta gornje i donje leće poklope, dobiva se 
veoma širok snop svijetlog polja. To je kondenzor s promjen- 
ljivim fokusom (sl. 21b). 

Akromatski kondenzor_nadomještava nedostatke Abbeova 
kondenzora. Sastavljen je od nekoliko leća (sl. 21c). Nije 
prikladan za osvjetljivanje većih površina uzoraka, tj. pri upo- 
trebi slabih objektiva. Za numeričke aperture veće od 0,95 
treba da imerzijsko ulje dodiruje donju plohu predmetnog 
stakla i gornju leću kondenzora. 


Kondenzori za tamno polje. Predmeti se vizuelno razlikuju 
od pozadine jedino ako postoji kontrast u svjetloći ili u boji 
između predmeta i pozadine (sl. 22). Ako, npr., biološke stanice 
imaju jednaku apsorpciju kao i sredstvo u kojemu se nalaze, 
neće biti kontrasta između stanica i pozadine, te se pri mikro- 
skopiranju svijetlim poljem stanice neće vidjeti. Ako se indeks 
loma stanica mnogo razlikuje od indeksa loma sredstva, stanice 
se mogu učiniti vidljivima postupkom osvjetljivanja tamnim 
poljem, gdje se slika stvara na tamnoj pozadini. Najjedno- 
stavniji je sustav za takav rad Abbeov kondenzor kojemu je 
dodana dijafragma s prozirnim prstenom, odmah ispod aper- 
turne dijafragme. Središnji neprozirni dio sprečava ulazak 
svjetlosti iz izvora u vidni konus objektiva. Svjetlost koju 
propušta prozirni prsten prolazi kroz ravninu uzorka u obliku 


Usporedna fotografija istog uzorka u svijetlom (a) i u tamnom polju (b) 


Sl. 23. Formiranje slike pri osvjetljivanju s tamnim poljem. a difrakcija pri tamnom polju; nulti red difrakcije ne ulazi u objektiv, a sliku 
formira prvi i drugi red difraktirane svjetlosti, b slika uzorka u tamnom polju (čestice ulja) 
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svijetlog šupljeg konusa i ne ulazi u objektiv. Ako je uzorak 
potpuno homogen, vidno je polje mikroskopa potpuno tamno. 
Ako postoje nehomogenosti, npr. kad se promatraju biološke 
stanice, pojavljuju se raspršenja, difrakcije i lom na nehomoge- 
nostima, pa dio svjetlosti iz konusa skreće u objektiv i vidi se 
svijetla slika nasuprot tamnoj pozadini (sl. 23). 

Kondenzori za tamno polje to su bolji što imaju veću nu- 
meričku aperturu šupljeg konusa, a trebaju biti povezani uljem 
s predmetnim staklom. Objektiv mora imati numeričku aperturu 
manju od numeričke aperture svijetlog konusa. Kad se pri- 
mjenjuje postupak tamnog polja, predmetno staklo mora biti 
u uljnom kontaktu s kondenzorom, čak i za mala povećanja, 
jer se tako povećava svjetlosni kontrast. Mnogo više svjetlosti 
i veću numeričku aperturu omogućuju parabolični i kardioidni 
kondenzori za tamno polje namijenjeni za imerzijske objek- 
tive (sl. 24). 

Ultramikroskop je mikroskop s tamnim poljem, koji se upo- 
trebljava za promatranje čestica manjih od granice razlučivanja 
mikroskopa, tj. reda veličine stotinke valne duljine svjetlosti 
(4:10? m). Čestice tih dimenzija nazivaju se koloidima. 
Pomoću ultramikroskopa ne mogu se vidjeti takve čestice, 
ali se može utvrditi njihova prisutnost jer se na njima svjetlost 
raspršuje. Čestice se vide kao svijetle točke na tamnoj pozadini. 
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Sl. 24. Kondenzori za tamno polje. a Abbeov kondenzor, modificiran za rad 
u tamnom polju s dodatkom prstenaste dijafragme, b parabolički konđenzor, 
najčešće se upotrebljava za istraživanje u medicini, c kardioidni kondenzor 


Rheinbergovo osvjetljivanje modifikacija je postupka tamnog 
polja. Središnji je disk kondenzora proziran i obojen, a prsten 
koji je proziran pri primjeni postupka tamnog polja obojen je 
komplementarnom bojom. Slika uzorka ima istu boju kao i svjet- 
losni konus, a slika je na pozadini koja ima boju središnjeg 
diska. Npr., ako je svjetlosni konus žut, a pozadina plava, 
vidi se žuti uzorak na plavoj pozadini. 


Svjetlosni izvori. Za kvalitetno promatranje mikroskopom 
potrebno je imati jednake uvjete promatranja, pa suvremeni 
mikroskopi imaju svoje svjetlosne izvore. 

Pri izboru izvora svjetlosti za mikroskope potrebno je po- 
znavati sljedeća svojstva izvora: a) svjetljivost (gustoća svjetla, 
luminancija) izvora za promatranje okom treba da iznosi 
0,08--:0,1 cd/m?, a za fotografiranje kamerama velikog formata 
1-++2cd/m?; b) spektralna raspodjela ovisna je o tipu svjetlosnog 
izvora, a može biti kontinuirana (užarene čvrste tvari) i diskretna 
(izboji u plinovima). Svojstva kontinuiranih izvora karakterizi- 
rana su tzv. temperaturom boje. Upotrebljavaju se dvije skupine 
izvora: s temperaturom boje bliske srednjem dnevnom svjetlu 
(T; = 5200 K) i s temperaturom boje tzv. umjetne rasvjete 
(T; = 3000 K). Jakost svjetla i temperatura boje ovise o tempe- 
raturi užarene niti, a ona je proporcionalna priključenom elek- 
tričnom naponu. Diskretni izvori su karakterizirani glavnim 
spektralnim linijama; c) oblik svjetlosnog izvora. Idealni oblik 
izvora bio bi krug promjera 2---3 mm, a većina izvora ima raza- 
pete ili helikoidalno savijene niti (sl. 25). 

Žarulje. Većinom se kao svjetlosni izvori za mikroskope 
upotrebljavaju niskonaponske žarulje, radnih napona 6-::24V, 
za istosmjernu ili izmjeničnu struju, svjetljivosti 0,1--:0,4 cd/m“. 
Trajnost im je 50-100 sati, za koje se vrijeme svjetljivost 
smanji za četvrtinu zbog isparivanja volframove niti. Halogene 
žarulje su bolje jer su ispunjene plemenitim plinom s primje- 
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_— Pobudna nit 


- Prstenasta 
elektroda 


Kružna elektroda promjera 3 mm \ 


SI. 25. Volframova lučna svjetiljka 
s kružnim oblikom svjetlosnog 
izvora 


sama joda i broma, pa se stakla balona ne zacrnjuju. Tempe- 
ratura boje niskonaponskih žarulja iznosi 2800---3200 K. 


Ugljene lučnice najstariji su svjetlosni izvori za mikroskop. 
Zračenje im je u području valnih duljina 300---1000 nm, te mogu 
služiti i za fluorescentnu mikroskopiju. Svijetleće je tijelo krater 
na elektrodi. Njegov kružni oblik odgovara ulaznom otvoru 
mikroskopa. 


Ksenonske visokotlačne lučnice izvori su najveće svjetljivosti, 
koja iznosi 1---4cd/m* uz potrošnju od 75---450 W. Upotreb- 
ljavaju se za mikroskopska fotografiranja s kamerama velikog 
formata. Ksenon pod tlakom od 2MPa zrači kontinuirani 
spektar od bliskog ultraljubičastog do bliskog infracrvenog zra- 
čenja (s nekoliko vrlo jakih linija), uz temperaturu boje 5600 K, 
što odgovara srednjem dnevnom svjetlu. 

Živine visokotlačne lučnice. Spektar živine lučnice sastoji se 
od kontinuiranog i linijskog spektra, uglavnom u području 
kraćih valnih duljina. Linije valnih duljina 254nm i 266 nm 
upotrebljavaju se u tzv. ultraljubičastoj mikroskopiji, a linije 
valnih duljina 364 nm i 405 nm u fluorescentnoj mikroskopiji. 
U vidljivom području taj se izvor upotrebljava za monokro- 
matsko osvjetljivanje svjetlom valne duljine 546 nm. Uz po- 
trošnju od 50-::500 W svjetljivost iznosi 2:-:10 cd/m?. 


Filtri. U mikroskopiji se upotrebljavaju filtri za kontrolu 
jakosti i kvalitete osvjetljivanja. Oni se smještaju između 
svjetlosnog izvora i okulara. 


0,8 


0,6 


0,2 


400 500 600 700 
i nm 


SI. 26. Spektralna propusnost: / interferencijskog, 
2 apsorpcijskog i 3 konverzijskog filtra 
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Apsorpcijski filtri većinom su izrađeni od obojenih stakala 
ili folija. Postoje i tekućimski filtri, koji imaju obojenu tekućinu 
smještenu među paralelnim stijenkama. 

Interferencijski filtri osnivaju se na pojavi interferencije 
svjetla na plohama tankih slojeva. Time se postiže propusnost 
ili nepropusnost određenog dijela spektra. Postoji mnogo vrsta 
filtara koji propuštaju ili zaustavljaju neke spektralne linije, 
odnosno neka područja spektra (sl. 26). 

Kontrastni filtar primjenjuje se u mikroskopiji, a osobito 
u mikrofotografiji, da bi se povećala ili smanjila razlika inten- 
ziteta svjetla za dva različito obojena dijela uzorka. Ako je 
filtar iste boje kao i uzorak, vidjet će se uzorak svijetao, 
a ako je filtar komplementarne boje, uzorak će biti taman 
(sl. 27). 


MIKROSKOP 


mikroskop. Za to se upotrebljavaju apsorpcijski i interferencijski 
filtri za infracrveno zračenje. 

Filtar za apsorpciju ultraljubičastog zračenja. Lučnice (kse- 
nonske, živine i ugljene) koje se upotrebljavaju kao svjetlosni 
izvori emitiraju većinom i u ultraljubičastom dijelu spektra. 
To je zračenje opasno za oko i štetno za uzorak, pa se uz 
takve izvore upotrebljavaju i apsorpcijski filtri za ultraljubičasto 
zračenje. 


Objektiv 
Objektiv je leća ili slog leća mikroskopa, smještenih naj- 
bliže predmetu, koji povećava realnu sliku predmeta. Objektiv 


je najvažniji dio mikroskopa jer o njemu ovise sva ostala 
svojstva. Sliku koju stvara objektiv, zajedno sa svim pogreškama 


Bez filtra: 
reprodukcija ovisi jedino o senzibilitetu filma 


PR ji 
Sa narančastim filtrom; 
crveni dijelovi nisu više tako svijetli, ali plavi su još uvijek vrlo tamni 


Sa zelenim filtrom: crveni su dijelovi optimalni 


za promatranje, a plavi su u odnosu na crvene u optimalnom kontrastu 


Sa crvenim filtrom: 
crveni dijelovi slike su veoma svijetli, a plavi veoma tamni 


Sa žutim filtrom; crveni dijelovi slike 
sve su tamniji,a plavi dijelovi prilično dobro kontrastirani 


Sa plavim filtrom; 
plavi dio slike potpuno je svijelao, a crveni dio taman 


SI. 27. Slike istog uzorka načinjene bez filtra i s filtrom 


Kompenzacijski filtar služi za prilagođivanje spektralne ili 
ukupne energije svjetlosnog izvora za posebne potrebe. Tako 
se konverzijskim filtrom povećava ili smanjuje temperatura boje 
izvora. Upotrebljava se u mikrofotografiji za prilagođivanje 
spektra izvora spektralnoj osjetljivosti fotografske emulzije. Pro- 
mjena jakosti svjetla žarulja regulira se promjenom napona, 
ali se time mijenja i temperatura boje. Da bi temperatura 
boje ostala jednaka, napon se održava stalan, a jakost se 
svjetla smanjuje umetanjem neutralnih filtara, tzv. atenuatora. 

Korekcijski filtri upotrebljavaju se za otklanjanje preostalih 
kromatskih aberacija mikroskopa, tako da se iz slike otkloni 
onaj dio spektra za koji optički sustav mikroskopa nije kori- 
giran. U tu se svrhu upotrebljavaju uskopojasni filtri. 

Protutoplinski filtar. Toplinsko zračenje izvora općenito je 
štetno za preparate, te ga je potrebno zaustaviti prije ulaza u 


koje su nastale, okular samo još povećava. Razvijeni su objek- 
tivi za različite svrhe. Karakteristike su objektiva (sl. 28): tip 
objektiva, imerzija, povećanje, numerička apertura, duljina tu- 
busa, debljina pokrovnog stakla. Posebno je naznačeno ako se 
radi o specijalnom objektivu. 

Akromat je najstariji tip objektiva koji se zbog niske 
cijene i danas najviše upotrebljava. Najjednostavniji akromat 
sastoji se od pozitivne leće od krunskog stakla i negativne 
na nju nalijepljene leće od flintskog stakla, tako da one čine 
tzv. dublet leća. Zbog različitih disperzija stakla korigira se 
kromatska aberacija. Akromatima se podudaraju žarišne daljine 
za dvije valne duljine (crvenu i plavu). To znači da je akromat 
korigiran za srednje područje vidljivog spektra, pa se najbolji 
rezultati postižu upotrebom žutozelenog filtra. Sferna aberacija 
korigirana je za jednu valnu duljinu. Najprije su konstruirane 
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UUU 


: Obojeni prsten 


Tip i povećanje 


Numerička apertura 


Debljina pokrovnog 
stakla (mm) 


Radna 


Pokrovno udaljenost 


staklo 


13mm 


Predmetno 
staklo 


Sl. 28. Oznake na stijenki suhog objektiva, tip Plan Apo, povećanje 20 puta. 

Imerzijski objektiv imao bi oznaku »HI« (homogena imerzija), ili »Im« ili »Oel« 

— već prema proizvođaču, a ne bi imao oznaku pokrovnog stakla, jer njegova 

debljina za imerzijske objektive nije kritična. Obojeni prsten, već prema pro- 
izvođaču, označuje povećanje objektiva 


dvostruke leće smalim povećanjem, zatim sa sve jačim, a nakon 
toga dodana je polukugla ispred dvostruke leće da bi se dobio 
Jaki, tzv. suhi objektiv i konačno je dodan meniskus između 
polukugle i prve dvostruke leće, pa je tako dobiven jaki imer- 
zijski objektiv velike numeričke aperture (sl. 29). Slabi i srednje 
jaki akromati nemaju lateralnu obojenost, te se kombiniraju s 
običnim okularom, a uz jake akromate upotrebljavaju se kom- 
penzacijski okulari. Akromati daju zakrivljeno polje slike. 

Semiapokromat (fluoritni objektiv) je objektiv koji se s 
obzirom na korekturu aberacije nalazi između akromata i 
apokromata. Iako prema optičkoj složenosti odgovaraju akro- 
matima, bolja se korektura postiže upotrebom minerala fluorita 
za izradbu jedne ili, najviše, dviju leća. U prirodi se fluorit 
nalazi optički čist samo u malim komadima, ali su i takvi 
komadi dovoljni za izradbu mikroskopskih objektiva. Mineral 
fluorit ima mali indeks loma. Fluoritni objektivi, kraće fluoriti, 
korigirani su za tri boje (crvenu, zelenu i plavu), a sferna je 
aberacija korigirana za dvije boje. 


— Ulje 


4,50 5,20 1.80 0,42 
40x, 0,10 3,5Xx, 0,09 10x, 0,25 43X, 0,65 


SI. 29. Serija akromatskih objektiva; naznačeni su promjer polja 
(u mm), povećanje i numerička apertura 


Apokromat. Upotrebom optičkih stakala s posebnim disper- 
zijskim svojstvima, posebno upotrebom fluorita, omogućena je 
korektura kromatske aberacije u tri boje: crvenoj, zelenoj i 
plavoj. Time je veoma smanjena mutnoća koja nije korigirana 
u akromatu. Objektivi s tim svojstvima zovu se apokromati 
i imaju bolja optička svojstva nego fluoriti (sl. 30). Sferna je 
aberacija korigirana za tri boje, a općenito je i numerička 
apertura veća za isto povećanje. 


TE VIII, 35 


'zani su na sl. 33. 
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Planobjektiv. Akromati, fluoriti i apokromati imaju zakriv- 
ljeno polje slike, a zakrivljenost je to veća što je veće povećanje. 
Za korekciju te aberacije konstruirani su objektivi s gotovo 
ravnim poljem slike, tzv. planobjektivi. Prema tome, da li su 
oni kromatski korigirani kao akromati, semiapokromati ili apo- 
kromati, zovu se planakromati, plansemiapokromati ili planapo- 
kromati. Optički su mnogo složeniji od analognih tipova objek- 
tiva koji nemaju korigiranu zakrivljenost polja slike (sl. 31). 
Ti objektivi imaju lateralnu obojenost koja se kompenzira 
okularima. Planobjektivi su osobito korisni u mikrofotografiji 
jer se može izoštriti cijelo vidno polje na ravnu fotografsku 
ploču (sl. 32). 

Različiti tipovi objektiva jednake numeričke aperture prika- 

Suhi objektiv upotrebljava se tako da je između njega i 
predmeta (pokrovnog stakla) zrak. Na takvu se objektivu nalazi 
oznaka 0 ili —, ako se upotrebljava bez pokrovnog stakla, 
a ako se upotrebljava s pokrovnim staklom, na njemu je ozna- 
čena debljina pokrovnog stakla u milimetrima. 


Imerzijski objektiv upotrebljava se tako da se između 
objektiva i pokrovnog stakla nalazi neka tekućina. Na imer- 
zijskim objektivima nalazi se oznaka HI ili oel. Postupak 
imerzije primjenjuje se za najveća povećanja kada numerička 
apertura, a time i moć razlučivanja, neposredno ovisi o indeksu 
loma sredstva koje se nalazi između predmeta i objektiva. 
Upotrebom imerzijskog objektiva bez imerzijske tekućine do- 
bivaju se vrlo loše slike (sl. 34). 


CI 


al a 
1,8 0,9 0,38 0,30 
10.x, 0,30 20x,0,65 47X, 0,95 61x, 1,40 


SI. 30. Serija apokromatskih objektiva; naznačeni su promjer polja 
(u mm), povećanje i numerička apertura. Fluoritne leće su osjenčane 


4,50 1,80 0,90 0,45 0,18 


40x, 0,09 10x, 0,25 20 X. 0,50 40x, 0,65 100X , 1,25 


SI. 31. Serija planobjektiva; naznačeni su promjer polja (u mm), povećanje 
i numerička apertura 
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SI. 32. Prikaz utjecaja zakrivljenosti polja. a izoštren je samo središnji dio polja slike, b izoštren je samo periferni dio 
polja slike 


NB. 

on 

e2la 
se 


a b fa d 


Sl. 33. Usporedba optičke složenosti mikroskopskih objektiva 

jednake numeričke aperture. a akromat 40/0,65 160/0,17, b apo- 

kromat 20/0,65 160/0,17, c planakromat 40/0,65 160/0,17, d 
planapokromat 25/0,65 00/0 (fluoritne leće su osjenčane) 


SI. 34. Mikrofotografija uzorka snimljenog imerzijskim objektivom: bez imer- 
zijske tekućine — lijevo, s imerzijskom tekućinom — desno (zapaža se bolja 
kvaliteta slike) 


Povećanje objektiva. Jedno od najvažnijih svojstava objek- 
tiva, njegovo povećanje, naznačeno je na svakom objektivu. 
Prema najnovijim preporukama proizvođači više ne proizvode 
objektive s bilo kojim povećanjem, nego su povećanja standar- 
dizirana. Počevši od 1, svako je sljedeće povećanje veće za 
25% (tabi. 2). 


Tablica 2 


STANDARDIZIRANA POVEĆANJA MIKROSKOPSKIH 
OBJEKTIVA 


04.05 0,63 0,8 
1 125 1,6 2, 2513.2 14 5.63 8 
10.125. 16. 20 25 32 40. 50. 63 _ 80 
100 125 160 200 250 320 400 500 630 800 
1000 1250 1600 


Najčešće upotrebljavane vrijednosti tiskane su poludebelo. 


Utjecaj pokrovnog stakla. Gotovo svi biološki mikroskopski 
preparati trebaju tanko pokrovno staklo kako bi se dobio 
ravan prozor kroz koji se gleda uzorak. Pokrovno staklo“ ta- 
kođer štiti uzorak od mehaničkog oštećenja i od dehidriranja. 
Iako je pokrovno staklo tanko (tanje od 0,2 mm), male razlike 
u debljini stakla mogu poboljšati ili pogoršati kvalitetu slike. 
Prema numeričkoj aperturi, zbog loma svjetlosti kroz pokrovno 
staklo, virtualna slika uzorka vidjet će se kroz suhi objektiv 
na različitim udaljenostima s obzirom na površinu pokrovnog 
stakla. Ako je numerička apertura objektiva veća, uzorak je 
prividno bliže objektivu, i obratno. Kako na objektive s velikim 
numeričkim aperturama padaju sve zrake unutar konusa, virtu- 
alna slika koju stvara pokrovno staklo bit će kontinuirani niz 
točaka od numeričke aperture jednake nuli do maksimalne. Što 
je veća maksimalna numerička apertura objektiva, veći je i 
utjecaj pokrovnog stakla (sl. 35). Taj nedostatak slike zove se 
sferna aberacija (v. Optika) i mora se kompenzirati u objektivu, 
inače je povećana slika neoštra i slaba kontrasta. Pokrovno 
staklo je važan dio cijelog optičkog sustava, te mu treba kon- 
trolirati debljinu i indeks loma. Objektivi američkih i britanskih 
proizvođača projektirani su obično za rad s pokrovnim staklom 
debljine 0,18mm, a evropskih i japanskih za debljinu od 
0,17 mm. Indeks loma stakla od kojeg su načinjena pokrovna 
stakla iznosi najčešće 1,52. 


Pokrovno 
staklo 


Točkasti objekt 


SL. 35. Optički putovi svjetlosnih zraka kroz po- 

krovno staklo. Virtualne su slike točkastog objekta 

već prema numeričkoj aperturi, više ili manje uda- 
ljene od dna pokrovnog stakla 


Za imerzijske objektive, gdje je indeks loma imerzijskog 
ulja sličan indeksu loma pokrovnog stakla, razlike u debljini 
stakla manje utječu nego pri upotrebi suhih objektiva. Osobito 
je velik utjecaj debljine pokrovnog stakla kad se upotrebljavaju 
jaki suhi objektivi (numeričke aperture 0,85---0,95). Zato takvi 
objektivi imaju ugrađen kompenzator povezan sa zakretnim 
prstenom, pa se njegovim okretanjem može kompenzirati po- 
grešna debljina pokrovnog stakla. 
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Na starijim mikroskopima, na kojima se mogla mijenjati 
duljina tubusa, pogrešna debljina pokrovnog stakla kompen- 
zirala se mijenjanjem udaljenosti objektiva i okulara. 


Radna udaljenost jest razmak između gornje plohe pokrov- 
nog stakla i donjeg dijela objektiva. Ona je za objektive s 
velikim povećanjem veoma malena. Veoma je važno poznavati 
radnu udaljenost pri odabiranju objektiva, posebno kada se 
radi s minijaturnim manipulatorima. Međusobne ovisnosti nu- 
meričke aperture, povećanja i radne udaljenosti prikazane su u 
tabl. 3. S porastom numeričke aperture smanjuje se radna 
udaljenost. Ako je potrebna velika radna udaljenost uz veliku 
numeričku aperturu, upotrebljavaju se posebni objektivi. 


Tablica 3 
RADNE UDALJENOSTI RAZLIČITIH OBJEKTIVA 
| Objektiv Radna 
; udaljenost 
Tip ] Povećanje Numerička 
x apertura mm 
BA ge 

Akromat 3,5 0,09 17,2 
Akromat 6 0,17 15,0 
Akromat 10 0,25 17,7 
Apokromat 10 0,30 4,85 
Akromat 21 0,50 1,6 
Apokromat 20 0,65 0,5 
Akromat 43 0,65 0,6 
Akromat 45 0,85 0,3 
Apokromat 47 0,95 0,18 
Fluoritni 40 1,00 0,27 
Akromat 97 1,25 0,11 
Fluoritni 98 1,30 0,12 
Apokromat 61 1,40 0,12 
Apokromat 90 | 1,40 * 0,06 


Dubinska oštrina je dubina u uzorku unutar koje je slika 
oštra. Ona se mnogo mijenja s promjenom numeričke aperture 
objektiva. Objektivi malih numeričkih apertura imaju veću 
dubinsku oštrinu (sl. 36). Dubinska oštrina d ovisi o nume- 
ričkoj aperturi Ay, valnoj duljini svjetlosti A i indeksu ioma n 
sredstva koje okružuje uzorak. Za mikrofotografiju dubinska 
je oštrina 


, (13) 


a za vizuelno promatranje, kad se akomodacijom oka povećava 
dubinska oštrina, ona iznosi 


lb 

M?' 
gdje je lo udaljenost jasnog vida, a M povećanje mikroskopa. 
Tipične vrijednosti prikazane su u tabl. 4. Velika je dubinska 


oštrina poželjna kad se želi vidjeti cijeli uzorak, a mala kad se 
želi odrediti položaj dijelova uzorka s velikom točnošću. 


d=d+ (14) 


Ravnina 


Dubinska oštrina šli 


\ Dubinska oštrina | 
_——————— ———— 
\ Velika N.A. | 


Disk najvećeg razlučivanja 
(jako povećano) 


SI. 36. Prikaz ovisnosti dubinske oštrine o 
kutnoj aperturi svjetlosnog konusa 
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Tablica 4 


DUBINSKE OŠTRINE PRI FOTOGRAFIRANJU I 
PROMATRANJU MIKROSKOPSKE SLIKE OKOM 


Dubinska oštrina 


jektiv* 
Objektiv dr 
Povećanje Numerička Fotogra- Promatranje 
x apertura firanje okom 
i0 0,25 0,008 0,0335 
43 0,65 0,0010 0,0023 
97 1,30 0,0002 0,0005 


*Uz okular s povećanjem 10x. 


Vidno polje objektiva ovisi o dijafragmi u okularu. Pro- 
mjer dijafragme iznosi od 25mm za okulare s peterostrukim, 
pa do 6 mm za okulare s dvadesetpeterostrukim povećanjem. 
UZ isti okular vidno je polje objektiva cijelo polje u ravnini 
predmeta, tj. realno vidno polje na uzorku je onoliko puta 
manje od dijafragme polja okulara koliko je povećanje objek- 
tiva. Promjer vidnog polja je obrnuto proporcionalan pove- 
ćanju. Svaki proizvođač navodi promjer toga polja za različite 
kombinacije objektiv—okular. Posebno, ekstremno širokokutni 
okulari mogu imati dijafragmu promjera do 30mm, čime se u 
kombinaciji s planobjektivima postiže veoma veliko vidno polje. 


Duljina tubusa. Na svakom je objektivu upisana duljina 
tubusa mikroskopa. Ona se mjeri od dosjeda objektiva do do- 
sjeda okulara (sl. 37). Duljina tubusa mikroskopa američkih, 
japanskih i većine evropskih proizvođača iznosi 160 mm, a samo 
nekih evropskih 170 mm. 
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SI. 37. Konstrukcijske karakteristike objektiva. a objektiv sa slikom 
u konačnosti, b objektiv sa slikom u beskonačnosti. Dodatna tubusna 
leća stvara sliku u žarišnoj ravnini okulara 


Postoje objektivi sa slikama u beskonačnosti, pa bi i tubus 
trebao biti beskonačno dugačak. Za takve objektive postoje 
posebni tubusi u koje se stavlja leća koja stvara realnu sliku 
u prednjoj žarišnoj ravnini okulara. Na takvim je objektivima 
duljina tubusa označena znakom oo. Udaljenost objektiva i 
tubusne leće nije kritična, pa je slika uvijek u žarištu okulara. 
Takvi se objektivi upotrebljavaju za mikroskopiranje nepro- 
zirnih uzoraka, kao npr. u metalurškom mikroskopu. 

Kvaliteta slike. Pri upotrebi mikroskopa može se utjecati 
na tri pogreške optičkog sustava: na sfernu aberaciju, lateralnu 
obojenost i zakrivljenost polja slike. Druge pogreške, kao što 
su koma, astigmatizam i distorzija konstrukcijske su pogreške 
i na njih se ne može utjecati. 
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Tablica 5 
KARAKTERISTIKE MIKROSKOPA PRI POVEĆANJU 250 PUTA 

Objektiv Moć Promjer 

Povećanje Relativna i GBE Razlučivanje Dubinska Radna vidnog 
skin PETKE okulara svjetloća bjeknvae slike oštrina udaljenost polja na 
apertura užorku 

x x linija/fmm linija/mm mm mm mm 

10 0,25 25 1,00 900 3,6 0,0125 10,6 0,65 

20 0,40 12,5 2,56 1440 5,8 0,0072 2,8 0,65 

25 0,50 10 4,00 1880 182 0,0059 1,8 0,64 

40 0,85 6,25 6,76 2340 9,4 0,0044 0,91 0,50 

50 0,85 5 11,6 3060 12,2 0,0044 | 0,38 0,40 


Sferna se aberacija obično korigira u objektivu, a posebno se 
pojavljuje ako se upotrebljava pokrovno staklo pogrešne deb- 
ljine. Ona se korigira upotrebom pokrovnog stakla propisane 
debljine. 

Lateralna obojenost raste proporcionalno s povećanjem ob- 
jektiva, ali se može kompenzirati okularom. Upotrebom kom- 
binacija objektiv—okular prema preporukama proizvođača ko- 
rigira se ta pogreška. 

Zakrivljenost polja slike nastaje preslikavanjem objektivom 
ravne plohe predmeta u sliku zakrivljene plohe. Na takvoj se 
slici može izoštriti jedan od dijelova npr. središte slike, ali su 
tada drugi dijelovi (rubovi) neoštri. Ta zakrivljenost raste pro- 
porcionalno s povećanjem. Zakrivljenost se može djelomično 
oslabiti upotrebom objektiva manjih numeričkih apertura, kom- 
promisnim izoštravanjem, podešavanjem kondenzora i sl., a 
najbolje se korigira upotrebom planobjektiva. 


Antirefleksni sloj. Na granici dvaju sredstava različitih in- 
deksa loma dio se svjetla reflektira. Objektivi, osobito oni naj- 
većeg povećanja, imaju nekoliko staklenih površina koje graniče 
sa zrakom. Na svakoj od tih granica reflektira se 4% svjetla 
koje se tako gubi iz osnovnog snopa. Osim toga, takva reflek- 
tirana svjetlost smanjuje i kontraste na slici. Zato se na leće 
naparuju tzv. antirefleksni slojevi, kojima se refleksija smanjuje 
na samo 1% (sl. 38). Svi objektivi proizvedeni poslije 1950. 


SI. 38. Usporedba optičkog sustava bez antirefleksnog sloja (a) i s antirefleksnim 
slojem (b). Kad nema antirefleksnog sloja opažaju se prilične refleksije na 
optičkim plohama 


god. imaju antirefleksne slojeve, a današnji objektivi i po ne- 
koliko slojeva, čime se smanjuje refleksija u cijelom spektralnom 
području. 

Izbor najpodesnijeg objektiva. Najpodesniji objektiv odabire 
se tako da se podjednako zadovolje sljedeći zahtjevi, od kojih 
su neki međusobno suprotni: relativna svjetlina slike, moć razlu- 
čivanja, dubinska oštrina, radna udaljenost, veličina vidnog 
polja, povećanje, kvaliteta slike i cijena. Usporedba nekih od tih 
parametara prikazana je u tabl. 5. 


Tubus mikroskopa 


U starim mikroskopima objektiv i okular bili su povezani 
šupljom cijevi određene duljine, tzv. tubusom mikroskopa. 

Suvremeni mikroskopi, kod kojih je moguće binokularno 
promatranje (s oba oka), imaju ugrađen transfokator s pro- 
mjenljivom žarišnom daljinom, a time i promjenljivim poveća- 
njem mikroskopa. Oni imaju pogodan nagib optičke osi pro- 
matranja i mogućnost priključenja kamere (trinokulari). Osim 
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SI. 39. Optička shema trinokularnog mikroskopa. 

Optički elementi koji se nalaze između objektiva i 

okulara pripadaju tubusu, odnosno optičkoj glavi mi- 
kroskopa 


toga, upotrebljavaju se složeni optički sustavi prizama i leća 
između objektiva i okulara. Cijeli se taj optički sustav nalazi u 
jednom kućištu, koje se sve češće naziva optičkom glavom 
mikroskopa nego tubusom (sl. 39). 
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Pogodan nagib osi promatranja (osi okulara), koji iznosi 
30“---60“, postiže se posebnom prizmom (inklinacijska prizma). 
Snop iz prizme pada na djelitelj snopa za binokularno proma- 
tranje. Pri vizuelnom radu inklinacijska prizma propušta svu 
svjetlost u djelitelj snopa. U trinokularnim mikroskopima (bi- 
nokular i priključak kamere) za mikrofotografiranje inklina- 
cijska se prizma pomiče u drugi položaj, u kojemu prema 
kameri propušta 80%, a prema binokularnom sustavu 20% 
svjetlosti. Tako na film dolazi maksimum svjetla, a ujedno se 
vidi što se fotografira i da li je slika izoštrena. Kad se radi 
s mikroskopom s potpuno uklonjivom inklinacijskom prizmom, 
potrebno je najprije izoštriti sliku, a tek onda ukloniti prizmu 
i fotografirati. 
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Okular 


Okular je optički dio mikroskopa, najbliži oku, kroz koji 
opažač promatra realnu, uvećanu sliku uzorka koju stvara 
objektiv. Okular, slično povećalu, još i povećava tu sliku. 
Slika koju stvara okular povećana je i virtualna da bi je oko 
moglo vidjeti. Kao i za povećalo, kutno je povećanje okulara 
y=l,/f gdje je lg daljina jasnog vida, a f žarišna daljina 
okulara. Oko je promatrača udaljeno od okulara na radnoj 
udaljenosti okulara (udaljenost se mjeri od gornje plohe okulara; 
sl. 41). Na toj udaljenosti presjek konvergentnoga svjetlosnog 
snopa iz okulara ima najmanji promjer i zove se izlazna 
pupila (sl. 42). Izlazna je pupila prilagođena otvoru zjenice 
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Sl. 40. Usporedba optičke sheme mikroskopa s fiksnim 


povećanju 


povećanjem i mikroskopa sa zoomom 


(translokatorom) 


Ugrađeni transfokator (tzv. zoom) omogućuje kontinuirano 
mijenjanje povećanja mikroskopa, obično od jednostrukog do 
dvostrukog (sl. 40). Veće povećanje nije potrebno jer se susjedni 
objektivi, na revolveru za objektive, razlikuju za dvostruko 
povećanje. 

U mikroskopima koji imaju objektive sa slikom u besko- 
načnosti, u glavi se mikroskopa iza objektiva nalazi tubusna 
leća kojom se slika dovodi u tubusnu ravninu okulara. Osim 
tog dovođenja slike iz beskonačnosti tubusnom se lećom i do- 
datno korigiraju aberacije objektiva. 
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Sl. 41. Položaj oka pri mikroskopiranju. Optimalni položaj 

je na radnoj udaljenosti okulara. Pri tom se zjenica oka 

(pupila oka) poklapa s izlaznom pupilom mikroskopa. Radna 
udaljenost kad se upotrebljavaju naočale treba biti veća 


oka, tj. pupili oka. Pri dnevnoj svjetlosti promjer je pupile oka 
3 mm, odnosno pri vrlo slaboj rasvjeti 7 mm. Kad je izlazna 
pupila veća od pupile oka, moguće je oko lateralno pomicati 
pa da ipak cijela pupila oka bude u svjetlosnom konusu iz 
okulara. Zbog toga je za udobniji rad s mikroskopom poželjno 
imati veliku izlaznu pupilu. Međutim, fizička dimenzija okulara, 
cijena i zahtijevano povećanje okulara ograničuju izlaznu pu- 
pilu. Iako je prema svojim optičkim kvalitetama okular mnogo 
manje osjetljiv od objektiva, ipak je sastavljen od dviju ili više 
leća. Razlog je u nesavršenosti (aberacijama) pojedine leće. 
Zbog korekcije preostalih aberacija objektiva, a i zbog različitih 
zahtjeva pri upotrebi, razvijeni su različiti tipovi okulara. 
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Sl. 42. Put svjetlosti od izvora do izlazne pupile mikroskopa. Svjetlosni 
snop, nakon prolaza kroz okular, najuži je u izlaznoj pupili mikroskopa (to je 
ujedno optimalni položaj oka) 
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Huygensov okular sastoji se od dviju leća, s dijafragmom 
polja među njima (sl. 43a). Ima malo vidno polje, a kombi- 
nira se s akromatskim objektivima malog do srednjeg povećanja. 
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SI. 43. Put zraka svjetlosti kroz Huygensov okular (a), Ramsdenov okular (b) 


Izlazna pupila je na maloj udaljenosti od okulara. Kromatska 
razlika povećanja je u principu jednaka nuli i ne može se 
upotrijebiti za apokromatske objektive. 

Ramsdenov okular sličan je Huygensovu, jedino ima dija- 


fragmu polja (tj. mjesto gdje se stvara realna slika objektiva) . 


ispred prednje leće, te se tu mogu umetati končanice za 
mjerenje, za što taj okular i služi (sl. 43b). 

Hiperplanski okular ima veće vidno polje i ravniju sliku 
od Huygensova okulara, a korigira lateralnu obojenost akro- 
matskih objektiva većih povećanja i semiapokromatskih objek- 
tiva (fluorita; sl. 442). 
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SI. 44, Tipovi okulara: a hiperplanski, b širokokutni, € za 
promatrače s naočalama; d za mikrofotografiju (ultraplan) 


Širokokutni okular ima najšire vidno polje i visoko uzdignutu 
izlaznu pupilu, što je pogodno za one koji nose naočale. 
Kombinira se s objektivima malog povećanja, a upotrebljava 
se za istraživanje velikih područja uzorka. Promjer je tubusa 
na mjestu okulara standardiziran i iznosi 23,22mm. Za veoma 
širokokutne okulare upotrebljavaju se specijalni tubusi promjera 
30mm i više kako bi se dobilo što veće vidno polje. Kroz 
širokokutni okular na udaljenosti 250 mm ispred izlazne pupile 
vidi se slika s promjerom većim od 170 mm (sl 44b). 


Okular za promatrače s naočalama omogućava promatranje 
mikroskopske slike kroz naočale. Takav okular ima visoko 
podignutu izlaznu pupilu (30 mm i više). Nedostatak mu je 
ograničeno vidno polje (si. 44c). 
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Okulari za mikrofotografiju i mikroprojekciju kompenziraju 
najviše zakrivljenost polja slike i lateralnu obojenost. Obično 
su konstruirani od negativnih leća i nisu pogodni za vizuelno 
opažanje jer imaju izlaznu pupilu u ravnini zadnje leće, čime 
je veoma smanjeno vidno polje (sl. 44d). 

Kompenzacijski okular razvijen je specijalno za kompenza- 
ciju lateralne obojenosti pri upotrebi apokromatskih objektiva. 
Eliminira obojene prstene koji se pojavljuju upotrebom običnih 
okulara s apokromatskim objektivima (sl. 45). 

Problem kompenziranja lateralne obojenosti pojavio se s 
akromatskim objektivima velikog povećanja, a osobito je ta 
obojenost izražena pri upotrebi apokromata velikog povećanja. 
Lateralna obojenost može se potpuno korigirati kad su objek- 
tivi s malim povećanjem i malom numeričkom aperturom, a da 
se ne povećaju ostale aberacije. Međutim, što je veće pove- 
ćanje, a time i numerička apertura objektiva, nemoguće je 
potpuno korigirati lateralnu obojenost a da se izrazito ne pove- 
ćaju ostale aberacije. Zbog toga se 2% lateralne obojenosti 
ostavlja nekompenzirano u objektivu, a kompenzira se u oku- 
laru u kojemu je ugrađena lateralna obojenost istog iznosa, 
ali suprotnog predznaka. Konačni je efekt slika bez lateralne 
obojenosti. Nezgodno je što za svaki objektiv treba upotrijebiti 
okular koji ima isti postotak lateralne obojenosti suprotnog 
predznaka. Zbog toga je moguća kategorizacija okulara prema 
lateralnoj obojenosti. 


__-<— Plava slika 
——- i ——— Crvena slika 


SI. 45. Put zraka svjetlosti u kompenzacijskom okularu. Kompenzacija lateralne 

obojenosti postignuta je time što plava i crvena zraka, koje su na ulazu u 

okular divergentne, izlaze paralelno. Slika formirana na retini oka nema late- 
ralne obojenosti 


U prvu kategoriju spadaju okulari bez lateralne obojenosti 
koji se kombiniraju s akromatima malih i srednjih povećanja. 
Takvi su Huygensov i Ramsdenov okular. 

U drugoj su kategoriji okulari korigirani za kompenzaciju 
lateralne obojenosti jakih akromata i semiapokromata. Takvi su 
hiperplanski i širokokutni okulari. 

U trećoj su kategoriji okulari za kompenzaciju lateralne 
obojenosti apokromatskih objektiva. Takvi su kompenzacijski 
okulari. 


POSEBNI TIPOVI MIKROSKOPA 


Faznokontrastni mikroskop. U faznokontrastnom mikro- 
skopu posebnim se postupkom osvjetljivanja čine vidljivim 
veoma male razlike u indeksu loma ili debljini prozirnih 
uzoraka. 

Pri promatranju bezbojnih prozirnih uzoraka pomoću obič- 
nog mikroskopa veoma je teško ili nemoguće raspoznati struk- 


SI. 46. Usporedna slika istog biološkog uzorka. a snimak običnim 
mikroskopom u svijetlom polju, b snimak faznokontrastnim mikro- 
skopom 


MIKROSKOP 


turu tih uzoraka zbog nepostojanja kontrasta. Da bi se povećao 
kontrast, razvijene su metode preparacije uzorka (npr. bojenje). 
Ta preparacija uzorka uzrokuje kemijske ili fizikalne promjene 
uzorka, posebno živih bioloških stanica. 

Upotrebom faznokontrastnog mikroskopa omogućeno je 
promatranje strukture prozirnih bezbojnih uzoraka (sl. 46) bez 
ikakva zahvata na uzorku, pa je takav mikroskop naročito 
važan u medicinskim i biološkim istraživanjima gdje je potrebno 
proučavati žive stanice. 

Transformiranje razlike faza u razliku kontrasta. Pri prolazu 
svjetla kroz predmet smanjuje se intenzitet, već prema apsor- 
pciji. Registriranjem detektorima kojima se opaža promjena in- 
tenziteta, okom ili fotografijom, dobiva se slika predmeta. To 
je slika koja se opaža kroz obični mikroskop. Ako je predmet 
potpuno proziran (transparentan), gotovo da nema apsorpcije 
svjetla, pa nema ni promjene intenziteta; oko tada ne opaža 
slike. Takav je predmet u mikroskopu nevidljiv. Postoji jedino 
pomak u fazi svjetla koje prolazi kroz prozirni uzorak, prema 
svjetlu koje mimoilazi predmet, zbog razlike u indeksu loma 
(sl. 47). Oko i fotografska emulzija, međutim, nisu osjetljivi 
na promjenu faze, već samo na razliku intenziteta. U fazno- 
kontrastnom mikroskopu ostvaruje se pretvaranje razlike faze u 
razliku intenziteta, tj. postiže se vizualizacija fazne slike. 
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SI. 47. Odnos amplituda i faze svjetlosnih valova koji prolaze kroz različita 
sredstva. Duljina polumjera kružnice prikazuje amplituda vala, a položaj 
radijvektora fazu vala. Faze i amplitude valova su na ulazu u sredstvo s 
lijeve strane jednake. a prolaz vala kroz homogeno prozirno sredstvo. Izlazna 
ravnina je tako odabrana da val ima jednaku fazu kao na ulazu — nema 
promjene amplitude; b prolaz vala kroz uzorak koji djelomično apsorbira, 
ali koji ima jednak indeks loma kao okolno sredstvo — faza vala je nepromije- 
njena, ali je amplituda smanjena; e prolaz vala kroz sredstvo različita indeksa 
loma od okolnog sredstva. Pojavljuje se pomak faze izlaznog vala prema 
okolnom sredstvu jer je brzina vala u uzorku manja nego u okolnom sredstvu 
— amplituda se nije promijenila 
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SI. 48. Smanjenje amplitude upadnog vala. a pri pro- 
lazu upadnog vala kroz uzorak koji djelomično apsor- 
bira, b interferiranje upadnog vala s valom manje 
amplitude, a jednake duljine, koji je pomaknut u fazi 
za pola valne duljine; takav val realno i postoji, a 
predstavlja difraktirani val na uzorku 


Promatrajući svjetlost kao valnu pojavu, pri njenu prolazu 
kroz djelomično apsorbirajući uzorak smanjuje se amplituda, 
a time i intenzitet koji je proporcionalan kvadratu amplitude. 
Isti efekt se postiže interferiranjem s valom iste valne duljine 
koji ima proporcionalnu manju amplitudu, a pomaknut je u 
fazi za pola valne duljine (sl. 48). Taj formalizam ima fizikalne 
osnove i predstavlja raspršenje i difrakciju svjetla. Važnost 
difrakcije za formiranje slike prvi je uočio E. Abbe. On je 
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pokazao da konačna slika nastaje interferencijom upadne i 
difraktirane svjetlosti. 

Ako je uzorak potpuno proziran (indeks loma uzorka razli- 
čit je od indeksa loma okoliša koji je također potpuno pro- 
ziran), val na izlazu iz uzorka B (sl. 49) iste je amplitude 
kao i val A na ulazu, ali je fazno pomaknut. Prema Abbeovoj 
teoriji pomak faze izlaznog vala nastao je interferiranjem upad- 
nog vala A s difraktiranim valom C (iste valne duljine kao i 
upadni val), koji je pomaknut u fazi prema upadnom valu A 
(valovi su pomaknuti za oko četvrtinu valne duljine). Ako se 
postigne da se upadni i difraktirani val razlikuju u fazama 
za pola valne duljine, njihovim interferiranjem nastaje izlazni 
val D, koji ima manju amplitudu nego upadni val A (sl. 49c). 
Time je promjena u fazi izlaznog vala transformirana u 
promjenu u amplitudi tog istog vala. Intenzitet svjetla koje izlazi 
iz uzorka manji je od intenziteta svjetla koje prolazi kroz 
okoliš. Tada se pojavljuje kontrast između uzorka i okoliša, 
pa prozirni uzorak postaje vidljiv. Otuda i naziv faznokontrastni 
mikroskop, jer se razlika u fazi između uzorka i okoliša trans- 
formirala u razliku kontrasta između uzorka i okoliša. 

Prvu izvedbu faznokontrastnog mikroskopa realizirao je F. 


“Zernike (Nobelova nagrada 1953). 


SI. 49. Fazni pomak i slabljenje amplitude. a prolazom kroz prozirni uzorak 

izlazni je val B pomaknut u fazi prema upadnom valu A, dok mu je ampli- 

tuda nepromijenjena; b isti se efekt dobije ako difraktirani val, koji je jednake 

valne duljine, ali pomaknut za četvrtinu valne duljine, interferira s upadnim 

valom A; c pomakne li se difraktirani val C prema upadnom valu A za 

polovicu valne duljine, interferiranjem se smanjuje amplituda, pa se dobiva val 
D manje amplitude (princip rada faznokontrastnog mikroskopa) 


Tehnička izvedba. Za praktičnu izvedbu mikroskopa treba 
riješiti problem kako odvojiti upadno direktno svjetlo od onog 
koje difraktira. Rješenje se nalazi u postavljanju prstenaste 
dijafragme u prednju žarišnu ravninu kondenzora, koja pro- 
pušta prstenasti snop svjetla. Prolazom svjetla kroz kondenzor, 
uzorak i objektiv prstenasta se dijafragma preslikava u stražnju 
žarišnu ravninu objektiva gdje se nalazi tzv. fazna ploča. To 
je planparalelna ploča s prstenastim dielektrikom, koja je toliko 
debela da se ostvaruje fazni pomak za četvrtinu valne duljine 
između svjetlosti koja prolazi kroz ploču i kroz dielektrik (pro- 
računava se obično za zelenu svjetlost). Promjer je prstenastog 
dielektrika tolik da upravo prekriva sliku prstenastog snopa 
svjetla (sliku dijafragme) koju su kondenzor i objektiv preslikali 
u stražnju žarišnu ravninu objektiva. Kad nema uzorka, sve 
svjetlo prolazi kroz prsten fazne ploče pa se kroz okular vidi 
svijetlo polje. Ako postoji uzorak, dio će se svjetla difraktirati 
na uzorku i nakon objektiva proći pokraj prstenastog dijela 
fazne ploče. Time je difraktirano i direktno svjetlo razdvojeno 
i«pomaknuto u fazi. Ako je taj pomak četvrtina valne duljine, 
fazna će ploča taj pomak povećati za još četvrtinu valne du- 
ljne, te će se pojaviti interferencija. Fazne razlike koje 
stvara uzorak prelaze interferencijom u razliku amplituda, što 
faznu sliku čini vidljivom (sl. 50). 

Ako je direktno svjetlo tako fazno pomaknuto da prethodi 
difraktiranom, dobiva se kontrast koji se naziva pozitivnim ili 
tamnim. Uz pozitivni kontrast dijelovi uzorka koji imaju veći 
optički put tamniji su od okoliša. 

Negativni ili svijetli kontrast nastaje kada direktno svjetlo 
kasni u fazi za difraktiranim. Dijelovi uzorka s duljim optičkim 
putem vide se svjetliji prema tamnijoj pozadini. 

Prsten fazne ploče djelomično apsorbira svjetlo, jer je 
intenzitet direktne svjetlosti veći nego difraktirane. Da bi se 
dobio maksimalni kontrast, difraktirani i direktni snop treba 
da budu jednake svjetline. Zbog toga apsorpcija prstena iznosi 
= 50%-::80%. Za promjenu omjera intenziteta direktnog i di- 
fraktiranog svjetla upotrebljava se u sklopu kondenzora revolver 
s više prstenastih dijafragmi. Izmjenom dijafragmi postiže se 
najbolji kontrast. 
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Primjene. Faznokontrastni mikroskop mnogo se primjenjuje 
u biologiji i medicini pri proučavanju živih stanica. Pomoću 
njega može se promatrati uz najbolje optičke uvjete, s maksimal- 
nom moći razlučivanja. Uz pomoć mikrokinegrafije došlo se do 
novih spoznaja o živim stanicama u gibanju i tokom diobe. 


Sl. 50. Shematski prikaz faznokontrastnog mikro- 
skopa za prozirne uzorke. Prstenasta dijafragma 
(1) smještena u žarišnoj ravnini kondenzora (2) 
propušta prstenasti snop svjetlosti. Dijafragma se 
preslikava pomoću kondenzora i objektiva u 
stražnju žarišnu ravninu objektiva (3). U toj rav- 
nini smještena je fazna ploča (4). Slika dijafragme 
točno prekriva dielektrični prsten na faznoj ploči. 
Dielektrični prsten je takve debljina da stvara 
fazni pomak od četvrtine valne duljine. Direktna 
svjetlost (pune linije), koju uzorak nije skrenuo, 
pri prolazu kroz dielektrični prsten ima fazni 
pomak za četvrtinu valne duljine s obzirom na 
svjetlost difraktiranu na uzor- 
ku (crtkane linije), koja pro- 
1 lazi kroz faznu ploču mimo 
/ dielektričnog prstena. Konač- 
I na slika nastaje interferenci- 
' jom. Promjene u fazi upadne 
Ul svjetlosti što ih uzrokuje 
1 prozirni uzorak transformira- 
' ju se u promjene u svjetlini. 
l 

l 

i 

U 

i 

1 

i 


Okular, koji na slici nije pri- 
kazan, nalazi se iznad ravnine 
slike (5) uzorka 


Ravnina uzorka 


Druga je primjena faznokontrastnog mikroskopa u mikro- 
refraktometriji (mjerenju indeksa loma uzorka na mikroskop- 
skoj razini). Fazni pomak o vala koji prolazi kroz uzorak i 
vala koji prolazi kroz okoliš ovisi o indeksu loma okoliša 
no, indeksu loma uzorka n, i o debljini uzorka d, pa vrijedi 
relacija 


u= s (15) 


gdje je A valna duljina primijenjene svjetlosti. Ako je na =n,, 
tj. jednaki su indeksi loma okoliša i uzorka, neće se pojaviti 
fazni pomak, pa ni fazni kontrast. Uzorak će biti proziran. 
To se upotrebljava kao nulindikator za mjerenje indeksa loma 
mikroskopskih uzoraka. U praksi se upotrebljavaju otopine 
različitih koncentracija koje imaju kalibrirane indekse loma. 
Promatranjem uzorka redom u svakoj od otopina (uzorci su 
imerzirani u otopini) nalazi se ona otopina u kojoj je uzorak 
proziran. Indeks loma uzorka prema jednadžbi (15) odgovara 
metoda mikrorefraktometrije, koja daje kvantitativne rezultate. 
Može se primjenjivati za mikrorefraktometriju živih stanica 
tako da se upotrebljavaju neotrovne otopine. Obično su to 
proteinske otopine uz dodatak soli. Budući da je veza indeksa 


loma otopine n i koncentracije C linearna: 
n=nm—«C, (16) 


gdje je a konstanta približno jednaka 1,8 - 10-* m?/kg za većinu 
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staničnih sastojaka, a no je indeks loma otapala (npr. vode), 
moguće je izračunati koncentraciju suhe tvari C (u kilogramima 
po kubnom metru) u stanici. Iz izmjerenog volumena stanice 
zna se ukupna količina suhe i mokre tvari stanice. 

Osim u biologiji, faznokontrastni mikroskop upotrebljava 
se u industriji za proučavanje prozirnih uzoraka, kao što su 
različita umjetna vlakna, kristali (potreban je polarizator), ulja, 
bojila, hrana, plastika, emulzije i dr. 

Za proučavanje površinske strukture upotrebljava se fazno- 
kontrastni mikroskop metalurškog tipa (sl. 51). 
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ž Projekcijska ian 
Fazna leća ia Ka 
ploča COM Izvor 
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SI. 5i. Shematski prikaz faznokontrastnog mikroskopa za 


neprozirne uzorke 


Interferencijski mikroskop. Interferencijskim mikroskopom 
mogu se vidjeti i mjeriti razlike u fazama, odnosno optičkim 
putovima u prozirnim ili neprozirnim uzorcima. Ako se upotre- 
bljava samo za kvalitativno opažanje, mikroskop se naziva 
interferencijskokontrastnim. 

Interferencijski mikroskop, slično kao i faznokontrastni, čini 
vidljivom strukturu potpuno prozirnih, odnosno reflektirajućih 
uzoraka, ali na drugačiji način. U faznokontrastnom mikro- 
skopu snop svjetlosti se pri padu na uzorak razdvajao na dva 
snopa: direktni snop koji je prošao kroz uzorak (odnosno u 
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Sl. 52. Deformacije valne fronte. a ovisnost deformacije valne 
fronte o indeksu loma: n, <n,; iako je uzorak nepromjenljive 
debljine, dio valne fronte ima fazni pomak, b mjerenje faznog 
pomaka između dviju točaka uzorka: RF referentna valna fronta, 
UF valna fronta deformirana uzorkom, c pomak valnih fronta 
pomoću Wollastonove prizme, d mjerenje razlika faza u inter- 
ferentnom mikroskopu s totalnim pomakom, e oblici različito 
deformiranih valnih fronta kad im je pomak manji od moći 
razlučivanja interferencijskog mikroskopa (diferencijalni pomak) 
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metalurškom mikroskopu koji je reflektiran) i onaj koji se di- 
fraktirao na uzorku. Interferiranjem tih dvaju snopova nastaje 
faznokontrastna slika. U interferencijskom mikroskopu snop se 
svjetlosti razdvaja u dva snopa prije pada na uzorak. Već 
prema tome da li se na uzorak puštaju jedan ili oba snopa, 
postoje dvije vrste interferencijskih mikroskopa: mikroskop u 
kojemu samo jedan snop prolazi kroz uzorak (obasjava ga), a 
drugi, referentni, prolazi drugim putem, i mikroskop u kojemu 
oba snopa prolaze kroz uzorak (obasjavaju ga). 

Interferencijski mikroskop u kojemu samo jedan snop pro- 
lazi kroz uzorak građen je po uzoru na interferometre kao 
što su Michelsonov, Mach-Zehnderov, Jaminov interferometar 
itd. (v. Optika). Snop svjetlosti razdvaja se u dva snopa, od 
kojih jedan pada na uzorak, a drugi, referentni, prolazi nede- 
formiran mimo njega. Valna fronta snopa, koji prolazi kroz 
uzorak, bit će deformirana zbog geometrijskog oblika uzorka 
i zbog različitih indeksa loma u uzorku (sl. 52a). Pusti li se 
da takav snop s deformiranom valnom frontom interferira s 
referentnim nedeformiranim snopom, povećat će se ili smanjiti 
amplituda u pojedinim točkama valne fronte, već prema rela- 
tivnom faznom pomaku valova iz uzorka i referentnog snopa. 
Promatra li se takva interferentna slika, dijelovi uzorka koji 
su stvorili faznu razliku referentnog i prolaznog snopa jednaku 
polovici duljine vala bit će najtamniji, a oni koji nisu uzroko- 
vali fazni pomak bit će najsvjetliji. Ostale točke imat će osvi- 
jetljenost između ta dva ekstrema (sl. 53). 
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Sl. 53. Interferentne slike čelične kuglice iz kugličnog ležaja: 
gore nova, dolje istrošena kuglica 


Takvi mikroskopi mogu se upotrijebiti za prozirne i za 
neprozirne uzorke (metalurška verzija). 

Interferencijski mikroskopi ne upotrebljavaju se za kvalita- 
tivno opažanje, nego za mjerenja, što je i razumljivo jer se 
osnivaju na interferometrima. Tako, npr., kad se mjeri razlika 
faza između dvije točke uzorka, pomiče se valna fronta refe- 
rentnog snopa tako da se najprije zatamni jedna točka uzorka, 
a zatim druga. Pomak valne fronte jednak je razlici faza dviju 
točaka uzorka (sl. 52b). 
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Primjene. U biologiji i medicini interferencijski se mikroskop 
primjenjuje za istraživanje sadržaja stanica, njihova funkcioni- 
ranja, te osobito kvantitativnog mjerenja njihovih sastojaka. 
Pri tom se određuje suha tvar u stanici i mjeri debljina sta- 
nica. Određivanje suhe tvari moguće je zbog linearne veze 
indeksa loma otopine n i koncentracije C otopljene tvari 
prema relaciji (16). Ako je stanica okružena sredstvom indeksa 
loma m, fazna razlika zbog debljine stanice d iznosi 


P =(n— nd, (17a) 
pa je 
p=aACd. (17b) 
Množenjem s projiciranom ploštinom A stanice dobiva se 
pA=aACd. (18) 
Budući da je masa suhe tvari stanice M = ACd, dobiva se 
g M 
Tzrk (19) 


što znači da je promjena faze proporcionalna omjeru mase i 
ploštine. Da bi se izmjerila masa heterogene stanice, potrebno 
je mjeriti fazne razlike za mnogo točaka na stanici. To je 
omogućeno automatskom analizom slike. 

U industriji se interferencijski mikroskopi mnogo upotre- 
bljavaju za kontrolu debljine tzv. debelih poluvodičkih filmova 
potrebnih za mikroelektroniku, za kontrolu izradbe preciznih 
mehaničkih dijelova i obradbe površina, te za proučavanje 
novih komponenata komunikacijskih linija (fiber-optika). Tada 
se referentna valna fronta nagne, te se dobivaju interferencijske 
pruge kojima deformacija prati faznu konturu uzorka (sl. 54). 


SI. 54. Interferentna slika u monokromatskoj svjetlosti razlike razina debe- 
lih poluvodičkih elektroničkih filmova u integriranim sklopovima 


Interferencijski mikroskop u kojemu oba snopa padaju na 
uzorak primjenjuje postupak pomaka dviju slika (engl. shearing). 
U takvim se mikroskopima upotrebljavaju Wollastonove prizme 
za stvaranje i rekombiniranje dviju valnih fronta. Wollastonova 
prizma sastoji se od dvije dvolomne međusobno slijepljene 
prizme od kremena ili kalcita, tako da optičke kristalografske 
osi tvore pravi kut. Jedna je os u ravnini papira, a druga je 
na nju okomita. Osim toga, obje su osi paralelne s ulaznom 
i izlaznom plohom Wollastonove prizme. Ako svjetlosna zraka 
pada na Wollstanovu prizmu, ona se razdvoji u dvije po- 
larizirane zrake s međusobno okomitim ravninama polariza- 
cije, pa nastaje dvolom. Ako se dvolom pojavljuje točno u 
središtu Woliastonove prizme (gdje su osi prizme jednake 
debljine), polarizirane će zrake, koje izlaze iz Wollastonove 
prizme, biti u fazi. Ako se dvolom pojavljuje izvan središta, 
nastat će razlike u fazi između izlaznih, međusobno polari- 
ziranih zraka. Stavljanjem takve dvostruke prizme između dva 
polarizatora od monokromatske svjetlosti dobiva se niz paralel- 
nih interferencijskih linija. U bijeloj svjetlosti, kada su polariza- 
tori ukršteni, linije su obojene. Princip je pomaka slike da se 
valna fronta najprije pomoću Wollastonove prizme prostorno 
razdvoji u dvije valne fronte i lateralno pomakne, a zatim, 
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nakon prolaska kroz uzorak, pomoću dvije Wollastonove priz- 
me ponovno pomakne za isti pomak u suprotnu stranu i 
prostorno preklopi. Tako dvije valne fronte (dvije slike) mogu 
interferirati. 


Valna fronta, polarizirana pod kutom od 45% na ravninu 
crtanja, pada na Wollastonovu prizmu P, (sl. 52c). Iz nje izlaze 
dva snopa valne fronte, različitih polarizacija (paralelne i okomite 
na ravninu crtanja), koji su lateralno pomaknuti (shearing) za 
Ax i longitudinalno pomaknuti u fazi za Az. Površine konstantne 
faze (valne fronte) obaju snopova prikazane su crtkanom i 
punom linijom. Točka Q se nakon prizme razdvojila u Q, i Qj, 
Nakon prolaska kroz fazni uzorak O, valne će fronte biti 
deformirane (B). Druga Wollastonova prizma (P2) tako je pos- 
tavljena da ima suprotno djelovanje od prizme P,. Ona otklanja 
pomak koji je nastao djelovanjem prizme P,, te Q, i Q, nisu 
više lateralno pomaknuti. 

Ako je lateralni pomak slika mnogo veći od moći razlu- 
čivanja mikroskopa, mikroskop se naziva interferencijskim s 
totalnim pomakom. Takva se modifikacija mikroskopa upo- 
trebljava za kvantitativno mjerenje faznih razlika (sl. 52d). 
Želi li se izmjeriti fazni pomak deformacije valne fronte A, 
potrebno je: a) faznim razmicanjem obaju snopova zatamniti 
deformaciju valne fronte jednog od snopova (puna linija), pri 
tom je fazna razlika 


= (204) 


> 


| > 


b) suprotnim faznim pomakom zatamniti istu deformaciju druge 
valne fronte (crtkana linija), pa je 


A 


Ša+4 = S. (20b) 
Iz relacija (20a) i (20b) dobiva se 
82 — 8, 


(21) 


i= A 


3 


Ako je lateralni pomak slika (valnih fronta) manji od moći 
razlučivanja mikroskopa (sl. 52e), mikroskop se naziva inter- 


MIKROSKOP 


ferencijski mikroskop s diferencijalnim pomakom, odnosno dife- 
rencijalni interferencijskokontrastni mikroskop. Pomoću takva mi- 
kroskopa moguće je kvalitativno opažanje bezbojnih i nekon- 
trasnih uzoraka, u kojima je razlika optičkih putova 0,1/-:+12. 
Ta vrsta mikroskopa upotrebljava se za prozirne i reflektira- 
juće uzorke. Interferiranjem deformiraju se valne fronte, pa se 
(sl. 52e): 1) s lijeve strane vidi uska svijetla, a s desne uska 
tamna linija, ili obratno ako razlika putova tih valnih fronta 
ima suprotan predznak; 2) uz kontinuiranu promjenu faze, 
već prema gradijentu optičkog puta, promjena je od svijetlog 
do tamnog kontinuirana; 3) uz linearnu promjenu faze konstan- 
tan je gradijent optičkog puta. U okularu se ne vide dvije 
odvojene slike, nego jedna slika, ali s reljefno kontrastnim 
faznim razlikama (sl. 55). 

U usporedbi s faznokontrastnim mikroskopom, interferen- 
cijskokontrastni ima reljefnu sliku, nema neugodnog svijetlog 
kruga (halo) oko tamnih pojedinosti, niti osvijetljenih rubova, 
omogućuje upotrebu maksimalnih numeričkih apertura, a ima 
vrlo malu dubinsku oštrinu (reda veličine valne duljine), što 
omogućuje promatranje pojedinih slojeva uzorka (sl. 56). 

Polarizacijski mikroskop. U takvu mikroskopu predmet se 
osvjetljuje polariziranim svjetlom. Obični mikroskop za prozirne 
uzorke postaje polarizacijski ako se polarizator postavi ispod 
kondenzora, a analizator iznad objektiva, s mogućnošću rotacije 
jednoga od njih. Međutim, optičko staklo za obične mikroskope 
može imati u sebi zamrznuta naprezanja koja će se vidjeti 
u polariziranoj svjetlosti. Zato svi optički dijelovi treba da budu 
od opuštenog stakla kako naprezanja ne bi depolarizirala 
svjetlost. Sferne plohe leća također utječu na polariziranu 
svjetlost koja se lomi na njima. Budući da u kvalitetnom mikro- 
skopu ima mnogo tih ploha, korist je od antirefleksijskih slojeva, 
koji smanjuju utjecaj ploha na polarizaciju prolazne svjetlosti, 
dvostruka: smanjenje refleksije i očuvanje karaktera prolazne 
polarizirane svjetlosti. Oba djelovanja povećavaju kontrastnost 
slike. 

U polarizacijskom mikroskopu potrebno je dovesti uzorak u 
točno određeni položaj prema osi mikroskopa i prema ravnini 
polarizacije polarizatora. Zato on ima mehanički sustav za 
pomak uzorka koji se može zakretati oko svih osi i kojim se 


Sl. 55. Primjer biološkog uzroka: a promatranog faznokontrastnim mikroskopom ib diferencijalnim interferencijskokontrastnim mikroskopom (povećanje 130 puta) 
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može bilo koja os uzorka dovesti u optičku os mikroskopa. 
Zbog toga polarizacijski mikroskop ima poseban, tzv. univer- 
zalni stol (sl. 57). Pomoću njega je moguće, zakretanjem uzorka, 
naći njegove optičke osi i glavne indekse loma. Takav stol je 
veoma važan za mineraloška ispitivanja. Uzorak se postavlja, 
potopljen u tekućinu s indeksom loma koji je blizak indeksu 
loma uzorka, u središte između dvije staklene polukugle koje 
imaju također indeks loma približno jednak indeksu loma 
uzorka. Rotacijom kugle oko središta ostaje njezin efekt na 
polariziranu svjetlost konstantan, pa jedino uzorak svojom 
strukturom pokazuje promjene u indeksu loma. Takav je stol 
potreban pri identifikaciji kristala. Radi dovođenja osi rotacije 


SI. 56. Epitelne stanice usne šupljine snimljene pomoću triju vrsta mikro- 
skopa. a običnim mikroskopom sa svijetlim poljem, b faznokontrastnim mi- 
kroskopom, c diferencijalnim interferencijskokontrastnim mikroskopom 
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Sl: 57. Univerzalni stol za određivanje optičkih osi 


stola u os rotacije mikroskopa, objektiv mora biti točno 
centriran, što se postiže tzv. centratorom objektiva. 
Ortoskopsko i konoskopsko promatranje. Uobičajeno proma- 
tranje uzorka kad se uzorak promatra neposredno (u oko se 
preslikava ravnina uzorka) zove se ortoskopsko. Za polariza- 
cijski mikroskop važno je tzv. konoskopsko promatranje, kad 
se ne gleda uzorak, nego kontura polarizirane svjetlosti u 
izlaznoj pupili objektiva, tj. u oko se preslikava žarišna ravnina 
objektiva (sl. 58). Tada se promatra pomoću konvergentnog 
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SI. 58. Konoskopsko (a) i ortoskopsko 
(b) promatranje. / okular, 2 Bertran- 
dova leća, 3 analizator, 4 stražnja 
žarišna ravnina, 5 objektiv, 6 ravnina 
uzorka, 7 kondenzor, 8 otvor, 9 pola- 
rizator, 10 pomoćni kondenzor, [1 
zrcalo 


osvjetljivanja. Pri konoskopskom promatranju ne gleda se pove- 
ćana slika uzorka, nego interferentna kontura (sl. 59). Iz oblika 
interferentnih kontura i njihovom modifikacijom pomoću kom- 
penzatora mogu se odrediti: broj osi, kut među osima, te op- 


SI. 59. Opažanje interferentne konture 
pri konoskopskom promatranju; u 
oko se preslikava stražnjažarišna rav- 
nina objektiva. 7 oko, 2 okular, 3 
Bertrandova leća, 4 analizator, 5 
stražnja žarišna ravnina objektiva s in- 
terferentnim konturama, 6 objektiv s 
većom aperturom, 7 jednoosni kristal 
s optičkom osi paralelnom s mikro- 
skopskom osi, 8 kondenzor 


tička karakteristika kristala (sl. 62 i 63). Odmah iza analizatora 
mogu se umetnuti optički elementi za modifikaciju rada pola- 
rizacijskog mikroskopa. 

Kremeni klin. Tanki kremeni klin kojemu je optička os pa- 
ralelna s njegovim vrhom zalijepljen je na kremenu ploču kojoj 
je os u ploči pod pravim kutom na os klina. Na jednom 
mjestu klin je iste debljine kao i kremena ploča, pa tu nema 
retardacije zbog ukrštenih osi (v. Optika). Na svim drugim 
dijelovima klin uzrokuje kontinuirano mijenjanje retardacije. 
Pomicanjem klina ispod uske pukotine, koja je postavljena ispod 
analizatora, nalazi se položaj gdje se kompenzira uzorak, tj. 
uzorak postaje taman za ukrštene polarizatore. Tu retardacija 
klina ima jednak iznos, a suprotan predznak od retardacije 
uzorka. Ako je klin baždaren, može se neposredno očitati retar- 
dacija uzorka. 


Četvrtvalna ploča. Za određivanje tipa nekog kristala upo- 
trebljava se tzv. četvrtvalna ploča kojoj je retardacija jednaka 
četvrtini valne duljine svjetlosti. Uz dodatak još jedne četvrt- 
valne ploče iznad polarizatora, uzorak se promatra u cirku- 
larnopolariziranoj svjetlosti, koja pojednostavnjuje interferentnu 
konturu pri konoskopskom promatranju, pa se osi kristala vide 
kao točke okružene prstenima, dok se u planpolariziranoj 
svjetlosti osi određuju tek poslije dvaju mjerenja: jedno uz 
analizu pod kutom od 45% i drugo nakon poništenja. 


Ploča s osjetljivom bojom punovalna je retardacijska kremena 
ploča s optičkom osi u ravnini ploče. Male varijacije u uzorku 
ona pretvara u promjenu boje na koju je oko vrlo osjetljivo. 

Boja se pojavljuje zbog retardacije, koja ovisi o disper- 
zivnim svojstvima kremena: punovalna retardacija je u zelenom, 
nešto veća u plavom i nešto manja u crvenom području. 
Između ukrštenih polarizatora to daje tzv. negativnu zelenu 
boju ili magentu, koja se veoma brzo mijenja malim dodat- 
nim retardacijama u uzorku. 

Berekov kompenzator mala je kalcitna pločica kojoj se nagib 
može mjeriti. Optička je os normalna na pločicu, tako da ima 
nultu retardaciju u horizontalnom položaju. Povećavanjem na- 
giba pločice retardacija se povećava. Pločica se zakreće bubnjem 
koji je baždaren, te se retardacija može neposredno očitati. 


Primjene. Osnovna je primjena polarizacijskog mikroskopa 
u kristalografiji i kristalooptici. Nadalje, upotrebljava se za 
ispitivanje naprezanja u materijalima (npr. u staklu), te za pro- 
matranje nevidljivih pojedinosti u prozirnim nitima. Pomoću 
polarizacijskog mikroskopa za neprozirne uzorke (npr. meta- 
lurški mikroskop) moguće je istraživati refleksiju, birefleksiju, 
boju i tvrdoću uzorka. 
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Fluorescencijski mikroskop. U fluorescencijskim mikrosko- 
pima primjenjuje se fluorescencija ispitivanih uzoraka za nji- 
hovu detekciju i identifikaciju. 

Fluorescencija je emisija pretežno vidljive hladne svjetlosti 
tokom apsorpcije svjetlosne, kemijske, toplinske ili energije 
oslobođene mehaničkim deformacijama, sudarima s elektro- 
nima, pozitivnim ionima, česticama radioaktivnog zračenja, 
fotonima i sl. Ozračivanjem tvari elektroni prelaze u pobuđeno 
stanje. Nakon približno 10- s elektroni se vraćaju u nepobu- 
đeno stanje i pri tom zrače razliku energije u obliku fotona 
fluorescentne svjetlosti. Valna duljina takva zračenja, prema 
Stokesovu zakonu, ne može biti kraća od valne duljine pobud- 
nog zračenja. Proces pobuđivanja elektrona traje samo dok je 
tvar ozračena, pa i fluorescencija prestaje približno nakon 
10% s. Postoje primarna i sekundarna fluorescencija. 

Primarna je fluorescencija vlastita fluorescencija uzorka koji 
nije posebno prepariran fluorescentnim bojama (fluorokromima). 
Da bi se postigla primarna fluorescencija, uzorci se najprije 
ozračuju ultraljubičastim zračenjem i promatraju kroz različite 
vrste filtara. Ako se ne postignu željeni rezultati, nastavlja se 
ispitivanje pomoću sekundarne fluorescencije. 

Sekundarna se fluorescencija pojavljuje na uzorcima koji u 
prirodnom obliku ne fluoresciraju, nego tek nakon prepariranja 
fluorokromima. Tako su, inače nerazlučive, fine strukture raz- 
dvojene kontrastnim bojama fluorescencije. 

Uzorci se prepariraju već prema razrađenim postupcima. 
Za stanične jezgre i membrane, bakterije, leukocite, limfocite 
i dr. najpogodniji su narančasti i žuti akridin, auramin, kori- 
fosfin, rodamin, tetraciklin, primulin i dr. Kao otapalo najčešće 
služi voda, a rjeđe alkalna i fiziološka otapala. Točno je odre- 
đeno trajanje preparacije, koja iznosi od nekoliko sekunda do 
desetak minuta. Razrađene su i tablice dobivenih valnih duljina 
fluorescentne svjetlosti koje ovise o valnoj duljini pobudnog 
zračenja. 

Specijalni oblik sekundarne fluorescencije je imunofluorescen- 
cija, koja se javlja ako se antitijela (protuotrovi koji se sami 
stvaraju u tijelu kao obrana od bolesti) prepariraju fluorescen- 
tno aktivnim tvarima. Nakon toga reagiraju s antigenima 
(tvarima koje u organizmu uzrokuju stvaranje antitijela, kao npr. 
virusi, bakterije i dr.) Taj kompleks uzrokuje fluorescenciju. 

Za fluorescentnu mikroskopiju potrebni su, osim poseb- 
nih metoda za pripremu uzoraka, i specijalno građeni mi- 
kroskopi. To se odnosi na način osvjetljivanja uzoraka, svjet- 
losne izvore, filtre, objektive i okulare. 

Osvjetljivanje uzoraka. Prema osvjetljivanju uzoraka postoje 
dvije vrste fluorescencijskih mikroskopa. U jednima se primje- 
njuje prosvjetljivanje uzorka (za rad s prozirnim uzorcima), a u 
drugima obasjavanje uzorka (za neprozirne uzorke). 

Mikroskopi s prosvjetljivanjem uzorka. Za osvjetljivanje uzor- 
ka upotrebljavaju se izvori koji u svom spektru sadrže velik 
dio ultraljubičastog zračenja. Intenzitet toga zračenja mora biti 
velik, jer je osvijetljenost fluorescentne slike najčešće veoma 
malena. Zračenje izvora najprije prolazi kroz filtar koji propušta 
samo dio spektra potrebnog za pobuđivanje fluorescencije (pri- 
marni filtar), a zatim kroz kondenzor. Prema izvedbi konden- 
zora promatra se slika sa svijetlim ili tamnim poljem. U mikro- 
skopu sa svijetlim poljem na objektiv pada i fluorescentno i 
pobudno zračenje (sl 60). Ispred okulara smješten je filtar 
koji propušta samo fluorescentno zračenje (sekundarni filtar). 
U mikroskopu s tamnim poljem na objektiv pada samo fluo- 
rescentno zračenje (sl. 61). Tada se upotrebljavaju samo objek- 
tivi s numeričkim aperturama do 1,15. Postupak je sa svijetlim 
poljem pogodniji zbog stvaranja visoke apsolutne svjetline fluo- 
rescentne slike. Međutim, staklo upotrijebljeno za građu konden- 
zora i objektiva i samo fluorescira, pa to smanjuje kontrastnost 
slike. Zato se češće primjenjuje tamno polje, osobito u bio- 
loškim i medicinskim istraživanjima. Tako je apsolutna svjetlina 
u postupku s tamnim poljem manja nego kad se primjenjuje 
postupak sa svijetlim poljem, kontrast je fluorescentne slike 
prema tamnoj pozadini veći. 

Mikroskopi s obasjavanjem uzorka. Kondenzor je nepotreban, 
jer njegovu ulogu preuzima objektiv (sl. 64), slično kao u meta- 
lurškom mikroskopu. 
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SI. 60. Fluorescencijski mikroskop s prosvjetljivanjem u svijetlom polju. A SL 61. Fluorescencijski mikroskop s prosvjetljivanjem u tamnom polju. A 
zračenje izvora (vidljivo i pobudno zračenje), B samo pobudno zračenje (vid- = zračenje izvora (vidljivo i pobudno zračenje), B samo pobudno zračenje (vid- 
ljivo je zračenje zaustavljeno filtrom), C preostalo pobudno zračenje i fluores- = ljivo je zračenje zaustavljeno filtrom), € fluorescentno zračenje; / izvor svjetla. 
centno zračenje, D samo fluorescentno 

zračenje (preostalo pobudno zračenje 

zaustavljeno je filtrom); / izvor svjetla, 


3 


2 primarni filtar, 3 sekundarni filtar 
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, 


2 primarni filtar, 3 konden- 
zor tamnog polja, 4 sekun- 
darni filtar 


y 


4) 


SI. 62. Interferentne konture jednoosnih struktura različitih debljina uzorka, položaja i dvoloma u monokromatskoj svjetlosti. a do h kriške uzoraka rezane 
okomito na optičke osi: a kristal male debljine sloja ili dvoloma, b do d kristal veće debljine ili dvoloma, e određivanje optičkih karakteristika 
pomoću četvrtvalne ploče, f izgled kristala rezanog okomito na optičku os u cirkularno polariziranoj svjetlosti, g optički aktivni kristal (kremen), h Airyjeve 
spirale kremena debljine 4mm; i, j optička os kristala zakrenuta za 45% prema ravnini uzroka, k optička os kristala zakrenuta za 70% prema ravnini 
uzorka, ! optička os kristala paralelna s ravninom uzorka 
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Osim tih dvaju osnovnih tipova fluorescencijskih mikro- SI 64. Građa fluorescencijskog mikroskopa za ne- 
skopa, postoje i različite kombinacije (simultane metode) za iS I lani Ms imeni, 
posebne zahtjeve, ako se osim fluorescentne strukture žele pri- 3 fevolver s PR ZL 
kazati i nefluorescentni dijelovi u svijetlom i u tamnom polju, filtrima, 4 dikroično zrcalo, 5 izvor zračenja, 6 to- 
pomoću faznog kontrasta ili polarizirane svjetlosti. Ako se, npr., plinski filtri, 7 dijafragma svijetlog polja, 8 primarni 
želi proučavati struktura nefluorescentnog tkiva koje okružuje filtri. 9 dijafragma za parazitne zrake, 10 objek- 
fluorescentni djelić uzorka, te lokacija toga djelića u tkivu, pje 
primjenjuje se prosvjetljivanje uzorka s tamnim poljem u kom- 
binaciji s obasjavanjem uzorka ili obasjavanje uzorka u kom- 
binaciji s prosvjetljivanjem uzorka s efektom faznog kontrasta. 
Za istodobno proučavanje polarizacije i fluorescencije uzorka 
dvolomca primjenjuje se obasjavanje uzorka u kombinaciji s 
prosvjetljivanjem uzorka s efektom polarizacije svjetlosti. Za 
usporedbu dvaju djelića uzorka obojenih različitim fluorokro- 
mima služi obasjavanje uzorka u kombinaciji s prosvjetljivanjem 
uzorka. 

Svjetlosni izvori i filtri. Za optimalno pobuđivanje i regi- 
striranje fluorescencije za određenu vrstu uzorka nije dovoljno 
samo odabrati jedan od navedenih fluorescencijskih mikroskopa. 
Veliko značenje ima izbor kombinacije povoljnog izvora svjetlosti 
s pogodnim primarnim i sekundarnim filtrima, a to zahtijeva 
točno poznavanje spektralnih karakteristika pobudnog i fluo- 
rescentnog zračenja. Najčešće upotrebljavani izvori svjetlosti 
jesu: volfram-halogene žarulje (12 V; 100 W), visokotlačne kse- 
nonske lučnice (75-::450 W), ultravisokotlačne živine lučnice 
(50-::200 W) i dr. Primarni i sekundarni filtri mogu se kombi- 
nirati prema širini pojasa frekvencija upotrijebljene pobudne 


Sl. 63. Interferentne konture dvoosnog kristala. a do j kriške kristala okomito na vrh bisektrise: a tanki preparat (ili mali dvolom) — kut među 
osima kristala —10%, b debeli preparat (ili veliki dvolom) — kut među osima kristala 10%, € ravnina osi malo nagnuta prema osi mikroskopa — kut 
među osima kristala 30%, d preparat kao c; određivanje optičke karakteristike pomoću četvrtvalne ploče, e tanki preparat (ili mali dvolom) — kut među 
osima 50", h deblji preparat — kut među osima 50%, g preparat kao f, ali u normalnom položaju, h preparat kao f i g u cirkularno polariziranoj 
svjetlosti — optičke osi odgovaraju točkama na konturi, i deblji preparat (normalni položaj) — kut među osima 50, j preparat kao i: dijagonalni 
položaj, k kut među osima veći od raspoložive aperture mikroskopa (70%), | vrlo debeli preparat (šećer): kriška okomita na optičke osi, kut među osima 


pe 
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svjetlosti, pa pobuđivanje fluorescencije može biti široko- 
pojasno, uskopojasno ili selektivno. 

irokopojasno pobuđivanje fluorescencije (sl. 65) postiže se 
pomoću primarnih filtara koji propuštaju širok pojas frekvencija 
u ultraljubičastom i plavom dijelu spektra. Ta je metoda upo- 
trebljiva za mikroskope s obasjavanjem i prosvjetljivanjem 
uzorka, sve dok se frekvencije pobudne i fluorescentne svjetlosti 
dovoljno razlikuju. Ako je sekundarni filtar pravilno odabran, 
on će skoro potpuno spriječiti prolaz pobudne svjetlosti, a 
skoro potpuno propustiti maksimum emisije fluorescentnog zra- 
čenja. 


400 500 600 
Valna duljina A nm 


SI. 65. Širokopojasno pohuđivanje fluorescencije. A pobudno, B fluorescentno 
zračenje. Maksimumi pobudnog i fluorescentnog zračenja su razmaknuti. 
Primarni filtar propušta široki spektar pobudnog zračenja u području kratkih 
valnih duljina (C), a zaustavlja ga prema frekvencijama fluorescentnog zračenja. 
Sekundarni filtar propušta maksimum emisije fluorescentnog zračenja (D), a 
propusnost mu naglo pada prema kraćim valnim duljinama 


600 
Vaina duljina / nm 


SI. 66. Uskopojasno pobuđivanje fluorescencije. A pobudno, B fluorescenino 

zračenje. Maksimumi pobudnog i fluorescentnog zračenja veoma su bliski. 

Primarni filtar ima simetrične propusne karakteristike (C) s maksimumom 

propusnosti između maksimuma pobudnog i fluorescentnog zračenja. Sekun- 

darni filtar ima strmi pad prema kratkim valnim duljinama (D) mnogo prije 
maksimuma pobudnog zračenja 


Uskopojasno pobuđivanje fluorescencije (sl. 66) primjenjuje se 
kad su frekvencije pobudnog i fluorescentnog zračenja veoma 
bliske. Pobudna se svjetiost filtrira primarnim interferentnim 
filtrom koji propušta uski frekventni pojas i koji reže pobudno 
zračenje u uskom pojasu spektra. To pobuđuje fluorescenciju 
uskog pojasa frekvencija u blizini pobudnih frekvencija. Ako se 
upotrijebi sekundarni filtar kojemu propusna moć naglo pada 
na strani frekvencije pobudne svjetlosti, fluorescentna slika neće 
biti poremećena pobudnom svjetlošću. 

Selektivno pobuđivanje fluorescencije, slično kao uskopojasno 
pobuđivanje, upotrebljava se kad su bliski frekventni maksi- 
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mumi pobudnog i fluorescentnog zračenja. Razlika je u upotrebi 
interferentnog primarnog filtra nesimetričnih spektralnih karak- 
teristika. Takvi se filtri kombiniraju sa sekundarnim interfe- 
rentnim filtrima inverznih propusnih karakteristika. 

Objektivi. Objektivi za fluorescentnu mikroskopiju nepro- 
zirnih uzoraka moraju koncentrirati veliku energiju na ispiti- 
vani uzorak da bi pobudili intenzivnu fluorescenciju. Apertura 
objektiva mora biti što veća, jer intenzivnost raste s kvadratom 
aperture. Kao imerzijska tekućina upotrebljava se voda ili ulje. 
Tako se ne gubi svjetlost refrakcijom na granici staklo—zrak, 
ni reflekcijom između pokrovnog stakla i prednje leće objektiva. 
Voda je nekad pogodnija jer se može brzo i potpuno ukloniti s 
uzorka. 

Okulari. Okulari svojim povećanjem, među ostalim, utječu 
i na intenzivnost fluorescentnog zračenja. Upotrebljavaju se oku- 
lari velikog povećanja osobito za fluorescentnu mikrografiju, 
dok se okulari manjeg povećanja upotrebljavaju samo za vizu- 
elno promatranje. 


Stereoskopski mikroskop. Promatranjem predmeta u prirodi 
pomoću oba oka neki se predmeti vide dalje, a neki bliže, pa 
se osjeća prostornost. To je stereoskopski efekt. Svako oko, 
zbog razmaka među očima, vidi objekt pod različitim kutom, 
opaža različitu sliku, koja se onda u mozgu rekonstruira u 
trodimenzionalnu sliku. Upotrebom binokularnog mikroskopa 
oba oka vide istu sliku, čime izostaje stereoskopičnost. Tro- 
dimenzionalni efekt se postiže pomoću stereoskopskog mikro- 
skopa, koji se još naziva i Greenoughov mikroskop. Stereo- 
skopski mikroskop sastoji se od dva odvojena mikroskopa, za 
svako oko jedan, učvršćena tako da im se optičke osi objek- 
tiva sijeku u ravnini predmeta (sl. 67). Nagib optičkih osi 
iznosi 8*-.-14*, ovisno o promatraču. 

Kad su optičke osi objektiva i okulara iste, uzorak se opaža 
u realnoj debljini. Mijenjanjem kutova opažena se debljina 
povećava ili smanjuje. Najmanji razmak objektiva ograničen je 
promjerom njegove prve leće. Zbog toga je ograničena i nume- 
rička apertura objektiva, a time i korisno povećanje, koje pri 
upotrebi stereoskopskog mikroskopa Greenoughova tipa obično 


SI. 67. Stereomikroskop (Greenoughova tipa). a obični, b s dodatnom 
lećom za povećanje numeričke aperture, a time i za veću moć razlu- 
čivanja 
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iznosi 120 puta (maksimalno povećanje 300 puta). Mo- 
gućnosti povećanja mijenjaju se izborom objektiva i okulara, 
dok se kontinuirano povećanje (4-5 puta) mijenja upotrebom 
zoom-sustava. 

Stereoskopski mikroskop prije svega je razvijen za potrebe 
seciranja u biologiji. Njegova je upotreba postepeno proširena 
za kontrolu izradbe veoma sitnih dijelova u industriji, u elek- 
troničkoj industriji za kontrolu mikroelektroničkih kompone- 
nata i precizne mehaničke obradbe. Posebno konstruirani ste- 
reoskopski mikroskopi upotrebljavaju se u otorinolaringološkoj 
i u oftalmološkoj kirurgiji kao operativni mikroskopi. Također 
se primjenjuju u geologiji i mineralogiji. 

Za veća povećanja upotrebljava se stereoskopski mikroskop 
nastao adaptiranjem binokularnog mikroskopa, umetanjem sus- 
tava polarizatora i analizatora. Snop svjetlosti raspolavlja se na 
izlazu iz objekta na lijevu i desnu polovicu, koje se onda do- 
vode očima. Presjek snopova na izlazu iz okulara ima oblik 
polukruga. Zbog toga se za povećanje rabi samo 1/2 površine 
objektiva, a time se numerička apertura objektiva reducira. U 
takvu se stereoskopskom mikroskopu upotrebljavaju objektivi 
i okulari običnog mikroskopa (uključujući i imerzijske objek- 
tive), a maksimalno je povećanje ograničeno jedino difrakcijom. 

Budući da optički sustav okreće sliku, analizatori moraju 
biti tako orijentirani da svjetlost s lijeve strane prolazi kroz 
desnu pupilu okulara i obratno. Ako se postave suprotno, 
dobiva se pseudoskopska slika, tj. udubina će se u uzorku vidjeti 
kao izbočina i obratno. 


Invertni mikroskop. Uzorci se invertnim mikroskopom pro- 
matraju s donje strane. Glavni dijelovi toga mikroskopa, objek- 
tiv i okular, nalaze se ispod mehaničkog stola (sl. 68). Postoje 
izvedbe za prozirne uzorke s osvjetljenjem odozgo i metalurška 
izvedba s vertikalnim osvjetljenjem odozdo. 


Izvor 


Kondenzor Oko 


ovan 


Uzorak 


Objektiv 


SI. 68. Optička shema invertnog mi- 
kroskopa za transparentne uzorke 


Invertni mikroskop za prozirne uzorke upotrebljava se za 
promatranje taloga različitih otopina u staklenim zdjelicama, 
odnosno bioloških kultura, a također za promatranje kemijskih 
reakcija, za određivanje tališta i dr. 

Invertni metalurški mikroskop osobito je pogodan za prou- 
čavanje velikih uzoraka koji se ne mogu smjestiti pod uobiča- 
jeni mikroskop. 


Metalurški mikroskop upotrebljava se za ispitivanje nep- 
rozirnih materijala. Najveća mu je primjena u metalografiji, 
pa otud i naziv. 

Metalurški mikroskop razlikuje se od mikroskopa za trans- 
parentne uzorke prema sustavu za osvjetljivanje, koji je sa- 
stavni dio mikroskopa. Kao i za mikroskope za prozirne 
uzorke, sustav za osvjetljivanje može biti izveden za rad u 
svijetlom polju i u tamnom polju. 

Svijetlo polje. Pri takvu osvjetljivanju svjetlost prolazi kroz 
isti objektiv kojim se stvara slika uzorka (sl. 69). Da bi to 
bilo moguće, upotrebljava se djelitelj snopa (obično je to 
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— Ravnina uzorka 


Sl. 69. Optička shema metalurškog 


— Podloga mikroskopa za rad u svijetlom polju 


polupropusno zrcalo), kojim se u vidno područje objektiva 
dovodi svjetlosni snop iz sustava za osvjetljivanje. Primjenom 
Kohlerova osvjetljivanja aperturna dijafragma omogućuje kon- 
trolu aperture svjetlosnog snopa koji izlazi iz objektiva i osvjet- 
ljuje uzorak (sl. 70), a dijafragma svijetlog polja veličinu 
osvijetljenog dijela uzorka. Dio mikroskopa na optičkoj osi 
objektiva, iza djelitelja snopa, jednak je onom u mikroskopu 
za prozirne uzorke. Djelitelji snopa mogu iskoristiti cijelo vidno 
polje objektiva ili samo njegovu polovicu (sl. 71). Ako se snop 
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SI. 70. Mijenjanje korisne numeričke aperture ob- 
jektiva prema otvoru aperturne dijafragme 


a b Cc 


Sl. 71. Djelitelji snopa za svijetlo polje. a polupropusno 
zrcalo na tankoj ploči, b polupropusno zrcalo između dviju 
prizama, c poluzrcalo, d poluprizma 


dovodi u cijelo vidno polje objektiva, upotrebljava se polu- 
propusno zrcalo ili polupropusna prizma, a ako se dovodi samo 
u polovicu vidnog polja, upotrebljava se poluzrcalo ili polu- 
prizma. Drugi postupak može se primjenjivati jedino za objek- 
tive malih povećanja. Kad su jaki objektivi, upotrebljava se 
polupropusno zrcalo za ubacivanje svjetlosti u os objektiva. 
Tada najviše 20% svjetlosti koja pada na polupropusno zrcalo 
dolazi do okulara. Zato se za metalurške mikroskope velikih 


MIKROSKOP 


povećanja upotrebljavaju jaki izvori svjetlosti, kao što je, npr., 
ksenonska lučnica. 

Kako se pri prolazu svjetlosti kroz objektiv, koji istodobno 
služi za stvaranje slike, pojavljuju unutrašnje refleksije koje 
mogu znatno smanjiti kontrastnost slike, upotrebljavaju se 
optički elementi s antirefleksnim slojevima. 

Koso osvjetljenje. Ako aperturna dijafragma ili svjetlosni 
izvor nije centriran, uzorak je osvijetljen pod kutom. Rezultat 
je reljefna struktura stvorena sjenama. 

Tamno polje. Dok se u metalurškom mikroskopu za rad 
u svijetlom polju mogao iskoristiti objektiv za transparentne 
uzorke, za rad u tamnom polju potrebni su osobiti objektivi 
sa svjetlovodom, smješteni u stijenki objektiva (sl. 72). Tada 
se upotrebljava potpuno zrcalo, s prozirnim eliptičnim središ- 
njim dijelom, koje reflektira prstenasti snop svjetlosti na 
svjetlovod u objektivu i koji u obliku šupljeg svjetlosnog konusa 
pada na uzorak. Svjetlosne zrake padaju na uzorak pod do- 
voljno velikim kutom da refleks od ravnih ploha ne vraća 
zrake u objektiv. Jedino defekti na plohi reflektiraju dio zraka 
u objektiv. Vide se, dakle, svijetli defekti na tamnoj pozadini. 
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SI. 72. Presjek kroz objektiv za tamno polje 


Metalurški mikroskop za tamno polje ima niz korisnih primjena. 
Kontrolom površine uzorka ogrebotine na visokopoliranoj po- 
vršini vide se kao svijetle linije na tamnoj pozadini, dok su u 
svijetlom polju nevidljive. Također se upotrebljava za ispitivanje 
napuklina na metalu i kvalitete obradbe (npr. kontrola poli- 
ranja). 

Polarizirana svjetlost. Kad se radi sa svijetlim poljem, može 
se upotrijebiti polarizirana svjetlost ako se u sustav za osvjet- 
ljivanje umetne polarizator, a ispred okulara analizator. Da bi 
se smanjio efekt djelitelja snopa kao depolarizatora, polariza- 
tor je orijentiran s ravninom polarizacije okomito na ravninu 
papira. Ravnina je polarizacije mikroskopa paralelna s papirom. 
Kad su polarizator i analizator ukršteni, vidno je polje tamno. 
Zakretanjem uzorka za 360" promatra se reakcija površine, pa 
se može ustanoviti da li je supstancija izotropna ili anizotropna. 
Izotropne supstancije neće zakretanjem uzorka mijenjati sliku, 
ali će se pri promatranju anizotropne supstancije izmjenjivati 
zacrnjenja s osvjetljenjem. Polikristalni anizotropni metali (to 
su oni koji imaju različite optičke karakteristike u različitim 
kristalografskim smjerovima) najbolje se istražuju polariziranom 
svjetlošću. 

Senzibilna obojenost. Umetanjem retardacijske ploče između 
polarizatora i djelitelja snopa može se promatrati slabi dvolom, 
kako je to navedeno uz opis polarizacijskog mikroskopa. Služi, 
npr., za detektiranje pora u grafitu ili za opažanje malih 
strukturnih razlika. 
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Primjene. Uzorci materijala koji se ispituju metalurškim 
mikroskopom obično se utaljuju u plastiku, a površina se obra- 
đuje do poliranja. Time je udaljenost predmeta točno definirana. 
Da bi se razlikovali sastojci metala, metal se prije mikrosko- 
piranja lagano kemijski nagriza. Moguće je promatrati struk- 
turu, zrnatost, svojstva i raspodjelu komponenata. Kako su veći- 
na današnjih metalnih materijala legure, metalurški se mikro- 
skop upotrebljava za istraživanje utjecaja temperature taljenja 
na legure (v. Metalurgija). 


Univerzalni istraživački mikroskop. U univerzalnom  istra- 
živačkom mikroskopu ujedinjena su svojstva gotovo svih vrsta 
mikroskopa. Takav se mikroskop može prilagoditi svim zahtje- 
vima pri istraživanju mikroskopom. Iako je maksimalno fleksi- 
bilan, on nema bolje razlučivanje od drugih tipova mikroskopa, 
jer se upotrebljavaju jednaki optički elementi. Univerzalni istra- 
živački mikroskop mora imati masivno i stabilno postolje s 
apsorberima udarca ugrađenim u konzolu radi stabilnosti slike. 
Stol ima velike mogućnosti podešavanja, odnosno lako se za- 
mjenjuju stolovi za posebne svrhe. Postupci osvjetljivanja mo- 
raju se jednostavno mijenjati ili upotrebljavati istodobno. Mora 
postojati mogućnost priključka više različitih izvora svjetlosti 
na isto postolje. Na takvu mikroskopu ugrađena je kamera 
s automatskim osvjetljivanjem, odnosno lako zamjenljiva ka- 
mera, uključujući filmsku i televizijsku kameru. Također je 
ugrađen i ekran za mikroprojekciju namijenjen za demonstri- 
ranje manjim grupama. Mnogi dijelovi mikroskopa su lako 
zamjenljivi, npr. kondenzori za tamno polje, fazni kontrast itd. 

Mikroskopi s nevidljivim zračenjem. Ljudsko oko je osjetljivo 
u relativno uskom spektralnom području, od 400---700 nm. 
Za opažanje zračenja duljih ili kraćih valnih duljina razvijene 
su metode za vizualizaciju mikroskopskih slika stvorenih takvim 
zračenjem. 

Mikroskop za ultraljubičasto zračenje (tzv. UV mikroskop) 
stvara sliku pomoću toga, za oko nevidljivog zračenja. Prvi 
takvi mikroskopi su konstruirani početkom stoljeća. Nastali 
su radi teorijske mogućnosti postizanja veće moći razlučivanja 
zračenjem kraćih valnih duljina, jer je moć razlučivanja obrnuto 
proporcionalna valnoj duljini. Objektivi su bili monokromati, 
a izvori zračenja ugljene lučnice. Slika se hvatala na fluores- 
centnom ekranu ili na fotografskoj ploči. Budući da se izoštra- 
vanje na fotografsku ploču nije moglo vidjeti, primjenjivala se 
metoda pokušaja i pogrešaka. Zbog mukotrpnog postupka, a 
slabih rezultata, metoda je napuštena, ali se ponovno počela 
primjenjivati oko 1930. godine kad je zamijećena selektivna 
apsorpcija živih stanica (sl. 73). Prisutnost ili nepostojanje spe- 
cifičnog apsorpcijskog pojasa spektra pokazuje na normalnu, 
odnosno abnormalnu stanicu. Ta se činjenica primjenjuje pri 
istraživanju karcinoma. 


A =435,8 nm 


SI. 73. Primjer promjene 
apsorpcije s promjenom 
valnih duljina za isti uzo- 

rak A=265,0 nm 


A=253,2nm 


Kao izvori ultraljubičastog zračenja upotrebljavaju se 
srednje i visokotlačne lučnice punjene plinom. Najviše se upo- 
trebljava živin luk kojemu se u spektru nalaze brojne jake 
linije za preliminarno izoštravanje. Vodikov, deuterijev i kse- 
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nonski luk također se upotrebljavaju kad je uz linijski potreban 
i kontinuirani spektar. 

Ultraljubičasti mikroskopi povezani su s monokromatorom 
jer je selektivna spektralna apsorpcija ključni element u ultra- 
ljubičastoj biološkoj mikroskopiji. 

Ultraljubičasti optički sustavi. U većini novijih ultraljubičastih 
mikroskopa upotrebljavaju se zrcalni objektivi (katooptrički) 
ili objektivi kombinirani od zrcala i leća (katodioptrički), a 
rjeđe čisto dioptrijski objektivi. U katooptričkim sustavima 
središnji je dio pupile pokriven. Ako je omjer ploštine pokri- 
venog dijela pupile prema cijeloj pupili manji od 0,07, slika 
nije bitno narušena. Katooptrički sustavi nemaju kromatsku 
aberaciju i sve do numeričkih apertura od _—0,5 moguće je 
korigirati komu održavanjem koncentričnosti zrcala. Sferna 
aberacija, međutim, progresivno raste, pa je potreban mnogo 
veći omjer pokrivenog dijela pupile i cijele pupile. 

Bolja rješenja su katodioptrički sustavi od zrcala i dielek- 
trika od fluorita ili čistoga taljenog kremena, kojima se kori- 
gira sferna aberacija i koma. Takvi sustavi imaju prihvatljiv 
omjer pokrivenog dijela pupile 1 cijele pupile, te dobro korigi- 
ranu kromatsku aberaciju. 

Ultraljubičasti receptori. Za pretvaranje ultraljubičaste slike 
u vidljivu upotrebljava se nekoliko tipova pretvarača. Slika 
se može snimati elektronskom cijevi, kao što je npr. ortikon 
(osjetljivom na ultraljubičasto zračenje), i promatrati na ekranu 
monitora. Ultraljubičasta slika može se stvarati na djelomično 
prozirnom fotoemitirajućem sloju, pri čemu se pojavljuje emisija 
elektrona. Fotoemitirajući sloj je katoda elektroničkog sustava, 
a vidljiva povećana slika stvara se na fluorescentnom ekranu 
s druge strane cijevi. 

Osim toga, ultraljubičasta slika može se snimati na film 
osjetljiv na ultraljubičasto zračenje. 

Mikroskop za infracrveno zračenje (tzv. IC mikroskop) stvara 
infracrvenu sliku optičkim sustavom sličnim onome za ultra- 
ljubičasti mikroskop. Pri tom je dioptrički dio proziran za in- 
fracrveno zračenje. Za blisko infracrveno zračenje (do 1,5 um) 
može se upotrebljavati staklo, a za dalje drugi materijali 
(irtran, silicij, germanij). 

Slika se vizualizira pomoću fotografske emulzije (do 4 = 
= 1300 nm), a u posljednje vrijeme pomoću tzv. infracrvenog 
pretvarača (sličnog onome za ultraljubičasti mikroskop). 

Za dalje područje infracrvenog zračenja upotrebljavaju se 
termovizijski sustavi s hlađenim detektorima poluvodičkog tipa 
(PbSnTe i HgCdTe) za konverziju infracrvene u vidljivu sliku. 


SI. 74, Upotreba infracrvenog mikroskopa za promatranje neprozirnih uzoraka 

u vidljivom spektru. a uzorak bituminoznog ugljena pod običnim mikro- 

skopom, b isti uzorak pod infracrvenim mikroskopom (do 1200 nm; vide se 
spore, alge i unutrašnja struktura) 


Infracrveni mikroskop upotrebljava se za promatranje uzoraka 
koji su u vidljivom spektru potpuno neprozirni, a primjenom 
infracrvenog zračenja vidi se njihova struktura (sl. 74). 

Infracrveni mikroskop služi za ispitivanje drva, koralja, kri- 
votvorina, a također i starih dokumenata. 

U posljednje vrijeme naglo se razvija upotreba infracrvenog 
mikroskopa za blisko infracrveno područje (do A = 1300 nm), 
koji ima infracrveni konvertor već ugrađen u mikroskop. 

Mala energija fotona infracrvenog zračenja važna je za ispi- 
tivanje živih stanica, jer se s takvim ozračenjem ne razara 
stanica ili se ne djeluje na njezinu mutaciju, kao pri upotrebi 
mikroskopa s rendgenskim zračenjem. Energija fotona infracr- 
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venog zračenja nije dovoljna da pobudi osjetljive celularne 
sustave (retina oka) pa se mogu proučavati u nepobuđenu 
stanju. 

U najnovijim postupcima primjenjuje se infracrvena fluo- 
rescencija pigmenata u biološkim uzorcima (npr. klorofil), pobu- 
đenih vidljivim zračenjem u području 400-600 nm (sl. 75). 


Sl. 75. Upotreba infracrvenog mikroskopa za promatranje infracrvene fluo- 

rescencije. a diatom melosire pod običnim mikroskopom u transparentnoj 

svjetlosti, b isti uzorak pod infracrvenim mikroskopom (vidi se infracrvena 

fluorescencija klorofila i ostalih pigmenata i zapaža se veliki međustanični 
kontrast) 


Također se u poluvodičkoj industriji upotrebljava blisko 
infracrveno zračenje za pronalaženje defekata u poluvodičkim 
materijalima, kao što su Si, GaAs, koji su u vidljivom spektru 
neprozirni, a prozirni su za infracrveno zračenje valnih duljina 
oko 1100 nm. 

Moć je razlučivanja infracrvenog mikroskopa manja od mik- 
roskopa za vidljivo zračenje i proporcionalno opada s porastom 
valnih duljina. 

Mikroskop za rendgensko zračenje stvara sliku pomoću rend- 
genskog zračenja. Kontrastnost mikroskopske slike postiže se 
apsorpcijom rendgenskog zračenja u uzorku. Osim što daju 
strukturne informacije o uzorku (uključujući i neprozirne 
uzorke), mikroskopi s rendgenskim zračenjem daju i kvantita- 
tivne kemijske informacije, što im daje prednost prema drugim 
mikroskopima. Oni, naime, omogućuju pouzdanu ultramikro- 
kemijsku analitičku tehniku pomoću koje se mogu analizirati 
uzorci mase 107!2...107!* g, s pogreškom od samo nekoliko 
postotaka. Moć razlučivanja takvih mikroskopa iznosi 0,2--- 
Žum. 

Postoje četiri osnovna postupka s mikroskopima s rendgen- 
skim zračenjem. 

Projekcijska mikroradiografija jedna je od metoda za dobi- 
vanje uvećane slike uzorka pomoću divergencije snopa rend- 
genskog zračenja tako da se film postavlja na različite udalje- 
nosti od uzorka, umjesto da se priljubljuje uz njega (sl. 76a). 


a b M o 
Izvor Paralelan snop 


Uzorak 
Film 


Film 


Sl. 76. Shematski prikaz rasporeda za različite mikroradiogralije. a 

projekcijska, b kontaktna, c refleksna sa zakrivljenim plohama, d 

refleksna s rotacijskosimetričnim sustavom od tri i e od četiri zrcala, 
f spektrografija 
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Ispočetka takva tehnika nije zadovoljavala zbog neoštre slike, 
jer snop rendgenskog zračenja potječe iz žarišta konačnih dimen- 
zija. Razvoj magnetskih i elektrostatskih leća omogućio je koli- 
miranje elektronskog snopa praktički u točku (0,2 um), koji 
nakon sudara s metom stvara točkasti izvor rendgenskog zra- 
čenja. Budući da je moguće uspoređivati intenzitet svjetlosti 
slike s primarnom apsorpcijom u uzorku, a tim i zaključivanje 
o strukturi uzorka, takva slika daje više informacija od slike 
nastale elektronskim mikroskopom, jer u njemu ne postoji mo- 
gućnost određivanja kvantitativne apsorpcije elektrona u uzorku. 


Kontaktna mikroradiografija postupak je u kojemu se tanki 
sloj uzorka (debljine 0,1 mm i manje za metale i ostale guste 
materijale, a nešto deblji za biološke uzorke) priljubi uz foto- 
grafsku emulziju velike moći razlučivanja (veće od 1000 linija 
po milimetru) i ozračuje rendgenskim zračenjem povoljne valne 
duljine. Dobivena apsorpcijska slika u mjerilu 1:1 uzorak je za 
obično mikroskopiranje (sl. 76b). 

Refleksijska mikroradiografija osniva se na činjenici da je 
indeks loma rendgenskog zračenja u čvrstim tvarima veoma 
malen, malo manji od 1. Uz veliki kut upada pojavljuje se 
totalna refleksija. Ako je površina od koje se zračenje reflek- 
tira udubljena, postiže se izoštravanje u jednoj dimenziji. Ukrš- 
tanjem takvih dviju površina (sl. 76c) dobiva se slika, a astig- 
matizam se korigira kompliciranim oblikom tih površina. Upo- 
trebljava se i rotacijsko simetrični refleksijski sustav (sl. 76d i e). 
Moć razlučivanja je —0,5-:-1 um. 

Rendgenska spektrografija primjenjuje Braggovu refleksiju u 
cilindrično svinutom kristalu (sl. 76f). Moć razlučivanja je 
= 50 um. 

Primjena. Mikroskopi s rendgenskim zračenjem upotreb- 
ljavaju se u biologiji i medicini za kvantitativno određivanje 
suhe tvari, sadržaja vode i elementarne strukture uzoraka, kao 
npr. živčane stanice, mišića, kromosoma itd. Kapilarna cirkula- 
cija u živim organizmima također se može proučavati mikro- 
skopima s rendgenskim zračenjem nakon što se u krvotok 
ubrizga kontrastno sredstvo i uzastopno višekratno mikrora- 
diografira. Osim toga, moguće je odrediti debljinu tankih uzo- 
raka (kao npr. živčane stanice i nekih sastojaka tkiva kostiju) 
ozračivanjem pod velikim upadnim kutom. Postavljanjem filma 
i uzorka pod određenim kutom mogu se dobiti stereoskopni 
mikroradiogrami. Kad se upotrebljavaju tanki slojevi tkiva, do- 
biju se trodimenzionalni prikazi. Mikroskopi s rendgenskim zra- 
čenjem također se upotrebljavaju u organskoj i anorganskoj 
kemiji, mineralogiji, metalurgiji i industriji (registracija i analiza 
mikrodefekata, fraktura, kontrola  varova i uspješnosti 
spajanja, analiza sastava legura, ruda, kristala, keramičkih ma- 
terijala, kontrola površinske obradbe i sl.). 


REPRODUKCIJA MIKROSKOPSKE SLIKE 


Mikroskopska slika može se neposredno opažati. Mikroskop 
stvara virtualnu povećanu sliku, a leća oka preslikava je na 
mrežnicu. Osim toga, može se na pogodnom ekranu dobiti 
realna povećana slika mikrouzorka, pa se tek ta slika promatra 
okom. To je indirektni način reprodukcije mikroskopske slike. 

Moguća je reprodukcija mikrofotografijom, mikrokinemato- 
grafijom, mikrotelevizijom, mikroprojekcijom i crtanjem mikro- 
skopske slike. 


Mikrofotografija je postupak snimanja mikroskopske slike 
na film. Kompliciranija je od uobičajene fotografije jer, osim 
poznavanja fotografskog postupka, zahtijeva i poznavanje 
mikroskopiranja. 

Preinaka mikroskopa za mikrofotografiju. Mikroskop koji se 
upotrebljava za vizuelno opažanje (sl. 77a), tj. koji stvara 
vizuelnu sliku uzorka u beskonačnosti kako bi je oko akomo- 
dirano na beskonačnost moglo vidjeti, može se upotrebljavati 
za mikrofotografiranje, stvaranjem realne slike na nekoliko 
načina: 1) postavljanjem fotografskog aparata ugođenog na bes- 
konačnost iza okulara dobiva se realna slika uzorka na filmu 
(sl. 77b). Pri tom objektiv fotografskog aparata narušava kva- 
litetu slike svojim aberacijama; 2) promjenom izoštrenja mikro- 
skopa pomiče se realna slika objektiva ispred okulara na uda- 
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SI. 77. Preinaka mikroskopa za mikrofotograliranje 


ljenost veću od žarišne daljine okulara, te okular stvara realnu 
sliku uzorka na filmu (sl. 77c). Zbog promjene efektivne du- 
ljine tubusa pojavljuje se sferna aberacija; 3) promjenom izo- 
štrenja okulara stvara se realna slika na filmu (sl. 77d). Tako 
se također povećava duljina tubusa; 4) upotrebom tzv. foto-oku- 
lara, posebno podešenog za fotomikrografiju (ultraplan, projek- 
tiv), postiže se realna slika uz minimanal broj optičkih eleme- 
nata i uz minimalnu aberaciju i veoma ravno polje (sl. 77e). 


Fotobinokularni (trinokularni) mikroskopi. Na starije mono- 
kularne mikroskope kamera se, preko adaptera, postavljala na 
okular mikroskopa. Moderni su istraživački mikroskopi bino- 
kularni, a ako su predviđeni za fotomikrografski rad, imaju 
treći tubus za kameru. Takvi mikroskopi nazivaju se foto- 
-binokulari, odnosno trinokulari (sl. 39). U treći tubus postavlja 
se foto-okular. Pomoću adaptera priključuje se dodatak za izo- 
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Sl. 78. Presjek dodatka za mikrofotografiranje. Djelitelj snopa propušta dio 

snopa u tubus za izoštravanje, u svjetlomjer i na film. Kad se snima u boji, 

dio snopa odlazi na mjerilo temperature boje. Snimati se može fotografskim 

aparatom malog formata, a kad se snima Polaroidom, upotrebljava se do- 
datna leća 
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štravanje, podešen za fotografski aparat. Uobičajeno je da se 
mogu priključiti aparati malog formata (24mm x 36 mm), te 
Polaroid formata 4in x 5in (ili 31in x 4/1 in) za brzo dobivanje 
gotovih slika. Kad se upotrebljava Polaroid, nalazi se još među- 
leća za optičko prilagođivanje formata slike. Fotografski aparati 
imaju ugrađene zatvarače kojima se bira vrijeme ekspozicije. Do- 
datak za izoštravanje (sl. 78) ima ugrađen djelitelj snopa koji 
sliku iz okulara propušta djelomično u fotografski aparat, a 
djelomično u tubus za izoštravanje. U tubusu za izoštravanje 
nalazi se končanica na kojoj se formira slika uzorka. Položaj 
je končanice tako podešen da je slika oštra na filmu kada je i 
na končanici oštra. Da bi se spriječio utjecaj akomodacije oka, 
slika koja se vidi kroz tubus mora biti oštra istodobno kad se 
oštro vide niti končanice. 

Odredivanje ekspozicije. Nekad se vrijeme ekspozicije određi- 
valo pokusom. Današnji mikroskopi imaju ugrađene fotoelek- 
trične svjetlomjere kojima se određuje vrijeme ekspozicije. 
Namještanje ekspozicije je ručno ili automatsko, a i pomicanje 
filma je često automatsko. 

Foto-okulari ( projektivi). Za mikrofotografiju upotrebljavaju 
se posebni foto-okulari (projektivni okulari) koji stvaraju ravno 
polje realne slike. Takvi okulari nisu pogodni za vizuelni rad 
jer čine negativan sustav leća. 

Crno-bijeli film. Pri upotrebi crno-bijelog filma moguće je 
povećati ili smanjiti kontraste neke boje upotrebom filtra kom- 
plementarne boje ili filtra iste boje. To mogu biti stakleni 
filtri ili obojene folije. 

Film u boji. Kad se snima u boji, važno je osvijetliti 
film svjetlošću one temperature boje za koju je film i nap- 
ravljen. Za podešavanje temperature boje izvora svjetlosti na 
koju je film osjetljiv upotrebljavaju se konverzijski filtri. Za 
male formate pri snimanju u boji obično se upotrebljava film 
za dijapozitive koji se mogu projicirati. Negativ u boji upo- 
trebljava se samo kad je potrebno više fotografija. 

Povećanje. Kad se snima s okularima za vizuelni rad, pove- 
ćanje M; uzorka na filmu iznosi 

k 
M;=M,7-p 22 
0 
gdje je M,, povećanje mikroskopa, k projekcijska duljina fo- 
tografskog aparata (obično 125 mm za format 24 x 36mm), 
daljina jasnog vida, a p faktor povećanja aparata (faktor 
povećanja naznačen na aparatu, tabl. 6). 


Tablica 6 


POVEĆANJE FOTOGRAFSKIH APARATA 
PRI SNIMANJU KROZ OKULAR 


MIKROSKOPA 
Format Povećanje p 
24 mm x 36 mm 1 
6,5 cm x 9em 2,5 
9em x 12cm 3,5 
l U 
aši ali d 
ruj x 411 (Polaroid) 3 
din x Sin (Polaroid) 3:5 


Kad se snima s foto-okularima (projektivima), povećanje 
iznosi 


Mr=MyMeyp, (23) 


gdje je My povećanje objektiva, a M; povećanje foto- 
-okulara. 

Vanjska kamera (kamera s mijehom) nije učvršćena na mikro- 
skop, nego stoji na vlastitom stalku. Njene prednosti su u 
većoj fleksibilnosti i u većim formatima (do 13 x 18 cm) filma 
(fotografske ploče). Izoštrava se kao i pri običnom snimanju 
tom vrstom kamera, tj. pomoću mliječnog stakla. Za osvjetljenje 
tako velikih formata potrebni su jaki izvori svjetlosti (ksenonske 
lučnice). 

Fotografski mikroskop (foto-mikroskop). To je posebna vrsta 
mikroskopa koji su predviđeni u prvom redu za mikrofoto- 
grafiranje. Oni imaju ugrađen fotografski aparat malog ili 


MIKROSKOP 


velikog formata te automatsko namještanje ekspozicije i auto- 
matsko prematanje filma nakon svakog eksponiranja. Optički 
sustav za vizuelni rad tako je podešen da nije potrebno po- 
sebno izoštravanje slike na filmu. Kad se kroz binokularni dio 
vidi oštra slika, tada je ona takva i na filmu. 

Mikrofotografija s jednim stupnjem povećanja. U mikrofotogra- 
fiji obično se upotrebljavaju dva stupnja povećanja, pomoću 
objektiva i okulara. Ako se upotrebljava samo objektiv, tada 
postoji samo jedan stupanj povećanja. Ako je omjer veličine 
slike i predmeta >1, dobiva se mikrofotografija, a kad je taj 
omjer <1, makrofotografija. Jedan stupanj povećanja primje- 
njuje se pri snimanju malih predmeta i nije potrebno upotri- 
jebiti mikroskop, nego se može služiti svakom kamerom s 
mijehom. 

Stereomikrofotografija. Snimanjem kroz okulare stereomikro- 
skopa dobiju se dvije slike koje se pomoću stereoskopa mogu 
ponovno vidjeti kao trodimenzionalna slika. Moguće je snimiti 
stereoskopske slike običnim mikroskopom. Jedan je od postu- 
paka da se uzorak snimi pod dva različita kuta (sl. 79a), a drugi 
je da se uzorak snima u dva različita položaja pod objektivom 
(sl. 79b). Već prema nagibu ili pomaku postiže se jačina 


stereoskopskog efekta. 
Objektiv 
| Objekuv 


SI. 79. Stereoskopsko snimanje običnim mikroskopom. a sni- 
manje pod dva različita kuta i b snimanje uzorka u dva 
različita položaja 


Mikrokinematografija. Svrha je mikrokinematografije regi- 
stracija promjene oblika i strukture mikroskopskog uzorka. 
Također, primjenom ubrzanog, odnosno usporenog snimanja, 


Sl. 80. Mikroskop i kinematografska kamera za mikrokinematografiju 


MIKROSKOP 


omogućeno je praćenje promjena koje su zbog brzine ili spo- 
rosti nedostupne ljudskom opažanju. Projekcijom je omogućen 
prikaz promjena uzorka. Kamera mora stajati na posebnom 
stativu (sl. 80) kako se ne bi prenosile vibracije na mikroskop. 
Kamera se može priključiti upotrebom objektiva kamere, kao 
na sl. 77b. Tada je povećanje na filmu 


Mr=MoMyx (24) 


gdje je My povećanje objektiva, Mk. povećanje okulara, a 
foo žarišna daljina objektiva kamere. Izoštrava se pomoću ob- 
jektiva kamere gledanjem kroz tražilo kamere ili kroz dodatak 
za izoštravanje kao za mikrofotografiju. Osim toga, kamera se 
može priključiti bez objektiva kamere kao za mikrofotografiju. 

Budući da je mijenjanje vremena ekspozicije veoma ogra- 
ničeno ili nemoguće, pravilna se ekspozicija postiže upotrebom 
neutralnih filtara pomoću kojih se mijenja svjetloća slike. 

Kad se snimaju mikroprocesi koji se sporo odvijaju (npr. 
utjecaj kemikalija na žive preparate), mogu se snimanjem slika 
svakih nekoliko minuta, koje se reproduciraju normalnom br- 
zinom, vidjeti sve pojedinosti procesa koji su inače zbog svoje 
sporosti nedostupni ljudskom zapažanju. " 


Mikrotelevizija. Mikrotelevizijom realna se slika stvara na 
fotoosjetljivoj površini optoelektroničkog pretvarača (npr. vidi- 
kona, ortikona ili neke druge televizijske cijevi). Ta cijev pre- 
tvara optičku sliku u električne impulse. Priključkom na mo- 
nitor impulsi iz kamere transformiraju se u vidljivu sliku. 
Cijevi mogu biti osjetljive i na ultraljubičasti i infracrveni 
dio spektra, što omogućuje promatranje uzorka u zračenju 
nevidljivom za ljudsko oko. Također se može snimati i u boji. 
Upotrebom magnetoskopa moguće je trajno registrirati pro- 
mjene uzorka. Povezivanjem mikrotelevizije s elektroničkim 
računalom omogućuje analizu mikroskopske slike, . mjerenje i 
brojenje uzoraka. Optičko i mehaničko priključenje televizijske 
kamere na mikroskop u potpunosti odgovara priključenju 
filmske kamere, s tom razlikom što je nepotreban poseban 
optički vizir za izoštravanje jer se oštrina slike kontrolira 
na monitoru. Osvjetljenje nije potrebno posebno regulirati jer 
televizijska kamera ima automatsku regulaciju pojačanja svjet- 
loće slike u omjeru 1:250. Za razliku- od filmske kamere, tele- 
vizijska ne stvara vibracije. 

Mikroprojekcija se primjenjuje kad je mnogo opažača koji- 
ma treba prikazati mikroskopirani uzorak. Kako je za povećanu 
sliku na ekranu potrebno mnogo svjetlosti, uzorci moraju biti 
osvijetljeni jakim snopom svjetlosti (obično ksenonska lučnica). 
Zbog razvijanja topline mora se upotrijebiti protutoplinski filtar 
kako bi se spriječilo oštećenje uzorka i objektiva. Čak i kad 
prolazi samo vidljivi spektar kroz uzorak, energija je dovoljno 
velika da ubije živi uzorak, pa je zbog toga potrebno zračno 
hlađenje kako bi se produžio život uzorka. Obično se mogu 
projicirati jedino slike prozirnih uzoraka u svijetlom polju. 

Projicirati se može na transparentnu staklenu mutnu ploču 
promjera nekoliko desetaka centimetara, koja je ugrađena u 
mikroskop kao projekcijski ekran ili na ekran na zidu. Za 
mikroprojekciju upotrebljava se obični mikroskop (ili još bolje 
foto-binokular) koji iznad okulara ima prizmu za skretanje 
snopa na ekran. Grade se i posebni mikroprojektori. To su 
mikroskopi s jakim izvorima svjetlosti, te okularima i objekti- 
vima prilagođenima za mikroprojekciju. Takvi mikroskopi 
imaju i kondenzore na revolveru, gdje se zamjenom objektiva 
istodobno mijenja i upareni kondenzor, kako se demonstrator 
ne bi morao koncentrirati na podešavanje mikroskopa. 


Crtanje mikroskopske slike. To je najstariji način reproduk- 
cije mikroskopske slike. Tako postoje usavršeni postupci repro- 
dukcije, ipak je crtanje slike još važno zbog mnogih prednosti. 
Crtanjem se može, naime, prikazati uzorak u većoj dubini nego 
što je dubinska oštrina mikroskopa, time što se sukcesivno 
crtaju oštre zone. Neke pojedinosti na slici mogu se istaknuti, 
a druge zanemariti. 

Današnji mikroskopi imaju dodatak za crtanje (camera lu- 
cida) kojim se istodobno kroz binokular gleda i uzorak i 
papir, te se ima utisak da se crta po uzorku (sl. 81). Pomoću 
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regulatora svjetloće (obično polaroidi) mogu se po volji za- 
tamnjivati ili uzorak ili crtež. 
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SI. 81. Optička shema dodatka za cr- 
tanje mikroskopske slike 
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MIKROSKOPSKA MJERENJA 


Optički sustav mikroskopa stvara sliku uzorka. Raspozna- 
vanje uzorka ponekad je dovoljno za opažača, međutim često 
je osim oblika uzorka potrebno znati i druga svojstva, npr. 
dimenzije, broj djelića ili fotometrijske karakteristike uzorka. 
Za mjerenje tih parametara treba primijeniti kvantitativne 
postupke mikroskopije. 


Mjerenje duljine. Kad se mjere geometrijske veličine, u 
okular se, u ravninu dijafragme vidnog polja, postavljaju po- 
godne planparalelne pločice s graviranim oznakama, tzv. kon- 
čanice. Gledanjem kroz okular vidi se slika končanice koja 
prekriva sliku uzorka. Nitni križ najjednostavnija je končanica. 
On se upotrebljava za mjerenje razmaka između dviju točaka 
uzorka. Pomicanjem mehaničkog stola križ se namjesti na jednu 
točku, očita pozicija mehaničkog stola, a zatim se stol pomiče 
dok se križ ne namjesti na drugu točku. Razlika se očita na 
noniju mehaničkog stola. Taj je postupak pogodan za mjerenje 
većih razmaka na uzorku jer točnost mjerenja pomaka meha- 
ničkog stola iznosi 0,1 mm. Za male razmake upotrebljava se 
končanica na kojoj je ucrtana skala s baždarenom podjelom 
(obično s podjeljcima od 0,1 mm). Prividna duljina podjeljka 
ovisi o faktoru povećanja slike. Faktor povećanja slike ovisi 
o povećanju objektiva, o povećanju optičkog sustava između 
objektiva i okulara (zoom), te o duljini tubusa. Zbog toga se 
skala okulara baždari pomoću baždarne mjerne, tzv. mikro- 
metarske skale. To je predmetno staklo s graviranim podjeljcima 
na razmaku od 0,01 mm, koje se gleda pod mikroskopom i 
uspoređuje s okularnom skalom, te se okularna skala tako 
baždari. Točnost mjerenja s graviranom končanicom iznosi 
+1lum. 

Preciznija su mjerenja moguća pomoću mikrometarskog 
okulara, koji ima pomični nitni križ i fiksnu skalu s podjeljcima 
od I mm u vidnom polju. Nitni se križ može pomoću bubnja 
postaviti s točnošću od 1/1000 mm. Mikrometarski okular deset 
je puta precizniji od okulara sa skalom. Kao i običnu okularsku 
skalu, i tu je skalu potrebno baždariti pomoću baždarne 
mjerne skale. 


a b fo d 


Sl. 82. Mjerenje jedne od dimenzija predmeta pomoću pomaka 
slika. Mjeri se pomak od dodira slika do njihova preklapanja. 
Dobiveni pomak je mjerena duljina D. a slike su uzorka razmak- 
nute (pomak je veći od mjerene duljine uzorka), b slike uzorka se 
upravo dotiču (pomak je jednak mjerenoj duljini uzorka), c slike 
uzorka se djelomično prekrivaju (pomak je manji od mjerene di- 
menzije uzorka, d dvostruke slike uzorka se točno prekrivaju 
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Za mjerenje razmaka primjenjuje se još metoda s pomakom 
slike. Pogodnim optičkim sustavom slika se razdvoji u dvije 
slike, pa se njihov pomak mjeri pomoću mikrometra. Razmi- 
canjem slika od položaja kad se potpuno prekrivaju do nekog 
položaja (npr. kad se dvije slike dotiču) mjeri se jedna od 
dimenzija uzorka (sl. 82). 


Mjerenje kuta. Slično kao i mjerenje duljina, kut se može 
mjeriti očitavanjem skale na zakretnom mehaničkom stolu. Kut 
se očitava na goniometru stola ili na goniometarskoj skali 
končanice u okularu. 


Mjerenje ploštine. Ploština uzorka mjeri se pomoću mre- 
žaste končanice koja se smješta u okular (sl. 83). Linearni 
podjeljci končanice baždare se pomoću mjerne skale, pa su 
poznate ploštine malih kvadrata. Namještanjem uzorka ispod 
mreže broje se kvadratići prekriveni uzorkom. Ako uzorak ima 
približno kružni oblik, njegova se ploština mjeri končanicom 
s krugovima kojima ploština raste slijeva nadesno za faktor 
2 (sl. 83b). 
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SI. 83. Končanice za mjerenje ploštine uzorka. a mrežasta končanica, b kon- 
čanica s kružnicama i krugovima (slijeva nadesno svaki sljedeći krug ima 


dvostruko veću površinu), c končanica za usporedno određivanje veličine 
zrna (granula) uzorka 


Za usporedbu veličine granula (zrna) upotrebljava se kon- 
čanica s ucrtanim granulama (sl. 83c). 


Mjerenje obujma. Kad je uzorak pravilnog oblika (kugle, 
kvadri, piramide), moguće je mjerenjem linearnih dimenzija 
izračunati obujam. Ako je uzorak amorfnog oblika (npr. bio- 
loška stanica), mjeri se ploština A, slojeva stanice i razmak d 
među njima. Obujam je stanice koja ima i slojeva 

V=dXA. (25) 

Mikrofotometrija i mikrospektrofotometrija jesu fotometrija 
i spektrofotometrija pomoću mikroskopa (v. Fotometrija, TE 5, 
str. 608). U principu, mjeri se propusnost obojenih i neobo- 
jenih prozirnih uzoraka, odnosno refleksija od neprozirnih uzo- 
raka radi identificiranja supstancije, odnosno da se odredi njen 
sadržaj. 

Slično kao za mikrofotografiju, upotrebljavaju se mikro- 
skopi s binokularom i trećim tubusom na koji se priključuje 
fotometar. Kako je za fotometriranje potrebno pripremiti mnogo 
manji uzorak “nego što je vidno polje mikroskopa, upotreb- 
ljava se optički sustav za izbor dijela slike koji opaža fotometar. 
Tako je olakšano fotometriranje onoga dijela uzorka koji se 
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želi fotometrirati. Kao detektor upotrebljava se fotomultipli- 
kator; njegov se signal pojačava i rezultat se prikazuje ili na 
galvanometru ili na digitalnom instrumentu. Tako se svjetlosni 
signal transformira u električni signal. 

Fotometriranje je moguće jer je struja iy iz fotomulti- 
plikatora proporcionalna svjetlosnom toku P,, što pada na 
njega. 

Omjer svjetlosnog toka kroz dio uzorka koji apsorbira P,, 
(struja iw) i kroz dio koji ne apsorbira 2,4 (struja i) jednak 
je koeficijentu čiste apsorpcije 


= Pu_im (26) 
bid 
Budući da je koeficijent čiste apsorpcije 
H=ter*i. (27) 


gdje je d debljina uzorka, a x koeficijent linearne apsorpcije, 
može se x izračunati. 

Za otopine, prema Beerovu zakonu, vrijedi da je x = ec, 
gdje je c koncentracija otopljene tvari, a € konstanta ovisna 
O svojstvima tvari, pa je moguće izračunati koncentraciju tvari, 
odnosno vrijednost konstante e. 

Fotometrirati se može i posredno, na mikrofotografijama, 
tako da se te mikrofotografije mikrodenzitometriraju, tj. da se 
mjeri zacrnjenje na uzorku. 

Upotrebom različitih obojenih filtara, koji se umeću u sustav 
za osvjetljivanje, mogu se mjeriti apsorpcije, odnosno refleksije 
za različita područja spektra, osobito uz upotrebu specijalnih 
spektralnih svjetiljaka i interferentnih filtara. To omogućuje 
spektrofotometrijska mjerenja. 

Za mjerenje refleksije upotrebljavaju se refleksni standardi 
poznate refleksije za različite valne duljine. 

Fotometrijski mikroskop također se upotrebljava za foto- 
metriju fluorescentne svjetlosti. 

Primjene. Najviše se mikrofotometrija transparentnih uzo- 
raka primjenjuje u biologiji i medicini, u prvom redu u citologiji 
i histologiji. Fotometrijskim mjerenjem omogućena je identifika- 
cija stanica i istraživanje utjecaja kemikalija na stanice (npr. 
kemoterapeutika). Kako veći dio staničnih sastojaka apsorbira 
ultraljubičasto zračenje, moguće je identificirati te sastojke ako 
se znaju apsorpcijske linije pojedinih sastojaka. Mikrofotome- 
trija se primjenjuje za istraživanje u mikroelektronici i u tekstil- 
noj industriji za istraživanje vlakana. Za petrografska, mine- 
raloška i metalografska istraživanja mikrofotometriraju se nepro- 
zirni uzorci. 


AUTOMATSKA ANALIZA SLIKE 


Automatska elektronička analiza slike postupak je za do- 
bivanje različitih kvantitativnih informacija iz slike. 

Da bi se slika mogla elektronički analizirati, ona treba 
da se transformira u digitalne električne signale. Na pogodan 
način slika se rastavi u raster, pri čemu je svaki element 
rastera više ili manje zacrnjen. Zacrnjenja se transformiraju u 
nekoliko nijansa sive boje (sl. 84). Raster se postiže skeniranjem 
mikroskopske slike. Postoje tri postupka skeniranja. 

U prvom postupku skenira se osvjetljivanjem. Mikroskop 
se upotrebljava na inverzni način za smanjenje svjetlosne mrlje 
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SI. 84. Izgled digitalizirane slike za razne gustoće rastera 
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koja se pomiče u ravnini slike objektiva mikroskopa. Objek- 
tiv projicira takvu smanjenu mrlju na predmet, a iza predmeta, 
pomoću optoelektroničkog elementa, pretvara se propusnost 
uzorka u električni impuls. Kao svjetlosna mrlja služi laserski 
snop koji se pomiče pomoću skenera ili katodna cijev projicirana 
u ravninu slike na kojoj snop elektrona stvara svjetlosnu mrlju 
(sl. 85). 

Drugi je postupak elektromehaničko skeniranje uzorka (sl. 
86). Tada se mehanički stol, na kojemu je uzorak, skenira 
elektromehanički po međusobno okomitim osima x i y, kako 
bi se dobio raster. Optoelektronički se registrira propusnost 
uzorka. 


———» elektronički signal 
--—-= svjetlosni signal 


Si. 85. Shema skenera s pomičnom svjetlosnom mrljom. E 
optoelektronički element, R generator rastera, ADK ana- 
logno-digitalni konverter, S razina sive boje, O uzorak, x, 
položaj rasterskog elementa, KC katodna cijev, Mi mikroskop 


Na obradbu 


SI. 86. Shema elektromehaničkog skeniranja. Skeniranjem 

uzorka po koordinatama x i y dobiva se raster slike, a 

mjerenjem svjetla kroz mikroskop razina sive boje. I izvor 

svjetla, K sustav osvjetljenja, D mjerna dijafragma (ostalo kao 
na sl. 85) 


Na obradbu 


SI. 87. Shema elektroničkog skeniranja slike. Upotrebom tri- 

nokularnog mikroskopa, s priključenom televizijskom kame- 

rom, omogućena je transformacija slike u digitalne električne 

impulse. SC optoelektronički pretvarač slike (ostalo kao na 
sl. 86) 


Treći je postupak elektroničko skeniranje slike, koji se 
najčešće upotrebljava jer se može upotrijebiti obični trinokularni 
mikroskop na koji je priključena televizijska kamera. Ona pre- 
tvara sliku u raster s nekoliko nijansa sive boje. Analogno-digi- 
talnom konverzijom analogni se signal transformira u digitalni, 
koji se elektronički obrađuje (sl. 87). 

Sva tri postupka mogu se primjenjivati za analizu prozir- 
nih i neprozirnih uzoraka. t 
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Sl. 88. Tipične mogućnosti automatske analize slike 


Nakon rastavljanja slike u raster elektronički se impulsi 
dalje obrađuju elektroničkim računalom (sl. 88). 


Razina praga. Kad se upisuje crta rastera, elementi crte 
imaju različite nijanse sive boje. Postavi li se prag detekcije 
uzorka, detektirat će se elementi rastera koji su viši od praga 
kao uzorak, a oni niži kao pozadina. Poteškoće se pojavljuju 
kad se upisuju nejednoliko obojeni uzorci ili uzorci nejednolike 
debljine. Tada razinu praga treba korigirati od mjesta do mjesta, 
a referentna je razina kontrastnost na dijelu uzorka (kontrast- 
nost uzorka i pozadine; sl. 89). Međutim, takav postupak nije 
pogodan za uzorke koji se od pozadine mnogo ne razlikuju. 


SI. 89. Kontura pomoću razine praga. a uzorak, b digi- 
talizirana kontura uzorka 


Tada je pogodniji postupak pomoću analize susjednih eleme- 
nata. 


Susjedni elementi rastera. Element rastera identificira se kao 
točka uzorka, te računalo uspoređuje tu točku sa susjednom 
točkom u istoj crti. Nakon skeniranja svih točaka u crti 
obračunavaju se i memoriraju točke koje su identificirane kao 
uzorak. Analogno se postupa sa svim recima rastera. Već prema 
potrebi i programu računala iz tih se podataka određuje opseg 
uzorka, ploština, položaj itd. 
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Gotovo svi automati za analizu slike imaju ekran (katodna 
cijev) na kojemu se reproducira televizijska mikroslika. Svijet- 
leće pero, koje je dio uređaja, omogućuje neposrednu komuni- 
kaciju s računalom; moguće je odabrati dio uzorka koji će se 
analizirati, zaokružiti površine uzorka koje se žele izmjeriti, 
označiti referentnu točku uzorka za početak analize itd. 

Automat za analizu slike nije pogodan za analizu preparata 
koji ima ogrebotine, čestice prašine, plohe s različitom reflek- 
sijom itd. Tada automat ne može sam prepoznati pogrešku, 
te pogrešno reagira. 

Pri automatskoj analizi, kad se broje sitni uzorci, pogreška 
nije veća od 2--:3%, a geometrijsko mjerenje je moguće na 
svakom dijelu uzorka, i to 10-::1000 puta brže nego kad to 
radi čovjek. Posebno je automatska analiza pogodna za klasi- 
ficiranje i statističku obradbu uzoraka. 
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MINERALOGIJA, znanstvena disciplina u kojoj se 
proučavaju kristalografska svojstva, pravilna unutrašnja građa, 
fizikalna svojstva, sinteza i procesi uz koje neki mineral nastaje 
ili nestaje te načini njegova pojavljivanja u prirodi. 

Još prije desetak godina smatralo se da se pod nazivom 
mineral razumijevaju prirodni sastojci od kojih je izgrađena 
čvrsta Zemljina kora. Nakon toga su se 21. 7. 1969. ekspedi- 
cijom Apollo 11 spustili prvi ljudi na Mjesec i donijeli odanle 
22 kg materijala s njegove površine. Četiri mjeseca kasnije do- 
nijela je ekspedicija Apollo 12 otprilike dvaput toliko materijala. 
Ispitivanjem se utvrdilo da u mineraloškom pogledu između 
Zemlje i Mjeseca nema bitnije razlike, pa se zbog toga ogra- 
ničenje na čvrstu Zemljinu koru pokazalo neodrživim. I u 
meteoritima nalaze se sastojci koji u svemu odgovaraju ze- 
maljskim mineralima. Drugačije ne bi moglo ni biti s obzirom 
na jedinstvo kemijske građe svemira, što je ustanovljeno spek- 
tralnom analizom svjetlosti koja dolazi od svemirskih tijela. U 
navedenim primjerima govori se, ako se želi to posebno nagla- 
siti, o mineralima nebeskih tijela ili o mineralima Mjeseca, ali 
se oni navode zajedno sa zemaljskim mineralima, 

Zbog toga se danas pod mineralom razumije bilo koji 
proizvod prirodnih kemijskih, fizikalnih i biokemijskih procesa. 
Minerali su tvarno homogeni, odnosno odlikuju se (uz tek po- 
neki izuzetak) pravilnom unutrašnjom građom. 


OSNOVNA SVOJSTVA MINERALA 


Osim pravilne unutrašnje građe, minerali imaju mnoga ka- 
rakteristična svojstva. 

Tvarna homogenost. Pod tim se razumije homogenost u ke- 
mijskim i fizikalnim svojstvima. Zbog te homogenosti mineralno 
zrno u svakom svom dijelu mora imati jednak kemijski sastav 
i mora pokazivati jednaka fizikalna svojstva. Gotovo uvijek 
se tu radi o raznolikim kemijskim spojevima kojima se sastav 
može prikazati kemijskom formulom, rijetko o kemijskim ele- 
mentima. U elementarnom stanju javlja se, npr., sumpor, ugljik 
(kao dijamant, lonsdejlit i grafit), zlato, srebro, platina itd. 
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Spojevi su, npr., gips CaSO, :2H,0, pirit i markazit FeS,, 
kalcit, aragonit i faterit CaCO,, fluorit CaF,, kamena ili .ku- 
hinjska sol (halit) NaCi itd. I takav će kemijski sastav mineral 
imati u svakom svom najsitnijem dijelu; to je smisao kemijske 
homogenosti, 

Zahtjev za homogenošću odnosi se, međutim, i na različita 
fizikalna svojstva. Kuhinjska sol, koja se u rudnicima soli nalazi 
više puta u obliku lijepih, velikih prozirnih bezbojnih kocaka, 
kala se vrlo dobro smjerom ploha kocke i ona će se istim 
tim smjerom kalati edje god, tj. na kojem god mjestu čekić 
udari kocku. Slično se ponaša i fluorit, koji se nerijetko u 
prirodi javlja u lijepim kockama: gdje god ih se udari, uvijek 
će se fluorit otkalati smjerom oktaedra i nikako drugačije. Kalcit 
se odlikuje (v. Kristalna optika, TE 7, str. 364) svojstvom da 
svjetlost lomi dvostruko. Jedna od dviju zraka, koje pri tom 
nastaju, ima u različitim smjerovima različitu brzinu, što je na 
sl. 1 prikazano kraćim (za manju brzinu) ili duljim (za veću 
brzinu) strelicama. U kojoj god se točki nekoga kalcitnog zrna 
određuje brzina svjetlosti za tu zraku, ona će biti uvijek ista 
dokle god se radi o istom smjeru svjetlosti. 


SI. 1. Pojedina fizikalna svojstva i 
(npr. brzina svjetlosti, sile privla- i 
čenja među pojedinim ravninama 
u strukturi kristala itd.) su za isto 
kristalno zrno (kristalna jedinka) 
u raznim smjerovima različita, ali 
za isti smjer ista u svakoj točki 
zrna. Na slici je to predočeno 
strelicama različite duljine za raz- 
ne smjerove, odnosno jednako du- 
gim strelicama za isti smjer 


Homogenost je važno svojstvo minerala, jer se po njoj oni 
razlikuju od svih sastojaka Zemljine kore ili nebeskih tijela 
uopće koji nemaju toga svojstva. To su rude, stijene ili kamenje 
i drugi agregati: oni se sastoje od više različitih minerala, kao 
npr. granit u Moslavini, ili više puta samo od zrnaca jednog 
minerala, kao npr. kararski mramor. Kao primjer neka posluži 
najprije granit iz Moslavačke gore. Već prostim okom, a još 
bolje pomoću lupe, može se primijetiti da se on sastoji od tri 
glavne mineralne vrste: od glinenca (feldspata), koji je obično 
bijel ili slabo ružičast, pokazujući na prijelomu nerijetko sasma 
ravne površine zbog dobre kalavosti, zatim od ponešto pro- 
vidnih, bjeličastih zrna kremena (kvarca) i konačno od sjajnih, 
crnih pločastih ili lisnatih odlomaka jedne vrste tinjca (liskuna), 
koji se zove biotit. Svaki od tih sastojaka ima drugačiji ke- 
mijski sastav i drugačija fizikalna svojstva, zbog čega granit 
ne može biti tvarno, tj. fizikalno i kemijski homogen. Takve 
stijene koje se sastoje od više minerala zovu se polimineralnim 
stijenama. 

Sasma čisti kararski mramor sastoji se samo od zrnaca jed- 
nog minerala, i to kalcita, koja su kadšto velika i više mili- 
metara. U kemijskom pogledu tu postoji homogenost. U tom 
slučaju nema, međutim, fizikalne homogenosti. Zrnca su, naime, 
kojekako međusobno raspoređena i ispreturana. Smjer dobre 
kalavosti u jednom zrnu, dakle određeno jedno fizikalno svoj- 
stvo, ne nastavlja se u istom smjeru u drugom zrnu. Nadalje, 
zraka svjetlosti s promjenljivom brzinom ima u odabranom 
smjeru nekoga kalcitnog zrna u mramoru sasma određenu vri- 
jednost. Taj se odabrani smjer ne nastavlja iz toga zrna u su- 
sjedna zrna. U kemijskom pogledu postoji, dakle, u kararskom 
mramoru homogenost, ali je s obzirom na fizikalna svojstva 
nema. Budući da tvarna homogenost obuhvaća jedno i drugo, 
zaključuje se da mramor nije tvarno homogen, tj. da mu manjka 
jedna od bitnih karakteristika minerala, tvarna homogenost. 
Mramor prema tome nije mineral nego kamen ili stijena, koja 
se sastoji od mnoštva zrnaca jednog minerala, kalcita. Takve 
stijene zovu se monomineralne stijene. 

Vapnenci su, koji izgrađuju golema prostranstva našega 
krasa, poput mramora također monomineralne stijene. Razlika 
je između vapnenaca i mramora u tome što su zrnca kalcita u 
vapnencima često tako sitna da ih se prostim okom uopće 
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ne vidi, nego se u tu svrhu mora poslužiti lupom ili mikro- 
skopom. 

Poremećaji homogenosti. S obzirom na homogenost, mora 
se napomenuti da je ona u prirodi često poremećena. U mine- 
ralima se nerijetko nalaze uklopci drugih minerala ili šupljine 
ispunjene tekućinama (npr. vodenim otopinama) ili plinovima i 
parama (vodenom parom, ugljik-dioksidom, sumporovodikom 
itd.), koji su mnogo puta tako sitni da se prostim okom ne 
mogu ni opaziti. Ti uklopci kvare homogenost. Budući da se 
u prirodi minerali gotovo nikad ne razvijaju iz čistih otopina 
ili talina nego iz otopina i talina u kojima ima svega i svačega, 
nije čudo da oni gotovo uvijek imaju u sebi uklopke, odnosno 
da im je homogenost poremećena. Zbog toga apsolutno homo- 
genih minerala u prirodi jedva i ima. Zato se radije kaže da 
su minerali tvarno relativno homogeni mjesto samo tvarno ho- 
mogeni, kako je to u početku navedeno. 


Kristalno stanje 


Tvarnom je homogenošću, zapravo, obuhvaćena i pravilna 
unutrašnja građa karakteristična za kristalno stanje. Opažanje 
utvrđene činjenice da svako mineralno zrno u bilo kojoj svojoj 
točki pokazuje u istim smjerovima ista svojstva (npr. istu brzinu 
svjetlosti za određenu zraku, jednako dobru kalavost itd.) vrlo 
sugestivno upućuje na pravilnu unutrašnju građu, kakva je ka- 
rakteristična za kristalno stanje. Uzme li se npr. kocka ku- 
hinjske soli ili listići tinjca (liskuna), tada se kocka kuhinjske 
soli pod udarcem čekića kida i rastavlja u manje komadiće 
uvijek paralelno s plohama kocke, odnosno listići tinjca mogu 
se lako, samom rukom, dalje kalati u još tanje listiće. Odatle 
se mora zaključiti da su najsitnije čestice (atomi ili atomske 
skupine), koje izgrađuju sol ili tinjac, raspoređene u velikim 
slojevima, unutar kojih je privlačenje među česticama vrlo jako, 
a između slojeva slabo. I takav se raspored mora na svakom 
mjestu u kocki kuhinjske soli, odnosno u lisitićima tinjca, na 
isti način ponavljati. To se ponavljanje može objasniti samo 
na taj način da su kocka kuhinjske soli ili listići tinjca u 
cjelini izgrađeni po stalnom i nepromjenljivom planu, kakav 
odgovara pravilnoj kristalnoj rešetki (v. Kristalografija, TE 7, 
str. 370), za koju je karakteristično da je oko svakoga njena 
atoma (atomske skupine) razmještaj svih ostalih atoma (atom- 
skih skupina) jednak. Samo tako se može shvatiti da mnoga 
svojstva mineralnih zrna ne ovise o točki koja se promatra, 
nego samo o smjeru, bez obzira na točku koja se promatra. 
Kalavost, dakle, nije nikako posljedica eventualnih pogrešaka 
u kristalnoj rešetki: ona se naprotiv pokazuje kao posljedica 
pravilnog redanja čestica u toj rešetki. Što su, naprotiv, veće 
pogreške u pravilnoj kristalnoj građi, to će lošije biti izražena 
inače dobra kalavost mnogih minerala. 

Za minerale je, dakle, karakteristična pravilna unutrašnja 
građa, odnosno kristalno stanje. Ima li u nekom određenom 
prostoru suviše mineralnih zrnaca, tad će ona pri svom pove- 
ćavanju zbog postepenoga pravilnog odlaganja materijala oko 
već gotovih zrna ili, kako se kaže, pri njihovu rastu toliko 
porasti da će se dotaknuti i na taj će način biti spriječeno 
dalje pravilno redanje čestica. Zrna će se međusobno dodirivati 
u kojekakvim slučajnim površinama. Ne bude li, međutim, pri 
rastu zrnaca nikakvih vanjskih smetnji, tad će kao posljedica 
pravilne unutrašnje građe, odnosno kristalnog stanja, izrasti sam 
od sebe kristal, pravilno poliedarsko tijelo (v. Čvrsto stanje, 
TE 3, str. 128). 

Amorfne tvari. Rijetko kristal ne poprima pravilan polie- 
darski oblik. Takav je npr. opal, SiO, -aq. On zapravo pred- 
stavlja SiO,-gel s promjenljivom količinom vode (obično 4--:9%, 
ali može doseći 20% i vrlo rijetko do 34%). On nikad sam 
od sebe ne poprima pravilan poliedarski oblik kristala, zbog 
čega se on uvršćuje u tzv. amorfne (od grč. šuoogoc amorfos, 
bezobličan) tvari. Stajanjem na suhom zraku ili pri zagrijavanju 
on gubi vodu postupno, a ne u skokovima, kako je to karak- 
teristično za kristalizirane tvari. Novijim rendgenografskim 
istraživanjima pomoću metode praha utvrđeno je da, općenito 
uzevši, opal predstavlja kristalni agregat, koji se sastoji od sub- 
mikroskopskih kristalita s jače ili slabije nesređenom unu- 
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trašnjom građom niskotemperaturnog (također i visokotempera- 
turnog) kristobalita. 

Organski spojevi kao minerali. Karakteristikom minerala, na- 
vedenom u početku, obuhvaćeni su ne samo minerali od kojih 
je sastavljena čvrsta Zemljina kora nego i minerali meteorita, 
Mjeseca i općenito svih nebeskih tijela, bez obzira na to radi 
li se o anorganskim spojevima (što minerali u golemoj većini 
jesu) ili o organskim spojevima. Od organskih spojeva neka 
budu spomenuti, npr., humboltin Fe[C,O,] :2H,0, uevelit 
Ca[C20,4] -H20, — vedelit Ca[C204] :2H20, oksamit 
(NH.4)2[C204] -H,O, mingucit K;Fe[C,04]3 :3H20, melit 
Al.[C;20:2] : 18H,0, žilijenit Na>Co[SCN], :8H20, urea 
CO[LNH.,],, acetamid CH;COONH , itd. Od spomenutih oksa- 
lata dva su (uevelit i vedelit) nedavno utvrđena kao sastojci u 
gornjokrednom vapnencu kod Žminja u Istri. 

Kamenci. Sastojci bubrežnih, mokraćnih, žučnih i drugih ka- 
menaca također su proizvod prirodnih kemijskih, fizikalnih i 
biokemijskih procesa: pripadaju prirodi i odlikuju se pravilnom 
unutrašnjom građom. Kao sastojci tih kamenaca utvrđeni su, 
npr., hidroksilapatit CasLOH(PO,),], struvit MgNH,[PO,] - 
+6H,0, već spomenuti uevelit, brušit CaH[PO,] - 2H,20, ara- 
gonit CaCO;,, gips CaSO, :2H,0,  mokraćna kiselina 
CsH4O>N4, kalcijski oksalat-trihidrat Ca[C204]:3H,0_ itd. 
Šest prvo navedenih sastojaka bilo je već odavna poznato iz 
mnogih nalazišta na Zemlji. 

Minerali u troskama iz Lavriona. Zanimljivo je spomenuti 
stare grčke troske (šljake, zgure) iz Lavriona (lat. Laurium), 
južno od Atene. Za vrijeme Perikla Atenjani su tu kopali olovnu 
rudu (uglavnom galenit, PbS) iz koje su dobivali olovo i srebro. 
Radili su to na morskoj obali; troske koje su pri tom nasta- 
jale, jednostavno su bacali u more. U prošlom stoljeću te su 
troske izvađene iz mora da bi po novim metodama bile po- 
novno prerađene do onog ostatka olova do kojeg stari Atenjani 
nisu mogli preraditi rudu. Pri tom su u šupljinama starih troski 
bili nađeni lijepi kristali različitih olovnih spojeva (različitih 
oksiklorida kao penfildit Pb,CI;OH, fidlerit Pb,(OH),C1,, lau- 
rionit (od lat. naziva mjesta Laurium) i paralaurionit PbOHCI, 
zatim fosgenit — olovo-klorokarbonat Pb>[CI2CO:], matlokit 
— olovo-fluoroklorid PbFCI, georgiadezit — olovo-kloroarsenat 
Pb,LCI;AsO,], cerusit i hidrocerusit — olovo-karbonati, PBCO, 
i P_;LOHCO.,]> te anglezit — olovo-sulfat PbSO,. Svi su ti 
spojevi nastali, bez svake sumnje, dugotrajnim djelovanjem mor- 
ske vode na olovo sadržano u troskama. Te troske ni olovo 
u njima ne mogu se, prema gore danoj karakteristici za mine- 
ral, smatrati mineralima, dok se navedeni olovni spojevi smatraju 
mineralima u punom smislu riječi. Oni su proizvod prirodnih 
kemijskih i fizikalnih procesa i pripadaju prirodi. Kristalizirani 
su, tj. odlikuju se pravilnom unutrašnjom građom. Sasma isto 
može se ponoviti i za lijepe kristale vivijanita Fe3[PO,], - 8H,0, 
koji se više puta nalaze u šupljinama rogova, kostiju ili zubi 
različitih fosilnih životinja. To rogovlje, kosti i zubi nalaze se 
obično sačuvani u mulju, ilovači ili pijesku. Vivijanit se tu razvio 
na račun fosfora kojega ima u rogovlju, kostima i zubima. To 
nisu, posve sigurno, minerali, ali vivijanit u njima je mineral 
isto onako kao i kristali vivijanita u drugim nalazištima u kojima 
ti kristali nisu ni u kakvoj vezi s ostacima negdašnjih živih bića. 

Tekućine i plinovi. Ni tekućine ni plinovi ne mogu se sma- 
trati mineralima u smislu dane karakteristike, jer nemaju pra- 
vilne unutrašnje građe, bitne za kristalno stanje. Kisik, dušik i 
plemeniti plinovi u atmosferi ili vode rijeka, jezera i oceana, 
pa kapljice žive koje se više puta nalaze u rudnicima žive, 
nisu prema tomu minerali. Led, koji nastaje smrzavanjem vode, 
ili čvrsta živa, ako se temperatura spusti ispod 234,26 K jesu 
minerali. 


Mineralna - jedinka i mineralna vrsta 


S obzirom na karakteristiku minerala koja je dana na po- 
četku, i s obzirom na ono što je rečeno u vezi s monomine- 
ralnim stijenama, mora se zaključiti da je zahtjevom tvarne 
homogenosti, odnosno pravilne unutrašnje građe, zapravo, odre- 
đen pojam mineralne jedinke, odnosno individuuma u kojemu 
su na svakom njegovu mjestu sva svojstva ista. 
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Sve mineralne jedinke istih svojstava čine jednu mineralnu 
vrstu (species): u vezi s kemizmom treba ipak radi pojave 
izomorfizma, dodati da se izomorfizam nerijetko može nepreki- 
nuto mijenjati unutar određenoga područja. Uz vrstu razlikuju 
se dalje podvrsta (subspecies), varijetet (varietas) i različitost 
(differentia). Na primjer varijeteti kremena jesu: prozirac, čađa- 
vac, ametist, ružičnjak, citrin, kresivac, kalcedon, ahat, oniks, 
sardoniks, hrizopras itd. 

U usporedbi s mnogobrojnim životinjskim i biljnim vrstama, 
do sada poznatih, dobro određenih mineralnih vrsta ima raz- 
mjerno malo, oko 2000. Taj se broj godišnje povećava za 
nekoliko desetaka novih vrsta, među kojima 'se pojavljuju i 
spojevi koji su u kemijskom pogledu bili dosad sasma nepoznati. 
Da se ne bi dogodilo, kako je to bilo više puta, da se kasnijim 
ispitivanjima utvrdi da je neki mineral, koji je proglašen za 
novu vrstu, zapravo bio već poznat, propisan je vrlo točan 
postupak prigodom objavljivanja podataka o novim mineralnim 
vrstama. To se pokazalo osobito potrebnim, kad je poslije 
svršetka drugoga svjetskog rada broj novih mineralnih vrsta 
počeo bez pravog razloga dosta naglo rasti. Međunarodno 
mineraloško društvo (International Mineralogical Association 
— IMA), osnovano 1957. god. u Montrealu (Kanada) pod svo- 
Jim pokroviteljstvom ima posebnu komisiju za nove minerale 
i mineralne nazive (Commission on New Minerals and Mineral 
Names). 


Klasifikacija minerala 


Prema svojstvima, utvrđenim proučavanjem pojedinih minć- 
rala,, minerali se svrstavaju na određeni način, tj. po odre- 
đenom sustavu u pojedine odjele koji zajedno čine sistematiku 
minerala. Ta sistematika ili klasifikacija mijenjala se kako se 
mijenjao i pojam minerala i kako su se uz napredak znanosti 
razvijale metode za bolje i potpunije ispitivanje minerala. 

Prvu je klasifikaciju minerala dao, koliko se dosad znade, 
Platonov i Aristotelov učenik Tirtam («< 370, do =« 285), 
poznatiji kao Teofrast. On je u svom djelu O kamenju opisao 
59 prirodnih i umjetnih mineralnih vrsta. U ono vrijeme, kad 
se o kemiji nije još ništa znalo, on ih je, s obzirom na prak- 
tičnu primjenu, razvrstao u ove skupine: /) kamenje koje se 
može dobiti u krupnim komadima, 2) dragocjeni obojeni ka- 
meni, 3) taljivo kamenje, 4) kamenje koje gori, 5) kamenje 
koje ne gori, 6) dragocjeno kamenje, 7) kamenje koje se lako 
reže i 8) zemljaste tvari (boje). Potpuniji pregled dao je poslije 
toga Plinije Stariji (23—79) u svom djelu Naturalis historia. 

Dati sistematiku na znanstvenoj podlozi bilo je moguće tek 
kad se potkraj XVIII i početkom XIX stoljeća kemija toliko 
razvila da su se mogle izvršiti kvantitativne kemijske analize. 
Na temelju toga je pokušao R. J. Haiy (1801) načiniti ke- 
mijsku sistematiku minerala, kako bi se nadomjestila vrlo 
rasprostranjena sistematika prema A. G. Werneru (1774), koja 
se zasnivala na vanjskim oznakama minerala. Wernerova siste- 
matika pokazala se nezgodnom zbog toga što su srodni mine- 
rali nerijetko bili odijeljeni u različite skupine, a različiti mine- 
rali bili su u istoj skupini; npr. spinel i safir nalazili su se u 
skupini silikata zajedno s olivinom, augitom, vezuvijanom, gra- 
natom itd., dok su jaspis i opal bili zajeđno s korundom. U 
skupinama koje su se zvale prema različitim metalima (skupina 
platine, zlata, žive, srebra, bakra, željeza itd.) bilo je zajedničko 
barem to da su se u njima nalazili najraznolikiji minerali kojima 
je metal, po kojem se skupina zove, bio bitni sastojak. Kako 
su u međuvremenu podaci o kemijskom sastavu različitih mine- 
rala postajali sve brojniji, uvažavan je u kasnijim izdanjima 
Wernerove sistematike (posljednje izdanje od 1818. priredio je za 
tisak njegov učenik J. K. Freiesleben) kemijski sastav kao osnova 
za sistematiku. 

Da bi taj sastav pri tom bio od isključive važnosti, to je 
mišljenje u više svojih radova zastupao J. J. Berzelius (1812, 
1814, 1819), upozorivši kako se minerali ne mogu — poput 
predmeta organske prirode (životinje i biljke) — poredati u 
sustav na temelju njihovih vanjskih oznaka. F. Mohs (1820) je 
tvrdio, naprotiv, da kemijsko ponašanje i sastav za karakteristiku 
minerala ne mogu pružiti nikakvih prirodnohistorijskih oznaka; 
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one su općenito dane uglavnom oblikom i djeljivošću, tvrdoćom 
i gustoćom. U vezi sa ta dva oprečna mišljenja treba napo- 
menuti da je kemijski sastav jedna od bitnih karakteristika 
minerala koja, međutim, ne mora uvijek biti i dovoljna. Dija- 
mant i grafit (C), pirit i markazit (FeS,), kalcit, aragonit i 
faterit (CaCO.), rutil, anatas i brukit (TiO>) itd., ne razlikuju 
se po kemijskom sastavu. Ipak, nitko neće reći da su, npr., 
dijamant i grafit, zatim kalcit, aragonit i faterit isto. To znači 
da uz kemijski sastav treba kao osnovu za sistematiku uzeti 
još neko bitno svojstvo. To je pravilna unutrašnja građa svake 
kristalizirane, odnosno mineralne tvari kojom je određen oblik 
njenih kristala te njena fizikalna svojstva (optička svojstva, 
gustoća, tvrdoća, magnetičnost itd.) Taj se kriterij za sistema- 
tiku primjenjivao osobito poslije 1912. god., kad je M. von 
Laue otkrio interferenciju rendgenskih zraka na kristalima, i 
poslije 1913., kad su W. H. i W. L. Bragg pokazali kako se 
na temelju toga mogu razriješiti kristalne strukture. Na temelju 
toga su 1931. P. P. Ewald i C. Hermann razvrstali kristali- 
zirane tvari (dakle ne samo minerale) prema strukturnim tipo- 
vima. Povezivanjem razdiobe prema kemijskom sastavu i prema 
strukturnom tipu ostvaren je kristalokemijski sustav minerala. U 
toj sistematici, kako je daje H. Strunz (1970) u 5. izdanju svoga 
djela Mineraloške tabele, minerali su razvrstani u devet raz- 
reda, i to: 

I razred: elementi (legure, karbidi, nitridi, fosfidi), 

II razred: sulfidi (selenidi, teluridi, arsenidi, antimonidi, 
bizmutidi), 

III razred: halogenidi (jednostavni halogenidi, dvostruki ha- 
logenidi, oksidhalogenidi), 

IV razred: oksidi, hidroksidi, 

V razred: nitrati, karbonati, borati, 

VI razred: sulfati (kromati, molibdati, volframati), 

VII razred: fosfati, arsenati, vanadati, 

VIII razred: silikati, 

IX razred: organski spojevi. 


Bez kristalokemijske osnove za sistematiku minerala ne bi 
bilo moguće utvrditi pravilnosti, kojima su povezani međusobno 
pojedini minerali ili mineralne skupine. Jednostavna i razložna 
sistematika, npr., borata i silikata bez te osnove ne bi uopće 
bila ni moguća. 


Tablica 1 
UDIO POJEDINIH MINERALNIH SKUPINA 
U ČVRSTOJ ZEMLJINOJ KORI 
(prema E. K. Lazarenku 1979) 


Udio u Maseni udio 
Razred Skupina Broj ukupnom broju | u Zemljinoj 
minerala minerala kori 
Y Yo | 
I Samorodni metali, 
metaloidi i nemetali 50 3,3 0,10 ' 
1 Sulfidi i njihovi 
ti analogi, sulfosoli 195 13,0 1.15 
HI Halogenidi 86 o 0,50 
IV Oksidi i hidroksidi 187 129 17,00 
Nitrati 8 0,5 
Karbonati 67 4,5 1,70 
V Borati 42 2,8 
Sulfati 135 9,0 0.50 
Kromati 5 0,3 3,35 
VI Volframati i molib- 
dati 14 1,0 
VII Fosfati i njihovi 
analogi 266 17,7 0,70 
VII Silikati 375 25.0 75,00 
IX Organski spojevi 70 47 
Ukupno 1 500 100,0 100.00 
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Ispitivanje kristalnih struktura pokazalo se osobito važnim 
za sistematiku silikata. Na temelju načela postavljenih prema 
F. Machatschkomu (1928) 1 W. L. Braggu (1930) razred silikata 
dijeli se u skupine nezosilikata, sorosilikata, ciklosilikata, ino- 
silikata, filosilikata i tektosilikata. Tom racionalnom podjelom 
nadomještena je starija formalna razdioba u ortosilikate, meta- 
silikate, pirosilikate i trisilikate, koja se u znanosti upotreblja- 
vala čitavo jedno stoljeće. 

Veliko značenje pri ispitivanju različitih minerala pomoću 
rendgenskih zraka odrazilo se i u tome što se za brojne mine- 
ralne vrste koje su bile smatrane samostalnim pokazalo da 
predstavljaju samo odlike pojedinih, dobro poznatih minerala. 
Na taj su način iz sistematike uklonjeni brojni nazivi kao 
sasma nepotrebni. Za minerale za koje je rendgenografski bilo 
utvrđeno da ne čine posebne mineralne vrste, uveo se naziv 
diskreditirani minerali. 

Rasprostranjenost minerala. Neki od minerala, npr. rutil 
(TiO,), nalaze se posvuda na Zemlji, ali obično u malim koli- 
činama. Tada se, bez obzira na količinu, govori o proširenim 
mineralima, moglo bi se reći posvudašnjim mineralima. Slično 
se, bez obzira na količinu u određenom nalazištu, govori o 
rijetkim mineralima, ako se oni nalaze tek na nekoliko mjesta 
(npr. platina Pt ili sjerlzit, NaB[S1204] : H2O). 

Mnogi od minerala sastavljaju kao bitni sastojci različite 
stijene i rudne zajednice. Zbog toga je njihov udio u gradnji 
čvrste Zemljine kore znatan. To se za pojedine mineralne raz- 
rede može razabrati iz tabl. 1 


POSEBNA PODRUČJA MINERALOGIJE 


Prema tome da li se mineralogija bavi mineralima Zemljine 
kore, Zemljinog omotača ili drugih tijela iz svemira (kozmosa), 
govori se o mineralogiji Zemljine kore, mineralogiji omotača ili 
kozmičkoj mineralogiji. Mineralogija Zemljine kore može se dalje 
razvrstavati, npr., na mineralogiju eruptivnih stijena, minera- 
logiju pegmatita, mineralogiju kore trošenja itd. 

Kemijska mineralogija istražuje kemijski sastav minerala i 
sva njihova svojstva koja su u vezi sa sastavom. 

Regionalna mineralogija proučava razdiobu minerala i mine- 
ralnih zajednica u određenim geološkim područjima i pravij- 
nosti u razdiobi pojedinih minerala. Topografska mineralogija 
nastoji dati što iscrpniji pregled o svim mineralima pojedinih 
područja: pri tom vrlo lijepo dolaze do izražaja pojedine mine- 
ralne zajednice, i u tom smislu ona je usko povezana s regio- 
nalnom mineralogijom. 

Genetska mineralogija proučava postanak minerala i mine- 
ralnih kompleksa. Budući da nestankom ili izmjenom jednih 
minerala nastaju drugi, ona se bavi ne samo postankom nego 
i nestankom te izmjenom minerala s kemijskoga, fizikalnoga, 
fizikalnokemijskog i geološkog stanovišta. 

Eksperimentalna mineralogija bavi se priređivanjem minerala 
u laboratoriju (sintetski minerali) i proučavanjem uvjeta uz koje 
oni postaju. Kako je već spomenuto, ona je veoma važna za 
znanost i praksu. Pri prenošenju podataka koji se pri tom do- 
bivaju u prirodu treba biti vrlo oprezan. U laboratoriju, npr., 
često se ispituju područja stabilnosti pojedinih minerala, pri 
čemu će se nerijetko ustanoviti da se rezultati iz laboratorija 
ne podudaraju s opažanjima u prirodi. Objašnjenje za taj pri- 
vidni nesklad je u tome što se u laboratoriju eksperimentira 
pri sintezi minerala obično s vrlo čistim komponentama. Vrlo 
male količine stranih primjesa mogu, međutim, područje sta- 
bilnosti pojedinih minerala bitno izmijeniti, npr., u tom smislu 
da su zbog prisutnosti tih primjesa pojedini minerali stabilni 


i pri nižim temperaturama ili nižim tlakovima (i obratno) nego . 


što to odgovara laboratorijskim pokusima. 

Primijenjena mineralogija bavi se ispitivanjem o tome kakvo 
je značenje pojedinih minerala u tehnici i gospodarstvu. Već 
se pračovjek služio različitim kamenjem u svom životu; on je 
točno znao od kakva kamena da uradi svoje sjekire, mlatove, 
vrhove za strelice kojima je lovio životinje ili strugala za kožu 
itd. Za strugala je morao upotrebljavati mekani kamen, jer bi 
inače proparao kožu. Za vrhove strelica uzimao je što oštriji 
tvrdi kamen (kalcedon, ahat itd.), kako bi strelica poput metka 
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probila gonjenu zvijer. Poznavanje kamenja i minerala s obzi- 
rom na njihovu primjenu bilo je u ta davna vremena sigurno 
šire i opsežnije nego što je danas, kad je ono ograničeno na 
uski krug stručnjaka i radnika; od toga je ovisio život, egzi- 
stencija praljudi. Bez gline ne bi bilo lončarstva, ciglarstva, 
fajanse, porculana od pradavnih vremena pa do danas. Iz ruda 
se dobivaju _različiti metali, npr. čelik, aluminij, bakar, bronca. 
Zato je proučavanje rudnih ležišta važna grana primijenjene 
mineralogije. Veličanstvena djela kulture (egipatske piramide, 
obelisci, mramorni kipovi, djela Inka u Peruu itd.) rađena su 
od različitog kamenja. Minerali od kojih je izgrađeno razno- 
vrsno kamenje čine podlogu na kojoj se razvilo sve živo na 
Zemlji: biljke, životinje i čovjek. 

Znanost o dragom i uresnom kamenju također je dio primije- 
njene mineralogije. 


METODE ZA ODREĐIVANJE POJEDINIH MINERALA 


Pri određivanju češćih, proširenih minerala iskusni će istra- 
živač više puta na prvi pogled moći odrediti o kojem se mi- 
neralu radi. Tomu će često pridonijeti i promatranje prilika u 
kojima se mineral javlja; u kakvim stijenama ili zajednicama 
on dolazi i kakvi su drugi minerali s kojima se zajedno po- 
javljuje. Najčešće će, međutim, biti potrebno da se izvrše razno- 
lika dopunska ispitivanja, na temelju kojih bi se moglo zaklju- 
čiti'o kojem se mineralu radi. 

Kristalografska određivanja. Pojavljuje li se mineral u obliku 
lijepih kristala, može se često pomoću uređaja koji služe za 
mjerenje kutova među pojedinim plohama (ili plošnim norma- 
lama) na kristalu, odnosno koji služe za određivanje među- 
sobnoga prostornog razmještaja plošnih normala, vrlo točno 
odrediti u koji od šest kristalnih sustava spada neki mineral: 
to već može bitno olakšati određivanje minerala, a više puta 
je i dovoljno za njegovo određivanje. Svi se takvi uređaji zovu 
goniometri. Vrlo se točno može mjeriti, ako su, dakako, kri- 
stalne plohe glatke i ravne, pomoću refleksnih goniometara. 
Pojedini od tih uređaja imaju tako jako povećanje, odnosno 
toliku sposobnost razdvajanja, da se pomoću njih mu-u raz- 
mjerno lako i brzo izmjeriti plohama bogati kristalići kojima 
veličina ne doseže ni pola milimetra. : < 


Rendgenografska određivanja. Ako kristali nisu dobro rizvi- 
jeni, ili ako kristalizirana mineralna tvar dolazi u česticima 
submikroskopske veličine, tad će se moći dobro primijeniti me- 
toda koju su 1916. god. razvili P. J. Debye i P. Scherrer 
(v. Kristalografija, TE 7, str. 370). Ako kristalizirana tvar nije 
sama po sebi već dovoljno sitna, bit će potrebno da se ona što 
finije smrvi. Zbog toga se ta metoda i zove metoda kristalnog 
praha. Od praha se načini mala pastila, ili se mala količina 
smjesti u kapilaru, pa se to izloži monokromatskom rendgen- 
skom zračenju (sl. 2). Uz smjer primarne zrake na fotografskom 
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SI. 2. Debye-Scherrerov snimak. U gornjem dijelu slike od lijeva na desno 
označen je smjer primarne zrake. Dolje: fotografska snimka s krivuljama oko 
izlaza primarne zrake na mjestu označenom sa 0' 


filmu, koji je namješten koncentrično oko središta posebne me- 
talne komore s ispitivanim preparatima, pojavit će se na filmu 
zacrnjenja i u drugim smjerovima; ona predstavljaju krivulje u 
kojima čunjevi rendgenskih zraka, reflektiranih i interferenci- 
jom pojačanih na pojedinim mrežnim ravninama u strukturnoj 
rešetki kristalizirane tvari, presijecaju kružno svinuti film. Za 
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svaku tvar razmaci su među tim krivuljama i intenziteti po- 
jedinih krivulja drugačiji. Uspoređivanjem podataka dobivenih 
na taj način za mineral koji se ispituje sa sličnim podacima 
što su urađeni za svaki pojedini dobro definirani mineral, može 
se vrlo često odrediti o kojem se mineralu radi. Dobra je strana 
metode, među ostalim, u tome što je za ispitivanje potrebno 
vrlo malo tvari. 

Godine 1909. P. Walter je objavio da je u zlatonosnim pijescima kod 
mjesta Nižnij Tagil na Uralu utvrdio pojavu clementarnoga tantala, potkreplju- 
jući to i kemijskom analizom: 98,5% Ta, 1,5% Nb, oko 0,001% Mn uz tragove 
Au i Sn: gustoće 11,2kg;dm?. Godinu dana kasnije W. John je izvijestio o 
nalazu tantala i u zlatonosnim pijescima Altaja sa sastavom: 98.99% Ta, 
0.0095% Au. P. P. Pilipenko je već 1915. upozorio da ti podaci nisu uvjerljivi. 
Nakon toga je 1926. V. M. Goldschmidt ispitao metodom kristalnog praha 
primjerak za koji se smatralo da je iz Nižnjeg Tagila i utvrdio da se radi o 
TaC, izrazivši pri tom mišljenje da se tu radi o umjetnom proizvodu, a ne o 
prirodnom mineralu. Konačno je C. Frondel (1962) ispitao originalni materijal 
s Altaja i Urala i utvrdio da se dijagram praha potpuno podudara s dija- 
gramom za tantalski karbid. Na taj je način bilo dokazano da elementarni 
tantal u prirodi još nije utvrđen kao mineral; mjesto toga radi se, zapravo, o 
mineralu TaC (teoretski sastav: 93,78% Ta, 6,22% C). 

Određivanje gustoće i tvrdoće. Vrlo je važno i pouzdano 
određivanje gustoće i tvrdoće. Tvrdoća se u mineralogiji odre- 
đuje vrlo jednostavno prema ljestvici ili skali koju je sastavio 
mineralog F. Mohs, pa se zbog toga zove Mohsova ljestvica 
tvrdoće. Ona glasi: 1) milovka (talk), 2) gips ili kamena sol, 
3) kalcit, 4) fluorit, 5) apatit, 6) glinenac (feldspat), 7) kremen 
(kvarc), 8) topaz, 9) korund, 1/0) dijamant. U označenom po- 
retku svaki mineral s višim brojem, odnosno s većom tvrdo- 
ćom, zaparat će sve minerale s nižim brojem. 

Određivanje optičkih svojstava minerala može biti vrlo dra- 
gocjeno. Pri tom nije uvijek moguće da se uz maksimalnu toč- 
nost odrede sve optičke konstante nekog minerala: npr. u op- 
tički dvoosnim mineralima sva tri glavna indeksa loma N,, 
N,i N, metodom mineralne devijacije. Za to bi trebalo imati 
oveće kristale, iz kojih bi se dale izbrusiti prizme ili klinovi odre- 
đene orijentacije. Možda se neće moći uraditi fino polirana 
pločica za određivanje indeksa loma metodom totalne refleksije. 
Ako ništa drugo, odredi se barem neki indeks loma metodom 
uronjavanja uz onu točnost i pouzdanost koja je pri primjeni te 
metode uopće dostižna. Nakon toga će se načiniti izbrusak u 
kojemu će se što točnije, prema mogućnostima konoskopski iz- 
ravnim opažanjem obiju binormala (optičkih osi, kako se obično 
kaže), izmjeriti kut među njima 2Ki odrediti optički karakter 
minerala. Bit će potrebno, ako je moguće, odrediti u izbrusku 
metodom kompenzatora maksimalni dvolom N,—N, ili jedan 
od parcijalnih dvoloma. N.—N, ili N,—N,, pa iz njega 1 odre- 
đene veličine kuta optičkih binormala zaljučiti na drugi parci- 
jalni, a prema tome i na maksimalni dvolom (pomoću Boldy- 
revljevih dijagrama). Pokušat će se izmjeriti kut potamnjenja, što 
ga neki od glavnih vibracionih smjerova čini s izraženim nekim 
geometrijskim elementom u izbrusku, kao npr. sa smjerom pu- 
kotina kalavosti, sraslačkih šavova, terminalnih ploha i slično: 
taj je kut za mnoge minerale karakterističan. Odredit će se 
kvalitativno karakter disperzije za kut među binormalama i 
pleohroizam. Pomoću određenih veličina za ta svojstva, ili barem 
za neka od njih, moći će se često zaključiti: o kojem se mine- 
ralu radi, uspoređujući te podatke s podacima koji su za razno- 
vrsne minerale pregledno navedeni u različitim tablicama. Jedne 
između njih, npr. one Trogerove (1971) služe za optičko odre- 
đivanje minerala koji se javljaju kao sastojci različitih stijena 
(stjenotvorni ili kamenotvorni minerali). U spomenutim tabli- 
cama sadržani su podaci za 244 minerala ili izomorfne mine- 
ralne skupine. 

Radi li se o optičkom određivanju svih prozirnih ili donekle 
providnih minerala, tad dolaze u obzir samo tablice u kojima su 
sadržani podaci za sve minerale. Budući da ih ima mnogo, po- 
stavlja se pitanje kako da se prikladno i pregledno poredaju u ta- 
blicama. Izgleda da je to u novije vrijeme uspjelo H. Winchellu 
(1965). Prema njemu su minerali porazmješteni u poluvaljak na 
ovaj način (sl. 3): uzduž osi poluvaljka nanosi se u određenom 
mjerilu međuvrijednosni indeks loma AN, za optički dvoosne 
minerale, odnosno indeks loma ordinarnog vala za optički jedno- 
osne minerale, ili indeks loma optički jednolomnih minerala (v. 
Kristalna optika, TE 7, str. 364), na taj način da porastu indeksa 
loma odgovara sve veća udaljenost od središta donjeg polukruga 
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prema središtu gornjeg polukruga, koji predstavljaju bazne pre- 
sjeke poluvaljka. Početna najniža vrijednost indeksa loma jest 
1,300; u najviši bazni presjek smješteni su minerali s indeksom 
loma većim od 2,500. 

Jakost maksimalnog dvoloma B predočena je većom ili ma- 
njom dužinom od osi poluvaljka na njegovim polumjerima. Ve- 
ličina kuta binormala 2V za optički negativne minerale nanosi 
se od južnog kraja promjera poluvaljka u smjeru protivno 
kazaljki na satu, a slično za optički pozitivne od sjevernog kraja 
poluvaljka u smjeru kretanja kazaljke na satu, 

Neka je poluvaljak rastavljen u tanke slojeve paralelno s baz- 
nim presjecima poluvaljka: u svakom takvu sloju sadržani su 
svi minerali s određenim rasponom međuvrijednosnog indeksa 
loma. Winchell je čitav poluvaljak podijelio u 31 sloj. U najdo- 
njem su sloju minerali s indeksom loma N, = 1,300. .-1,399, u 
prvom sloju iznad njega su oni sa N, = 1,400.--1,459, a u dalj- 
njem, višem sloju oni sa N,=1,460..1,479 itd. Svaki od 
tih slojeva prikazan je na posebnoj slici. 

Ako je, npr., pouzdanim određivanjem utvrđeno da je neki 
mineral optički negativan dvoosni mineral kojemu je N, = 1,632, 
kut binormala 2V = — 40“, a maksimalni dvolom N, — Ny, = 
= 0,014, tada određeni N, pokazuje da se od slika u Winchellovu 
djelu mora uzeti u obzir ona u kojoj su sadržani minerali sa 
N, = 1,620---1,639. U južnom kvadrantu slike krenut će se po 
polumjeru koji odgovara vrijednosti 2V = — 40? od oboda prema 
središtu, dok se ne dođe do luka, kojemu odgovara dvolom 
N.—N,=0,014. Tako određeno mjesto u slici označeno je 
brojkom 61, koja predstavlja mineral označenih optičkih svoj- 
stava. O kojem se mineralu radi, to će se doznati iz teksta uz 
svaku sliku. Za odabrani slučaj iz toga teksta vidi se da je broj- 
kom 61 označeno mjesto koje odgovara volastonitu. 

Nerijetko će se na taj način moći odrediti o kojem se mi- 
neralu radi i onda ako su određena samo neka od spomenutih 
optičkih svojstava. A dogodit će se također i to da će biti 
potrebno izvršiti i dalja dopunska ispitivanja. 


Sjeverni kraj 
promjera 


Južni kraj 
promjera 


SL. 3. Winchelloy poluvaljak za pregledno svrstavanje minerala 
po optičkim svojstvima 


Metodika optičkih određivanja danas je toliko razrađena da 
se iz mikroskopskih opažanja za pojedine izomorfne mineralne 
skupine može točno odrediti koliko ima u smjesi jedne a koliko 
druge komponente. Za plagioklase, npr., može se zaključiti ko- 
liko ima u njima anortitne a koliko albitne komponente: slično 
se za neko zrno olivina u izbrusku može zaključiti koliko ono 
sadrži postotaka komponente Mg2SiO,, a koliko komponente 
Fe,SiO,. 

Optički, pomoću mikroskopa, određuju se i neprozirni mine- 
rali u odbijenoj svjetlosti promatranjem fino poliranih nabru- 
saka uz okomiti upad svjetlosti. Tada za određivanje služe druge 
konstante, kao npr. stupanj refleksije, birefleksija ili refleksni 
pleohroizam, izotropnost, odnosno anizotropnost, unutrašnji 
refleksi (sve bez imerzije ili s imerzijom), reljef i tvrdoća itd. 

Apsorpcijska sposobnost u infracrvenom dijelu spektra za 
brojne je minerale također vrlo karakteristična te može poslu- 
žiti za njihovo određivanje. 

Ostala fizikalna određivanja. Pri određivanjima znatno može 
pomoći često boja, sjaj, zatim boja praha ili crt minerala, ka- 
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lavost i njezin stupanj, odnosno njeno pomanjkanje, sraslaci, 
habitus agregata (vlaknast, srcolik, iglast, pločast, stupićast itd.), 
magnetičnost. 

Obrisi mogu također biti vrlo važni. Ako su mineralna zrnca 
sitna, bit će potrebno da se za promatranje obrisa i za može- 
bitno mjerenje kutova među pojedinim bridovima ili plohama na 
zrncima upotrijebi lupa ili mikroskop. Ako su pravilno formi- 
rana zrnca sitna da se ne mogu vidjeti u običnom mikroskopu, 
primijenit će se snimanje pomoću elektronskog mikroskopa, ko- 
jemu je sposobnost razdvajanja mnogo snažnija nego u običnim 
mikroskopskim sustavima. 


Raznolika kemijska ispitivanja također su veoma važna. Ko- 
risni podaci kvalitativne prirode često se mogu brzo i lako 
dobiti ispitivanjem pomoću puhalike (duhaljke). Mineralna tvar 
se pri tom žari u malom udubljenju na drvenom ugljenu sama 
za sebe ili izmiješana sa sodom u oksidacijskom ili redukcijskom 
plamenu puhaljke. Pri tom se mogu dobiti metalne kuglice, 
oblijepi različite boje na ugljenu, osjećaju se različiti karakteri- 
stični mirisi i sl., na temelju čega se mogu praviti zaključci o 
prisutnosti, odnosno o odsutnosti pojedinih kemijskih elemenata 
u ispitivanom primjerku. Jedna od uputa za takva određivanja 
bila je u nas tiskana u prijevodu već 1910. god. (Fuchs-Brauns: 
Uputstvo u određivanje ruda, Zagreb. Preveo F. Tućan). 

Od rjeđih i osobito od novih minerala treba izvršiti po bilo 
kojoj metodi potpunu kvalitativnu kemijsku analizu. kako se ne 
bi dogodilo da se ne izvrši kvantitativno određivanje nekoga 
bitnog sastojka u mineralu. Tako je bilo, npr., s mineralom 
vrbaitom, koji je dosad nađen samo u jednom nalazištu na 
Zemlji: Alšaru, južno od Kavadara u Makedoniji, nedaleko od 
grčke granice. Prema prvoj kemijskoj analizi koju je 1912. izvršio 
Fr. Kfehlik, sastav minerala mogao bi se prikazati formulom 
TIAs,SbS:s. Više od pola stoljeća kasnije R. Giraud (1967) i 
H. Rudolf (1968) utvrdili su i živu kao bitni sastojak te odredili 
pomoću elektronske mikrosonde njezin sadržaj (20,5%, odnosno 
20,4%): nakon toga je formula za vrbait morala biti izmijenjena 
u TlaHg;AsgSb2S29. 

Dobar uvid u kvalitativni sastav može se dobiti i spektro- 
grafskom metodom, odnosno iz foto-snimaka načinjenih od spek_ 
tara različitih minerala isparenih uz visoke temperature, npr. u 
električnom luku. Jačem zacrnjenju na snimci odgovara veća 
količina nekog elementa u mineralu. Metoda može poslužiti i 
za kvantitativna kemijska određivanja, ali je toliko osjetljiva da 
se u tom smislu može primijeniti samo za određivanje onih sa- 
stojaka u mineralu kojih ima vrlo malo (ispod 1% ili 0,1%). 

Za kvantitativne zaključke može se odlično upotrijebiti rend- 
genska spektralna analiza u kojoj se rendgenske zrake što ih 
odašilje ispitivana tvar spektralno rastave pomoću monokri- 
stala. U tako dobivenom spektru određuje se svaki element po- 
moću izmjerenih, za nj karakterističnih valnih duljina. Postupak 
se može primijeniti i za kvantitativna određivanja. Takva se 
određivanja obavljaju, uostalom, i prema propisima analitičke 
kemije gravimetrijskim, volumetrijskim, elektroanalitičkim, po- 
larografskim i drugim postupcima. 

Danas su razrađene i metode pomoću kojih se može pro- 
vesti kvantitativna kemijska analiza na vrlo maloj količini ispi- 
tivane tvari. Jedan od instrumenata kojim se danas obavljaju 
takva ispitivanja jest tzv. elektronska mikrosonda. Pomoću nje 
se može izvršiti kvantitativno određivanje ako su mineralne če- 
stice u izbruscima ili nabruscima velike 1---200 nm. 

Analiza aktiviranja pomoću neutrona naročito je prikladna 
za određivanje onih elemenata koji se u mineralu nalaze u vrlo 
maloj količini. Sastoji se u tome da se ispitivani uzorak izloži 
neutronskom zračenju: jezgre atoma pretvaraju se pri tom u 
radioaktivne jezgre ili u druge umjetne radioaktivne elemente, 
kojima se količina može vrlo osjetljivo odrediti ispitivanjem 
njihova radioaktivnog zračenja. 


Termoanalitička određivanja. Za ispitivanje i određivanje mi- 
nerala primjenjuju se danas i termoanalitičke metode. One se 
zasnivaju na tome da se registriraju toplinski efekti pri zagri- 
javanju uzoraka. Ti efekti nastaju, npr., zbog izlaženja kristalne 
vode, zbog endotermnih, odnosno egzotermnih reakcija kojima 
je praćen prijelaz jedne polimorfne modifikacije u drugu, zbog 
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disocijacije karbonata i s tim povezanog otpuštanja CO,, zbog 
otpuštanja hidroksilnih skupina iz kristalne rešetke minerala itd. 
Jednoličnost se zagrijavanja zbog toga poremeti, što se na kri- 
vulji zagrijavanja odrazuje po različitim njenim deformacijama. 
Drugim riječima: te su krivulje za brojne minerale toliko ka- 
rakteristične da se oni mogu po njima prepoznati. 

Treba znati da nijedna od spomenutih metoda nije svemoćna. 
Nerijetko će zbog toga biti potrebno da se za određivanje mine- 
rala upotrijebe dvije ili više različitih metoda i da se izvrši 
poneko sasma specijalno određivanje. 


TEHNIČKA PRIMJENA MINERALA 


Industrijski važni minerali. Brojni minerali iskorišćuju se 
praktički u najraznolikije svrhe. Još od prethistorijskih vremena 
iskorištavaju se mineralna nalazišta za dobivanje metala. Neki 
od njih, npr. zlato, nalaze se gotovo bez izuzetka u samorod- 
nom stanju, neki uz to još i u obliku različitih spojeva (srebro, 
bakar, željezo — samorodno u malim količinama, obilato u 
obliku različitih svojih spojeva), dok se npr. aluminij pojavljuje 
samo u obliku različitih spojeva (uglavnom oksida, hidroksida 
i različitih silikata). Dobivanje metala iz njihovih prirodnih spo- 
jeva zadatak je metalurgije. Pri tom svako pojavljivanje nekog 
metala u prirodi ne znači još da će se on i proizvoditi za teh- 
ničke potrebe. Da bi se to moglo ostvariti, sadržaj metala u 
rudi mora biti: za željezo 40% (uz povoljne okolnosti i iznad 
20%), za cink barem 5%, za bakar barem 2% (ili u povoljnim 
slučajevima najmanje 0,5%), za olovo barem 5---2%, za alumi- 
nij barem 35%, za mangan barem 20%, za krom barem 30%, 
za nikal barem 2:.:1%, za zlato barem 0,001--:0,0005%, za 
srebro barem 0,05% itd. Ti podaci vrijede ako se nalazište 
iskorišćuje samo za spomenuti metal. Ako se istodobno vadi 
više metala, tada sadržaji mogu biti i manji. Osim udjela me- 
tala, na iskorišćivanje utječu i drugi činioci, kao npr. količina 
metala u ležištu, zabačenost, odnosno udaljenost ležišta od ko- 
munikacija, konjunktura, odnosno cijene na svjetskom tržištu, 
oblik spoja u kojem je metal sadržan itd. Iz pirita (FeS,), koji 
se nalazi kadšto u golemim količinama i sadrži u čistom stanju 
46,6% željeza, danas se u tehnici ne proizvodi željezo. Ono bi, 
naime, zbog vrlo malenih, današnjim tehničkim postupcima 
jedva odstranjivih preostataka sumpora bilo krhko i neupo- 
trebljivo:; pirit, prema tome, usprkos visokom sadržaju željeza 
u sebi nije željezna ruda u tehničkom smislu riječi. Tu je prilika 
da se pokaže na razliku naziva ruda u mineralogiji i rudarstvu. 
U mineralogiji se pod tim razumijevaju minerali koji u svom 
sastavu imaju metala, a odlikuju se metalnim izgledom ili veli- 
kom gustoćom. U rudarstvu se pod rudama razumiju minerali 
s metalima u svom sastavu i mineralne smjese iz kojih se mogu 
dobiti metali ili metalni spojevi različitim načinima izdvajanja. 

Svi ostali minerali koji se ne prerađuju u metale predstavljaju 
skupinu nerudnih minerala; mnogi od njih su tehnički vrlo 
važni, npr. barit (BaSO,), fluorit (CaF,), minerali stroncija, 
kalcit (CaCO,), kremen (SiO,), minerali sumpora (S) itd. Tu 
treba posebno spomenuti i minerale glina i ilovača (kaolinit, 
dikit, nakrit, montmorilonit, ilit itd.), koji su se još od pret- 
historijskih vremena iskorišćivali za pravljenje keramike, cigle 
i glinene robe uopće. Starost najstarijih keramičkih izrađevina 
iz guranske kulture na području Mezopotamije cijeni se na više 
od 8000 godina. Zidane građevine od cigle stare su u Mezo- 
potamiji 6000 godina. 

Dijamant je kao dragocjeni ukrasni materijal i kao tehnički 
vanredno važna roba toliko vrijedan da se, npr., u nalazištu 
Premier u Južnoj Africi proizvodnja od god. 1903. do danas 
odlično isplatila, premda je dijamanata proizvedeno svega oko 
80 milijuna karata (16 tona) iz više od 230 milijuna tona ma- 
terijala, tj. uz prosječni sadržaj od 35 karata (7 grama) dija- 
manata na 100 tona kamene mase. 

Sinteza minerala. Nekako prije stoljeće i pol počelo se ra- 
diti na tome da se pojedini minerali načine od svojih sasto- 
jaka, određenih kemijskih ispitivanjima, umjetno u laboratoriju. 
Uspjesi su u početku bili dosta skromni, a pokušaji za sintezu 
nekih minerala, kao npr. amfibola, stalno su svršavali bez 
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uspjeha. Točnijim se ispitivanjem uvidjelo da je tome razlog 
što je u prijašnjim kemijskim analizama bilo zanemareno da je, 
uz ostalo, bitni sastojak amfibola mala količina vode ili fluora. 
Kad se to uzelo u obzir, pa kad se sinteza provodila u ke- 
mijskim bombama u prisutnosti para vode ili fluorovodične ki- 
seline, tad je sinteza pošla za rukom. 

Danas se u laboratorijima uspješno provodi sinteza naj- 
raznolikijih minerala, tj. sintetskih minerala. Proučavanjem pri- 
lika pri sintezi (temperature, tlaka i uzetih kemijskih sastojaka) 
mogu se nerijetko praviti važni zaključci o postanku minerala 
u prirodi. Uzmu li se za pokuse u bombama sedimentne sti- 
jene, tad će se njihov mineralni sastav uz nove uvjete tempe- 
rature i tlaka izmijeniti: nastat će nove mineralne. zajednice. 
Odatle se prave važni zaključci o postanku metamorfnih stijena 
u'prirodi. Takvi su pokusi dugotrajni: protegnu se na više mje- 
seci, pa i na godinu dana. 

Osobito je važno da se u laboratoriju prave različiti umjetni 
kristali kojih se u prirodi već ne nalazi u dovoljnoj količini za 
podmirenje tehničkih potreba. Tipičan primjer za to su sasma 
čisti, potpuno bezbojni i prozirni kristali kremena, tzv. piezo- 
kremena, koji se u velikim količinama upotrebljava u elektro- 
ničkim i telekomunikacijskim uređajima za kontrolu oscilatora. 
Mikroskopski sitne kristale načinio je prije više od jednog sto- 
ljeća C. Schafhautl (1845), a relativno velike kristale G. Spezia 
(1900). Metoda, koja se za to i danas primjenjuje, zasniva se 
zapravo na činjenici da je kremen lakše topljiv u otopini natrij- 
skog metasilikata uz temperature iznad 600 K. nego ispod njih. 
Računa se da se danas polovica potrebnog piezokremena pro- 
izvodi umjetno. 

Kadšto kristalni proizvodi dobiveni umjetno nemaju analoga 
među prirodnim mineralima: to se odnosi, npr., na pojedine sa- 
stojke u troskama, pa na litij-fluorid. Bezbojni, savršeno pro- 
zirni, umjetno priređeni kristali litij-fluorida upotrebljavaju se 
mjesto fluorita za izrađivanje leća potrebnih pri konstrukciji 
mikroskopskih objektiva najviše kvalitete itd. 

Kristalizacija se obavlja u posebnim uređajima, tzv. krista- 
lizatorima. Za kristalizaciju su potrebne male kristalne klice od 
iste ili druge tvari od kojih kristali rastu. Za orijentirani rast 
kristala na nekoj podlozi ili za epitaksiju od primarne je važ- 
nosti da u strukturnoj građi podloge (domaćina) i kristala koji 
raste povrh nje (gost) vlada u međusobnim atomskim ili ion- 
skim odnosno molekularnim razmacima dalekosežna analogija. 
Domaćin kao da u tom slučaju prisiljava gosta na orijentirano 
pravilno prerastanje. Kakav je način na koji su elementarni sa- 
stojci međusobno povezani, to je pri tom manje važno: poznati 
su, npr.. slučajevi epitaksije molekularnih kristalnih rešetaka 
povrh kristala kovina. Pravilno srastanje dvaju minerala, distena 
Al2[0[SiO4] i staurolita AlFenO;(OH) -4A1LO]|SiO4] prvi je 
slučaj epitaksije uočen u prirodi (E. F. Germar 1817). U do- 
dirnoj plohi iznose elementarni, razmaci kod distena 0,774 i 
0,557, a kod staurolita 0,782 i 0,563 nm. Od nedavno praktično 
iskorištenih slučajeva orijentiranog srastanja treba spomenuti 
izlučivanje kristalića leda povrh klica srebro-jodida, umjetno 
ubačenih u atmosferu. Ono se obavlja neobično lako, pa se na 
tom zasniva ostvarivanje umjetnih oborina. 

Velike kristalne jedinke mogu se često prirediti izlučivanjem 
tvari iz prezasićenih otopina povrh malih kristalića iste tvari 
koji vise u otopini, nadalje polaganim izlučivanjem, pobuđenim 
bilo isparivanjem otopine, bilo njihovim ohlađivanjem. I subli- 
macijom se mogu dobiti takvi kristali. 

Veliki, potpuno prozirni kristali korunda, Al,O,, rade se 
prema metodi A. Verneuila, pronađenoj potkraj prošlog stoljeća, 
taljenjem i rekristaliziranjem glinice uz visoke temperature u 
plamenu vodika i kisika. Doda li se glinici u malim količinama 
kroma, kobalta ili titana (u obliku njihovih soli), dobit će se 
krasno obojeni rubini i safiri; ako su dobro urađeni, često se 
teško razlikuju od takva prirodnoga, vrlo skupocjenoga dragog 
kamenja. Veliki monokristali sintetskog rubina iskorišćuju se 
za priređivanje rubinskog lasera. Najsitniji korundni prah za 
obrazivne svrhe također se pravi umjetno u velikim količinama. 
Nedavno su u Novosibirsku pod vodstvom A. A. Godovikova 
priređeni krasni smaragdi i aleksandriti, koje je nemoguće razli- 
kovati od istovrsnoga prirodnog dragog kamenja. 


MINERALOGIJA — MINIRANJE 


Velike industrijske zemlje podmiruju danas priličan dio svo- 
jih potreba za sitnim dijamantima na taj način da ih rade 
umjetno u posebnoj aparaturi uz visoke tlakove i temperature 
(više od 3GPa i <1700K). Cijena im je približno ista kao 
i za prirodne materijale. 

LIT.: P. Eskola, Kristalle und Gestcine. Springer Verlag. Wien 1946. 
— F. Tućan, Opća mineralogija. Školska knjiga, Zagreb 21951. — A. N. and 
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Wiley and Sons, Chapman and Hall, New York-London “1951, — A. N. 
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Wiley and Sons, Chapman and Hall, New York-London #1954. — F. Tućan, 
Specijalna mineralogija. Školska knjiga, Zagreb 21957. — W. H. Dennen, 
Principles of mineralogv (revised printing). Ronald Press Comp., New York 
1960. — E. K. JIasapenko, Kypc munepanorii. JIbBIBCbKIH  VHUBEpCKTET, 
Jl:BiB: uacr. I, 1958; uacr. II, 1959; uacrT. IIl, 1961. — C. WW. Correns, 
Einfiihrung in die Mineralogie. Springer Verlag, Berlin-Heidelberg 21968. — 
A. A. Todosuxoa, Munepanorus. Henpa, MockBa 1975. — P. Ramdokr, 
H. Strunz, Klockmanns Lehrbuch der Mincralogie. Verlag Enke, Stuttgart 
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MINIRANJE, postupak za razaranje i drobljenje stijena, 
tala i građevina energijom oslobođenom detonacijom eksplo- 
zivnog naboja. Primjenjuje se u rudarstvu za dobivanje mine- 
ralnih sirovina, tehničkog i ukrasnog kamena i za izbijanje pro- 
fila pri gradnji podzemnih prostorija i tunela; u građevinarstvu 
za iskop kanala, usjeka i zasjeka, pri gradnji prometnica, te za 
iskop temelja za građevine: u poljoprivredi za gradnju kanala 
i ustava za navodnjavanje i odvodnjavanje, za rastresanje ne- 
propusnog tla i sl; u šumarstvu za vađenje panjeva i iskop 
jama za sadnice. Osim toga, miniranje se primjenjuje i u vojne 
svrhe za rušenje.građevina, prometnica i slično. 

Proces rušenja miniranjem. Prilikom detonacije, eksplozivni 
naboj naglo, skoro trenutno prelazi iz čvrstog u plinovito agre- 
gatno stanje. Tom egzotermnom kemijskom reakcijom oslobađa 
se velika količina energije uz nastanak velike količine plinova. 
Zbog velike brzine reakcije i visoke temperature (2000-:-4000 *C) 
u ograničenom prostoru naglo se povisuje tlak plinova nastalih 
eksplozijom. Pojavljuje se tlačni udarni val koji se širi radijalno 
na sve strane brzinom od 1500--:5000 m/s, već prema vrsti 
stijene. U stijeni nastaju tlačna i vlačna naprezanja uz elastične 
i trajne deformacije (sl. 1). Neposredno uz zonu eksplozije 


SL. 1. Djelovanje eksplozije u stijeni. / eksplozivni naboj — 
zona eksplozije. 2 zona drobljenja i usitnjivanja, 3 zona 
radijalnih pukotina, 4 zona oscilacija stijene 


stijena se drobi i sitni djelovanjem tlačnog naprezanja, a nešto 
dalje od te zone zbog vlačnog naprezanja nastaje sustav radi- 
jalnih pukotina. Pukotine se proširuju djelovanjem visokog tlaka 
plinova eksplozije i, ako dopru do slobodne površine, stijena 
se lomi. Izvan zone radijalnih pukotina tlačna i vlačna napre- 
zanja manja su od tlačne i vlačne čvrstoće stijena te se u sti- 
jenama pojavljuju elastične deformacije kao oscilacija stijenskog 
masiva. 
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METODE MINIRANJA 


Prema obliku i veličini minskog prostora (zone eksplozije) 
i prema namjeni razlikuju se sljedeće metode miniranja: mini- 
ranje plitkim minskim bušotinama, miniranje dubokim minskim 
bušotinama, komorno miniranje, kotlovsko miniranje te speci- 
jalna miniranja. 

Miniranje plitkim minskim bušotinama izvodi se bušotinama 
duljine do 6 m i promjera manjeg od 60mm. Metoda se mnogo 
primjenjuje pri izradbi podzemnih prostorija i tunela, te pri 
podzemnom dobivanju mineralnih sirovina, a na površinskim 
kopovima i kamenolomima primjenjuje se za otkopavanje niskih 
etaža, za rastresanje stijena, te za sekundarno usitnjivanje pre- 
velikih komada minirane mase. I pri gradnji plitkih usjeka, ka- 
nala i temelja građevina primjenjuje se miniranje plitkim bu- 
šotinama. 

Izradba podzemnih prostorija i tunela najvažnija je primjena 
miniranja plitkim minskim bušotinama. Stijena je čvrsto uklije- 
štena, jer je radno čelo jedina slobodna površina. Ukliještenost 
stijene može se smanjiti stvaranjem nove slobodne površine 
unutar stijenskog masiva koji se minira. To se postiže izrad- 
bom zaloma po cijeloj duljini predviđenog odloma stijene. Zalom 
je šupljina u stijeni, a izrađuje se sustavom zalomnih minskih 
bušotina koje se otpucavaju prije ostalih mina u istom ciklusu 
miniranja. Zalomi se mogu svrstati u dvije osnovne grupe, kose 
i paralelne zalome. U kosim su zalomima zalomne minske 
bušotine nagnute prema uzdužnoj osi prostorije, dok su u para- 
lelnim zalomima usporedne s njom. Kosi zalomi mogu biti kli- 
nasti i lepezasti. Principijelne sheme rasporeda klinastih i lepe- 
zastih minskih bušotina prikazane su na sl. 2. Paralelni zalomi 
mogu biti cilindrični i prizmatični. Cilindrični zalomi imaju 
praznu bušotinu velikog promjera u središtu zaloma. Ta je bu- 


SI. 2. Sheme rasporeda kosih minskih bušotina. a klinasti zalom, h lepezasti 
zalom, 1, 2,.., redoslijed oipucavanja 
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SI. 3. Sheme rasporeda paralelnih praznih i zalomnih minskih bušotina. a dvo- 
struki spiralni zalom, b Gronlundov zalom, 1, 2,... redoslijed otpucavanja 


SI. 4, Principijelne sheme rasporeda minskih bušotina za različite zalome i oblike 
prostorija. a spiralni zalom, h piramidski zalom, /, 2,... redoslijed otpucavanja 


Presjek A-A 


SI. 5. Raspored minskih bušotina pri višerednom miniranju 
niskih etaža 


šotina druga slobodna površina prema kojoj se otpucavaju za- 
lomne minske bušotine. U prizmatičnim zalomima umjesto 
prazne bušotine velikog promjera buši se oko središnje minske 
bušotine više praznih bušotina jednakog promjera kao i minske 
bušotine. Prazne bušotine, naime, slabe stijenu u središtu za- 
loma. Tipovi paralelnih zaloma prikazani su na sl. 3. 
Potrebna količina eksploziva (kg) za jedno miniranje plitkim 
bušotinama može se izračunati prema formuli U. Langeforsa 


Q=Aq+Aq(S—1), (1) 


gdje je A napredovanje radilišta za jedno miniranje (m), S 
površina poprečnog presjeka prostorije (m“), go = 7--:13 kg/m? 
specifična potrošnja eksploziva za zalom, a q, = 0,4---0,8 kg/m? 
specifična potrošnja eksploziva za ostali dio poprečnog presjeka 
prostorije. 

Potreban broj minskih bušotina u koje će se smjestiti 
eksplozivno punjenje za jedno miniranje iznosi 
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gdje je Q eksplozivno punjenje za jedno miniranje (kg), dok je 
O, punjenje eksplozivom jedne minske bušotine (kg), koje se 
određuje iz izraza 

d?m 


2 
= 3 
Q, 369 (3) 


u kojemu je fl, srednja duljina minske bušotine (m), g gustoća 
eksplozivnog naboja (kg/dm?), a d promjer minske bušotine (dm). 

Raspored minskih bušotina treba prilagoditi obliku prosto- 
rije i odabranom tipu zaloma. Principijelne sheme rasporeda 
minskih bušotina za različite zalome i oblike prostorija prika- 
zane su na sl. 4. 

Kada se na površinskim kopovima i kamenolomima sirovina 
dobiva niskim etažama, tj. u etažama koje nemaju veću visinu 
od 5m, minira se također plitkim bušotinama. Bušotine se 
raspoređuju u jednom ili više redova, a buše se dublje od donje 
razine etaže (sl. 5). 

Miniranje dubokim minskim bušotinama. Takvim miniranjem 
ostvaruje se odlom i drobljenje stijenskog masiva otpucava- 
njem serije izduženih eksplozivnih nabvja smještenih u dubokim 
minskim bušotinama. To su bušotine dulje od 6m i promjera 
većeg od 60mm. U stijenskom masivu mogu biti položene 
vertikalno, koso i horizontalno. Primjenjuje se za otkopavanje 
visokih etaža na površinskim kopovima i kamenolomima, te 
za iskope dubljih usjeka i zasjeka. Različiti položaji dubokih 
minskih bušotina na etažama prikazani su na sl. 6. Da se 
ostvari intenzivna podzemna eksploatacija, duboke minske bu- 
šotine raspoređuju se paralelno ili lepezasto (sl. 7). 


SI. 6. Različiti položaji dubokih minskih bušotina za miniranje 
viših etaža 


KI Sij 
SNI 
SS 


KI 


si 
SSU 


SI. 7. Paralelni i lepezasti raspored dubokih minskih bušotina. 
a miniranje horizontalnih ploča, b miniranje vertikalnih ploča 


Osnovne veličine od kojih zavisi uspješnost miniranja jesu: 
duljina linije najmanjeg otpora W, razmak minskih bušotina a, 
duljina minske bušotine L i eksplozivni naboj minske bušotine 
Q. Za izračunavanje tih veličina postoji mnogo formula, nomo- 
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grama i tablica. Prema U. Langeforsu duljina linije najmanjeg 
otpora (m) dobiva se iz realacije 


D 1/GE, 


Tag (4) 


DO 
svm 


gdje je D promjer duboke minske bušotine (mm), G gustoća 
eksplozivnog naboja (keg/dm*), E, relativna snaga eksploziva za 
glavni naboj, s = sy + 0,05 faktor kojim je određeno svojstvo 
stijene s obzirom na miniranje (minirljivost stijene), v koefici- 
jent uklještenosti stijene, a m = 0,8-.-1,4 koeficijent gustoće 
minskih bušotina. Razmak minskih bušotina određen je relaci- 
jom a = mW, a duljina bušotine iz relacije 


H 
P= (5) 
sma& 


gdje je H visina etaže, a kut nagiba minske bušotine prema 
horizontali, a h, dodatna duljina bušotine ispod dna etaže. 


Eksplozivni naboj minske bušotine iznosi 


Q s Q, Sje Q,, (6) 
gdje je O, glavni eksplozivni naboj 


a Q, pomoćni eksplozivni naboj 
O, =dqp(0 — 1,3aW'). (8) 


U izrazu (8) q, je specifična potrošnja eksploziva za pomoćni 
naboj određen izrazom 


04q, 


= : 9 
dp E, ( ) 
gdje je q, specifična potrošnja eksploziva za glavni naboj 
A, 
4:7 13aWw? u 


a E, relativna snaga eksploziva za pomoćni naboj. 

Dio minske bušotine iznad eksplozivnog naboja mora se za- 
čepiti kako bi se spriječio odlazak plinova eksplozije u at- 
mosferu. Bušotina se brtvi nabušenim materijalom ili negranuli- 
ranim vlažnim pijeskom. Dimenzije i raspodjela eksplozivnog 
punjenja duboke minske bušotine prikazani su na sl. 8. 


SI. 8. Dimenzije i raspodjela 
eksplozivnog punjenja dubo- 
ke minske bušotine. / čep, 2 
pomoćni eksplozivni naboj, 3 
glavni eksplozivni naboj 


Svaka stijena ima specifična fizikalno-mehanička svojstva i 
strukturu od kojih zavisi otpor stijene miniranju. Za svlada- 
vanje tog otpora treba odabrati najpovoljniju vrstu eksploziva. 
To se može učiniti ljevkastim pokusima s različitim vrstama 
eksploziva ili na osnovi jednakih akustičkih impedancija stijene 
i eksploziva. To se postiže ispunjavanjem uvjeta 


(11) 


VuY = Vu0, 
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gdje je v, brzina širenja uzdužnih valova u stijeni (m/s), » gu- 
stoća stijene (t/m>*), , detonacijska brzina eksploziva (m/s), a 
o gustoća eksploziva (kg/dm?*). 

Komorno miniranje primjenjuje se za dobivanje velikih ko- 
ličina materijala na površinskim kopovima i kamenolomima s 
izraženom konfiguracijom terena i tanko uslojenim stijenama. 
Minirana masa vrlo je nejednolika i pretežno krupne granula- 
cije, te se mora naknadno usitnjivati. Za smještaj velikih koli- 
čina eksplozivnog punjenja izrađuju se minske komore na kraju 
hodnika ili na dnu okna (sl. 9). 


SI. 9. Položaj minskih komora. a pri dnu okna, b na kraju hodnika 


Eksplozivno punjenje (kg) izračunava se iz Weichelt-Chalo- 
nove formule 


Q=qanW, (12) 


gdje je gq, specifična potrošnja eksploziva (kg/m), n koeficijent 
koji zavisi od vrijednosti linije najmanjeg otpora, a W duljina 
linije najmanjeg otpora, koja se određuje iz relacije W = (0,5--- 
0,7) H, gdje je H visina etaže. Razmak među minskim komo- 
rama iznosi a, = (0,8---1,4) W. 

Kotlovsko miniranje. Kad se proračunati eksplozivni naboj 
ne može smjestiti u minsku bušotinu određenog promjera, po- 
trebno je donji dio bušotine proširiti. To se postiže otpuca- 
vanjem manjeg eksplozivnog naboja pri dnu minske bušotine. 


SI. 10. Shema kotlovskog miniranja. a eksplozivni naboj za prvo proširenje, 
h eksplozivni naboj za drugo proširenje, e eksplozivni naboj za treće proširenje, 
d kotlovski eksplozivni naboj 


Pri eksploziji stijena se komprimira i nastaje proširenje u obliku 
kotla. Ako se jednim otpucavanjem ne postigne potrebni volu- 
men kotla, postupak se ponavlja nekoliko puta uz postupno 
povećavanje eksplozivnog naboja (sl. 10). 

Specijalna miniranja izvode se u posebnim uvjetima i,u po- 
sebne svrhe, a u njih spada miniranje velikih komada stijena, 
podvodno miniranje, konturno miniranje, miniranje građevina, 
miniranje leda, vađenje panjeva miniranjem i nuklearno mi- 
niranje. 

Miniranje velikih komada stijene. Pri svakom masovnom mi- 
niranju dio minirane mase odlomi se u prevelikim komadima 
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SI. 11. Shema miniranja velikih komada stijene, a naljepnom minom, bh plit- 
kom minskom bušotinom 


koje treba naknadno usitniti. To se najčešće postiže miniranjem 
plitkim minskim bušotinama ili naljepnim minama (sl. 11). 

Podvodno miniranje rušenje je stijene pokrite slojem vode, 
žitke gline ili mulja. Minske se bušotine buše s usidrenih plov- 
nih platformi, i to u kvadratnoj mreži. Zbog lakšeg punjenja 
i zaštite od zarušavanja minske se bušotine oblažu plastičnim 
cijevima. Punjenje minskih bušotina, spajanje mina i druge ra- 
dove pod vodom obavljaju ronioci. Za podvodno miniranje 
upotrebljavaju se plastični eksplozivi koji se kroz određeno 
vrijeme mogu održati u vodi bez većeg gubitka eksplozivnih 
svojstava i koji nisu veoma osjetljivi na prijenos detonacije. 
Bušotine se aktiviraju dvostrukom linijom štapina za detonaciju 
s otpornijom izolacijom i pojačanim eksplozivnim punjenjem. 
Eksplozivni naboj (kg) minske bušotine računa se prema formuli: 
Q = qU, gdje je q specifična potrošnja eksploziva (kg/m*), a V 
volumen koji otpada na minsku bušotinu (m?). 

Konturno miniranje služi za dobivanje glatkih i neraspuca- 
nih bokova i stropa pri izbijanju podzemnih prostorija i tunela 
te pri površinskim iskopima. U tu svrhu izbuši se red gustih 
minskih bušotina po projektiranoj konturi (sl. 12). Konturne 
minske bušotine mogu se otpucati prije ili poslije miniranja 
glavne mase stijene unutar projektiranih kontura. 


SI. 12. Shema rasporeda minskih bušotina 
pri izradbi usjeka ili kanala. # konturne 
minske bušotine, 2 glavne minske bušotine 


Ako se konturne minske bušotine otpucavaju prije miniranja 
glavne mase, nastaje pukotina po projektiranoj konturi u uvje- 
tima velikog uklještenja, jer nema ni jedne slobodne površine. 
Ako.se, međutim, takve bušotine otpucavaju nakon miniranja, 
one su mnogo manje ukliještene, jer je glavnim miniranjem 
ostvarena slobodna površina. Upotrebom manje brizantnih 
eksploziva uz malu koncentraciju eksplozivnog punjenja ogra- 
ničeno je stvaranje većih pukotina oko konturnih minskih bu- 
šotina. Koncentracija eksplozivnog naboja i ostale veličine kon- 
turnog miniranja zavise od promjera konturnih minskih bušo- 
tina i vrste stijene, a određuju se pokusnim miniranjem. 

Miniranje građevina. Stare zgrade i druge građevine uspješno 
se ruše miniranjem. To je vrlo precizan i osjetljiv posao, ali 
zbog brzine i ekonomičnosti ima prednost s obzirom na ostale 
metode rušenja. Miniraju se glavne nosive konstrukcije kako 
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bi se građevina srušila djelovanjem vlastite težine. Nosive se 
konstrukcije (stupovi, grede, ploče i zidovi) miniraju plitkim 
minskim bušotinama raspoređenim u 1, 2 ili više redova. Na 
sl. 13 prikazane su sheme rasporeda minskih bušotina pri mi- 
niranju zidova od betona ili cigle. Postavljanje i redoslijed 
otpucavanja eksplozivnih naboja zavise od smjera rušenja zgrade, 
koje može biti u stranu ili unutar svojih temelja (sl. 14). 

Pri miniranju zgrada u naseljima mora se posebno pažljivo 
postupiti. Moraju se pokriti minske bušotine, treba evakuirati 
stanovništvo iz ugrožene zone, treba mjeriti seizmičke oscilacije 
u okolišnim zgradama, te polijevati zgrade vodom za vrijeme 
miniranja radi obaranja prašine. 


SI. 13. Raspored minskih bušotina za miniranje zidova od be- 
tona ili cigle. a zid s jednom slobodnom površinom, b potpuno 
slobodan zid 
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MINIRANJE 


Miniranje leda. Eksplozivni naboj se stavlja ispod leda na 
dubinu od 1,25m. Kad je dubina vode ispod leda manja od 
2,5 m, eksplozivni se naboj stavlja na polovicu dubine. Naboji 
se spuštaju kroz rupe probušene u ledu. Sante leda miniraju 
se naljepnim eksplozivnim nabojima. 

Vađenje panjeva miniranjem. Najjednostavnije je vađenje panja 
pomoću eksplozivnog naboja smještenog na dubini od 0,5 m 
ispod njega (sl. 154). Panj se može izvaditi i pomoću eksplo- 
zivnog naboja u bušotini izbušenoj odozgo (sl. 15b) ili sa strane 
u panju. 


b 


a. 


SI. 15. Vađenje panjeva_ miniranjem. a eksplozivni naboj u bušotini ispod 
panja, b eksplozivni naboj u bušotini izbušenoj u panju 


Nuklearno miniranje. Eksperimentima je dokazana primjena 
nuklearnog miniranja u privredi, jer su troškovi takva mini- 
ranja mnogo niži od konvencionalnih metoda miniranja. Osim 
toga, nuklearno je miniranje vrlo jednostavno, jer se nuklearni 
naboj velike kompaktnosti može smjestiti u bušotinu relativno 

malog promjera. Snaga nuklearnih eksplozivnih naboja izražava 
se masom TNT (trinitrotoluola) u tonama (v. Nuklearno oružje). 
U privredne svrhe upotrebljavaju se nuklearni naboji snage do 
30 kt. Nuklearnim miniranjem izrađuju se podzemna spremišta 
nafte, zemnog plina i opasnih otpadaka, usitnjuju se siromašne 
rude iz kojih se zatim izluživanjem dobivaju metali, premje- 
štaju se velike količine stijenskih masa pri površinskoj eksploa- 
taciji i pri gradnji nasutih brana. Eksplozija nuklearnog naboja 
nekontrolirana je lančana reakcija cijepanja atoma djelovanjem 
oslobođenih neutrona. Tom se reakcijom oslobađaju velike ko- 
ličine energije uz razvijanje visoke temperature, visokog tlaka 
i intenzivnog zračenja. Pri djelovanju nuklearne eksplozije razli- 
kuju se 4 faze: nuklearna reakcija, hidrodinamičko, kvazista- 
tičko i termoradijacijsko djelovanje. Te su faze shematski pri- 
kazane na slici 16. U fazi nuklearne reakcije oslobađa se sva 
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energija nuklearnog naboja. U fazi hidrodinamičkog djelovanja 
nastaje taljenje i isparivanje stijene. Udarni valovi drobe stijenu 
u blizini mjesta eksplozije, a na većoj udaljenosti nastaju seiz- 
mički valovi. U fazi kvazistatičkog djelovanja tlak se snizuje, 


SI. 16. Faze djelovanja nuklearne eksplozije. a neposredno nakon nuklearne 
reakcije, b hidrodinamičko djelovanje, c kvazistatičko djelovanje, d konačno 
stanje. / udarni val, 2 šupljina koja ekspandira, 3 pare na visokoj temperaturi 
i tlaku, 4 pukotine, 5 rastaljena stijena, 6 razaranje stijene napreduje naviše, 
7 razorena stijena pomiješana s talinom, 8 raspucana stijena, 9 smrvljena 
stijena, 10 prazni prostor, 11 ohlađena staklasta masa (»lava«) 


počinje razaranje stijene i stvaranje konusne šupljine. U fazi 
termoradijacijskog djelovanja prestaje razaranje stijene i u pot- 
punosti se oblikuje konusna šupljina. Pri tom se postepeno 
odvodi toplina i raspadaju radioaktivni elementi. Posljednja 
faza može trajati i nekoliko godina. 


ŠTETNO DJELOVANJE MINIRANJA 


Nakon svakog miniranja pojavljuju se seizmički valovi u 
okolišnom tlu, te zračni udarni valovi i razbacivanje komada 
minirane mase u okoliš. To su nepoželjne pojave, osobito pri 
miniranju u blizini stambenih zgrada i drugih građevina, jer 
mogu prouzrokovati njihova oštećenja. 

Seizmičko djelovanje miniranja slično je potresima i za obje 
pojave vrijede slične zakonitosti. Miniranje treba promatrati 
kao slabi potres, a mjesto eksplozije kao njegov epicentar. 
Intenzitet potresa i njegovo štetno djelovanje na građevine 
utvrđuje se indirektnim postupkom, tj. na osnovi izmjerenih po- 
maka, brzina i ubrzanja oscilacija tla nakon miniranja. U praksi 
se najčešće primjenjuje kriterij brzine oscilacije tla. 

Zračni udarni val u bližoj zoni eksplozije djeluje dinamički 
a u daljoj zoni statički. Pri nailasku na građevinu pojavljuju 
se u njoj naprezanja djelovanjem zračnog udarnog vala. Ako su 
ta naprezanja veća od čvrstoće materijala, nastaju deformacije 
ili rušenje. Polumjer zone ugroženosti od djelovanja zračnog 
udarnog vala računa se prema formuli R, = kVO (m), gdje je 
Q količina eksplozivnog punjenja (kg), a k, koeficijent koji 
zavisi od stupnja oštećenja i pokazatelja djelovanja eksplozije. 

Razbacivanje komada minirane mase opasno je za ljude i 
osjetljive dijelove građevina i uređaja. Daljina razbacivanja (m) 
zavisi od duljine linije najmanjeg otpora i pokazatelja djelo- 
vanja eksplozije. Aproksimativno se može odrediti prema formuli 


R, = 255n%5/W, (13) 


gdje je n pokazatelj djelovanja eksplozije, a određen je rela- 
cijom n = R/W u kojoj je R polumjer lijevka eksplozije, a W 
duljina linije najmanjeg otpora. 
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MJERENJA U INŽENJERSKOJ GEODE- 


ZIJI, primjena geodetskih metoda mjerenja u projekti- 
ranju i gradnji građevina te u praćenju njihovih deformacija. 
Često se inženjerska geodezija naziva i primijenjenom geo- 
dezijom, iako prvi naziv bolje označuje područje primjene koje 
je blisko povezano s građenjem. 

Iskolčenje je osnovna geodetska operacija za obilježavanje 
projektirane građevine na terenu; za razliku od snimanja terena, 
iskolčenje redovito zahtijeva i veću točnost. Metode isk olčenja 
izložit će se na početku jer su one zajedničke za sve primjene. 
Zbog šire primjene potpunije će se obraditi trasiranje prometnica, 
a od ostalih primjena spomenut će se samo najvažnije. Mje- 
renja pomaka i deformacija građevina većim su dijelom obu- 
hvaćena u članku Brane, osmatranje, TE 2, str. 133. 


ISKOLČENJE 


Građevine se grade na osnovi projekata prikazanih na geo- 
detskim podlogama, kartama i planovima. Prethodni se pre- 
mjer terena i izradba planova izvode da se dobije geodetska 
podloga .za projekt. Međutim, u sastavni dio geodetskih radova 
spada i obilježivanje projektirane građevine na terenu. Radovi 
kojima se projekt s planovima prenosi na teren nazivaju se 
isk olčenjima. 

Iskolčenje je inverzna operacija premjeru, odnosno snimanju. 
Snimanjem se na osnovi terenske izmjere izrađuju planovi, a 
isk olčenjem. se projektirane građevine s planova prenose na 
teren obilježavanjem karakterističnih točaka u položajnom i 
visinskom smislu. Zato se i metode iskolčenja razlikuju od 
metoda snimanja. 

Općenito, projektirana građevina prenosi se na teren u dvije 
etape. Najprije se iskolčuju glavne osi građevine, i to najčešće 
polazeći od točaka postojeće geodetske osnove. Preporučljivo 
je i ekonomično da to bude ista osnova koja je poslužila i za 
premjer terena prilikom izradbe geodetske podloge projekta. 
Obilježavanjem glavnih osi utvrđen je opći položaj i orijentacija 
građevine na terenu. U drugoj etapi, detaljnim iskolčenjem, 
obilježuju se sve karakteristične točke koje određuju projektiranu 
građevinu. Pri tom se detaljne točke redovito iskolčuju od već 
obilježenih glavnih osi, a prema razmještaju dijelova građevine. 
Za drugu etapu iskolčenja redovito se traži veća točnost, jer 
je, umjesto apsolutnog smještaja, važnije što vjernije sačuvati 
oblik i dimenzije projektirane građevine. Pri iskolčenjima često 
se visoka točnost zahtijeva samo u jednom smjeru: npr. kad 
je tunel u pravcu, mnogo je važnije smanjiti poprečne od 
uzdužnih pogrešaka koje mogu biti znatno veće. 

Elementi iskolčenja. Proces se iskolčenja građevine sastoji u 
orijentiranju glavnih osi i obilježivanju položaja i visinski 
karakterističnih točaka. Sve se metode iskolčenja točke svode 
na prijenos osnovnih elemenata: horizontalnog kuta, dužine i 
visine. 

Prijenosu projektirane građevine na teren prethode pri- 
premni radovi: sastavljanje skica iskolčenja s podacima prik- 
ljučka glavnih osi na točke geodetske osnove i razradba geo- 
detskog projekta za iskolčenje. 

Elementi položajnog iskolčenja građevine određuju se gra- 
fičkim, grafičko-analitičkim i analitičkim postupkom. 

Ako pogreške iskolčenja bitno ne utječu na funkciju gra- 
đevine, primijenit će se grafički postupak. Koordinate se oči- 
tavaju s plana grafički, a elementi se iskolčenja, kutovi i dužine 
proračunavaju pomoću koordinata. Ako zadovoljava još manja 
točnost, kutovi i dužine očitavaju se neposredno s plana. 
Kod grafičkog postupka pogreške elemenata iskolčenja ovise 
najviše o točnosti i mjerilu plana. 
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Više se primjenjuje grafičko-analitički postupak. Tada se 
polazni elementi dobivaju grafički (npr. elementi za obilježivanje 
glavnih osi), a ostali se računaju analitički na osnovi numeričkih 
podataka koje daje projekt (dimenzije i oblik građevine). 

U analitičkom postupku svi se elementi iskolčenja dobivaju 
analitički. Dakle, i glavne točke osi građevine zadane su svojim 
koordinatama; one su mjerenjem na terenu snimljene s točaka 
geodetske osnove ili su neposredno uvrštene u mrežu osnove. 
Tada se, prema projektnim dimenzijama i međusobnim geo- 
metrijskim odnosima linija građevine, rješavaju analitički zadaci 
u ravnini. Geometrijski odnosi jesu: okomitost i paralelnost 
linije, presjek linija pod određenim kutom, polumjeri kružnih 
lukova, parametri ostalih krivulja itd. To je najtočniji postupak 
određivanja elemenata iskolčenja. Primjenjuje se kad je položaj 
i oblik građevine strogo određen (npr. prilikom rekonstrukcije 
ili proširenja postojećih građevina). 

Iskolčenje horizontalnog kuta bitno se razlikuje od mjerenja 
kuta. Pri mjerenju je na terenu obilježen vrh kuta (točka A) 
i još dvije točke (B i C), čime su određena oba kraka između 
kojih se mjeri horizontalni kut a (sl. 1). Pri iskolčenju na 
terenu postoje samo dvije točke (A i B), a prema zadanom 
kutu a treba obilježiti smjer drugog kraka (točku €). 


SI. 1. Iskolčenje horizontalnog kuta 


Za iskolčenje kuta postavlja se teodolit na točku A i ori- 
jentira prema signaliziranoj točki B. Očitanju limba dodaje se 
(ili oduzima) zadani kut %, a zakretanjem se alhidada dovodi 
na novo očitanje. U smjeru vizurne osi durbina teodolita, na 
željenoj udaljenosti, obilježi se točka C na terenu, čime je 
određen smjer drugog kraka. Opisani postupak može zadovo- 
ljiti samo kad se zahtijeva manja točnost. Naime, zbog razli- 
čitih pogrešaka pri prijenosu, umjesto zadanog kuta a, u 
stvarnosti bit će iskolčen neki drugi kut x, blizak zadanom, 
tj. bit će obilježena točka C' (sl. 1). 

Da se isključi utjecaj pogrešaka instrumenta, isti se postupak 
ponavlja u drugom položaju durbina (vertikalnog kruga), pa se 
tada obilježi točka C". Za većinu praktičnih zadataka može 
se smatrati da srednji položaj (točka C) između privremeno 
obilježenih točaka C' i C" dovoljno točno određuje smjer 
drugog kraka zadanog kuta a. 

Ako je potrebno zadani kut prenijeti na teren s još većom 
točnošću, iskolčuje se na principu mjerenja horizontalnog kuta 
uz potrebne korekcije. Kao i prije, privremeno se obilježi točka 
C'. Horizontalni kut BAC' mjeri se zatim u više girusa ili 
repeticija, čime se dobiva točnija vrijednost kuta x. Prema 
kutnom odstupanju Ax = a — « izračuna se linearni popravak 
q prema formuli: 

i, 


da (1) 
0 


gdje je o = 180%/m = 57,2958 = 206265", a odmjeravanjem vri- 
jednosti g okomito na pravac AC' obilježi se točka C. Smjer 
korekcije q određen je predznakom odstupanja Aa. Radi kontrole 
kut BAC mjeri se ponovno, a ako odstupanje Aa nije u gra- 
nicama tražene točnosti, postupak se ponavlja. Tako točnost 
iskolčenja kuta ovisi o točnosti mjerenja kuta. 

Ako se iskolčuje samo kut «, odnosno smjer AC, tada je 
za računanje linearnog pomaka q dovoljno samo približno poz- 
navati udaljenost d. Ako točku C treba obilježiti i na točnoj 
udaljenosti od točke A (polarna metoda iskolčenja), najprije 
se fiksira smjer, a zatim iskolčuje zadana dužina. 
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Iskolčenje dužine također se razlikuje od mjerenja dužine. 
Mjerenjem se određuje horizontalna udaljenost između dvije 
točke koje su obilježene na terenu, a iskolčenjem se odmjerava 
zadana horizontalna udaljenost u označenom smjeru od jedne 
obilježene točke da bi se obilježio drugi kraj dužine. Upo- 
trebom vrpce može se jednostavno iskolčiti dužina ako je teren 
pogodan za takva mjerenja i ako zadovoljava manja točnost 
isk olčenja. 

Za preciznija iskolčenja, kad se upotrebljava vrpca, potrebne 
su različite korekcije, i to neposredno prilikom odmjeravanja 
dužine. Sve to mnogo otežava rad na terenu. Zato se za točnija 
iskolčenja dužine postupa slično kao i pri iskolčenju kuta. 

Ako se dužina iskolčuje vrpcom, najprije se u zadanom 
smjeru odmjeri približna udaljenost i privremeno se obilježi 
točka na drugom kraju. Zatim se ta dužina mjeri potrebnom 
točnošću, pazeći na sve korekcije (nagib vrpce, temperatura, 
istezanje, komparacija itd.); ako se radi o većim dužinama, 
kojih su projektne vrijednosti izračunate iz koordinata, treba 
još uračunati korekcije za razinsku plohu i ravninu projekcije. 
Na osnovi odstupanja između zadane dužine d koju treba 
iskolčiti i točne vrijednosti privremeno obilježene dužine d', 
odmjeri se udaljenost Ad = d — d' i definitivno se označi drugi 
kraj projektirane dužine. 

Mjerenje dužina vrpcom naročito je otežano na brdovitim 
terenima. Tada je prikladnije za iskolčenje dužina, već prema 
traženoj točnosti, upotrijebiti metode optičkoga, paralaktičkog 
ili elektrooptičkog mjerenja dužina; osobito su prikladni auto- 
redukcijski daljinomjeri. Primijenit će se i metode posrednog 
mjerenja. Razumljivo je da će se tako uvijek mjeriti privre- 
meno obilježene dužine. Za odmjeravanje odstupanja Ad i za 
iskolčenje kraćih horizontalnih dužina najprikladnije su lagane 
ručne vrpce. 

Prijenos visine, zadane projektom, može se ostvariti geo- 
metrijskim, trigonometrijskim ili hidrostatskim nivelmanom. U 
praksi je najčešća upotreba geometrijskog nivelmana. Zadana 
visina prenosi se na teren od najbližih radnih repera. Najprije 
se visinski određuje točka koja ima kotu približno jednaku 
zadanoj, a zatim se od te točke pronalazi kota koja točno 
odgovara zadanoj. 

Pri prijenosu visine, odnosno visinske razlike, poznate su 
kota Hy repera s kojeg se prenosi visina i kota Hp na koju 
treba postaviti projektiranu točku. Dakle, treba prenijeti visinsku 
razliku 


h=H;,— HE (2) 

Niveliranjem između radnog repera i privremeno stabilizirane 
točke izmjerit će se visinska razlika h'. Prema tome, razlika 
Ah=h—h" (3) 


pokazuje u kojem smjeru i za koliko je potrebno pomaknuti 
po vertikali privremeno stabiliziranu točku. Već prema položaju 
projektirane točke, popravak Ah može se prenijeti običnim 
mjerilom, vrpcom ili očitanjem na nivelmanskoj letvi. 


SI. 2 Prijenos projektirane visine 


Visinski položaj projektirane točke može se proračunati i 
pomoću horizonta instrumenta (sl. 2). Prema očitanju a na 
letvi postavljenoj na reperu kota je vizurne ravnine instru- 
menta 


Ena (4) 
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Da bi se dobila projektirana kota H., očitanje | na letvi 
postavljenoj u projektiranu točku treba biti: 


I=H,— Hp. (5) 


Letva se podiže ili spušta dok se ne postigne traženo očitanje. 
Dno letve odgovara projektiranoj visini Hp, koja se fiksira 
kolcem, čavlom u kolcu, horizontalnom crtom, klinom i sl. 
Kad je to potrebno, visina se može točnije fiksirati i fino 
korigirati vijkom, vertikalno uvijenim u kolac. 

Prilikom visinskog iskolčenja trase redovito se nivelmanom 
određuju kote svih stabiliziranih točaka (kolaca) na uzdužnoj 
osi -— uzdužni profil terena. Prema projektiranim kotama (ni- 
veleti) uz zabijeni se kolac na daščici napiše visinska razlika 
s predznakom + ako je projektirana kota iznad terena (nasip), 
a s predznakom — ako je ispod terena (usjek). 


iskolčenje točke 


Metode položajnog iskolčenja točke jesu ortogonalna i 
polarna metoda, metoda presjeka lukova, presjeka pravaca i 
presjeka linija. Izbor metode zavisi od vrste građevine koja 
se iskolčuje, terenskih uvjeta i potrebne točnosti. 


Ortogonalna metoda iskolčenja točke. Na terenu su stabili- 
zirane točke A i B; to su najčešće točke geodetske osnove 
(sl. 3). Elementi za iskolčenje točke C jesu apscisa x, pravi 
kut i kut i ordinata y. Elementi x i y mogu se dobiti grafički 
ili analitički, transformacijom koordinata točaka u sustav linije 
isk olčenja AB. Apscisa i ordinata redovito se odmjeravaju vrpcom, 
dok se pravi kut uspostavlja pomoću prizme (točnije instru- 
mentom). 


SI. 3. Ortogonalno iskolčenje točke 


Točnost iskolčenja točke C ovisi o pogrešci pri mjerenju 
apscise m, i ordinate m,, pri uspostavljanju pravog kuta m,, 
te o pogrešci stabilizacije m, točke C. Uz ove pogreške, umjesto 
točke C bit će iskolčena neka bliska točka C'. Srednja je 
pogreška položaja točke €: 


3 
: (m,\? 
m2 = mž + m2 + [=] y?+mž. (6) 
"Nu 


Ako se apscisa i ordinata mjere istom relativnom točnošću 


mM,x_M_ m 
— E — = TA 
Zea 0 

dobiva se 
2 2 
2 3 m m, 3 3 

meč = (x* + 92)=ž + (2) »)* + mj. (8) 

d 2 


Iz formule se vidi da pogreška iskolčenja naročito ovisi o 
vrijednosti ordinate y. 

Za uspješnu primjenu te metode potrebna je nesmetana vid- 
ljivost krajnjih točaka, a teren treba biti ravan (mjerenje dužina 
vrpcom). Kratke ordinate uvjetuju gustu mrežu geodetske osnove. 
Za iskolčenje je potreban jednostavan pribor: vrpce, prizma i 
trasirke. 

Pogreška stabilizacije (fiksacije) točke koja se iskolčuje (m) 
ovisi o signalizaciji točke na određenoj visini, o načinu proji- 
ciranja s te visine na razinu oznake (obični visak, optički 
postupak), te o preciznosti obilježavanja točke (kolac, kolac s 
čavlom, kamen s križem, rupica na željeznoj ploči i sl.). 

Pri razmatranju točnosti metoda iskolčenja neće se uzimati 
u obzir položajne pogreške datih točaka niti pogreške centriranja 
instrumenata i signala. 


Polarna metoda iskolčenja točke primjenjuje se uglavnom 
za prijenos na teren s poligonskih točaka (A i B na sl. 4). 


SI. 4. Polarno iskolčenje točke 


Položaj točke C na terenu određuje se pomoću kuta o i 
udaljenosti d. Ti se elementi mogu dobiti grafičkim ili analitičkim 
postupkom. 

Ako se uzmu u obzir pogreške pri prijenosu kuta m, i 
odmjeravanju dužine m,, srednja je pogreška položaja točke C 


Iza pase 
mi= (2) d+ is d? + mž. (9) 


Polarna metoda iskolčenja primjenjuje se uspješno i na 
težim terenima gdje nije moguće mehaničko mjerenje dužina. 
Budući da je za prijenos kuta potreban instrument, najprak- 
tičnije je istim instrumentom izmjeriti dužinu (autoredukcijski 
optički ili elektrooptički daljinomjer). 

Iskolčenje točke presjekom lukova. Elementi iskolčenja jesu 
dvije dužine (a i b) kojima je određena udaljenost od točaka 
Ai B (sl. 5). Da se pronađe položaj točke C, dužine a i b 
treba istodobno odmjeravati. To je i bitna razlika između 
iskolčenja i snimanja točke presjekom lukova. 


SI. 5. Iskolčenje točke presjekom lukova 


Početak je vrpce na točki A, dok se na točki B drži vrpca 
na očitanju a +b. Zatezanjem vrpce na očitanju a dobiva se 
položaj točke C. Ako je dužina a +b veća od duljine jedne 
vrpce, upotrijebit će se dvije vrpce. Na točki A drži se prva 
vrpca na očitanju a, a na točki B druga vrpca na očitanju b; 
na počecima obiju vrpci, kad su zategnute, nalazi se položaj 
točke C. 

Srednja pogreška položaja točke C iznosi 

il /m, 
meni d 
uz pretpostavku da se obje dužine a i b mjere istom relativnom 


točnošću m,/d. Pogreška iskolčenja točke bit će najmanja kada 
je y=90". Tada je a? +b? = c*, pa je srednja pogreška 


m = | ač+bč)+ mi, (10) 


(11) 


Ta se metoda uspješno primjenjuje za kraće udaljenosti 
a i b te kod povoljnih presjeka dužina. Potrebna je, dakle, 
gusta mreža geodetske osnove, a mehaničko mjerenje dužina 
traži najbolje terenske uvjete. 


Iskolčenje točke presjekom pravaca. Kutovi a i f jesu elementi 
iskolčenja. Analitički se dobivaju kao razlike smjernih kutova 
izračunatih iz koordinata točaka A, B i C. Položaj točke € 
određuje se prijenosom kutova a i B. pomoću teodolita, a za 
orijentaciju služi baza presjeka AB (sl. 6). 

Točnost iskolčenja ovisi o pogreškama prijenosa kutova 
(m, i mg) i o relativnoj pogrešci baze m,/C. Uz pretpostavku 
da je mj=my=M, i da su y 290 i a= f = 45 srednja 
je pogreška položaja 

de j 
mž = x. Sh i €“ e 
0 C 


(12) 
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Metoda presjeka pravaca upotrebljava se pri iskolčenju većih 
građevina na težim terenima (mostovi, brane), pri montaži visokih 
građevina, te općenito za preciznija obilježivanja. Tada se i 
dužina baze c mjeri nekim točnijim postupkom ili se dobiva 
posredno (npr. stranica mikrotriangulacije). 


SI. 6. Iskolčenje točke presjekom pravaca 


Iskolčenje točke tom metodom primjenjuje se uspješno kada 
se točke geodetske osnove moraju postaviti daleko od gra- 
đevine, kad je konfiguracija terena nepovoljna za mjerenje 
dužina, te kad su iočke koje treba iskolčiti teško pristupačne. 

Iskolčenje točke presjekom linija. Tražena točka nalazi se 
u sjecištu dviju linija koje su na gradilištu određene s dvije 
obilježene točke 1 i f',te 21 2 (sl. 7). 

Presjek linija često se upotrebljava za osiguranje već 
iskolčenih točaka (C), pogotovo kad se njihova trajnija sta- 
bilizacija ne može održati zbog građenja. Tom metodom moguća 
je jednostavna i stalna kontrola položaja točke tokom građenja 
(npr. iskolčena točka osi stupa mosta osigurava se pravcima 
s krajnjim točkama na suprotnim obalama). 


3 
bai 1 
S Pi 
> e 
s e 
e od 
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SI. 7. Iskolčenje točke presjekom linija 


Kad su dužine kratke, presjek se linija ostvaruje zategnutom 
špagom ili žicom, a kad su udaljenosti velike, sa dva teodolita. 
Prednost je te metode u tome što je mogu primijeniti i manje 
kvalificirane osobe. 


Iskolčenje pravca 


Dvjema točkama na terenu određen je pravac, pa između 
njih ili u produženju treba obilježiti još niz drugih točaka 
tog pravca. Iskolčiti se može na različite načine, već prema 
terenskim prilikama, udaljenosti točaka i točnosti koja se želi 
postići. U praksi se pojavljuje iskolčenje pravca kad se krajnje 
točke dogledaju, kad se krajnje točke ne dogledaju, te iskol- 
čenje u produženju zadanog pravca. 


Iskolčenje kad se krajnje točke dogledaju. Pravac prolazi 
točkama A i B (sl. 8). Te se točke signaliziraju trasirkama. 


—o 
3 B 
SI. 8. Iskolčenje pravca umetanjem međutočaka 


Stojeći iza jedne trasirke, a prema trasirki na drugom kraju, 
od oka se postavljaju u pravac trasirke 1, 2,... postavljene 
na povoljnim udaljenostima. Prema potrebi, međutočke se na 
terenu obilježuju trajnijim oznakama. 

Za točnije isk olčenje na jednu se od krajnjih točaka postavlja 
teodolit usmjeren prema drugoj krajnjoj točki. Vertikalna vizurna 
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ravnina podudara se s pravcem AB, pa se postavljanjem tra- 
sirki 1, 2,... uz vertikalnu nit durbina može umetnuti potreban 
broj međutočaka. Ako se pri viziranju mijenja vertikalni kut 
durbina, položaj međutočke određuje se u dva položaja durbina 
radi eliminacije pogrešaka instrumenta. Točan položaj, npr. točke 
2, bit će na sredini između mjesta 2' određenog u prvom i 
mjesta 2" u drugom položaju durbina (sl. 8). 

Pri iskolčenju dugačkih pravaca, te kad se s krajnjih točaka 
ne dogledaju sve međutočke, primjenjuje se metoda uzastopnog 
iskolčenja. S točke A iskolči se međutočka 1. Teodolit se zatim 
premješta na obilježenu točku 1, uvizira se točka A, durbin se 
okrene oko horizontalne osi i iskolči točka 2. Instrument se 
prema potrebi ponovno premješta u iskolčenu točku 2, vizira 
na točku 1, pa se obilježuje točka 3 itd. Točke treba, u ovom 
slučaju, uvijek iskolčavati u dva položaja durbina. 

Iskolčenje kad se krajnje točke ne dogledaju. Mogu se pri- 
mijeniti različiti postupci. Za privremena iskolčenja često se 
primjenjuje metoda postupnog približavanja. Njena je prednost 
da su za iskolčenje dovoljne samo trasirke. Negdje na približno 
jednakoj udaljenosti od krajnjih točaka postoje mjesta € i D s 
kojih se vide obje krajnje točke (sl. 9). Prva trasirka C, pri- 
bližno se postavlja u pravac. Pomoću te trasirke druga se 
trasirka D, utjeruje u pravac prema točki A. Promatrajući od 
trasirke D,, prva trasirka premješta se na mjesto C., tj. utjeruje 
se u pravac prema točki B. Ponovno se zatim, polazeći od 
točke C,, utjeruje druga trasirka na mjesto D, itd. Tako se 
postupnim približavanjem pronalaze točke € i D na pravcu AB. 
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SI. 9. Iskolčenje pravca postupnim približavanjem 


Kad se raspolaže teodolitom, primijenit će se postupak 
mjerenjem prijelomnog kuta. Približno na pravcu AB izabire 
se pomoćna točka M' s koje se dogledaju obje krajnje točke. 
S točke M' izmjeri se prijelomni kut y. Za rješenje zadatka 
treba poznavati još dužine a i b, pri čemu nije potrebna veća 
točnost, pa će se one najčešće izmjeriti tahimetrijski, istim 
instrumentom kojim je mjeren i kut y (sl. 10). 

Kad se poznaju a, b i y, može se odrediti vrijednost x 
(visina trokuta AM'B) za koju treba privremeno stabiliziranu 
točku M' pomaknuti na mjesto M, tj. na pravac AB. Budući 
da je vrijednost x malena, površina je trokuta AM'B 


cx_ (a+b)x 
P= I x La. (13) 
ili 
jes bu, = b 14 
= 50% = > absiny (14) 
=. er br \n, 
b m . U Kr \ 
“dj 4. gi a2 
- . I _ 
---E | BF > 
A M < B 


Sl. 10. Iskolčenje pravca mjerenjem prijelomnog kuta 


Ako se izjednače desne strane formula (13) i (14), a kut je 
y blizu 180%, dobiva se 


: (15) 


Udaljenost x odmjeri se približno okomito na pravac AB i 
obilježi točka na pravcu M. Radi kontrole kut u točki M 
ponovno se mjeri, pa kad su veće razlike od 180“, postupak 
se može ponoviti s drugim približenjem. 

Pravac AB mogao bi se iskolčavati s krajnjih točaka i prije- 
nosom kutova «, odnosno A, tj. tako da privremena točka M“ 
posluži za orijentaciju. Isto tako, prema poznatim a, b i y, 
te uz uvjet da je kut y =180" — y malen, odnosno da je 
točka M' blizu pravca, dobiva se 

sr P= udi a 

a+b a+b 

Kad su poznati kutoviaif,tadaseitočka M može točnije iskolčiti 

s privremene točke M'; dužina x odmjerava se pod kutom 

(90* — a) orijentirajući se na točku A, odnosno pod kutom 
(90* — B) s orijentacijom na točku B. 

Trigonometrijsko rješenje. Ako između pravca AB koji treba 
iskolčiti postoje zapreke kao na sl. 11, mogu se postaviti i dvije 
pomoćne točke (€ i D). Za rješenje zadatka u figuri ABCD 
potrebno je izmjeriti jednu stranicu (b) i kutove 1,...4. 
Međutim, radi kontrole redovito se mjere svi kutovi 1,...6, 
a kutno odstupanje u trokutu ACD, odnosno BCD, raspodjeljuje 
se podjednako na sve kutove. 


(16) 


SL II. Trigonometrijsko rješenje iskolčenja pravca 


Najprije se rješava trokut ACD u kojemu su poznati svi ku- 
tovi i stranica b. Kad se izračuna zajednička stranica CD, 
može se riješiti i trokut BCD, tj. izračunati dužina stranice 
BC. Tada su u trokutu ABC poznate dvije stranice (AC i BC) i 
kut između njih (2 +3), pa se mogu izračunati kutovi 9, i 
W, za iskolčenje pravca s točaka A i B s orijentacijom na 
točku C. Radi kontrole mogli bi se na isti način izračunati i 
kutovi za iskolčenje pravca s orijentacijom na točku D. 
Daljim rješavanjem trokuta AMC, odnosno trokuta BMC, iz- 
računa se dužina CM, obilježi na terenu točka M i prema 
poznatom kutu e iskolči se dio pravca između dvije zapreke. 


Poligonsko rješenje. Između točaka A i B, koje se ne dogle- 
daju (sl. 12), postavlja se slobodni poligonski vlak s potrebnim 
brojem točaka 1, 2,... U vlaku se mjere svi prijelomni kutovi 
Bi, Ba... i sve stranice d,, d2,... Najprikladnije je točku A 
uzeti kao početak koordinatnog sustava, a prvu stranicu (A—1) 
kao apscisnu os. U tom sustavu izračunava se poligonski vlak 
i dobivaju koordinate točke B (Xp, Yg). Pomoću kuta o, za 
koji vrijedi 

Yu 
tano Xu 


(17) 


pravac AB može se iskolčavati iz točke A orijentacijom teodo- 
lita na točku / poligonskog vlaka. Za iskolčenje pravca od 
točke B prema A kut ww ima vrijednost 


p=(n—2)180*— (9 + XP), (18) 


SI. 12. Poligonsko rješenje iskolčenja pravca 


gdje je n broj svih kutova u zatvorenom mnogokutu (za sl. 12 
ni=223). 

Iskolčenje u produljenju zadanog pravca. Primjenjuje se pri 
iskolčenju manjih tunela, prosijecanju pravca kroz šume i sl. 
Neka je pravac zadan točkama A i B (sl. 13), a na nekoj 
udaljenosti (iza neke zapreke) treba u produljenju pronaći točku 
C na pravcu. 


SL. 13. Iskolčenje u produljenju zadanog pravca 


Na terenu se postavi poligonski vlak, priključen na točku 
B i orijentiran prema točki A. Izmjere se kutovi fi, i dužine 
d,. Vlak se izračuna u koordinatnom sustavu kojemu je os x 
pravac AB. Ordinate poligonskih točaka daju udaljenost od 
pravca. Da bi se iskočila točka C na pravcu, udaljenost S, ili 
S4 bit će prema skici na sl. 13: 
jA Y, 


> riodnai 
sin vi * 


(19) 


sinvi. 
Prijenosom poznatog smjernog kuta v$ pravac AB može se po 
potrebi iskolčavati dalje s točke C. 

Iskolčenje točaka kružnog luka 


Kad se iskolčuje kružni luk, razlikuje se iskolčenje glavnih 
točaka i iskolčenje detaljnih točaka kružnog luka. Metode za 
iskolčenje glavnih točaka kružnog luka ovise o pristupačnosti 


SI. 14. Glavni elementi kružnog luka 
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sjecišta tangenata na krajnje točke luka, a za iskolčenje detaljnih 
točaka kružnog luka primjenjuje se ortogonalna, polarna i poli- 
gonska metoda, te približne metode (metoda uzastopnih jednakih 
tetiva, metoda četvrtina i metode umetanja točaka). 

Sjecište tangenata je pristupačno. Kružni luk određen je 
polumjerom R i središnjim kutom « (sl. 14). Glavne točke 
kružnog luka obilježuju se u smjeru stacionaže trase: PK 
početak kružnog luka, SK sredina kružnog luka i KK kraj 
kružnog luka. Polumjer R redovito je zadan projektom. Vršni 
kut B. može se izračunati na osnovi poznatih koordinata točaka 
tajgencijalnog poligona ili izmjeriti na terenu. Zbroj središnjeg 
i vršnog kuta iznosi: 


% + B = 180". (20) 


Ostali glavni elementi kružnog luka mogu se izračunati 
pomoću R i « prema formulama: 


tangenta T= Rtan>, (21) 
bisektrisa  b=0(ST)-R=R(sec= — 1), (22) 
š 2 10 
apscisa x=1=R Su (23) 
: a 
ordinata y=v=R(I—cos 5), (24) 
pomoćna tangenta GB = AG = Rtan—, (25) 
na 
ji =R——. 
duljina luka AC jE 150 (26) 


Radi lakšeg računjanja postoje različite tablice. Najpoznatije su 


x di 
sec— — 1, sn—, 


x š 2 % 
Sarrazinove, u kojima su funkcije: tan = z 5 


4 ma ? a sol. : 
1— cos 180! pomoću kojih se množenjem s polumjerom R 


dobivaju vrijednosti elemenata kružnog luka prema relacijama 
(21) do (26). 

Kad su sjecišta tangenata (ST) na terenu obilježena, glavne 
točke kružnog luka mogu se iskolčiti: točke PK i KK odmje- 
ravanjem dužine Tu smjeru prema susjednim točkama tangen- 
cijalnog poligona, točka SK ortogonalno pomoću apscise x i 
ordinate y, ili polarno sa točke ST odmjeravanjem bisektrise 


3 
b pod kutom . ili preko točke G odmjeravanjem GB = AG 


pod kutom >. 


Sjecište tangenata nije pristupačno. Ako se neko sjecište 
glavnih tangenata ST iz bilo kojih razloga ne može iskolčiti, 


Sl. 15. Određivanje elemenata kad je nepristu- 
pačno sjecište tangenata 
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na terenu se obilježuju pomoćna sjecišta M i N (sl. 15). Točke 
M i N na tangentama izabiru se tako da se međusobno 
mogu dogledati i da se njihova udaljenost d može nesmetano 
izmjeriti. 
Na točkama M i N izmjere se kutovi y i &, pa će biti: 
B=y+8— 180"; %=360" — (1 +8). (27) 


Udaljenost tih točaka od ST dobit će se prema sinusovu 
poučku: 
je dsinć 
“sin 
Pomoću polumjera R i središnjeg kuta a, svi se elementi luka 
mogu izračunati iz relacija (21) do (26). Poznajući duljinu tan- 
gente Ti udaljenosti (28), početak PK i kraj kružnog luka 
KK iskolčit će se s točaka M i N. 

Kad su veće terenske zapreke, odnosno kad se ne mogu 
neposredno dogledati točke M i N, one se povezuju poligonskim 
vlakom M, 1, 2,...N (sl. 16). U vlaku se mjere svi kutovi i 
sve stranice. Sada je: 

B=(n — 2)180* — 55; a = 180% — f. (29) 
Ako se zna R i a, ostali se elementi računaju iz relacija (21) 
do (26). Da bi se dobile udaljenosti M(ST) i N(ST), čime se 
zadatak svodi na prethodni slučaj, najprikladnije je poligonski 
vlak računati u koordinatnom sustavu kojega je početak u točki 


M, a os x se podudara s glavnom tangentom. Iz koordinata 
točke N bit će tada: 


M(ST NST) = ———. (28) 


MX 
N(ST) = ——. 
Gu sinf 
U praksi se pomoćne točke M i N postavljaju također i 
kad sjecište glavnih tangenata ST pada daleko od kružnog 
luka. Tada su osnovne točke za isk olčenje bliže trasi, što olakšava 
terenske radove. 


M(ST) = X, + cot p, (30) 


Sl. 16. Poligonsko rješenje za određivanje 
elemenata kad je nepristupačno sjecište tan- 
genata 


Ortogonalna metoda. Vrijednosti apscisa x (sl. 17) odabiru 
se prema terenskim prilikama koje uvjetuju iskolčenje detaljnih 
točaka 1, 2,...P, ili se te vrijednosti odabiru tako da iznose 
zaokruženo 5, 10, ... 50 metara. Vrijednostima apscisa odgovaraju 
vrijednosti ordinata: 


if 
31.7 
x2\Ž 
y=R-VR-S=R-Rli- 5). (31) 
gdje je R polumjer kružnice. Ako se izraz u zagradi razvije 
prema binomnom poučku i zadrže prva dva člana reda, dobiva 
se jednostavniji približni izraz: 


ya 


(32) 
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Za praksu je, međutim, povoljnije da se točke trase obilježuju 
na zaokruženim vrijednostima stacionaže. Prema odabranoj 
duljini luka 1, središnji je kut 


l 
vd (33) 
a koordinate točke P luka 
x = Rsiny, (34) 
y = R(1 — cosy) = 2Rsin?-*-. (35) 


Kao linija iskolčenja, osim glavnih tangenata, može se upo- 
trijebiti i bilo koja druga tangenta kružnog luka. 


" 
x 
I 
& 
= 


SL 17. Ortogonalno iskolčenje kružnog luka od tangente 


AST 


Sl. 18. Ortogonalno iskolčenje kružnog luka od tetive 


Za iskolčenje točaka ortogonalnom metodom od tetive (sl. 18) 
pravokutne koordinate se računaju prema formulama: 


x' = Rsiny, (36) 


y= RI cosy — cos 5). (37) 


2 
Polarna metoda. Za kružnicu vrijedi da jednakim središnjim 
kutovima pripadaju jednaki lukovi i da je za isti luk obodni 
kut jednak polovici središnjeg kuta. Neka se, npr., kružni luk 
iskolčuje s glavne točke PK = A (sl. 19). Teodolit u točki A 
orijentira se prema glavnoj tangenti A(ST). Na osnovi odabrane 
udaljenosti ty = A1 na kojoj treba obilježiti prvu točku smjer 
je iskolčenja određen kutom 8, prema formuli 


Yi na li 
O m=fi sino, = ——. 
sE "i" ZR 
Sljedeća točka 2 iskolčuje se odmjeravanjem udaljenosti t, od 
već obilježene točke /. Smjer iskolčenja, kut 862, računa se 
na osnovi tetive t,, pa je 


(38) 


ž t d : 
sine = 55: či=č, +e. (39) 


Točka 3 iskolčuje se odmjeravanjem dužine od točke 2 s 
kutom 0, itd. 

U praksi se detaljne točke kružnog luka 1, 2,... redovito 
obilježuju na kraćim međusobnim udaljenostima, gdje se du- 
ljina tetive može zamijeniti duljinom luka: t=1. Uz pogrešku 
centimetra ta je zamjena moguća kad je / < 0,1 R, a za pogrešku 
milimetra kad je /1<0,05R. Tada se, iako se pri iskolčenju 
odmjeravaju tetive, kutovi & računaju jednostavnije pomoću 
lukova: 


(40) 


Detaljne točke kružnog luka u praksi se iskolčuju najčešće 
sa već iskolčenih glavnih točaka PK, SK i KK. Međutim, kao 
stajalište teodolita može poslužiti i bilo koja druga, već isk olčena 
detaljna točka. Ako se, npr., točka 4 (sl. 19) zbog zapreka 
ne dogleda s točke A, instrument se premješta na točku 3. Tada 
se može orijentirati prema prethodnom stajalištu A; s poznatim 
kutom 8, određen je smjer tangente 3—-3' u točki 3 kružnog 
luka. Točka 4 iskolčuje se tada odmjeravanjem dužine 34 i 
prijenosom kuta 64 dobivenog prema (40), točka 5 odmjera- 
vanjem od točke 4 itd. 


SI. 19. Polarno iskolčenje kružnog luka 


Za iskolčenje kružnih lukova ortogonalnom i polarnom me- 
todom postoje različite praktične tablice. Elementi iskolčenja 
x, y i & tabelirani su na osnovi zaokruženih vrijednosti argu- 
menata R i l. U posljednje vrijeme upotrebom džepnih elektro- 
ničkih računala računanje potrebnih elemenata na terenu znatno 
je jednostavnije. 


Poligonska metoda. Ta se metoda upotrebljava kad je pot- 
rebna veća točnost. Poligonski vlak 1, 2,... postavlja se blizu 


SI. 20. Poligonska metoda iskolčenja kružnog luka 
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osi trase, tako da krajnje točke budu na tangentama (sl. 20). 
Koordinate točaka vlaka računat će se u sustavu kojega je 
početak u PK, a pozitivni smjer osi x podudara se s glavnom 
tangentom. Iz poznatih koordinata središta kružnog luka O 
(O, R) i koordinata poligonskih točaka računaju se udaljenosti 
01,02, 03,... Iz razlike tih duljina i polumjera R vidi se koliko 
su poligonske točke udaljene od točaka /', 2... na kružnom 
luku: 


: (41) 


Ako su te razlike male, točke na luku iskolčuju se odmjeranjem 
približno u smjeru središta kružnice. Ako su te razlike veće, 
točke na trasi iskolčuju se polarnom ili ortogonalnom metodom. 
Kad se primjenjuje polarna metoda, kut č izračunava se iz 
razlike smjerova: 6 = v9 — vš za iskolčenje točke 2. Ako se 
zna kut & i udaljenost d, moguće je izračunati i elemente 
ortogonalnog iskolčenja x“ i y'. 

Metoda uzastopnih jednakih tetiva. Neka je prva detaljna 
točka 1 iskolčena ortogonalno pomoću elemenata x (34) i y (35). 
Iz sl. 21 proizlazi da je 


n>=— 
ME (42) 
Ako se ta vrijednost uvrsti u (35), dobiva se 
12 
=—. 4 
!=5R (43) 
Iz toga izraza, te iz sličnosti trokuta 012 i 122 dobiva se 
u(2 
2 ===2y. 44 
R 2y (44) 


Prema tome, točka 2 iskolčuje se na sljedeći način: pravac 
Al produžuje se preko točke 1 za duljinu tetive 1 pa se dobiva 
točka 2'; vrpca se zatim na udaljenosti t zakrene oko točke 
1 i pomoću duljine 2y obilježi na krugu točka 2. Sljedeća 
točka 3 iskolčuje se produljenjem tetive 12 itd. 


Sl. 21. Iskolčenje metodom uzastopnih jednakih 
tetiva 


Sl. 22 Iskolčenje kružnog luka metodom četvrtina 


Metoda četvrtina. Ta je metoda pogodna ako između već 
iskolčenih točaka treba na jednakim udaljenostima gušće iskolčiti 
točke na krugu. Visina luka v (sl. 22) na polovici tetive 
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12: prema (24) i analogno prema (32), bit će: 
f2 

rt 

Za iskolčenje točaka na sredini lukova 1/3, odnosno 23 i za 

dalje raspolavljanje, može se približno postaviti da je 


v (45) 


v Vi V2 
—; VE h»S=—: 
4 nVuHA i 14 

Međutočke iskolčuju se, dakle, ortogonalno, odmjeravanjem vi- 
sina v na polovicama tetiva. Točnost je to veća što su lukovi 
manji. 

Umetanje točaka često se primjenjuje kad su na već iskol- 
čenoj trasi neke točke uništene, pa ih treba obnoviti. Na osnovi 
poznatog polumjera kružnog luka R i izmjerene duljine tetive 
između dvije postojeće točke trase / i 2 (sl. 23), izgubljena 
točka na sredini T, iskolčuje se ortogonalno od tetive 12. 


itd. (46) 


VS 


La 

( 

l a 

I S 
o 


Sl. 23. Umetanje točaka kružnog luka 


Prema relaciji (45) visina je luka 


2 
fa 
va 5R A (47) 
Za iskolčenje točke T na bilo kojem drugom mjestu luka bit će 
Pe lje keke 48 
== SRO (48) 
Ako se za v uvrsti (47) i postavi da je 
a+b 
= s (49) 
dobiva se za visinu luka 
ab 
h=—. 
SR (50) 


Prijelazne krivine 


Kad su se željeznička i cestovna vozila kretala malom brzinom, prometnice 
su se projektirale tako da je trasa prelazila iz pravca neposredno u kružni 
luk (sl. 244). Međutim, pri kretanju vozila u krivini pojavljuje se centrifugalna 
sila. Pri prijelazu iz pravca neposredno u kružni luk centrifugalna sila po- 
javljuje se na početku luka u punom iznosu. Na željezničkim prugama vanjska 
se tračnica na tome mjestu više troši, jer na nju djeluje bočni udarni tlak. 
Putnici u vozilu osjete trzaj, odnosno tlak koji djeluje u smjeru vanjske 
strane krivine. Tlak je to veći što je brzina vozila veća, a polumjer krivine 
manji. 

U početku gradnje željeznica, zbog malih brzina, navedeni nedostaci nisu 
bili izraziti, ali s povećanjem brzine ti su nedostaci bili izrazitiji. Zato su se 


Sl. 24. Razvoj prijelaznih krivina 
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između pravca i kružnog luka najprije umetali kružni lukovi dvostruko većeg 
polumjera (sl. 24b), a zatim su se primjenjivale i trostruke (košaraste) kružne 
krivine. Tako su spomenuti nedostaci znatno ublaženi, ali nisu potpuno otklo- 
njeni. Bočni se udarni tlak još uvijek pojavljivao na mjestima promjene polu- 
mjera krivine, iako su udari bili blaži. 

Kako su se brzine vozila i dalje povećavale, između pravca i kružnog 
luka počela se izvoditi prijelazna krivina ili prijelaznica. To je krivulja kojoj 
se polumjer zakrivljenosti kontinuirano smanjuje od R = oc (pravac) do vrijednosti 
polumjera kružnog luka R,,(sl. 26). Tada se bočni tlak povećava kontinuirano, 
bez udara, od nule na početku prijelazniće do svoje pune vrijednosti na njenu 
kraju, odnosno na početku kružnog luka. Povećanje tlaka to je polaganije što 
je prijelaznica dulja. 

Prijelazna krivina ima i druge prednosti. Po duljini prijelaznice kontinuirano 
se mijenja i nagib poprečnog profila, a kad je polumjer mali, kolovoz se 
ceste proširuje. Prometnice, pogotovo one s duljim prijelaznicama, djeluju 
usklađenije, što ima estetski i psihološki efekt. 


Prijelazna rampa i jednadžba prijelazne krivine. Da bi se 
umanjilo djelovanje centrifugalne sile, prometnica ima u krivini 
jednostrani poprečni nagib. Na željezničkoj pruzi izvodi se nad- 
višenje vanjske tračnice, a na cesti izdizanje vanjske strane 
kolovoza; poprečni profil nagnut je prema unutrašnjoj strani 
krivine. Prijelaz poprečnog profila trase u pravcu prema pop- 
rečnom profilu u krivini (nagib) izvodi se kontinuirano i zahtijeva 
prijelaznu rampu. Ona se najlakše gradi i održava ako nadvišenje 
h (sl. 25) raste linearno, od h=0 na početku krivine do 
punog nadvišenja h za profil na početku kružnog luka. Prijelazna 
se rampa podudara, dakle, s prijelaznom krivinom. Jednadžba 
prijelazne krivine dobiva se iz uvjeta da u svakoj točki krivine 
centrifugalna sila treba biti kompenzirana nagibom poprečnog 
profila. 


\ Kružni luk 


S SI. 25. Prijelazna rampa 


Polazeći od uvjeta ravnoteže vozila koje se kreće po krivini 
(v. Cesta, TE2, str. 602), poprečni je nagib: 
i, = tana a 
po gR , 


gdje je v brzina vozila, g ubrzanje Zemljine težine, a R polu- 


(51) 


mjer krivine. Kako je tana = —, gdje je e širina kolovoza, 
e 


nadvišenje je na vanjskom rubu kolovoza 


e v? 


=—. 92 
SR (5) 
Izraženo pomoću uzdužnog nagiba, 
h 
GQ=t =—, sg) 
klaof=2 (53) 
nadvišenje iznosi 
NJi, (54) 
Iz jednakosti desnih strana izraza (52) i (54) dobiva se 
e (2) 1 (55) 
Brna 


Za zadanu brzinu vozila v i uzdužni nagib i, izraz je u 
zagradi konstanta C, pa je konačno: 


RL=C. (56) 
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Konstanta € naziva se parametrom prijelazne krivine. Prema 
tome, za prijelaznu rampu kojoj se poprečni nagib linearno 
mijenja od O na početku do nagiba i, (51) koji odgovara 
kružnom luku polumjera R,, između pravca i kružnog luka 
treba umetnuti prijelaznu krivinu prema relaciji (56). Na početku 
prijelazne krivine, kad je LZ =0, bit će R = o (pravac). S po- 
rastom udaljenosti LZ od početka se polumjer R smanjuje do 
vrijednosti polumjera kružne krivine R,. U zajedničkoj točki 
s kružnim lukom vrijednost L jednaka je duljini prijelazne 
krivine. 

Razumije se da je za trasiranje bitno da prijelazna krivina 
i pravac, odnosno prijelazna krivina i kružni luk, u zajedničkim 
točkama imaju i zajedničke tangente. 

Oblici prijelaznih krivina. Sve postavljene uvjete za prijelaznu 
krivinu zadovoljava krivulja koja se zove radioidna spirala ili 
klotoida. To je krivulja kojoj je u svakoj točki P (sl. 26) 
umnožak polumjera zakrivljenosti R i duljine luka L konstantan 
(56). Budući da analitički izraz za klotoidu nije jednostavan, 
kao prijelazne krivine upotrebljavaju se i lemniskata i kubna 
parabola (sl. 27). 


xV 


SI. 26. Uz definiciju klotoide, kubne parabole, lemniskate 


SL 27. Oblici prijelaznih krivina 


Kao aproksimacija klotoide često se, pogotovo za željezničke 
pruge, primjenjuje kubna parabola. To je krivulja kojoj je u 
svakoj točki umnožak polumjera zakrivljenosti R i projekcije 
luka Ly (sl. 26) na glavnu tangentu konstantan: 


RLx=C. (57) 


Rjeđe se upotrebljava lemniskata. Primjenjuje se za serpentine, 
a osobito je prikladna za polarno iskolčenje. To je krivulja 
kojoj je umnožak polumjera R i tetive o (sl. 26)'u bilo kojoj 
točki konstantan: 


Ro=cC. (58) 


Na svojim početnim dijelovima klotoida, kubna parabola i 
lemniskata gotovo se podudaraju (sl. 27). Zbog toga za manje 
duljine prijelaznica izbor oblika krivulje nema većeg značenja. 
To je i razlog da se za kraće prijelaznice, odnosno za manje 
brzine vožnje, više upotrebljavala kubna parabola, jer je tada 
određivanje elemenata iskolčenja mnogo jednostavnije. U pos- 
ljednje vrijeme, međutim, uz različite prikladne tablice i džepna 
elektronička računala, najviše se krivine izvode prema klotoidi, 
koja je teorijski najbolja prijelazna krivina. 
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Klotoida. Polazeći od opće jednadžbe prijelazne krivine (56), 
za diferencijalne promjene luka vrijedi (sl. 28): 


dL C 
= 
Pai (59) 
odnosno 
LdL = Cd. (60) 


Integriranjem ove diferencijalne jednadžbe (60) u granicama 
od 0 do L, odnosno od 0 do <, 


L 1 
[LdL-—C(fdr=0 (61) 
0 0 
dobiva se 
L? 
3 ra Cr = U, (62) 
a odatle 
L2 
=—. 6 
T Ye (63) 
dX 
ID S7P 
“i AL 
vi y 
M 
S 
tT 


--------------p 


SI. 28. Klotoida 


Uzevši u obzir (63), za diferencijalnu promjenu luka di- 
ferencijalne su promjene koordinata 


L? 
dX = dL = cos— 
COST cos5adL, (64a) 
L2 
dY= sinrdL = sin-—dL. 
sin T sins (64b) 


Pravokutne koordinate bilo koje točke na krivulji dobivaju se 
integriranjem izraza (64) u granicama od 0 do L, pa je 
L 


* i 
X E 

i cos5 adi, (65a) 

0 

L 

1% 2 
Y= |smn———dL 

Las cd (65b) 


“ 


0 


To su Fresnelovi integrali koji se mogu riješiti razvijanjem 
trigonometrijskih funkcija u redove i zatim integriranjem po- 
jedinih članova. Tada se dobiva: 


LE L? 
ME + a 
40C? * 3456C“ e 
L3 TLU Li! 
aj =a 
6C_ 33605 * 42240 €" Do 


Vrijednost tih redova brzo konvergira, pa se u praksi računa 
samo sa prva dva ili tri člana. Prema tome, ako se pozna 
parametar C i duljina luka L, mogu se izračunati pravokutne 
koordinate za svaku točku P na klotoidi. 
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Glavni elementi klotoide. Za klotoidu, kao prijelaznu krivulju 
između pravca i kružnog luka, glavne točke jesu (sl. 29): 
O početna točka prijelazne krivine (PPK), odnosno klotoide, 
što je ujedno i ishodište koordinatnog sustava; P, zajednička 
točka klotoide i kružnog luka, krajnja točka prijelazne krivine 
(KPK), odnosno početna točka kružnog luka (PK); M središte 
kružnog luka. 

Elementi klotoide jesu: R, polumjer kružnog luka, L, duljina 
luka klotoide (duljina prijelaznice), X,, Y, koordinate zajedničke 
točke klotoide i kružnog luka, Xy,, Yyx koordinate središta 
kružnog luka, AR udaljenost kružnog luka od glavne tangente, 
T, udaljenost sjecišta tangente s osi x od ishodišta koordinatnog 
sustava, 7; duljina tangente od zajedničke točke klotoide i 
kružnog luka do njenog sjecišta s osi x, S, duljina tetive koja 
spaja početnu i krajnju točku klotoide, 7, kut između tangente 
u zajedničkoj točki P, i apscisne osi x (glavne tangente), w, 
kut između tetive i osi x, i o, kut između tetive i tangente 
u zajedničkoj točki P,,. 


»4 


SI. 29. Elementi klotoide 


Klotoida je određena sa dva elementa ako to nisu kutni 
elementi. Najčešće se zadaje sa dva elementa iz relacije (56) 
iz koje se može izračunati treći element. Iz formule (63) dobiva 
se kut T, u kutnoj mjeri 


q= 2C 
gdje je o = 57,2958“. Pravokutne koordinate X,, Y, zajedničke 
točke P, izračunavaju se prema izrazima (66) ako se za L 
uvrsti cijela duljina prijelaznice L,. Ostali elementi izračunavaju 
se iz sljedećih relacija (sl. 29): 


0, (67) 


Xu=X,>—R,sinqT,, (68a) 
Yu = N+ R,c0sT,, (68b) 
MRR=fF-R=f+RdcosqT, — 1), (69) 
Nn=X,—Y00tT,, (70) 
M 

q==—; 
* sint, (D) 
S=VX2+Y? (72) 
0, = arctan“, (73) 
Pon =Tn— O (74) 


Prilikom projektiranja trase i za grubu kontrolu proračuna 
korisno će poslužiti i dvije približne relacije: 
KOSIK MEDAK (75) 
Radi lakšeg određivanja elemenata klotoide postoji danas 
više pomoćnih tablica. U nas se često upotrebljavaju tablice 
B. Žnideršića, u kojima se nalaze svi glavni elementi klotoide 
za okrugle vrijednosti argumenata R,i Z,. Univerzalnije su, 
međutim, tablice koje se temelje na tzv. jediničnoj klotoidi. 
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Jedinična klotoida. Jednadžba je klotoide RL =C (56). 
Budući da je lijeva strana umnožak dviju veličina, na desnoj 
se strani postavlja C = A*, pa je 


RL=A. (76) 


Tako je klotoida definirana pomoću linearnog parametra A. 

Sve su klotoide međusobno slične, pa je omjer duljina istih 
linearnih elemenata dviju klotoida konstantan. 

Klotoida s parametrom A =1 naziva se jediničnom klo- 
toidom. Da ne bi dolazilo do zabune, uobičajeno je linearne 
elemente jedinične klotoide označivati malim slovima. Tako za 
razliku od klotoide parametra A (76), jednadžba jedinične klo- 
toide (A=a=1) glasi: 


ri=1. (77) 


Usporedbom relacija (76) i (77) dobiva se da je Ar=R, 
Al = L. Takva veza između klotoide parametra A i jedinične 
klotoide vrijedi i za svaki drugi linearni element, pa je Ax = X, 
Ay=Y AAr=AR, Aty = T itd. Zbog sličnosti klotoida kutni 
elementi su jednaki. 

Za izračunavanje elemenata jedinične klotoide vrijede nave- 
deni izrazi ako se uvrsti u njih C =1. 

Pomoću jedinične klotoide jednostavno se rješavaju i slože- 
niji zadaci. To vrijedi i kad je klotoida određena i drugim 
kombinacijama elemenata, a ne samo elementima R, i L,. 
Najpotpunije je razrađena jedinična klotoida u tablicama Kasper- 
-Schiirba-Lorenz. U tablicama su podaci za elemente l, q, w, 
r, Ar, X x, y, lr, Ar/r, ta i ta za vrijednosti | koje se 
razlikuju za Al = 0,001. Zbog malih razlika između susjednih 
vrijednosti dopuštena je linearna interpolacija. 


Upotreba tablica jedinične klotoide. Neka su zadani elementi . 


Ri L Kako je u tablicama omjer l/r, to se prema vrijednosti 
: : ei Ko Al gi] 
og omjera, jer je Piekriak“ 
nosti svih ostalih elemenata jedinične klotoide. Te vrijednosti 
pomnožene linearnim parametrom A=VRL daju elemente 
zadane klotoide. 

Ako je klotoida zadana, npr., vrijednostima A 1 R, kao 
argument za tablice poslužit će polumjer jedinične klotoide 


. mogu iz tablica očitati vrijed- 


jer jer Zb Isto vrijedi kad je osim parametra A zadan još 


jedan linearni element; tada argument za tablice može biti 

L AR XM 
Il=—,Ar= KR 

A A A 

Neka je klotoida zadana jednim kutnim i jednim linearnim 
elementom. Kako je kutni element jedinične klotoide jednak 
kutu kod stvarne klotoide, on je polazni argument za očitanje 
iz tablica, dok se pomoću linearnog elementa pronalazi para- 
metar klotoide. Ako je, npr., klotoida zadana sa Ti R, prema 
kutu rz mogu se iz tablica očitati ostali elementi jedinične 
klotoide, pa i polumjer r. Tada se može izračunati parametar 
A iz relacije A = Rfr. 


Ta 
.ta=— itd. 
ia 


Iskolčenje detaljnih točaka Kklotoide. Osnovne su metode 
ortogonalno iskolčenje od glavne tangente i polarno iskolčenje 
sa stajališta instrumenta na PPK. Točke na klotoidi, međutim, 
mogu se iskolčivati i s drugih stajališta instrumenta na prije- 
laznici ili izvan nje, odnosno s drugih tangenata, tetiva ili 
pravaca blizu trase (operativnog poligona). 

Za ortogonalno iskolčenje od glavne tangente u Žniderši- 
ćevim tablicama nalaze se za zaokružene vrijednosti apscisa 
X; pripadajuće ordinate Y, (sl. 30). Kad se stacionira trasa, 
lučne se udaljenosti O], M23. . posebno mjere. 

Primjenom jedinične | klotoide, 1 uz poznati parametar A, za 
lučne udaljenosti L, = 01, L, = 02, L;= 03... izračunavaju se 
L, uz L, KR La 
Pg taka PDA 
Tim lukovima, prema tablicama, odgovaraju koordinate jedi- 
nične klotoide: x,, ),; X2, Y25 Xa Ya... Množenjem s parametrom 
A dobivaju se koordinate stvarne klotoide X, = Ax,, Yi = Ayy; 
Kom Akai = Av 


najprije lukovi jedinične klotoide: !, = 
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Za polarno iskolčenje, sa stajališta u točki PPK, prema 
duljinama luka 1,, 1, 13... iz tablica se neposredno očitavaju 
pripadni kutovi ,, 0, 03... Kao i kad se iskolčuje kružni 
luk, svaka sljedeća detaljna točka iskolčuje se odmjeravanjem 
duljine od prethodno obilježene točke. 

Za prijelaznice veće duljine Žnideršićeve tablice omogućuju 
polarno iskolčenje s drugih stajališta instrumenta na krivulji. 
To je pogodno za teže i zaraštene terene, gdje se dogledanje 
po duljim tetivama teže ostvaruje. 


*Y 


SI. 30. Iskolčenje detaljnih točaka klotoide 


SI. 31. Ortogonalno iskolčenje od tetive 


Često se primjenjuje metoda ortogonalnog iskolčenja od 
tetive. Neka su P, i P, dvije točke na klotoidi, a duljine 
lukova tih točaka L, = OP, i LL = OP, (sl. 31). Klotoida ima 
parametar A. Treba odrediti elemente X; i Y; za ortogonalno 
iskolčenje točaka 1, 2 i 3 od tetive P,P,. Pomoću jedinične 


; : : : : čka. 
klotoide određuju se pripadni lukovi Poke i h=2 .kao 


argumenti pomoću kojih bi se iz tablica očitavale koordinate 
X Ya i Xb Vue Pomoću razlika koordinata Ax = X — x, 1 
Ay=y,—y, određuje se kut između tetive i glavne tangente: 


AY_ AAy_Ay 


tan9=-——=—-——= = 7 
EPA MARA: UŠ) 
i duljina tetive D = P,P,, 
XY, AY AAy_ AA 
mon E — == VA ka (79) 
sin 3 sin sin? cosd 


Ako su točke 1, 213, koje_t treba iskolčiti, određene du- 


ljinama lukova L, = 01, L= 02 i L;= 03, na isti se način 


ma : mE ; L 18 
najprije određuju lukovi jedinične klotoide l, Sa l = i 


L : NE 
h== te koordinate xy, Yi; X2, Y2; X3, Y3. Poznavajući 


pomak x, i y, te rotaciju 3 između dva koordinatna sustava, 
koordinate x; i y, mogu se transformacijom preračunati u 
koordinate x; i y;; množenjem s parametrom klotoide A dobi- 
vaju se elementi za iskolčenje od tetive X,=AxiK=Ay, 
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Na isti način mogu se izračunavati elementi iskolčenja to- 
čaka krivulje na produženju neke tetive. 

Kubna parabola kao prijelaznica zadržala se za trasiranje 
željezničkih pruga do danas, jer je ona određena jednostavnim 
analitičkim izrazom. Jednadžba kubne parabole, koja ima isti 
parametar kao klotoida, odgovara prvom članu reda (66b), ako 
se luk Z zamijeni projekcijom Z, na glavnu tangentu H, pa je 

l 
Y=(5: 
Temi 

Budući da relacija (57) vrijedi za bilo koju točku parabole, 
za točku P, (sl. 32) vrijedi RL, = C, gdje je L, duljina pro- 
jekcije parabole od ishodišta do točke P,. Ako se vrijednost 
za C uvrsti u (80), dobiva se: 


(80) 


(81) 


Sl. 32. Kubna parabola kao prijelazna krivina 


Ako se u taj izraz umjesto L, uvrsti apscisa krajnje točke 
prijelaznice L,, dobiva se za ordinatu točke P,, 


Y, = fu 

6R 

Ostali elementi dobivaju se polazeći od svojstva kubne para- 
bole da je projekcija na apscisu bilo koje suptangente parabole 


(82) 


: nu A : L 
jednaka trećini apscise dodirne točke HE=-. Iz trokuta 
HEP,, uzevši u obzir (82), slijedi 

tanr = La ' (83) 


2R 


Za ostale elemente poslužit će približna vrijednost g dobivena 


iz relacije 
q=R(1—cosr)=R(1— 1! — sin?q). 


Kad se zamijeni sinr = tanr = 


(84) 


n , .. 
—, a izraz pod korijenom raz- 


2R 
vije u red, zadržavajući dva prva člana, dobiva se 
Ko (85) 
BIR? 


Pomak kružnog luka od glavne tangente AR, prema (82) i (85), 
iznosi 


F2 sy 
AR=Y-Gds=—==, 
n 4 24R 4 (86) 


Apscisa je središta kružnog luka L, — Rsinq. Ako se zamijeni 


: L : 
sint = tanr = —, dobiva se: 
2R 


L 
XS 87 
u=3 87 
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Iz izvoda se vidi da izrazi (85) do (87) vrijede samo za mali 
kut T, odnosno za tzv. plitke prijelaznice. U praksi je uveden 
kriterij prema kojemu se spomenuti izrazi mogu upotrijebiti za 


a R 
prijelaznice duljina LZ, < —, što prema (83) odgovara kutu 


3,5 
T< 809. 

Nedostatak pojednostavnjene formule za kubnu parabolu (81), 
odnosno izraza za njene elemente, pokazuje se kad su prijelaznice 
duge, jer tada parabola ne tangira kružni luk (sl. 33). Tada 
je ordinata krajnje točke prijelaznice manja od ordinate početne 
točke kružnog luka (ordinatni skok): X, < X. 

Navedeni se nedostaci sve više pokazuju s povećavanjem 
brzina, odnosno projektiranjem duljih prijelaznica. Zbog toga 
je M. Hšfer predložio korigiranu jednadžbu kubne parabole. 


u (81) povećava, parabola.primiče kruž- 


l 
Parametar se m = 
ar r m SRI 


nom luku, pa točke P, i P, (sl. 33) padaju tada u istu točku. 
Parabola i kružni luk u toj zajedničkoj točki P, imaju ipak 
različite polumjere zakrivljenosti, što je, međutim, bez praktičnog 
značenja. 


SI. 33. Ordinatni skok 


Polazeći od opće analitičke formule za polumjer zakrivljenosti 
bilo koje krivulje, M. Hofer je izveo parametar korigirane 
parabole 


rot 


E +2) (88) 


\2R/ 


Iz usporedbe s jednadžbom (81) vidi se da je korekcija izra- 
žena kao funkcija duljine projekcije prijelaznice na apscisnu 
os. Popravljena jednadžba kubne parabole glasi: 

3 


212 


1 +(55) 


Y=mL; = Ko (89) 


6RL, : 


Ako je poznata duljina luka prijelaznice L, njena je projekcija 
na apscisu (uzimajući prva dva člana reda): 


2-1 dla) 90 
Ordinata krajnje točke popravljene parabole, kad se u (89) 
umjesto L, uvrsti Z,, iznosi 
3 
i (La (212 
Y, : i iza) L? (91) 
6R Š 
Ostali su glavni elementi, prema sl. 32, 
tanT = bh (92) 
ibokik 
Xu=L—p=L—Rsine, (93) 
AR=Y+R(cosr— 1) (94) 


Kako bi se olakšali proračuni pri projektiranju i iskolčenju, 
sastavljene su praktične tablice za korigiranu parabolu, iz kojih 
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se neposredno očitavaju vrijednosti elemenata, prema zaokru- 
ženim vrijednostima argumenata R i L.. Najpoznatije su Sarrazin- 
-Oberbeck-Hoferove tablice, koje se u nas najviše upotrebljavaju. 
U tim tablicama su i elementi za iskolčenje detaljnih točaka 
parabole ortogonalnom metodom. 

Popravljena kubna parabola može se tako upotrijebiti i za 
projektiranje duljih :prijelaznica. Njena je primjena, međutim, 
ipak ograničena na vrijednosti kuta r < 24%06'. Tada, naime, 
u dodirnoj točki s tom tangentom parabola ima minimalni 
polumjer zakrivljenosti, koji dalje od te točke opet raste. 

Iz istih se razloga lemniskata (sl. 27) može upotrijebiti kao 
prijelazna krivina do kuta Tr = 135%. Primjena je klotoide neo- 
graničena. 


Složene krivine. Pri projektiranju prometnica, na prijelazima 
trase iz jednog smjera u drugi, umeću se složene krivine. 
Redovno se složena krivina sastoji od niza: pravac, prijelaznica, 
kružni luk, prijelaznica, pravac (sl. 34). S obzirom na duljinu 
prijelaznih krivulja, razlikuju se nesimetrične (L, + L,) i sime- 
trične (LZ; = L,) krivine. Posebni oblik nastaje za L, =0, tj. 
kad između prijelaznica nema kružnog luka. 

Nesimetrična krivina je općeniti slučaj složene krivine. Radi 
iskolčenja početka složene, odnosno prijelazne krivine (PPK) 
na jednoj i na drugoj glavnoj tangenti, potrebno je odrediti 


ST (e 
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SI. 35. Elementi nesimetrične krivine 
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duljine tangenata T, i 7, (sl. 35). Pri tom su redovito zadani 
polumjer R, kut « i duljine prijelaznica L, i L,. Ako su kao 
prijelaznice predviđene klotoide, umjesto duljina prijelaznica 
često se zadaju njihovi parametri A, i A,. 

Prema obliku prijelaznih krivulja i prema zadanim elemen- 
tima, za prijelaznice se najprije određuju ostali glavni elementi: 
XiM, X2m. ARy, AR,,... 

Za izračunavanje tangenata, prema Kasper-Schiirba-Lorenzu, 
uvode se pomoćne veličine (sl. 35): 


AR, + AR, 
ARS zn Z=R+AR:  U=Ziun5 (95) 
AR R 
V=AR,-AR === š Z 2. W=vVeot =, (96) 
Izražene pomoćnim veličinama, duljine su tangenata: 
TN=Xu +U—W, (97a) 
Nn=X2u+U+V. (97b) 


Prema B. Žnideršiću, kad je AR, > AR> (sl. 36), tangente 
se računaju prema formulama: 


AR,— AR 

REX UV EAR ajA ze (98) 
2 tana 
2 AR,-AR 

neku RrAR ni rev 98h) 
2 sina 
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Ukupna duljina složene krivine iznosi (sl. 34): 


& — (Tin + T2n) 

ABER EAK L,= RčEVe+ ta), jp, + Lo. (99) 
0 

Simetrična krivina nastaje ako je Ly=L,=L. Tada je 


ARi=AR,=ARi Xiu = X2u = Xu, pa su i duljine tangenata 


jednake T, = T, = T (sl. 37). Tada su V=0 i W=0 (96), pa 
su duljine tangenata, prema (97) ili (98), 
T= Xu +U=Xy +(R+AR)tan5, (100) 


dok je ukupna duljina složene krivine 


gB 


-24D=2(R% aL). (101) 
0 
Tada se sredina složene krivine poklapa sa sredinom kruž- 
nog luka (SK), pa su glavne tangente elementi za ortogonalno 
iskolčenje te točke 


ALEN Rsin5., (102) 
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ED =R|1—0055-]+3R, (103) 


a duljina bisektrise 


DGST)=M(ST)-R=(R+ AR)( sec=5- -1]+4R. (104 


Navedeni izrazi vrijede za složene krivine kad su prije- 
laznice klotoida ili kubna parabola. Za tzv. plitke prijelaznice 
oblika parabole uvodi se za X, vrijednost iz (87). Tada se, 
osim toga, duljina prijelaznice aproksimira kružnim lukom i 
pravcem 


RT, u JEB gi. 


I=Xu+ 


105 
Pg EI (105) 


pa se ukupna duljina složene simetrične krivine računa prema 
formuli 


AB-2B-R2+L (106) 


SI. 38. Nesimetrični oblik tjemene klotoide 


Tjemena klotoida nastaje kad je LZ, =0, a može imati ne- 
simetričan (sl. 38)isimetričan oblik. Tada jea = Ty, + T2, = 180? — 
— B, a duljine se tangenata T,; i T, mogu izračunati ako se znaju 
vrijednosti duljih (T4) i kraćih (T;) tangenata obiju klotoida: 


(Ta + To)sinti, 


n=T, 107 
i = la + sina , (107a) 
TI T,>)si 
T= Tr it osno, (1076) 
sina 


Za simetrični oblik vrijedi Lj= No= 1 === 


a .. 
spis oe duljine tangenata 


MJERENJA U INŽENJERSKOJ GEODEZIJI 


T 
= 1 Nia 
0085 

Ostali oblici složenih krivina. Suvremene auto-ceste imaju 
trase koje su većim dijelom zakrivljene, jer se trasiranje u 
pravcu sve više napušta (v. Cesta, TE 2, str. 605). Zbog toga 
se izvode ne samo dulje krivine već i složeniji njihovi oblici. 

Višestruki kružni lukovi s različitim promjerima (sl. 24b) 
izvode se iznimno samo za blaže krivine i manje razlike polu- 
mjera susjednih kružnih lukova. 

Obično se i između dva kružna luka različitih polumjera 
umeće prijelaznica. Klotoida umetnuta između dva kruga ima 
u dodirnim točkama s jednim i drugim krugom jednake polu- 
mjere zakrivljenosti i zajedničke tangente. Dakle, kao prijelaznica 
se ne upotrebljava početni dio klotoide od R = o do polumjera 
koji odgovara većem krugu, nego dio klotoide između točaka 
u kojima je polumjer zakrivljenosti jednak polumjerima kružnih 
lukova. Složene krivine između takvih kružnih lukova nazivaju 
se jajastim krivinama. 

Klotoida se može umetnuti kao prijelaznica između dva 
kružna luka uz uvjet da krug manjeg polumjera leži unutar 
kruga većeg polumjera (v. Cesta, TE 2, str. 607, sl. 13). Ako 
taj uvjet nije ispunjen, potrebno je umetnuti treći kružni luk 
i dvije prijelaznice. Prijelaz između dva kružna luka mogao 
bi se ostvariti i primjenom tzv. košarastih klotoida. 

Analogno košarastim kružnim lukovima nastaju i košaraste 
klotoide ili klotoidni nizovi. Na klotoidu jednog parametra nas- 
tavlja se klotoida drugog parametra, a klotoide u dodirnoj 
točki imaju jednak polumjer zakrivljenosti i zajedničku tan- 
gentu. 

U složenije oblike krivina ubrajaju se i tzv. kontrakrivine. 
Tada trasa prelazi iz jedne krivine u drugu krivinu suprotnog 
smjera, bez međupravca. Dva suprotno položena kružna luka 
spaja klotoida kao obratna krivulja S. Na drugim krajevima 
oba kružna luka redovito se spajaju s pravcima (glavnim tan- 
gentama) preko prijelaznica, pa cijela složena kontrakrivina 
sadrži niz: pravac, klotoida, kružni luk, krivulja S, kružni luk, 
klotoida, pravac. Krivulja S sastoji se od dva dijela, tj. od 
dvije klotoide koje u dodirnoj točki imaju R = oo i zajedničku 
tangentu (tangenta klotoide S), a u dodirnoj točki središte 
zakrivljenosti prelazi na drugu stranu zajedničke tangente. Klo- 
toide koje čine krivulju S mogu imati iste ili različite para- 
metre. 

U praksi se često između kontralukova ipak umeće kratki 
međupravac. Kad su prijelaznice dulje, oblik se trase tada gotovo 
ne mijenja, a proračun je elemenata mnogo jednostavniji; jer 
se svodi na dva osnovna oblika složenih krivina. 

Za proračun svih složenih oblika krivina vrijedi općenito 
pravilo da se najprije izračunaju elementi zajedničkih točaka 
krivulja i da se složeni oblici svedu na više osnovnih oblika. 
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GEODETSKI RADOVI PRI TRASIRANJU PROMETNICA 


Prometnice (ceste, željezničke pruge) po svojem su obliku 
dugački i relativno uski građevni objekti. Linija koja spaja 
središnje točke kolovoza, odnosno pruge, naziva se os prometnice. 
Projektirana os prometnice, ucrtana u plan ili iskolčena na 
terenu, naziva se trasom; određena je u prostoru, a prikazuje 
se u horizontalnoj (položajno) i vertikalnoj projekciji (visinski). 

U položajnom smislu trasa se sastoji od pravaca i krivina. 
Produljeni pravci, koji su ujedno glavne tangente krivina, sijeku 
se u sjecištima tangenata (ST). Između dviju tangenata postavlja 
se zaobljenje u obliku kružnih lukova i prijelaznih krivina. 
Trasa se položajno situira na geodetskim podlogama, tj. na 
kartama i planovima (v. Cesta, TE 2, str. 604). 

U visinskom smislu trasa je određena niveletom, a prikazuje 
se uzdužnim profilom. Niveleta trase sastoji se također od 
linija različitog nagiba, između kojih se umeću vertikalna zao- 
bljenja u obliku kružnih ili paraboličnih krivulja. Osnovna 
je svrha uzdužnog profila da se što vjernije prikažu visinski 
odnosi nivelete i terena uzduž trase. Zato se uzdužni profil 
redovito crta u različitom mjerilu za duljine (stacionaža) i za 
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visine; obično su visinski odnosi prikazani u deset puta većem 
mjerilu. 

Situiranje prometnica sa svim pratećim objektima (mostovi, 
vijadukti, tuneli) najuže je povezano s geografskim odnosima 
i topografskim uvjetima na terenu. Stoga su pri projektiranju 
i gradnji prometnica, u svim njenim fazama, veoma važni 
geodetski radovi. 

Geodetski radovi za potrebe projektiranja. Nekad se trasa 
utvrđivala neposredno na terenu. Prema zadanom nagibu trase, 
na terenu se najprije iskolčivala tzv. nulta linija, tj. linija 
jednakog pada ili uspona. Pridržavajući se osnovnih zahtjeva 
s obzirom na kategoriju prometnica (minimalni polumjeri, mak- 
simalni nagibi), unutar iskolčene nulte linije, interpolirala se 
zatim trasa s duljim tangentama. Nakon iskolčenja trase u 
drugoj su fazi izvođeni geodetski radovi za projektnu doku- 
mentaciju: snimanje situacije uzdužnih i poprečnih profila za 
proračun zemljanih radova. Iskolčena trasa služila je ujedno 
i kao geodetska osnova za snimanje. Takvo se trasiranje sve 
manje primjenjuje, pogotovo za putove većeg značenja. 

Danas se trasa polaže (ucrtava) na kartama ili planovima, 
a zatim se prenosi na teren. Projektira se u nekoliko etapa, 
iako se pri tom ne primjenjuje neka jedinstvena shema. Za 
svaku su etapu potrebni i geodetski radovi. 

Tipični, potpuniji program projektiranja i geodetskih radova 
uključuje: a) radove na prethodnim istraživanjima za idejni 
projekt, b) detaljnija istraživanja i premjeravanja za glavni 
projekt, te c) iskolčenja i dopunska mjerenja za glavni, odnosno 
izvedbeni projekt (detaljne nacrte). 

Za prethodna istraživanja, tj. za generalnu studiju koja će 
omogućiti razradbu idejnog projekta prometnice, služe geodetske 
podloge manjeg mjerila, dakle i manje točnosti. Zbog toga 
takve karte obuhvaćaju znatno veću površinu, što omogućuje 
najbolji izbor trase proučavanjem topografskih i drugih karak- 
teristika šireg područja. U našim prilikama, za tu fazu upo- 
trebljava se kartografski materijal u mjerilima 1: 100000, 1: 50000, 
1:25000 i 1:10000. Pri izboru trase, odnosno pri izradbi varija- 
nata trase, treba paziti na sve zahtjeve koji s obzirom na kategoriju 
prometnice trebaju biti zadovoljeni. Paralelno sa studijem na 
kartama obilazi se teren kako bi se uočili i prikupili važniji 
podaci mjerodavni za polaganje trase koji nisu označeni na 
kartama. Kad se raspolaže samo kartografskim materijalom 
starijeg datuma, koji put je potrebno dodatno terensko snimanje 
nekih područja. 

Na temelju konačno izabrane varijante trase (ili reduciranih 
varijanti) razrađuje se idejni projekt. Poželjno je da je konačni 
položaj trase, u idejnom projektu, ucrtan na karti većeg mjerila; 
u našim prilikama to su mjerila 1:50000, 1:25000, 1:10000 
ili 1:5000. Niveleta trase ucrtava se na uzdužnom profilu 
tolikom točnošću koliko je to moguće, jer se vertikalni presjek 
terena određuje prema slojnicama (izohipsama). 

Geodetski radovi za glavni projekt počinju stabiliziranjem 
poligonskih točaka s kojih će se detaljno snimiti teren. Tzv. 


SI. 39. Geodetska osnova za glavni projekt 
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operativni poligoni postavljaju se uzduž buduće prometnice, 
na osnovi trase utvrđene idejnim projektom (sl. 39). To treba 
da bude solidna geodetska osnova, osim za snimanje terena, 
i za kasnije iskolčenje trase. Poligonski vlakovi položajno se 
priključuju na postojeću triangulacijsku mrežu, a visinski na 
repere zemaljskog nivelmana. Kad je triangulacijska mreža uz- 
duž trase rijetka, primjenjuje se precizna poligonometrija pomo- 
ću neke od točnijih metoda linearnih mjerenja. Tada se suviše 
dugački i iskrivljeni poligonski vlakovi izbjegavaju jednostav- 
nijim poligonskim mrežama, odnosno čvornim točkama u 
blizini trase. 

S točaka operativnog poligona snima se uži pojas terena 
(100 300m), najčešće tahimetrijskom metodom. Snimak služi 
za izradbu detaljnijih planova za glavni projekt trase. Takvi 
se planovi izrađuju u mjerilima 1:1000 ili 1:2000, s ekvidis- 
tancijom slojnica 0,5-::2,O0m. To su namjenski planovi, pa oni 
moraju sadržavati sve detalje koji su važni i karakteristični 
za projektirani objekt. Da bi planovi bili pregledniji, izostav- 
ljaju se nevažni detalji koji smanjuju preglednost (npr. granice 
parcela). Obično listovi planova svojom duljom stranom slijede 
tok trase. Dio plana glavnog projekta prikazan je na sl. 4 
u članku Cesta, TE 2, str. 604. 

Izrađeni planovi u većem mjerilu, s vjernijom slikom reljefa 
i aktualnim stanjem na području, čine geodetsku podlogu glav- 
nog projekta. 

Iskolčenje i stacioniranje trase. Trasa utvrđena na planovima, 
s glavnim elementima kružnih lukova i prijelaznih krivina, 
iskolčuje se na terenu. Mogu se primijeniti dva postupka is- 
kolčenja: geometrijski postupak, kad se elementi trase mjere i 
određuju na terenu, i analitički postupak, kad se elementi trase 
proračunavaju prema projektnim podacima, a sve se glavne 
točke trase iskolčuju s operativnog poligona. 

Geometrijski postupak. Na terenu se najprije iskolčuju sjecišta 
glavnih tangenata (ST) ili, ako su ona nepristupačna, iskolčuju 
se pomoćne točke na glavnim tangentama. Sjecišta se mogu 
iskolčiti s operativnog poligona bilo kojom od metoda za 
iskolčenje točke. Elementi iskolčenja dobivaju se grafički, tj. 
neposredno se očitaju s plana, ili grafičko-analitički. Grafički 
se postupak primjenjuje kad blizu sjecišta koje treba obilježiti 
na terenu nema točaka geodetske osnove. Tada se sjecišta 
iskolčuju mjerenjem od bližih markantnijih objekata na terenu 
koji su unijeti u planove. Grafičko-analitički potupak bolje je 
rješenje. Koordinate sjecišta očitavaju se prema decimetarskoj 
mreži na planu, a elementi se iskolčenja izračunavaju, jer se 
znaju koordinate najbližih točaka geodetske osnove. 

Pošto su sjecišta iskolčena, obilježuju se glavne tangente. 
Ako se susjedna sjecišta vide i nisu suviše udaljena, nisu 
potrebne međutočke u ovoj fazi rada. Ako se sjecišta ne vide, 
pravci između sjecišta obilježuju se tzv. prijenosnim koljem, 
na razmaku od 500m, koje se međusobno dogleda. Zatim 
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se mjere prijelomni kutovi u sjecištima tangenata i duljine 
između sjecišta. Mjerenje duljina u ovoj se fazi često izostavlja, 
iako je ono važna kontrola za kasnije stacioniranje trase. 

Prema izmjerenim prijelomnim kutovima u točki ST i za- 
danim glavnim elementima krivina računaju se ostali elementi 
i iskolčuju glavne točke krivina: točka PPK odmjeravanjem 
duljina od točke ST, a točke PK i KK odmjeravanjem od 
tangenata. Primjenom ortogonalne metode, iskolčit će se zatim 
i sve detaljne točke krivine. Ako se radi polarnom metodom, 
detaljno isk olčenje krivina obično se izvodi istodobno sa stacio- 
niranjem trase. 

Stacionažom se utvrđuje položaj svake iskolčene točke na 
trasi, odmjeravanjem duljine od početka trase ili od koje druge 
točke na trasi (npr. granice dionica). Udaljenost te točke od 
početka trase naknadno se određuje. : 

Trasa se stacionira obilježavanjem na svakih 100m (hekto- 
metar), što su ujedno jedinice stacionaže. Osim hektometar- 
skih točaka, obilježuju se i stacioniraju sve karakteristične 
točke terena, bilo u položajnom ili u visinskom smislu. Karak- 
terističnim točkama u položajnom smislu smatraju se presjeci 
trase s potocima, kanalima, nasipima, dalekovodima, postoje- 
ćim prometnicama itd., a u visinskom smislu to su točke na 
prijelomima terena. Na tim mjestima mjerit će se kasnije po- 
prečni profili terena koji će poslužiti za proračun obujma 
zemljanih radova. Profilski kolci postavljaju se po mogućnosti 
na cijelim metrima stacionaže. Udaljenost poprečnih profila 
odabire se tako da teren između njih ima jednoličan nagib. 
Na ravnim terenima trasa u pravcu obilježuje se barem svakih 
50m, a u krivinama na manjem razmaku. 

Točke na osi najčešće se stabiliziraju kolcima u koje se, 
radi preciznije oznake, zabije čavao. Uz svaki kolac zabije se 
i tablica (daščica) s upisanom stacionažom. Hektometarski 
kolac dobiva oznaku u kojoj je broj hektometara od početka 
trase (npr. 21 +00). Uz ostale kolce, na tablicu se upisuje 
samo udaljenost od prethodnog hektometra sa znakom +, 
(npr. + 68,45). 

Već poznate duljine između točaka na glavnim tangentama 
osiguravaju kontrolu pri stacioniranju. Kad se sa stacionažom 
stigne do početka neke krivine, prema računskim podacima 
elemenata krivine, izračunava se stacionaža svih glavnih točaka 
krivine. To je mjerodavna stacionaža koja služi kao kontrola 
za iskolčenje i stacioniranje detaljnih točaka krivine. 

Pri stacioniranju vodi se zapisnik i crta se skica. Os 
trase ucrtava se u približnom mjerilu. Na toj liniji označuju 
se svi stabilizirani kolci. U skicu se unose i osnovni geome- 
trijski elementi trase, oznake za mjesta poprečnih profila, te 
situacija na udaljenosti od 50m s obje strane trase. 

Analitički postupak iskolčenja moguće je primijeniti kad na 
terenu, kojim prolazi trasa, postoji solidna i točnija geodetska 
osnova. Ako je točnost operativnog poligona manja od one 
koja se traži za iskolčenje trase, takav postupak nije prihvatljiv. 
U posljednje vrijeme upotrebom elektrooptičkih daljinomjera 
za linearna mjerenja postiže se relativno lako, i na težim 
terenima, potrebna točnost geodetske osnove. Tada je analitički 
postupak iskolčenja bolje i ekonomičnije rješenje. 

S planova se, prema decimetarskoj mreži, mogu dovoljno 
točno očitati koordinate svih sjecišta glavnih tangenata (ST), 
pa iskolčenje sjecišta tada nije potrebno. Iz očitanih koordi- 
nata točaka ST računaju se smjerni kutovi glavnih tangenata i 
udaljenosti između susjednih sjecišta. Prijelomni kutovi u točki 
ST dobivaju se kao razlike smjernih kutova glavnih tangenata. 
Tada se mogu izračunati svi glavni elementi krivina. U ko- 
ordinatnom sustavu geodetske osnove izračunaju se zatim ko- 
ordinate tangencijalnog poligona koji uključuje sve glavne točke 
krivine. To je poligonski vlak s točkama T4, PPK, T,, PK, 7, 
SK, T4, KK, Ta, KPK... (sl. 40). Smjerni i prijelomni kutovi, 
te sve duljine u tom vlaku dobivaju se računski na osnovi 
zadanih elemenata krivina. Takvi tangencijalni poligoni mogu 
započeti i završiti na bilo kojem sjecištu tangenata (ST), čime 
se dobiva i kontrola za ispravno uvedene kutove i duljine. 
U daljem postupku, iz dobivenih koordinata i poznatih ko- 
ordinata točaka operativnog poligona 1, 2, 3,... izračunavaju 
se elementi za iskolčenje svih glavnih točaka trase s najbližih 
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poligonskih točaka. Prema potrebi, na terenu se iskolčuju osim 
glavnih točaka i vrhovi poligona T,, T2,..., radi kasnijeg is- 
kolčenja detaljnih točaka trase. Za sve glavne točke na trasi 
računski se određuju i njihove stacionaže. 

Kad su međupravci i krivine dugi, s operativnog poligona 
iskolčuju se još i međutočke. Time se olakšava kasniji rad 
na iskolčenju detaljnih točaka, uz češću kontrolu stacioniranja 
trase na terenu. 

Analitički postupak iskolčenja ima osobito prednost na 
težim i zaraštenim terenima gdje je otežano mjerenje i dogle- 
danje po dugačkim tangentama. 


SI. 40. Iskolčenje glavnih točaka trase analitičkim postupkom 


Dopunska mjerenja za glavni projekt. Opisanim postupkom 
potpuno je određena iskolčena trasa u položajnom smislu. 
Planovi izrađeni u većem mjerilu, međutim, redovito nisu do- 
voljni za definitivno situiranje trase u visinskom smislu. Ver- 
tikalni presjek terena uzduž trase (uzdužni profil) podloga je 
za utvrđivanje nivelete trase. 

Uzdužni profil terena dobiva se niveliranjem stacionirane i 
iskolčene trase. U tu svrhu uzduž trase postavlja se posebna visin- 
ska osnova, nivelmanski vlak. Glavni (stalni) reperi u tom vlaku 
stabiliziraju se na udaljenosti od 3--4km, a osim toga i u 
blizini svih važnijih objekata na trasi (mostova, tunela, presjecišta 
s trasama drugih komunikacija itd.). Između stalnih repera na 
kraćim udaljenostima umeću se privremeni radni reperi. Oni 
mogu biti stabilizirani u kamen, u panjeve posječenih stabala, 
u zidove, pragove kuća i sl. Reperi se stabiliziraju na uda- 
ljenosti od 20--:30m izvan trase, kako bi ostali sačuvani i u 
toku gradnje prometnice. 

Visinska osnova trase oslanja se na mrežu državnog nivel- 
mana priključkom na postojeće repere blizu trase. Tako se 
dobivaju zadane kote i na njih se vežu nivelmanski vlakovi 
uzduž trase. 

Za niveliranje uzduž trase primjenjuje se metoda tehničkog 
nivelmana. Upotrebljavaju se nivelmanski instrumenti srednje 
točnosti i letve s centimetarskom podjelom. Najčešće se nivelira 
samo u jednom pravcu, jer se kontrolira prilikom niveliranja 
poprečnih profila. 
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Najprije se nivelira uzdužni profil. Instrument se postavlja 
na sredinu između dviju veznih točaka. Kao vezne točke služi 
stacionažno kolje; ako ga nema na pravilnim razmacima za 
niveliranje iz sredine, postavlja se nivelmanska papuča. Instru- 
mentom se najprije očitava letva na veznim (krajnjim) točkama, 
a zatim na svim kolcima trase između njih. Tako se nastavlja 
niveliranje svih kolaca na osi trase, uz priključak na sve 
stalne i privremene repere uzduž trase. Prva je kontrola poz- 
nata visinska razlika između dva zadana repera. Dopušteno 
odstupanje visinske razlike u mm, dobivene pri niveliranju uzdu- 
žnog profila, iznosi 


AH =24VL, 
gdje je L duljina nivelmanskog vlaka izražena u km. 

Prilikom niveliranja poprečnih profila letva se postavlja tako 
da se preko veznih točaka mogu nezavisno računati i uspo- 
ređivati visinske razlike na kraćim potezima uzdužnog nivel- 
mana. 

Poprečni profili snimaju se, okomito na trasu, na svim 
stacioniranim profilnim kolcima. Na dijelovima trase u pravcu 
okomica se uspostavlja pomoću prizme ili kutnog zrcala. U 
kružnim krivinama, kad su jednake udaljenosti između kolaca, 
smjer poprečnog profila određuje se kao simetrala dviju oko- 
mica na susjedne tetive. Ako su susjedni lukovi različitih du- 
ljina i na prijelaznicama, okomica se može točnije uspostaviti 
prema elementima iskolčenja profilnog kolca. Za snimanje 
poprečnih profila terena, međutim, redovito je dovoljna njegova 
približna orijentacija okomito na trasu. Mjerenjem treba obu- 
hvatiti nešto veću širinu od profila buduće prometnice. 

Točke poprečnog profila terena snimaju se s obzirom na 
stacionirani kolac trase, kojemu je visina određena u uzdužnom 
profilu. Vrpca, s početkom podjele na kolcu, zategne se ho- 
rizontalno na jednu stranu trase. Letva se postavlja uzduž 
vrpce na prijelomima terena. Na vrpci se očitavaju duljine 
od osi trase do letve na kojoj se visine očitavaju nivelirom. 
To se ponavlja i na drugoj strani trase. Točke poprečnog profila 
niveliraju se očitavanjem u centimetrima. U zapisniku se skicira 
svaki profil i u njega se upisuju podaci niveliranja i apscisnih 
udaljenosti (sl. 41). 
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SI. 41. Niveliranje poprečnog profila terena 


Snimanje je poprečnih profila nivelirom veoma uspješno 
ako se cijeli profil može snimiti s jednog stajališta instrumenta; 
dakle, na ravnim i blago nagnutim terenima. Ako su profili 
širi, primjenjuje se snimanje s dva stajališta. Tada se istim 
horizontom nivelira jedna strana od osi trase. Na više nagnutim 
terenima, međutim, zbog češćeg premještanja nivelira i horizon- 
talnog apscisnog odmjeranja vrpcom, ta metoda nije ekonomična. 

Na težim brdovitim terenima poprečni profili snimaju se 
tahimetrijski. Stajalište instrumenta može biti svaki stacionažni 
kolac, a orijentira se na dvjema drugim stacioniranim točkama 
trase. Tahimetrijsko je snimanje pogodno jer se tom metodom 
mogu jednostavno snimiti i svi terenski oblici (jame, stara 
korita) te objekti koji se nalaze između poprečnih profila. 

Poprečni profili terena crtaju se na milimetarskom papiru 


u mjerilu 1:50 ili 1:100. Određeni su stacionažom i kotom . 


kolca na osi trase. U uzdužnom profilu određena je za svaku 
stacionažu kota nivelete na osnovi koje se u poprečne profile 
ucrtavaju projektirani profili prometnice. Na temelju površina 
određenih linijom terena i projektiranim profilom mogu se 
između susjednih profila izračunati obujmi iskopa, odnosno 
nasipa. 

Osnovna geodetska podloga glavnog projekta u mjerilu 
1:2000 neće potpuno zadovoljiti sve potrebe projektiranja. Za 
presjecišta projektirane prometnice s drugim objektima i na 
mjestima gdje se predviđa gradnja većih građevina potrebni su 
detaljniji planovi u mjerilu 1:1000 ili 1:500 s ekvidistancijom 
slojnica i do 0,25m. Snimanja za izradbu tih planova služe 
i kao podloga za detaljne izvedbene nacrte. Obično se izvode 
nakon iskolčenja trase, redovito tahimetrijskom metodom. 

Planovi većeg mjerila potrebni su za projektiranje građevina 
na mjestima gdje prometnica prelazi vodotoke ili jaruge (mostovi, 
vijadukti), na križanjima s drugim prometnicama (nadvožnjaci, 
petlje), na mjestima gdje će se graditi objekti za eksploa- 
taciju i održavanje (željezničke stanice, zgrade), na mjestima s 
osobito teškim topografskim i geološkim uvjetima, u naseljima 
radi rekonstrukcije drugih građevina kojih se položaj i funkcija 
mijenjaju s gradnjom nove prometnice itd. 

Na tim se planovima može korigirati i smještaj trase, čime 
i izvedbeni nacrti mogu manje odstupati od glavnog projekta. 

Iskolčenje projektiranih poprečnih profila. Radi obavljanja 
zemljanih radova potrebno je na terenu obilježiti mjesta na 
kojima tijelo projektiranog objekta siječe teren. Usjek i nasip 
osnovni su oblici profila. 

Ako postoje snimljeni i nacrtani poprečni profili terena s 
ucrtanim tijelom objekta, tada se iz njih uzimaju udaljenosti 
d, i dy (sl. 42). Odmjeranjem od osi trase na terenu se pokos- 
nicima označi poprečni profil projektiranog objekta. Za pos- 
tavljanje pokosne letve u nagib usjeka ili nasipa (nagib je 
određen omjerom 1:n) služi pokosni (pravokutni) trokut u 
kojemu je omjer kateta jednak nagibu hipotenuze (pokosa). U 
pravilni položaj trokut se postavlja pomoću libele ili viska. 


SI. 42. Iskolčenje projektiranih poprečnih profila 


Kad poprečni profili terena nisu snimljeni, poznati su kota 
terena (Hy) i kota nivelete (Hx) iz uzdužnog profila trase, te 
elementi usjeka ili nasipa (širina kolovoza i bankine, širina 
i dubina jaraka za odvodnju, nagib pokosa). 
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Pri iskolčenju usjeka najprije se odmjeravanjem duljine d 
od osi na terenu obilježe točke A i B (sl. 43), tj. terenske 
projekcije točaka u kojima pokos siječe horizontalu u osi 
trase. One su određene relacijama: 


v=Hr— Ha, (110) 

d=p+j+h(m+n)+vn (111) 

Zatim se nivelirom izmjere visinske razlike AH, i AHy. Za 

iskolčenje profila na lijevoj strani odabire se procjenom mjesto 

točke 1, ali tako da je ona nešto dalje od mjesta presjeka 

profila s terenom. Izmjeri se zatim duljina d,, a nivelirom 
visinska razlika AH,. Mora biti zadovoljen omjer 


HorAnj EI 
ELO EE (112) 


, 
d, n 


gdje je l, očitanje nivelmanske letve na presjeku s pokosom. 


SI. 43, Iskolčenje usjeka 


Ako vrijednost 1, zadovoljava omjer (112), i nalazi se na pogodnoj 
radnoj visini, na očitanje se prislanja pokosni trokut i učvršćuje 
pokosnik. Ako I, nije na pogodnoj radnoj visini, odabire se 
druga točka; vrijednost omjera (112) pokazuje na kojoj strani 
treba odabrati povoljnije mjesto. 

Na desnoj se strani također približno odabire mjesto točke 
2 i izmjeri duljina do i visinska razlika AH,. Tada treba 
zadovoljiti omjer 

Su su=h 


=—. 113 
do n og 


2 


Dalje se postupa analogno iskolčenju lijevog pokosnika. 
Pri iskolčenju nasipa (sl. 44) također se najprije obilježe 
točke A i B koje odgovaraju potpuno horizontalnom terenu. 


SI. 44. Iskolčenje nasipa 


Zatim se odredi udaljenost 
(114) 
i izmjere se visinske razlike AH, i AHp. Odabire se točka 1 


d=p+vn 
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na lijevoj strani, izmjere d, i AH,. Kad je očitanje letve l, sa 
zadovoljenim odnosom 
AH AH, -1 l 
Ela 1 PES : (115) 
di n 
na prikladnoj radnoj visini učvršćuje se pokosnik. Na desnoj 
strani za odabranu točku 2 treba zadovoljiti omjer 
AHy — AH2+l2_1| 
d, “m 


(116) 


GEODETSKI RADOVI PRI PROJEKTIRANJU 
I GRADNJI GRAĐEVINA 


Trasiranje je povezano s gradnjom svih građevina izduženog 
oblika koje su, s obzirom na eksploatacijska i konstruktivna 
svojstva, veoma raznovrsne. Osim prometnica u užem smislu 
(ceste, željezničke pruge), takve građevine su i kanali, nasipi, 
cjevovodi (vodovodi, naftovodi, toplovodi, kanalizacija), daleko- 
vodi, žičare, mostovi, tuneli (prometni, hidrotehnički, rudarski), 
aerodromske staze itd. 

Osnovni geodetski radovi pri projektiranju i gradnji takvih 
građevina, nezavisno od njihove namjene, svode se na položajno 
i visinsko utvrđivanje trase na terenu. Raznovrsnost tih gra- 
đevina, međutim, uvjetuje i specifičnost geodetskih radova. 

Pri rješavanju projektnih zadataka veoma su važni postojeći 
kartografski materijali, karte i planovi državne izmjere. To je, 
međutim, uglavnom dovoljno samo za prve istražne radove. 
Razumljivo je da treba nastojati da se postojeće geodetske 
podloge što više iskoriste. Zbog toga se u fazi istražnih radova 
provode samo dopunska snimanja, kako bi se postojeći planovi 
popunili potrebnim podacima (npr. za projektiranje hidroteh- 
ničkih građevina karte državne izmjere redovito su manjkave 
u visinskoj predodžbi terena). Dopunama planova, međutim, 
osobito većim, treba pristupati oprezno, jer se na kraju često 
pokaže kao neuspjelo, pa i nee&konomično rješenje. 

Dakle, karte i planovi državnog premjera ne mogu u svim 
slučajevima i u potpunosti poslužiti kao osnova za projektiranje. 
Vrijedi i obratno. Karte i planovi koji su posebno izrađeni 
kao podloga za određene projekte redovito ne mogu poslužiti 
za druge potrebe (katastar, obrana i sl.). 

Izbor geodetske osnove i njena točnost ovisi o svrsi za 
koju se postavlja: za snimanje terena i za izradbu geodetske 
podloge ili za iskolčenje projektiranog objekta. Za iskolčenje 
je redovito potrebna veća točnost osnove nego kad ona služi 
za snimanje terena. 

Gdje god je to moguće, treba nastojati da ista geodetska 
osnova posluži u svim fazama projektiranja. To znači da naj- 
prije služi za snimanje terena, a kasnije za prijenos projek- 
tiranog objekta s planova na teren (iskolčenje). Još je bolje 
kad se ista osnova može iskoristiti i nakon završene gradnje, 
tokom eksploatacije (ažuriranje planova, snimanje oštećenja, 
deformacija i eventualne rekonstrukcije). Takvi zahtjevi, međutim, 
nisu uvijek tehnički izvedivi a niti ekonomski opravdani. 

Prometnice. Već opisani, potpuniji program trasiranja pro- 
metnica u praksi se modificira prema prilikama i uvjetima. 
Znatnije promjene, iako nisu uvijek i ekonomski opravdane, 
uvode se s namjerom da se ubrza projektiranje. 

Znatno se ubrzanje postiže redukcijom programa kad za 
područje kojim prolazi trasa postoje planovi u mjerilu 1:5000 
ili 1:10000. Na takvim se podlogama tada razrađuje idejni 
projekt, a prema njemu se trasa obilježuje na terenu. Iskolčena 
trasa snima se zatim pomoću poprečnih profila da se izradi 
situacija u većem mjerilu (npr. 1:2000). Poprečni profili tada 
obuhvaćaju nešto veću širinu s obje strane osi trase, a snimaju 
se i detalji između profila (tahimetrija). Kao geodetska osnova 
snimanja poslužit će već iskolčena trasa. Na tako izrađenoj 
situaciji korigira se, prema potrebi, položaj trase za glavni 
projekt. Za visinsko utvrđivanje trase (nivelete) nema bitnih 
izmjena. 

Opisani je postupak opravdan i uspješnije se može primije- 
niti na terenima lakšim za projektiranje. Ima, međutim, pojava 
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da se neke faze tokom projektiranja neopravdano izostavljaju 
ili površno razrađuju na “osnovi neadekvatnih geodetskih 
podloga. U toku gradnje nedostaci se takvih projekata zapažaju, 
ali se teško ispravljaju. 

Geodetski su radovi pri projektiranju prometnica u posljed- 
nje vrijeme znatno unaprijeđeni primjenom fotogrametrije. Aero- 
snimci omogućuju da se stereoskopski proučavaju i odabiru 
najpovoljnije varijante trase na širem području. Fotograme- 
trijska se metoda može, osim za izradbu planova potrebnih 
za projektiranje, iskoristiti i za snimanje poprečnih profila. 
Upotrebom elektroničkih računala za matematičku obradbu 
trase postiže se znatno skraćenje geotopogrametrijskih radova 
tokom projektiranja. Nešto manja točnost fotogrametrijskih me- 
toda, s obzirom nakonvencionalne geodetske metode, u znatnoj se 
mjeri kompenzira nižom cijenom radova i bržom izradbom 
projekta (v. Fotogrametrija, TE 5, str. 596). 

Tuneli. Osnovni geodetski radovi pri projektiranju tunela 
sastoje se u prikupljanju i izradbi potrebnih geotopografskih 
podataka i podloga, a tokom gradnje tunela u točnom prije- 
nosu osi trase na teren. Osiguravanje podzemnih proboja u 
granicama dopuštenih odstupanja najodgovorniji je dio geodet- 
skih radova. 

Način gradnje tunela znatno utječe na potrebnu točnost 
geodetskih radova. Kad se kopa sustavom jezgre, napreduje 
se, paralelno s osi tunela, jednim manjim profilom (potkopom) 
koji se poslije proširuje. Tada se odstupanje (razmimoilaženje) 
između radnih osi na mjestu proboja (sl. 45) lakše korigira 
prilikom kasnijeg proširenja. U posljednje vrijeme, međutim, 


SI. 45. Odstupanja radnih osi na mjestu proboja tunela 


s većom primjenom mehanizacije, tuneli se sve više prokopavaju 
napredujući s konačnim, punim profilom. Ako se, osim toga, 
tunel odmah i podziđuje, trasa je u trenutku proboja defini- 
tivna. Osim toga, radi manjih troškova gradnje, obično se 
radi sa što manjom gabaritnom rezervom. To traži i veću 
točnost geodetskih radova. 

Geodetski zadaci u tunelogradnji obuhvaćaju radove na 
površini i pod zemljom. 

Uz najbolje terenske uvjete, kad je tunel u pravcu, zadatak 
se može riješiti prema sl. 46. S točke C iznad budućeg tunela 
dogledaju se točke D i E na produljenoj osi tunela. Iskolčenjem 
kuta od 180" u točki C i kutova od 0" u točkama D i E 
stabiliziraju se točke A i B pred portalima tunela. Kako na- 


Sl. 46. Iskolčenje tunela u pravcu 
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preduje probijanje tunela, pravci DA, odnosno _EB, produljuju 
se u tunel iskolčenjem podzemnih točaka pod kutom od 180“. 

Za ilustraciju druge mogućnosti, poligonskog rješenja, 
može poslužiti sl. 12. Točke A i B na portalima, koje se 
međusobno ne dogledaju, povezuju se poligonskim vlakom. 
Od portala smjer je tunela određen kutovima o i y, koji 
se prenašaju orijentacijom na poligonske točke 1, odnosno 3. 

Za visinsko iskolčenje potrebno je poznavati nagib nivelete 
tunela p, = AH,ag:d,a (sl 46). Visinska razlika AH, određuje 
se površinskim nivelmanskim vlakom koji spaja točke na por- 
talima. Duljina tunela d,p dobiva se iz izmjerenih horizon- 
talnih udaljenosti AD, DC, CE i EB, ili mnogo jednostavnije, 
iz koordinata točaka A i B. , 

Opisani postupci u praksi se primjenjuju vrlo rijetko, i to 
samo za kratke tunele. Općenito, tunel je složenija građevina 
s krivinama u položajnom i visinskom smislu, a gradi se iz 
više napadnih točaka: portala, bočnih okna, niskopa, vertikalnih 
okna. Portalne točke A i B redovito se nalaze na geodetski 
najnepovoljnijim (nedominantnim) mjestima terena. Površinsko 
povezivanje tih točaka zahtijeva složene, kombinirane mreže 
geodetske osnove. 

Nadzemni radovi za pojedine faze projektiranja tunela (idejni 
projekt, glavni projekt) slični su onima za projektiranje pro- 
metnica. Pri tom geotopografski radovi ovise o vrsti tunela 
(prometni, hidrotehnički, za podzemnu gradsku željeznicu). 

Za prve istražne radove pri projektiranju prometnih tunela 
služe karte u mjerilu 1:10000 ili 1:25000, za idejni projekt 
planovi u mjerilu 1:5000 do 1:10000, za glavni projekt planovi 
u mjerilu 1:2000 do 1:5000. Geodetske podloge obuhvaćaju 
prostor širok 400--:1000m ispod kojeg je predviđen smještaj 
tunela. Prostor za sve važnije građevine tunela (portali, vertikalna 
okna i sl.) ili pomoćne građevine pri gradnji (nastambe, be- 
tonske baze i sl.) snima se i kartira u mjerilu 1:1000. Svi 
planovi, kad god je to moguće, izrađuju se na temelju geo- 
detske osnove koja će poslužiti i za iskolčenje tunela. 

Kao i za prometnice, trasa tunela može se iskolčiti geo- 
metrijskim ili analitičkim postupkom. Geometrijski postupak 
ima nedostataka, pa se uspješno primjenjuje samo za kraće 
tunele i uz povoljne terenske uvjete. Tada se os trase postavlja 
najprije na površinu DCE (sl. 46), pa se tek tako utvrđena 
prenosi pod zemlju. 

Kad se primijeni analitički postupak, s projekta se očitavaju 
koordinate sjecišta tangenata trase i točaka na osima pomoćnih 
građevina. Iz tako očitanih koordinata računaju se prijelomni 
kutovi i duljine te elementi iskolčenja. Pogreške očitavanja 
koordinata mogu utjecati samo na položajno odstupanje trase 
s obzirom na situaciju. Međutim, svi elementi trase međusobno 
su u strogoj matematičkoj suglasnosti. 

Točnost geodetske osnove za iskolčenje tunela. Na mjestu 
proboja tunela, između dviju napadnih točaka, nastaju odstu- 
panja radnih osi u poprečnom q,, uzdužnom g, i visinskom 
smislu q, (sl 45). Uzdužno odstupanje q,, za tunele u pravcu 
ili blago zakrivljene, nema većeg značenja. S postojećim instru- 
mentima i metodama mjerenja proboj u visinskom smislu može 
se ostvariti znatno točnije nego u položajnom smislu. Za sve 
tunele najvažnije je poprečno odstupanje dp 

Konačna os trase na mjestu proboja zauzet će izjednačenjem 
srednji položaj između radnih osi. Prema tome, ako projektom 
dozvoljeno odstupanje iznosi A, odstupanje između radnih osi 
smije biti 24. Kao i za sva preciznija mjerenja, tako se i za 
mjerenja u tunelogradnji uzima da je maksimalno odstupanje 
jednako dvostrukoj srednjoj pogrešci. Odstupanje A može se 
zato pri proračunima točnosti smatrati kao srednja pogreška 
otklona radnih osi trase. 

Srednja poprečna pogreška na mjestu proboja izračunava 
se prema formuli 

Mi;=mr+mi+mi+mi+ms, (117) 


gdje je m, srednja pogreška geodetske osnove na površini koja 
povezuje napadne točke, m, i m, srednje su pogreške orijen- 
tacije podzemne osnove na mjestima napadnih točaka (ako se 
orijentacija prenosi kroz vertikalna okna), a m, i ms srednje 
pogreške podzemne osnove (poligonskih vlakova) na obje 
strane. 
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Za geodetske proračune točnosti polazi se od principa jed- 
nakih utjecaja: my =m,=-=m; =m. Prema tome, M, = 
=mys a vrijednost bilo koje od pogrešaka ne smije biti 
veća od 


A 
m=-—>=0454. 
VS 


Kad se orijentacija podzemnih poligonskih vlakova ostvaruje 
neposredno kroz portale ili bočna okna, nije potrebna složena 
operacija prijenosa smjera kroz vertikalno okno. Tada je 
m, =m3 =0, pa dopuštena pogreška iznosi 
4 
m=—-=0,584. 
3 
Tuneli veće duljine grade se istodobno iz nekoliko napadnih 
točaka, pa navedene formule vrijede za proračun pogrešaka 
svake pojedine dionice. Geodetska osnova na površini (triangu- 
lacija) obuhvaća, međutim, cijelu duljinu tunela /, s prosječnom 
duljinom dionica /. Ako se orijentacija ostvaruje samo kroz 
portale ili bočna okna, poprečna pogreška zadnje točke triangula- 
cije s obzirom na prvu točku ne smije biti veća od 


/L 
Pa 


Kad se triangulacija na površini popunjuje poligonometrijom, 
za svaku od tih osnova dopuštena pogreška iznosi 


_ 0584 


P V2 
Može se, dakle, zaključiti da nadzemna mjerenja trebaju biti 
to točnija što je veći 1, odnosno što je manje dionica. Naj- 
veća točnost bit će, dakle, potrebna za [= L, tj. kad se tunel 
gradi samo kroz portale, odnosno kad postoji samo jedna 
dionica. 


Nadzemna geodetska osnova. Tunelska triangulacija glavna 
je položajna osnova za iskolčenje trase tunela i svih građe- 
vina. Najpovoljnije je ako se točke triangulacije što više pri- 
bliže napadnim mjestima tunela. Kako su ta mjesta, međutim, 
redovito nepovoljna za razvoj triangulacije, na nju se nado- 
vezuje osnovna poligonska mreža (sl. 47). 


(118) 


(119) 


m, = 0,58 4 (120) 


/ L 


m / pe 


(121) 


Potkop 4 


i, oko 
ga 
/ apudni portal 
/ b 


SI. 47. Tunelska triangulacija i osnovna poligonomeltrija 


Budući da je tunel izdužena građevina, tunelska triangulacija 
ima oblik lanaca pravilnih trokuta, geodetskih četverokuta ili 
središnjih sustava. Približavanje napadnim mjestima tunela i 
zahtjev za pravilnim mrežama traži da strane budu relativno 
kratke (do 3km). Triangulacija se mora provesti s većom 
točnošću nego u državnoj mreži. Ne preporuča se postavljati 
točke triangulacije daleko od trase, ali niti preblizu iznad nje, 
jer su tamo moguće deformacije terena tokom iskopa. 

Radi osiguranja tražene visoke točnosti triangulacije, po- 
sebna se pažnja posvećuje stabilizaciji i signalizaciji trigono- 
metrijskih točaka. Zbog kraćih stranica triangulacijske mreže 
na točnost mjerenja osobito utječu pogreške centriranja instru- 
menta i signala. Zato se točke tunelske triangulacije stabilizi- 
raju nadzemnim betonskim ili zidanim stupovima. Visina stupa 
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iznad terena iznosi 1,2+-15m, a njegov presjek na vrhu 
30 x 30cm. Tako se neposredno bez stativa na stup može 
postaviti instrument ili signal. Najpovoljnije je na vrh stupa 
ugraditi uređaj za prisilno centriranje, čime se osigurava iden- 
tičnost centriranja instrumenata i signalne značke prilikom 
opažanja kutova. 

Tunelska se triangulacija postavlja i izjednačuje kao samo- 
stalna mreža, tako da pogreške priključnih točaka ne utječu 
na njenu unutrašnju točnost. Pri uklapanju u sustav državne 
osnove, po koordinatama priključuje se samo jedna.točka (po- 
četne koordinate), a za orijentaciju se prihvaća smjerni kut 
jedne strane. 

Linearni odnosi u samostalnoj triangulaciji određuju se 
mjerenjem bazisa. Najpovoljnije je neposredno mjeriti operativnu 
stranu. Treba nastojati da bazisna mreža bude što jednostav- 
nija, najbolje u obliku romba (v. Bazisne mreže, TE 1, str. 
699). Tunelska triangulacija redovito se osigurava sa dva iz- 
mjerena bazisa na krajevima lanca. 

Nadzemna i podzemna geodetska osnova nalaze se na razli- 
čitim visinama nad razinom mora. Da se u brojna podzemna 
linearna mjerenja ne bi uvodili popravci zbog različitih razina, 
svrsishodno je površinsku osnovu reducirati na srednju kotu 
H, nivelete tunela. Ako je bazis duljine Z izmjeren na koti 
H,. duljina reduciranog bazisa Lo dobiva se prema formuli 
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gdje je R polumjer zakrivljenosti Zemlje (za naše područje 
R = 6375 km). . 

Osnovna nadzemna poligonometrija postavlja se ili kao 
samostalna mreža ili kao dopuna tunelske triangulacije. Njena 
je glavna svrha da se pravilnijim vlakovima približi područjima 
građenja (napadnim točkama) uzduž trase. Duljine osnovnih 
poligonskih vlakova, između točaka triangulacije, iznose do 
3km, s prosječnom duljinom stranica oko 250m. Treba izbje- 
gavati stranice kraće od 100m. Pogreška mjerenja prijelomnih 
kutova ne smije biti veća od +4", a dopuštena linearna 
odstupanja u vlakovima veća od 1:20000. 

Samostalna osnovna poligonometrija (bez triangulacije) pos- 
tavlja se za manje tunele. Međutim, suvremene metode linear- 
nih mjerenja upotrebom elektrooptičkih daljinomjera omogućuju 
da se točke osnovne poligonometrije određuju vrlo točno. Zato 
se samostalna poligonometrija, kao ekonomičnije rješenje, sve 
više primjenjuje i za dulje tunele. 

Na mjestima građevnih radova (portali, vertikalna okna, 
ulazi u potkope) uvjeti su obično nepovoljni za postavljanje 
točaka osnovne poligonometrije. Zato su za povezivanje nad- 
zemnih i podzemnih osnova ponekad potrebni još i tzv. prik- 
ljučni poligonski vlakovi, koji se oslanjaju na osnovnu poligo- 
nometriju. Točke priključnih vlakova služe za položajni prik- 
ljučak (prijenos koordinata) podzemne osnove. Prijenos smjernog 
kuta, međutim, treba ostvariti neposredno od neke stranice 
triangulacije ili osnovne poligonometrije. 

Radi osiguranja proboja u visinskom smislu, na površini 
se razvija geodetska osnova u obliku nivelmanske mreže. 
Osnovni je princip da sva napadna mjesta tunela budu međusobno 
povezana nivelmanskim vlakovima. Nivelira se u oba smjera. 
Ne preporuča se da se kote repera tunelske mreže odrede 
odvojenim priključkom na repere državnog nivelmana. 


Podzemna geodetska osnova je poligonometrija s koje se 
iskolčuje ne samo os tunela nego i druge podzemne građevine. 
Točke podzemnih vlakova postavljaju se kako napreduju radovi 
na probijanju tunela: u početku su to vlakovi radne poligono- 
metrije (za određivanje smjera kopanja) s kraćim stranicama, 
a zatim vlakovi osnovne poligonometrije s duljim stranicama 
i solidnijom stabilizacijom točaka. 

Podzemna se osnova određuje u istom koordinatnom sustavu 
u kojemu je i geodetska osnova na površini. Prema tome, 
poligonometrija se priključuje i orijentira na nadzemnu mrežu. 
To se ostvaruje povezivanjem dviju osnova na različite načine, 
već prema mogućem pristupu s površine pod zemlju: neposredno 
kroz portal ili okno, odnosno kroz vertikalno okno (ili kroz 
dva okna). U prvom slučaju tunelska se poligonometrija nastav- 
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lja na točke nadzemne osnove. U drugom slučaju složena se 
geodetska operacija prijenosa koordinata i smjera ostvaruje 
projekcijom točaka kroz relativno usko vertikalno okno (v. 
Geodetski radovi u rudarstvu, TE 6, str. 62). 

Podzemna poligonometrija ima sljedeće karakteristike: oblik 
vlakova (ispruženost) i duljina stranica u njima, ovise o obliku 
tunela i pristupnih rovova, vlakovi su priključeni i orijentirani 
samo na jednom kraju (slobodni ili slijepi vlakovi); obostrani 
priključak i izjednačenje mogući su tek nakon proboja tunela. 

Mjerenja u podzemnoj poligonometriji izvode se s posebnom 
pažnjom, s ponavljanjima i čestim kontrolama. Zbog jednostranog 
priključka te odstupanja od teoretski povoljnih oblika vlakova 
pojavljuju se veće pogreške koje utječu na točnost koordinata 
krajnjih točaka. Zato se za takva mjerenja upotrebljava spe- 
cijalna poligonska oprema, višestativni pribor za prisilno centri- 
ranje s vlastitom rasvjetom signalnih znački. Za dulje vlakove 
preporuča se nezavisna kontrola orijentacije prijenosom smjernog 
kuta pomoću giroteodolita (v. Geodetski instrumenti i uređaji, 
TE 6, str. 41). 

Oznake točaka podzemne poligonometrije postavljaju se na 
dno, svod ili bokove tunela. vodeći računa o točnom centri- 
ranju instrumenta i signala, te o udobnosti opažanja. Poželjno 
jeda oznaka istodobno posluži i kao reper podzemnog nivelmana. 
Točke se najčešće stabiliziraju betonskim stupovima sa željeznom 
šipkom i rupicom na sredini. Vrh oznake zaštićuje se metalnom 
kapom. Ne preporuča se stabilizacija na sredini tunela, gdje su 
oznake najviše izložene oštećenju i pomacima zbog odvodnje, 
transporta i sl. 

Visinska podzemna osnova također mora biti povezana s 
nadzemnom visinskom osnovom. Tada se kao složenija geo- 
detska operacija pojavljuje prijenos visine kroz vertikalno okno 
(v. Geodetski radovi u rudarstvu, TE 6, str. 68). U tunelu visinska 
se osnova određuje prema napredovanju gradnje, i ona se redo- 
vito poklapa s podzemnom poligonometrijom. Ipak se preporuča 
da se posebno stabiliziraju reperi podzemnog nivelmana, prib- 
ližno na svakih 500 m trase. 

S točaka podzemne poligonometrije obilježava se trasa tu- 
nela. Elementi iskolčenja računaju se iz koordinata poligonskih 
točaka i koordinata točaka na osi tunela dobivenih analitičkim 
proračunom trase. 

Mostovi. Prijelazi preko vodenih zapreka, suhih jaruga, 
drugih prometnica (nadvožnjaci) ili planinskih klanaca (vijadukti) 
složene su građevine. Kao i ostale veće građevine, mostovi se 
projektiraju na topografskim podlogama, a na terenu se obi- 
lježuju s točaka geodetske osnove. 

Prijelazi preko vodenih tokova izvode se po mogućnosti na 
dijelovima rijeke bez većih krivina, okomito na vodeni tok. 
Najpovoljnije je ako se lokacija mosta podudara s općim pravcem 
trase prometnice. Budući da tako određeni smještaj mosta 
obično nije najbolji, trasa se prometnice na potezu prijelaza 
prilagođuje lokaciji mosta. 

Mostovi se projektiraju na osnovi kompleksnih proučavanja 
hidrologije rijeke, geoloških i topografskih uvjeta na području 
prijelaza. Osnovna, je geodetska podloga situacija u mjerilu 
1:5000. Snimak treba obuhvatiti nešto veći dio terena od 
poplavnog zemljišta u vrijeme najviših vodostaja, a uzvodno i 
nizvodno prema potrebi, ponekad i više od jednog kilometra. 
Ako za to područje postoje standardne geodetske karte u 
mjerilu 1:5000, one se dopunjuju podacima koji su specifični 
za projektnu podlogu mosta: reljef riječnog korita, napuštenih 
korita, poplavnog područja, kote svih karaterističnih točaka, 
položaj stalnih i privremenih vodomjera. Geodetske osnove za 
ova snimanja razvijaju se kao kombinacija poligonskih mreža 
i mikrotriangulacijskih lanaca. 

Kad je izabrana konačna varijanta prijelaza, za detaljni 
projekt mosta izrađuje se plan u mjerilu 1:1000 ili 1:2000 
sa slojnicama od 0,5---1,0m. Snimak obuhvaća uže područje 
mosta: uzvodno i nizvodno 1-2 duljine mosta, a u smjeru 
trase do granice poplavnog područja ili spoja s trasom pro- 
metnice. Riječno se korito snima posebno, mjerenjem dubina, 
po profilima okomitim na tok rijeke. 

U blizini mosta te uzvodno i nizvodno od njega na udaljenosti 
od 1.--2km postavljaju se privremeni vodomjeri. Međusobno 
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se povezuju nivelmanskim vlakom i priključuju na repere 
državnog nivelmana. Vodomjeri služe za povremeno opažanje 
razine vode. Iz razina vode na privremenim i stalnim vodo- 
mjerima određuju se učestalosti pojedinih vodostaja i kote naj- 
viših vodostaja na mjestu prijelaza. U blizini mosta obavljaju 
se i druga hidrometrijska mjerenja: pad površine vode, brzina 
toka rijeke, smjer strujanja (v. Hidrometrija, TE 6, str. 416). 

S obzirom na točnost, najveći zahtjevi postavljaju se na 
iskolčenje donjeg dijela mosta: upornjaka, riječnih i obalnih 
stupova. Tome se prilagođuje i geodetska osnova. Na osi 
prijelaza najprije se određuje udaljenost između dviju polaznih 
točaka M i N, stabiliziranih na suprotnim obalama (sl. 48). Te 
dvije točke situiraju se tako da ostanu sačuvane za sve vrijeme 
gradnje, da budu dalje od mjesta mogućih pomaka tokom 
gradnje, utjecaja prometa i miniranja i sl. Zato je dobro posta- 
viti pored polaznih još i točke osiguranja. Veoma je svrsishodno 
da polazne točke M i N budu ujedno točke geodetske osnove 
koje se postavljaju za iskolčenje mosnih građevina i kontrolu 
tokom gradnje. 
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SI. 48. Polazne točke na osi prijelaza 


Za veće rijeke udaljenost MN mjeri se točnijim elektrooptič- 
kim daljinomjerima ili se određuje posredno: paralaktički s 
bazisnom letvom preko pomoćnih baza ili mikrotriangulacijom 
(triangulacija kratkih stranica). Ako konstrukcija mosta zahtijeva 
iskolčenje točaka (osi stupova) na nepristupačnim mjestima, 
najbolje je primijeniti mikrotriangulacijsku mrežu. 


Sl. 49. Mikrotriangulacija za iskolčenje mosta. a dvostruki 
geodetski četverokut, b četverokut s trokutom 


Oblik mikrotriangulacijske mreže ovisi o reljefu i situaciji 
na terenu. Treba nastojati da mreža bude što jednostavnija: 
obični ili dvostruki geodetski četverokut, četverokut spojen s 
trokutom i slično (sl. 49). Izbjegavaju se oštri kutovi (manji od 
30), a sve vizure moraju biti obostrane. Radi određivanja 
linearnih odnosa mjere se dvije bazisne strane, redovito na 
suprotnim obalama. Prema traženoj točnosti, baze se mjere 
paralaktički, invarnim vrpcama na terenu ili invarnim žicama 
preko stativa. Duljine baza moraju biti u skladu sa širinom 
rijeke, vodeći računa o ispravnosti presjeka pravaca za iskolčenje 
stupova mosta (kut presjeka — 90%) s točaka mikrotriangulacije 
(A, B, C, D). Najpovoljnija je duljina baze oko b=5MN, 
ali svakako treba postići b > 4MN. 


Točke mikrotriangulacije mosta stabiliziraju se slično kao 
i u tunelskoj triangulaciji (prisilno centriranje instrumenta i 
signala). 

Na sl. 50 prikazana je geodetska osnova kad voda češće 
poplavljuje lijevu obalu rijeke. Za iskolčenje stupova bližih 
obali na kojoj se mjeri baza postavljene su pomoćne točke 
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SI. 50. Iskolčenje stupova s jedne obale 


C i D. Treba nastojati da se na plavljenoj obali odabere bar 
jedna točka (E) koja će kasnije, pri iskolčenju, poslužiti za 
orijentaciju. 

Središta mosnih stupova (S na sl. 48) iskolčuju se s točaka 
mikrotriangulacije, najčešće metodom presjeka pravaca. Polazna 
duljina MN nanosi se na plan s detaljnim projektom mosta, 
a precizno se određuje iz geodetske osnove. S plana se očitava 
samo jedna, početna udaljenost MS, (sl. 48). Sve se ostale 
duljine na osi prijelaza određuju numerički: duljina S-N = MN — 
— MS, — S,Ss, a duljine raspona S,S2, S2S3... zadane su 
projektom. Polazna stranica MN apscisna je os koordinatnog 
sustava u kojemu se iskazuju koordinate točaka mikrotrian- 
gulacije, a koordinate središta stupova S,, S... računaju se 
kao točke na liniji MN. Elementi iskolčenja računaju se iz 
koordinata. Tako pogreška grafičkog očitavanja početne duljine 
MS, može, u granicama točnosti plana, utjecati samo na 
apsolutni smještaj mosta, što nije bitno. Svi relativni odnosi 
potpuno su suglasni projektu. 

Tokom gradnje središte se stupa više puta obilježuje i 
kontrolira. Zato se položaj osi stupa, nakon konačnog iskol- 
čenja, osigurava presjekom linija pomoću točaka na suprotnim 
obalama. (sl. 7). 


Prijenos visine preko vodotoka. Za visinsko se iskolčenje 
mosne građevine na svakoj obali rijeke stabiliziraju reperi: 
jedan blizu osi prijelaza, a po jedan uzvodno i nizvodno na 
udaljenosti na kojoj gradnja neće utjecati na njihovu stabilnost. 
Reperi na suprotnim obalama međusobno se povezuju nivel- 
manom, kako bi visinski odnosi činili cjelinu. Mjesto prijenosa 
visine izabire se na najužem dijelu rijeke. Prijenos preko vode 
najčešće se ostvaruje modificiranom metodom geometrijskog 
nivelmana. 
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SI. 51. Prijenos visine nivelirom 


Prije niveliranja na obalama se stabiliziraju reperi R, i 
R,, nastojeći da njihova visinska razlika bude manja od 1m 
(sl. 51). Stajališta nivelira (I, i 12) odabiru se tako da figura 
povezivanja bude bliža pravokutniku u kojemu je RI = R21, 
i R,I, = R2I,. Također treba nastojati da horizontalna vizura 
bude najmanje 1m iznad zemlje. Iako su opažanja na bliže 
letve točnija, udaljenosti I,R,, odnosno I2R2, ne treba suviše 
skratiti. Tada ima veći utjecaj pogreška fokusiranja durbina 
nivelira, jer se više mijenja fokusiranje za bližu i dalju letvu. 


MJERENJA U INŽENJERSKOJ GEODEZIJI 


Sa stajališta nivelira 1, očitava se najprije bliža letva na 
reperu R,, a zatim dalja letva na reperu R2. Ne mijenjajući 
fokusiranje durbina, instrument se pažljivo prevozi na drugu 
obalu i postavlja na stajalište 1. Tada se, s istim fokusiranjem, 
očita najprije dalja letva na reperu R,, a zatim bliža letva na 
istoj obali (R2). Već prema traženoj točnosti prijenosa visine, 
taj se postupak ponavlja. 

Opisanim prijenosom visine narušen je princip niveliranja 
iz sredine. Za svaku visinsku razliku pojavljuje se pogreška 
zbog neparalelnosti vizurne osi durbina i tangente na marku 
libele, te zbog utjecaja zakrivljenosti Zemlje i refrakcije. To 
se odnosi uglavnom na očitanje dalje letve. Teorija, međutim, 
pokazuje da je aritmetička sredina visinskih razlika, dobivenih 
opisanim postupkom mjerenja sa dva stajališta, oslobođena od 
spomenutih utjecaja. Kako se refrakcijski uvjeti mijenjaju tokom 
vremena, poželjno je da se mjerenja na jednoj i drugoj obali 
obave u što kraćem vremenskom razmaku. Potpunija elimina- 
cija refrakcijskih utjecaja postiže se istodobnim opažanjem 
visinske razlike sa dva nivelmanska intrumenta, koji zatim 
mijenjaju mjesta. 

Na sl. 52 prikazana je mogućnost prijenosa visine kad se 
raspolaže teodolitom s velikim povećanjem i kvalitetnom opti- 
kom. Prijenosu visine tada prethodi postavljanje durbina u 
horizontalni položaj. U tu se svrhu na obalama u pravcu 
prijenosa odaberu po dvije točke (A, B, i C, D) na udaljenosti 
od 40-.50m. Između točaka na istoj obali, niveliranjem iz 
sredine, izmjeri se visinska razlika vrlo točno. Teodolit se 
postavlja iza tih točaka. Očitavanjem letava na istoj obali i 
finim okretanjem durbina u vertikalnoj ravnini, horizontalni 
konac durbina navodi se na očitanja koja će dati istu visinsku 
razliku što je dobivena niveliranjem iz sredine. Time je vizurna 
os teodolita dovedena u horizontalni položaj. Očitavanjem 
letava na suprotnim obalama i dvostrukim mjerenjima određuje 
se visinska razlika između točaka A i €, te B i D. Točnost 
takva prijenosa ovisi o povećanju durbina i o točnosti kojom 
se vizurna os teodolita dovodi u horizontalni položaj. 


SI. 52. Prijenos visine teodolitom 


Neposredno očitavanje podjele na letvi moguće je do udalje- 
nosti od 150m. Za dulje vizure na letvu se postavlja 
specijalna pomična marka (značka) kod koje je debljina podjele 
u suglasnosti s duljinom vizure i povećanjem instrumenta. 
Prema signalizaciji opservatora pomoćnik na letvi namješta 
značku po vertikali u položaj koji točno pogađa horizontalna 
nit durbina. Položaj značke, tj. očitanje na letvi, tada bilježi 
pomoćnik. U posljednje vrijeme, međutim, uz laserski dodatak 
instrumentu, značka je nepotrebna i za duge vizure. Tada nije 
potrebno sporazumijevanje između opservatora i pomoćnika za 
namještanje značke. Pomoćnik neposredno očitava podjelu na 
kojoj laserska zraka pogađa letvu. 

Osim geometrijskog nivelmana, prijenos visine preko širih 
vodotoka može se ostvariti i metodama trigonometrijskog ili 
hidrostatičkog nivelmana. 


Dalekovodi. Električna energija prenosi se na veće udalje- 
nosti zračnim vodovima. Glavni su dijelovi zračnih vodova: 
stupovi, izolatori i vodiči. Stupovi mogu biti zatezni ili nosivi. 
Zatezni su stupovi masivniji od nosivih a na njima-su lanci 
izolatora u približno horizontalnom položaju. Na nosivim stupo- 
vima lanci su izolatora u okomitom položaju. Stupovi daleko- 
voda postavljaju se na razmacima od 200::-500 m, a udaljenost 
između zateznih stupova, koji su obično na prijelomima trase, 
iznosi 2-+:5 km. 
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Prilikom trasiranja dalekovoda treba se pridržavati propisa 
o vertikalnoj i horizontalnoj zoni sigurnosti. Za različite napone 
utvrđene su minimalne visine vodiča iznad zemljišta, promet- 
nica, cjevovoda, drugih linija i objekata. U horizontalnom 
smislu sigurnosna zona lijevo i desno od trase iznosi naj- 
manje 1,5 visine stupa dalekovoda. 

Program geodetskih zadataka za projektiranje dalekovoda 
sadržava: radove za idejni projekt, iskolčenje glavnih točaka 
trase na terenu, snimanja za glavni projekt i iskolčenje stupova. 

Idejni projekt razrađuje se na osnovi projektnog zadatka 
u kojemu su određene krajnje točke dalekovoda, usputne veze 
s rasklopnim postrojenjima i osnovne karakteristike dalekovoda. 
Povezivanjem zadanih točaka odabire se najpovoljnija trasa 
(ili njene varijante), vodeći računa o nizu ekonomskih i teh- 
ničkih zahtjeva (v. Dalekovodi, TE 3, str. 150). Za studije u 
toj fazi projektiranja dovoljne su karte državnog premjera u 
mjerilu 1:25000 do 1:100000. Kad se raspolaže zastarjelim 
kartama, trasa se utvrđuje rekognosciranjem na terenu. 

Osnovna karakteristika trase dalekovoda jesu dugački pravci 
bez krivina. Prema idejnom projektu, na terenu se najprije 
iskolčuju, privremeno stabiliziraju i signaliziraju prijelomi trase 
(sjecišta pravaca), pri čemu nije potrebna veća točnost. Prije- 
lomne točke obilježavaju se na osnovi grafičkih elemenata, 
odmjeravanjem od najbližih točaka geodetske osnove ili istak- 
nutih građevina. Orijentirajući se prema signaliziranim prijelo- 
mima, obilazi se teren uzduž trase, kako bi se zapazili svi 
detalji koji mogu utjecati na projekt. Eventualnim pomicanjem 
ili označivanjem novih prijelomnih točaka na terenu se de- 
finitivno utvrđuje smjer trase. Prijelomne se točke zatim traj- 
nije stabiliziraju. 

Od točaka državne triangulacije, gdje je to moguće, odre- 
đuju se koordinate prijelomnih točaka trase metodom uvrštenih 
točaka, kao za triangulacijske mreže nižeg reda (v. Triangu- 
lacija). Koordinate služe za obilježavanje prijenosnih točaka u 
svrhu dogledanja uzduž pravaca. Zatim se na razmaku od 
200 metara postavljaju točke na osi trase i stabiliziraju 
jačim koljem. Te se točke postavljaju na dominantnijim mjes- 
tima terena. Tako obilježena trasa (strogo ispruženi poligonski 
vlakovi) ujedno je geodetska osnova za snimanja potrebna za 
glavni projekt. Za linearna mjerenja u takvim vlakovima do- 
voljna je točnost od 1:2000 do 1:3000. Vlakovi se priključuju 
na prijelomne točke trase. 

Visinska osnova dobiva se niveliranjem svih stabiliziranih 
točaka na osi trase. Vlakovi s točnošću tehničkog nivelmana 
priključuju se na repere državne mreže najmanje svakih 
15-:20km. U brdovitim terenima, gdje je primjena geometrij- 
skog nivelmana otežana, vlakovi se mogu udaljiti od trase 
da bi se ponovno uključili na povoljnijem mjestu. Kote točaka 
na zaobiđenim dijelovima određuju se trigonometrijskim ni- 
velmanom ili tahimetrijskom metodom. Na razmacima od 
3.5km posebno se stabiliziraju visinske točke (reperi) trase. 

Geodetske podloge za glavni projekt dalekovoda sačinjavaju: 
situacija u mjerilu 1:2000 ili 1:5000 i uzdužni profil terena 
sa 5 ili 10 puta većim mjerilom za visine. Detaljne točke na 
uzdužnom profilu i užem pojasu, lijevo i desno od trase, 
snimaju se tahimetrijski sa stabiliziranih (položajno i visinski 
određenih) poligonskih točaka na osi trase. Treba snimiti sve 
visinski karakteristične točke terena na osi trase (tereni s većim 
poprečnim nagibom, s obzirom na trasu, snimaju se sustavom 
poprečnih profila), granice kultura koje mogu utjecati na visinu 
stupova (šume, voćnjaci), granice kliznih i močvarnih područja, 
korita potoka i rijeka, granice poplavnih područja za vrijeme 
visokih vodostaja i sve objekte unutar užeg pojasa trase. Pod- 
ručja prijelaza trase preko prometnih i drugih građevina sni- 
maju se u većem mjerilu (1:1000, 1:500). Na podlogama za 
glavni projekt naročito je važno detaljnije prikazati sva mjesta 
i građevine koje bi mogle biti kritične s obzirom na minimalnu 
visinu vodiča. Pri presijecanju drugih zračnih linija (telefonski, 
električni vodovi) određuju se visine njihovih stupova i vodiča. 

Posredno određivanje visine građevine iznad terena prika- 
zano je na sl. 53. Instrument se postavlja na mjesto udaljeno od 
građevine približno za d=2H. Mjere se vertikalni kutovi 
Qi 2, a duljina d mjeri se vrpcom ili očitava na vertikalnoj 
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letvi pomoću daljinomjernih niti durbina. Visina je građevine 
H=h,+h,=d(tano, +tano2). (123) 
Kad se određuje visina nekog vodiča iznad zemlje, najprije 


se njegova linija projicira na teren, a imstrument za mjerenje 
vertikalnog kuta postavlja se približno okomito na liniju. 


Sl. 53. Mjerenje visine građevine 


Na izrađenim geodetskim podlogama, situaciji i uzdužnom 
profilu utvrđuje se položaj i visina svakog stupa trase (v. Daleko- 
vodi, TE 3, str. 150). Stacionažom određena mjesta stupova 
obilježavaju se na terenu. Budući da se središta stupova nalaze 
na pravcu, njihovo se iskolčenje svodi na odmjeravanja uzduž 
obilježene trase. Odmjerava se razlika stacionaže, od najbliže 
poligonske točke na trasi, a pravac se određuje teodolitom. 
Iskolčenje se kontrolira domjeravanjem duljine od obilježenog 
središta do susjedne poligonske točke. Temelji se stupa isk olčuju 
sa središta orijentacijom na uzdužnu os trase. 


GEODETSKI RADOVI U HIDROTEHNICI 


Važniji geodetski radovi u hidrotehnici jesu određivanje pada 
razine vode, brzine vode i smjera struje, tesnimanje poprečnih pro- 
fila riječnog korita. Uz situaciju, osnovna podloga za projekti- 
ranje hidrotehničkih građevina jest uzdužni profil rijeke koji 
se izrađuje prema elementima poprečnih profila i snimljenim 
obalama (v. Hidrologija, TE 6, str. 396; v. Hidrometrija, TE 6, 
str. 416). 

Pad razine vode. Uzdužni profil rijeke određuje se uz pret- 
postavku da je razina vode izmjerena istog trenutka na točkama 
raspoređenima uzduž vodotoka. Cijeli se tok rijeke podijeli 
na dionice (20-:-50km), a svaka dionica na manje poteze. 
Na granicama dionica postave se stalne ili privremene vodo- 
mjerne stanice; za vrijeme radova na njima se najmanje tri 
puta dnevno očitavaju vodostaji. Iz tih opažanja utvrđuje se 
zakonitost kolebanja razine vode tokom vremena. Tako se do- 
bivaju parametri pomoću kojih se izmjerene razine vode unutar 
dionica mogu reducirati na visinu nekog vodostaja za cijelu 
rijeku. Prema tome, razlikuju se radna razina vode u trenutku 
mjerenja i reducirana razina, odnosno vodostaj, preračunat na 
isti trenutak za cijelu rijeku ili za njen veći dio. 

Unutar jedne dionice, na određenim razmacima, u korito 
rijeke se zabiju jači kolci tako da vire iz vode 30--:50 cm. 
Duljine poteza su različite, već prema promjeni poprečnog 
profila, odnosno nagiba razine vode. U srednjem i donjem 
toku većih rijeka duljina poteza iznosi od 200m do nekoliko 
kilometara; u gornjim tokovima i za brdske rijeke odabiru se 
kraći potezi. Kolci se postavljaju uz obalu, na plitkim i 
ograđenim mjestima zaštićenim od valova. Obično se, radi 
kontrole, postavljaju po dva kolca na manjem razmaku (1--:3 m), 
a također i u parovima na objema obalama. 

Jedna je dionica podijeljena na više poteza s različitim 
nagibima vodene razine. Na svim kolcima jedne dionice razina 
se vode mjeri istodobno, odnosno unutar kraćeg vremenskog 
intervala. Općenito, za određivanje pada razine izabire se doba 
ustaljenih vodostaja, kad se ne pojavljuju vodeni valovi. 

Razina se bilježi na kolcu olovkom, a metrom ili ravnalom 
odmjerava se razmak od vrha kolca (a, b na sl. 54). Ako su 
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SI. 54. Određivanje pada razine vode 


H,iH, kote susjednih kolaca, visinska je razlika razine vode 
na mjestima A i B 


h=(H,—a) 


(Hy —b)=AH,g —(a—b), (124) 


a nagib razine vode 


2 h 
i = —1000%,. 

d 
Kote vrhova kolaca dobivaju se niveliranjem od repera 
državne mreže, odnosno od glavnog vlaka. Budući da se glavni 
nivelmanski vlakovi obično povlače po tvrdom terenu, oni su 
često udaljeni od riječnih korita. Tada se kote kolaca određuju 
od radnih repera priključenih na glavnu mrežu (sl. 55). Radni 
reperi stabiliziraju se što bliže koritu rijeke, ali tako da ipak 
budu na čvršćem terenu. Za jednostrano priključene (slijepe) 
radne nivelmanske vlakove visinske se razlike moraju odrediti 
niveliranjem u oba smjera. Samo za kraće zatvorene vlakove 
primjenjuje se metoda dvostrukog niveliranja pomakom hori- 

zonta instrumenta. 


(125) 


& Reperi glavnog niv. vlaka 
e Radni reperi 
o Kolci za mjerenje razine vode 


SI. 55. Visinska osnova za određivanje pada razine vode 


Točnost određivanja nagiba razine vode i (125) ovisi o 
točnosti mjerenja visina. Za položajno određivanje kolaca nije 
potrebna veća točnost. Često je za manje nagibe dovoljno 
točno očitanje duljine d s postojećih planova. Za veće nagibe 
(gornji tok) može se za mjerenje visina primijeniti tahimetrijska 
metoda ili trigonometrijski nivelman umjesto geometrijskog 
nivelmana, jer je to ekonomičnije. 


Brzina toka vode. Okomito na tok vode iskolče se i na 
obalama signaliziraju tri paralelna profila: uzvodni, glavni i 
nizvodni. Razmak između profila treba biti približno toliki 
da ga plovak na najbržem dijelu rijeke prijeđe za 30---40 
sekunda. S čamca, oko 5---10 metara uzvodno od gornjeg profila, 
puštaju se plovci na različitim dijelovima rijeke po širini. 
Štopericom se mjeri vrijeme prolaza plovka kroz sva tri pro- 
fila. Osim toga, na glavnom profilu određuje se položaj plovka 
u koritu rijeke. Površinska brzina toka vode v, na mjestu 
glavnog profila, dobiva se iz formule 

L 


“= “a (126) 
gdje je L razmak između uzvodnog i nizvodnog profila, a t 
vrijeme koje je potrebno da plovak prođe taj razmak. Aritme- 
tička sredina svih brzina na glavnom profilu površinska je 
brzina rijeke. , 
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Točnije, brzina toka vode mjeri se hidrometrijskim krilom 
(v. Hidrometrija, TE 6, str. 418). S hidrometrijskim krilom može 
se brzina mjeriti i na različitim dubinama rijeke. 


Smjer struje određuje se opažanjem putanje plovka na 
različitim dijelovima rijeke. Položaj plovka određuje se na dva 
načina: ili simultanim presjekom s neke baze na obali (sl. 56), 
ili polarnom metodom kad se mjeri orijentacijski kut o i 
udaljenost plovka d (sl. 57). Udaljenost od stajališta do plovka 
može se odrediti: a) mjerenjem vertikalnog kuta B_ (sl. 58). 


SL 58. Određivanje duljine mjerenjem vertikalnog kuta 


Poznavajući visinsku razliku Ah između razine vode i stajališta 
teodolita te visinu instrumenta i, udaljenost do plovka iznosi 


d = (Ah + i)cotB. (127) 


Na točnost određivanja udaljenosti znatno utječe vrijednost 
kuta fi. Zbog toga se ta metoda uspješno primjenjuje samo 
kad su obale visoke; b) optičkim daljinomjerom s bazom u 
stajalištu (v. Daljinomjeri, TE 3, str. 166); c) fotogrametrijski. 
U rijeku se tada puštaju plovci različitog izgleda. Sa dva 
fototeodolita, simultanim snimanjem s neke baze na obali, do- 
biva se stereopar, a na autografu smjer strujanja. 

Snimanje poprečnih profila riječnog korita. Poprečni profili 
snimaju se na karakterističnim mjestima riječnog korita. Sta- 
biliziraju se trajnijim oznakama, a postavljaju se približno 
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okomito na smjer vodenog toka. Razmak između profila ovisi 
o promjenama oblika korita, pa može varirati od nekoliko 
desetaka do više stotina metara. 

Geodetska je osnova za snimanje trigonometrijska, poligonska 
i nivelmanska mreža. U našim prilikama, kad postoji trigo- 
nometrijska mreža nižeg reda, prilikom progušćivanja osnove, 
najracionalnije je primijeniti poligonometrijsku metodu. Kombi- 
nirani postupak prikazuje sl. 59. Poligonski vlak je uzduž 
jedne obale, dok se točke na drugoj obali određuju presjekom 
pravaca. Često se primjenjuju mikrotriangulacijski lanci trokuta 
ili geodetskih četverokuta koji su, kao i poligonometrija, prik- 
ljučeni na trigonometrijske točke državne mreže. 


—---— Poprečni profili 


SI. 59. Geodetska osnova za snimanje poprečnih profila riječnog korita 


Krajnje točke poprečnih profila obično se postavljaju blizu 
riječnog korita. Položajno su određene pomoću poligonome- 
trije, trigonometrijski ili kombinirano, a visinski niveliranjem. 
Osim za snimanje profila, uz ostale točke geodetske osnove, 
služe i za snimanje šireg područja s obiju strana riječnog 
korita. Pri tom se najčešće primjenjuje tahimetrijska metoda 
snimanja. 

Mjerenje profila riječnih korita manjih brdskih rijeka, koje 
se u sušno godišnje doba mogu pregaziti, vrlo je jednostavno. 
Detaljne točke korita snimaju se redovito tahimetrijski, s jedne 
od krajnjih točaka profila. Tahimetrijska letva postavlja se na 
dno riječnog korita (sl. 60). 


SI. 60. Snimanje poprečnih profila manjih rijeka 


SI. 61. Određivanje kote razine vode 


Kote detaljnih točaka korita većih rijeka dobivaju se po- 
sredno: mjerenjem dubine, uz poznatu kotu razine vode u 
trenutku snimanja. Kota razine vode H, određuje se nivelira- 
njem kolca uz obalu i odmjeravanjem razine vode v od vrha 
kolca (sl. 61) iz relacije 


H,=H,-(đ-l)d-ov, (128) 


gdje su 1, i | očitanja na letvama. Vremenom se mijenja 
kota razina vode. Ako snimanje poprečnog profila traje duže 
vrijeme, a pojavljuju se veće promjene razine, vrijednost v 
mjeri se i nekoliko puta tokom snimanja. Tada se bilježi i 
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vrijeme mjerenja kako bi se kasnije, pri računanju kota detaljnih 
točaka, uvele korekture. 

Metode snimanja poprečnih profila razlikuju se u određivanju 
položaja detaljnih točaka na profilu. Za veće rijeke glavne su 
metode snimanja: pomoću zategnutog užeta preko rijeke, pre- 
sijecanjem naprijed s izabrane baze na obali i tahimetrijska 
metoda. 


Mjerenje pomoću zategnutog užeta. Preko rijeke se zategne 
čelično uže koje na sebi ima podjelu za odmjeravanje. Podjela 
je obično označena na svakih 0,5 m. Čelično je uže pričvršćeno 
na jednoj obali za kolac, a na drugoj je obali namotano 
na bubanj i dobro zategnuto (sl. 62). 

Za položajno određivanje točaka profila /, 2, 3... izmjeri 
se udaljenost a od stabilizirane krajnje točke poprečnog profila 
A do početne oznake podjele na čeličnom užetu. Ako su 
O,, O,, O,.... očitanja na čeličnom užetu, apscisne su uda- 
ljenosti detaljnih točaka profila od početne točke A: 


X,=4+0,, X2=4+0.....x=4+0;. (129) 


Radi kontrole mjeri se i udaljenost b od neke oznake na 
čeličnom užetu O, do druge krajnje tečke profila B. Kako je 
udaljenost AB poznata iz položajnog određivanja krajnjih točaka 
profila, točnost se kontrolira relacijom 


AB=a+0,+b. (130) 


Mjerenje b također služi za popravke apscisa x; kad čelično 
uže nije dobro zategnuto. 

Visinsko određivanje točaka na profilu iznad vode vrlo je 
jednostavno: kote se dobivaju niveliranjem ili tahimetrijski na 
osnovi poznatih visina krajnjih točaka profila (H,, Hy). 


SI. 62. Snimanje profila pomoću zategnutog užeta 


Kote točaka koje su ispod razine vode dobivaju se prema 
određenoj koti razine vode H, mjerenjem dubine vode h; za 
svaku točku profila. Dubina se može mjeriti na različite načine, 
već prema brzini i dubini vode te raspoloživom priboru. Kad 
su manje dubine, upotrebljava se obična letva s podjelom ili 
sondna motka. Sondne su motke dugačke 4-::7m, okruglog 
su presjeka promjera 3+--:5cm, s podjelom na decimetre. Na 
donjem kraju pričvršćena je okrugla željezna ploča, da motka 
pravilnije tone i da ne upadne u muljevito dno (sl. 63). Takvom 


SL. 63. Sondna motka i sondni visak 


motkom mjere se dubine do — 6 m. Za veće dubine upotrebljava 
se sondni visak. To je fleksibilno uže s podjelom, koje ima 
na kraju uteg od 2-10 kg takva oblika da ne tone u mulj. 
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Apscisne udaljenosti između detaljnih točaka odabiru se 
prema širini korita i prema nepravilnosti dna, a iznose od 
0,5:--5,0m. Ekipa za snimanje sastoji se od jednog ili dva struč- 
njaka i nekoliko pomoćnika. Pomoćnici održavaju čamac na 
smjeru profila i pokreću ga od jedne prema drugoj obali. Na 
određenim razmacima jedan od pomoćnika mjeri dubinu vode i 
diktira očitanja na čeličnom užetu O, i dubinu h;, što se unosi u 
zapisnik mjerenja. 

Umjesto održavanja čamca veslima, može se razapeti između 
obala posebno uže pomoću kojeg se upravlja čamcem. To se 
primjenjuje kad je korito usko a rijeka brza, pa je zadrža- 
vanje čamca veslima otežano. 

Na velikim i dubokim rijekama te kad se snimaju profili 
jezera i mora mjere se dubine s ehosonderom (v. Hidrometrija, 
TE 6, str. 418). 

Točnost mjerenja dubine iznosi od +10 do +20 em. 


Mjerenje presijecanjem pravaca. Na širokim rijekama otežano 
je postavljanje čeličnog užeta. Ono se, naime, ne može dovoljno 
zategnuti. Tada se za položajno određivanje detaljnih točaka 
profila primjenjuje metoda mjerenja presijecanjem pravaca. 

Na obali rijeke stabilizira se i izmjeri baza AC = b i kut 
x (sl. 64). Čamac se odoka utjeruje u pravac profila AB 
pomoću signaliziranih točaka AA' ili BB'. U momentu mjere- 
nja dubine u točki € teodolitom se izmjeri kut y;. Udaljenosti 
a; od krajnje točke profila A do pojedinih detaljnih točaka 
dobivaju se prema formuli: 

bsiny; 
4; o (131) 
Kad je baza okomita na poprečni profil (x = 90%), a; se izra- 
čunava iz formule 


ad; = btany;. (132) 
A B B 
o-—-- -—o-----——o 


Sl. 64. Mjerenje s jednim teodolitom 


Na brzim rijekama čamac je teško održavati na pravcu AB. 
Za položajno određivanje točaka tada su potrebna dva instru- 
menta postavljena na krajevima baze A i C. Za svaku točku 
profila (1, 2,... i ...) simultano se mjere kutovi 4; i y; (sl. 56). 
Detaljne se točke određuju presijecanjem. S obzirom na pot- 
rebnu točnost presijecanje se ne određuje numeričkim već gra- 
fičkim postupkom. Na plan se nanose izmjereni kutovi % i, 
a u presjeku se dobiva položaj detaljne točke. 

U ekipi za snimanje potrebna su tri stručnjaka: jedan u 
čamcu i dva na obali za mjerenje kutova a; i y;. Kao signalna 
značka za presjek služi vertikalni signal na čamcu ili jarbol. 
U trenutku mjerenja dubine pomoćnik u čamcu daje znak 
opservatorima na obali da izmjere kutove. 


Snimanje tahimetrijskom metodom. Uspješno se primjenjuje 
na plitkim rijekama koje se mogu pregaziti kad se tahimetrijska 
letva može postaviti neposredno na dno (sl. 60). Primjena je 
moguća i za široke mirne rijeke s malom brzinom toka. Sa 
stajališta na obali mjere se orijentacijski kutovi i duljine na 
tahimetrijskoj letvi pričvršćenoj za jarbol čamca. Kote točaka 
dobivaju se mjerenjem dubina. Potrebno je raspolagati većim, 
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stabilnijim čamcem, jer njegovo njihanje mnogo otežava oči- 
tavanje podjele na vertikalnoj letvi. Umjesto uobičajenog tahi- 
metrijskog instrumenta, određenu prednost imaju daljinomjeri 
s bazom u stajalištu. 


Uzdužni profil rijeke. Na osnovi poprečnih profila, izmje- 
renih padova razine vode i snimljenih obala izrađuje se uzdužni 
profil rijeke. Za razliku od profila prometnica, uzdužni profil 
rijeke sadrži znatno više elemenata. U profil se unose: stacio- 
naža (obično se računa od ušća rijeke idući po osi riječnog 
korita), kote dna riječnog korita (maksimalne dubine), kote 
radnih razina vode s datumom niveliranja, kote razina vode 
reduciranih na stanje u određenom trenutku, maksimalni vodo- 
staji zabilježeni na vodomjernim stanicama, nagibi razine vode, 
brzine vode, kote obala, obrambenih nasipa i sl., te stacionaže 
i kote vodomjernih stanica, objekata na rijeci itd. Svaki uzdužni 
profil ne mora sadržavati sve navedene, elemente. Radi pre- 
glednosti može se za istu rijeku izraditi više profila, s raz- 
ličitim sadržajem i podacima, koji ne moraju biti u istom 
mjerilu. 

Zbog velike razlike u dimenzijama između horizontalnih i 
visinskih odnosa grafički prikaz uzdužnog profila izrađuje se 
u različitim mjerilima za horizontalnu i vertikalnu os. Za izbor 
horizontalnog mjerila najmjerodavniji je prikaz svih karakteristi- 
čnih točaka dna riječnog korita. Te se točke redovito nalaze 
na manjem razmaku, a po visini variraju više od ostalih točaka 
profila. Tako se i izbor vertikalnog mjerila redovito temelji 
na visinskim razlikama dna korita. Izbor mjerila općenito 
ovisi o nagibu razine vode rijeke i o svrsi za koju se profil 
izrađuje. 

Uzdužni prifili prikazuju se u mjerilima: horizontalnom od 
1:5000 do 1:500000 i vertikalnom od 1:50 do 1:1000. 

LIT.: O. Sarrazin, H. Oberbeck, Priručnik za obeležavanje krivina sa 
prelaznicama ili bez njih na železnicama, drumovima i kanalima. Subotica 
1955. — M. Janković, Inženjerska geodezija II. Tehnička knjiga, Zagreb: 
II dio, 1966; I dio, 1968. — B. Žnideršić, Priručnik za obeležavanje pre- 
laznice oblika klotoide pravouglim koordinatama. Građevinska knjiga, Beograd 


1966. — Č. Cvetković, Primena geodezije u inženjerstvu. Građevinska knjiga, 
Beograd 1970. — H. H. JleGedea, Kypc urokenepnott reojresuu, Hepa, 


MockBa 1970. — TFT. JI. Jleauuk, Kypc urxeHepHoii_reozesuu. Heapa, 
MocKBa 1970. — CrupaBouHuK reoe3sucTa, KHura 2. Henpa, MockBa 1975. 
Z. Narobe 


MJERNA NESIGURNOST, podatak u mjernom 
rezultatu kojim se iskazuje s kolikom je nesigurnošću poznata 
izmjerena vrijednost fizikalne veličine. Mjerenje je eksperimen- 
talni postupak kojim se doznaje vrijednost fizikalne veličine. 
Mjeriti se mogu samo jednoznačno definirane fizikalne veli- 
čine (v. Metrologija, zakonska), i to prema mjernoj jedinici 
ili prema nekoj drugoj jednoznačno definiranoj referentnoj 
vrijednosti mjerene fizikalne veličine. Svaki se mjerni rezultat 
(izmjerena vrijednost fizikalne veličine) doznaje s nekom po- 
greškom, tj. svaki je rezultat više ili manje nesiguran. 


Iskazivanje mjernog rezultata. Radi jedinstvenosti mjeri- 
teljskog sustava državni standardi (DIN, OCT, BS itd.) pro- 
pisuju način iskazivanja nesigurnosti. Kao obvezni sastavni 
dijelovi mjernog rezultata iskazuju se: a) izmjerena i stan- 
dardnim postupkom obrađena vrijednost mjerne fizikalne ve- 
ličine x, b) mjerna nesigurnost (pogreška) U (x) iskazana svojom 
donjom i gornjom granicom, c) statistička sigurnost (vjero- 
jatnost) P da se naznačena nesigurnost nalazi unutar iska- 
zanih granica (v. jednadžbe (7) i (8). Npr., izmjerena top- 
linska provodnost (x = 4) neke izolacijske tvari pri naznačenoj 
srednjoj temperaturi, vlažnosti i tlaku iznosi 


W W 
Si M a 2 o 
Km Km 
Mjerni se iskaz može napisati i u obliku 
mW 
4=(59+3)——, P=68%, 
Ga Ka d 
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odnosno s pomoću relativne nesigurnosti u(x)= U(x)/x_ u 
oblicima: 
mW 


1=59——, 


u(l)= +005=+5:10-2=+5%, 
Km 


P=0,68 = 68%; 


P= 92 (145.10%) P = 0,68. 
Km 

Ako granice nesigurnosti nisu simetrične, one se moraju 
iskazati pojedinačno. Npr., izmjerena brzina (x = v) nekog tijela 
iznosila je 

v= 121 m/s, U(v) =(—1:> +2)mjs, P = 0,99. 

Za točnija i vrhunska mjerenja neki državni standardi za- 
htijevaju podrobnije mjerne iskaze. Tako se mjerna nesigurnost 
iskazuje sljedećim svojim dijelovima: donjom i gornjom gra- 
nicom sustavne mjerne pogreške, statističkom sigurnošću tih 
granica, standardnim odstupanjem (srednjom kvadratnom po- 
greškom) i standardnom aproksimacijom funkcije raspodjele 
slučajne mjerne pogreške. Pri tom se upotrebljavaju sljedeće 
raspodjele: normalna (Gaussova), trokutna (Simpsonova), tra- 
pezna, jednolika, prva antimodalna, druga antimodalna i 
Rayleighova. Npr., ponavljanim mjerenjima protoka i obrad- 
bom rezultata dobio se konačan rezultat u obliku: 10,75 m?/s, 
sustavna pogreška od _+0,15 do +0,23m?/s uz statističku 
sigurnost 0,95, standardno odstupanje 0,20 m/s, jednolika ras- 
podjela. Postoje i drugi standardizirani iskazi rezultata sigurnijih 
mjerenja. U svim tim iskazima razumijeva se pod sustavnom 
mjernom pogreškom procijenjena preostala sustavna pogreška, 
tj. onaj dio sustavne pogreške koji se nije mogao odrediti 
i uzeti korekcijom (popravkom) u obzir prilikom standardne 
obradbe mjernog rezultata. Preostala sustavna pogreška uzrokuje 
da je mjerni rezultat neispravan (netočan, neistinit). 

Mjere i mjerila obilježavaju se prema DIN pojmom relativna 
pogreška koji se definira jednadžbom 
XX X 


=--1 (1) 
Xo Xo 


relativna pogreška = 


Kod mjera je x naznačena vrijednost koju mjera utjelovljuje 
(mjera je tako izrađeno tijelo da jedno od njegovih svojstava 
utjelovljuje i pohranjuje stanovitu vrijednost neke fizikalne 
veličine), a X je prava (istinita, stvarna) vrijednost. Npr., na 
trgovačkom je utegu naznačena njegova masa m = 500 g. Kon- 
trolnim mjerenjem pomoću laboratorijskog utega i odgovarajuće 
vage ustanovljena je istinita masa trgovačkog utega m, = 499,85 g. 
Pogreška njegove mase iznosi m— mag =0,15g, pa _ mu je 
netočnost (relativna pogreška) 0,15/500 = 3 - 10-* = 0,03%. 

U pokaznih mjerila je x u jednadžbi (1) izmjerena vrijednost, 
tj. ona koju mjerilo pokazuje svojom kazaljkom, svjetlosnom 
značkom, briđdom, meniskusom stupca tekućine itd., a x je prava 
vrijednost. U nekim se pak primjerima (VDE 0410) pod rela- 
tivnom pogreškom mjerila razumijeva izraz (x — x0)/x., u kojemu 
je x, najveća (krajnja) vrijednost mjerila. Ako bi se mogla 
pojaviti dvojba, treba navesti što se razumijeva pod relativnom 
pogreškom, odnosno točnošću (DIN 1319). 


Izvori pogrešaka. Prema porijeklu pogreške se grubo svrsta- 
vaju u tri skupine: propusti (grube pogreške), sustavne pogreške 
i slučajne pogreške. Propusti nastaju zbog nedovoljne pozornosti 
mjeritelja, njegova nemara ili manjkava stručnog znanja, zbog 
izbora neprikladna postupka, zbog previda pri istraživanju 
izvora pogreške itd. Mogućnost propusta jedan je od razloga 
zašto se mjerenja ponavljaju. Ako se u mnoštvu tako dobivenih 
rezultata jedan bitno razlikuje, postoji snažna sumnja da je 
grubo pogriješeno. Propust se čini npr. kad se pri očitavanju 
teodolita pogriješi za 10 minuta ili čak 100 stupnjeva, a pri 
viziranju na crkvu sa dva tornja može se grubo pogriješiti 
tako što se vizira na pogrešan toranj, a ne na onaj koji je 
odabran za trigonometrijsku točku. Kemijski mjeritelj može 
učiniti pogrešku, propust, ako ne korigira obujam odmjernih 
posuda s obzirom na promjene temperature, ako zanemari uzgon 
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itd. Mjerni rezultati s grubim pogreškama ne uzimaju se u 
obzir pri obradbi mjernih rezultata, već se odbacuju. No, to 
ne valja učiniti naprečac, već takav rezultat treba prije ispitati, 
tj. pokušati ustanoviti zašto je toliko pogrešan. Tako se često 
i brzo može otkriti uzrok i iznos grube pogreške, pa se 
korekcijom taj rezultat pri obradbi može čak iskoristiti ravno- 
pravno s ostalim rezultatima ponovljenih mjerenja. 


Sustavne pogreške u prvom redu nastaju zbog nesavršenosti 
mjernog postupka, mjera i mjernih uređaja, a u drugom redu 
zbog utjecaja poremećajnih veličina okoliša i osobnog utjecaja 
mjeritelja. Većina sustavnih pogrešaka ima stalnu vrijednost, 
a time i određeni predznak. Zato se pri obradbi mjernih 
rezultata takve odredljive (obuhvatljive) sustavne pogreške mogu 
uzeti u obzir korekcijom. Ima, međutim, i takvih sustavnih 
pogrešaka koje je vrlo teško ili čak nemoguće odrediti. Takve 
se preostale sustavne pogreške procjenjuju na temelju dodatnih 
mjernih postupaka. To procjenjivanje sigurno je najteži mjeri- 
teljski posao; olakšava ga to što su neodredljive sustavne 
pogreške redovito stalne vrijednosti i predznaka. Posljedica 
je sustavnih pogrešaka neispravan (netočan, neistinit) rezultat. 

Tri su glavne skupine sustavnih pogrešaka. Izvor je me- 
todičnih sustavnih pogrešaka mjerni postupak. Takve sustavne 
pogreške nastaju, npr., pri mjerenju toplinske provodnosti 
izolatora pločastim uređajem ako temperaturno polje nije us- 
taljeno, ako jednadžba za gustoću toplinskog toka ne obuhvaća 
raspor između grijala i zaštitnog grijala itd. Drugi izvor jesu 
sustavne pogreške mjernih uredaja. Zbog njih geodeti moraju 
korigirati pogrešne duljine svojih mjernih traka, nejednolike 
podjele limba itd., a kemičari moraju pri analitičkom vaganju 
pronaći korekciju zbog odavno nebaždarenih utega, pomaka 
ahatnih ležajnih prizama, nepravilnog položaja vage itd. Sustavna 
pogreška mjernih uređaja može biti progresivna ako raste s 
vrijednošću mjerene veličine, npr. ona se gomila pri zakretanju 
mikrometarskog vijka, pri graviranju crtica na skalama instru- 
menata itd. Mjesna sustavna pogreška uređaja pojavljuje se 
u pojedinim intervalima mjernog područja, a periodička nakon 
približno jednakih vremenskih razmaka itd. Uz te tzv. unutarnje 
sustavne pogreške mjernih uređaja postoje i tzv. vanjske koje 
uzrokuju mnogobrojne vanjske i okolišne poremećajne fizikalne 
veličine. Tako, npr., elektrotehničari moraju pri točnijim mjere- 
njima uzeti u obzir djelovanje niza veličina; to su npr. 
oblik napona, termonaponi, viši harmonici, okolno magnetno i 
električno polje, kapacitet prema zemlji, vlažnost zraka itd. 
Treći glavni izvor sustavnih pogrešaka tvore osobne pogreške 
mjeritelja uzrokovane njegovim psihičkim i fiziološkim nedosta- 
cima. Npr., pri kemijskoj analizi neki mjeritelj nema dovoljnu 
sposobnost opažanja promjene boje u toku titriranja, a neki 
geodet uvijek navizira malo udesno. Neki treći mjeritelj prilikom 
procjenjivanja vrijednosti između susjednih crtica na skali 
nehotice izbjegava neke rezultate, četvrti je pak sklon takvim 
rezultatima ponovljenih mjerenja koje je već utvrdio itd. Dva 
su bitna uzroka velikim osobnim pogreškama: nedovoljna 
sklonost čovjeka za mjerenje i pomanjkanje želje za točnim 
očitavanjem. 

Metodične sustavne pogreške i sustavne pogreške mjernih 
uređaja mogu se uspješno odrediti i time korigirati mjerni 
rezultat ako se temeljito poznaju značajke mjerne metode, 
mjernog uređaja i mjernog objekta. Ako djelovanje pojedinih 
utjecajnih fizikalnih veličina nije dovoljno poznato, treba ih 
utvrditi eksperimentalno tako da se namjerno mijenja svaka 
od njih i registrira učinak na mjerni rezultat. Iz tog učinka 
može se otkriti što valja učiniti da bi se pogreške smanjile. 
Sustavne se pogreške, naime, pokoravaju prirodnim zakonima 
i zato se njihov utjecaj na mjerni rezultat može uzeti u obzir 
naknadno. U vrhunskom mjeriteljstvu nije rijetko da se sustavne 
pogreške korigiraju i desetke godina pošto su provedena mjerenja 
(npr. gravimetrijska mjerenja, strujna vaga itd.), jer je tek 
nakon tolika vremena otkriveno njihovo postojanje, njihovi 
uzroci i zakonitosti. 

Slučajne mjerne pogreške rezultat su promjena koje za vrijeme 
mjerenja nastaju u mjerilima, mjerama, mjernom objektu, okolišu 
iu mjeritelju. Slučajne se pogreške mogu prepoznati ponavljanjem 
mjerenja u jednakim okolnostima. Ako, naime, isti mjeritelj 
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uzastopce mnogo puta jednako brižljivo mjeri istu stalnu 
fizikalnu veličinu istim mjernim uređajem i pod istim vanjskim 
utjecajima, on će ipak dobivati rezultate koji će se među- 
sobno razlikovati. Ti se rezultati gomilaju, odnosno rasipaju 
oko neke vrijednosti. Razlike su posljedica brojnih međusobno 
nezavisnih uzroka koji prilikom svakog od ponovljenih mjerenja 
djeluju na drugačiji način. Za mjeritelja te su međusobne 
razlike neobjašnjive, nepredvidljive, neodredljive i neizbježne, 
pa se zato smatraju slučajnima. Posljedica je tih slučajnih 
razlika nepouzdanost (nepreciznost) mjernog rezultata. 

Nepouzdanost i neispravnost (netočnost) mjernog rezultata, 
kao posljedica djelovanja slučajnih i sustavnih pogrešaka, može 
se ilustrirati gađanjem puškom u metu. Može se dogoditi da 
se i nepouzdanom puškom otprve pogodi u središte mete. 
No, ako treba taj rezultat ponoviti sljedećim metkom, pa onda 
mnogim drugim mecima, to će rjeđe uspjeti puškom za koju 
se kaže da je neprecizna. Baš zbog rasipanja pogodaka u 
širokom krugu puška je obilježena kao neprecizna; naprotiv, 
pogoci precizne puške gomilat će se tijesno oko središta mete. 
Ali, ako puše jak i stalan poprečni vjetar ili ako je mušica 
puške malo zakrenuta, i pogoci precizne puške bit će odmaknuti 
od središta, ali će se svi gomilati na nekom dijelu mete. To 
je ilustracija utjecaja sustavne pogreške, tj. sustavne poremećajne 
veličine, stalnog vjetra, pomaknute mušice itd. Odstupanje 
gomile pogodaka od središta mete ilustracija je netočnosti 
gađanja. Velika rasipanja pogodaka, toliko velika da se na meti 
ne razabire što je posljedica slučajnih a što sustavnih utjecaja, 
mogu nastati ako je vjetar promjenljiv ili ako se između 
pojedinih gađanja nasumce pomiče mušica. Tada cjelokupno 
gađanje nije izvedeno u jednakim okolnostima. 


Nepouzdanost srednje vrijednosti. Da bi se doznao što sigurniji 
mjerni rezultat, fizikalna se veličina mjeri više puta pod jednakim 
okolnostima. To su tzv. ponovljena ili prekobrojna mjerenja, 
jer se mjeri više puta nego što je teoretski potrebno. Rezultat 
je ponovljenih mjerenja n međusobno nezavisnih vrijednosti 
X1,X2..>Xp-.>Xqp Svaka od tih vrijednosti određena je pod 
jednakim okolnostima, pa zato svaka od njih jednako utječe 
na srednju vrijednost (aritmetičku sredinu) x kao najsigurniju 
procjenu istinite vrijednosti mjerene veličine x. Srednja se 
vrijednost izračunava jednadžbom 


: ije U 
X=—(Xi+x2 bb) =—> X. (2) 
n MJES 


Kad postoji mnogo mjernih rezultata, srednja vrijednost 
može se odrediti pomoću jednadžbi 


žJji=n" (3) 


i 
Xx= prenio 


1 
X=xXo+ = f(x Xo), (4) 


gdje je fs frekvencija vrijednosti x;, a xg po volji odabrana 
vrijednost, ali svakako u blizini očekivane srednje vrijednosti. 
Razlika između srednje x i istinite vrijednosti x mjerene 
fizikalne veličine iščezla bi ako bi brojnost ponovljenih mjerenja 
n bila beskonačno velika. Budući da je to nemoguće provesti, 
a nije ni prijeko potrebno, razlika x — x procjenjuje se teorijom 
slučajnih pogrešaka. Za normalnu (Gaussovu) raspodjelu slu- 
čajnih pogrešaka procjena nepouzdanosti (nepreciznosti) C srednje 
vrijednosti definira se jednadžbom 
c=š 
Va 
u kojoj je s procjena standardnog odstupanja pojedinog mje- 
renja (srednja kvadratna pogreška pojedinog mjerenja), a z 
višekratnik standardnog odstupanja, z = (x — x)/s, koji ovisi o 
odabranoj statističkoj sigurnosti P. 
Procjena standardnog odstupanja računa se s pomoću izraza 
| x 2) (9 


/ n—1 


(5) 
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i ona se podudara s istinitim standardnim odstupanjem kad 
je brojnost n međusobno nezavisnih mjerenja vrlo velika, 
teoretski beskrajno velika. Standardno odstupanje neka je vrsta 
ekvivalentne pogreške: kad bi svako od u pojedinačnih mjerenja 
bilo učinjeno s pogreškom s, zbroj njenih kvadrata bio bi 
jednak zbroju kvadrata stvarnih slučajnih pogrešaka x, — x. 
Omjer r=s/x zove se relativno standardno odstupanje; izraz 
pod korijenom jednadžbe (6), a to je s*, zove se varijanca ili 
disperzija. Neki standardi definiraju s samo kao pozitivni korijen 
jednadžbe (6). 


Statistički obrađen rezultat ponovljenih mjerenja, oslobođen 
svih sustavnih pogrešaka, iskazuje se procjenom istinite vrijed- 
nosti x mjerene fizikalne veličine i naznakom statističke si- 
gurnosti P (vjerojatnosti) 


x=x+€; PB (7) 
što znači da se istinita vrijednost x sa sigurnošću P nalazi 
između 


donje granice pouzdanosti x — € i 
gornje granice pouzdanosti x + €. 


Iskaz (7) izražajniji je kad se piše u obliku 
x=x (1+); P, (8) 


gdje je c relativna nepouzdanost (relativna nepreciznost) defi- 
nirana jednadžbom 


Go rz 
===; (9) 
DO na Vi n Vi n 
u kojoj je z=z(P); za normalnu raspodjelu tu ovisnost pri- 
kazuje tabl. 1. 


Tablica 1 
OVISNOST VIŠEKRATNIKA STANDARDNOG ODSTUPANJA 
O STATISTIČKOJ SIGURNOSTI 


Idi »zul- 
Statistička Višekratnik Granice unutar ia noga Nepouzdanost 
m standardnog | kojih se nalazi a srednje vri- 
Sigurnost + . + granica a a, 
odstupanja n. P mjernih n(1—P)n jednosti 
z rezultata % C= zs/Vn 
1 ELA kei mda u Ex 
0,50 0,674 x + 0,674s 50 0,6745/V/n 
0,683 l x+s ila s/Vn 
0,95 1,960 x + 1,960s 5 1,9605/V/n 
0,9544 2 x+2s 4,56 2s/Vn 
0,99 2,576 Xx + 2,576s U . 2,516s/V/n 
0,9973 3 x+3s 0,27 3s/Vn 
0,99994 4 x+4s 0,006 4s/Vn 


Primjena opisanog postupka za obradbu rezultata ponovlje- 
nih mjerenja prikazana je u tabl. 2 i na sl. 1. Pod jednakim 
okolnostima (stalna temperatura, tlak i sl.) izmjerena je 51 put 
(n = 51) duljina čelične štapne mjere nazivne duljine 1 m. Ako 
se ocijeni da prilikom mjerenja nije bilo sustavnih pogrešaka, 
onda su istinite pojedinačne vrijednosti x; koje su u tabl. 2. 
Neki su se rezultati pojavili više puta, pa je f; njihova frekvencija. 
Za računanje prema relaciji (4) prikladno je odabrati xy = 1m 
(točno), pa se, ako se uzmu u obzir podaci u tabl. 2, dobiva 
srednja vrijednost 


275 um 


srne im+5,4um 


x=I1m+ 


Iz relacije (6) i podataka u tablici procjena standardnog od- 
stupanja iznosi 
: — 1/240.72 um? 
sveli 50 
Relativna nepouzdanost rezultata (srednje vrijednosti) izračunava 


se iz jednadžbe (9), pa za statističku sigurnost P = 0,99 (prema 
tabl. 1, z = 2,576) iznosi 


=219um. 
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Tablica 2 
PRIMJER REZULTATA PONOVLJENIH MJERENJA 
x p x—% Tixi — x) < fioći— x) Gi=g 1 sam 
m i um 4m um um um? um? 
1,000001 1 1 1 —44 —44 19,40 19,40 
1,000002 3 Ž 6 —_34 — 10,2 11,60 34,80 
1,000003 6 3 18 —24 —144 5,76 34,56 
1,000004 8 4 32 —14 —11,2 1,96 15,68 
1,000005 10 5 50 —0,4 —4,0 0,16 16,00 
1,000006 7 6 42 +0,6 +42 0,36 232 
1,000007 8 dA 56 +1,6 +12,8 2,56 20,48 
1,000008 4 8 32 +2,6 +10,4 6,76 27,04 
1,000009 X 9 27 +3,6 +10,8 12,96 38,88 
1,000010 0 10 0 +4,6 0 21,16 0 
1,000011 l ll 11 +5,6 +5,6 31,36 31,36 
= 
DI n=51 so =im 275 | 240,72 
d 
20 = lOj=riv 
16: - 8 SAA ONCE. 
4 X ć S1. 1. Grafički prikazi rezultata 
12 xlf=3) 6 ponovljenih mjerenja čelične 
f 8 , IA al štapne mjere (n = 51) nazivne 
šli £.\ L duljine Im: a frekvencija f, 
4 mY =2|") n=x/ 2 pojedinih mjernih rezultata x, 
0 * ie Sig riki prikazanih u dijagramu toč- 
0 H 1m+10 i kama; prvi rezultat slijeva 
u 8 s S 
X X udesno dobiven je samo je- 
danput (fg = 1), drugi triput 
(fa = 3), treći šest puta (f; = 6) 
020 0.20 0,20 itd.; srednja vrijednost ozna- 
: 1 | čena je sa x. b povećan pri- 
Zla Te kaz područja u kojem se na- 
- laze mjerni rezultati. c prikaz 
0,15F 0.15k 0,15 istih mjernih rezultata relativ- 
đ nom frekvencijom f;/n. d ista 
j w m mjerenja prikazana gustoćom 
i d mjernih rezultata w;; relativna 
" 0,10+ 010 0.10 frekvencija fi/n prikazana je 
B ploštinom pojedinih stupaca 
širine 4x, e zvonolika kri- 
š a vulja, nacrtana preko primjera 
(005 0,051 0.05 na sl d, prikazuje tzv. nor- 
malnu raspodjelu mjernih re- 
zultata (Gaussova krivulja 
0 o ME raspodjele) koja bi se postigla 
im x zan o 


1m+10 um 


2,19 um 2,576 
Du 
Rezultat mjerenja može se iskazati u obliku 
x =(1m+5,4um)(1+79-.10-%); P=099. 


Primjena Studentove raspodjele. Budući da je pri maloj 
brojnosti n ponovljenih mjerenja procjena s standardnog od- 
stupanja prema jednadžbi (6) nedovoljno sigurna, u mjeriteljstvu 
se za određivanje nepouzdanosti srednje vrijednosti (C) upo- 
trebljava Studentova raspodjela (Student je pseudonim W. S. 
Gosseta, 1908). Njome se pri malim n nepouzdanost doznaje 
pomoću jednadžbe 


c(0,99) = 7,9 + 107". 


ts f f t 
sai g 
a Mae 
gdje je s procjena standardnog odstupanja (6), a t faktor 
Studentove raspodjele, t = t(n,P)(tabl. 3). Faktor t uvijek je 
veći od faktora z normalne raspodjele (sl. 2). S porastom n 
razlika među njima iščezava. 

Pri iskazivanju rezultata ponovljenih mjerenja u obliku (8), 
relativna se nepouzdanost c prema Studentovoj raspodjeli 
računa jednadžbom 


GE (10) 


DIA S f=if 
c= =— = =rf 
Mu x Vn x 
gdje je r relativno standardno odstupanje, r = s/x. 
Primjer. Duljina je mjere izmjerena n = 10 puta; jednom 
je izmjereno 114,6 mm, dva puta 114,7 mm, četiri puta 114,8 mm 
i tri puta 1149mm. Srednja duljina mjere prema jednadžbi 


(11) 


Im+l0 um 
x 


(4) iznosi X = 114,79mm, a procjena standardnog odstupanja 
prema (6) ima vrijednost s = 0,108 mm. Pri statističkoj sigurnosti 
P =99,73% i n = 10 faktor je Studentove raspodjele f = 1,30 
(tabl. 3). Jednadžba (11) daje relativnu nepouzdanost srednje 
vrijednosti 


c = fs/x = 1,3: 0,108 mm/114,8mm = 1,2 +107? 


Mjerni je rezultat prema (8) 


x = 114,79mm :(1+1,2-107?); P =9,73%, 
ili prema (7), pomoću € = cx =0,138 mm: 
x =(114,79 + 0,14)mm; PP =99,73%. 


Taj rezultat kaže da se s vjerojatnošću 0,9973, odnosno s nevje- 
rojatnošću 27: 10000, istinita duljina mjere nalazi negdje u ras- 
ponu između donje granice pouzdanosti 114,65mm i gornje 
granice pouzdanosti 114,93mm. Pri ovoj se obradbi mjernih 
rezultata ocijenilo da je preostala sustavna mjerna pogreška 
bila bitno' manja od iskazane nepouzdanosti. 

Mjerna nesigurnost. Konačan rezultat ponovljenih mjerenja 
može se iskazati pomoću nepouzdanosti, prema relacijama 
(5), (9), (10) i (11), samo ako postoji potpuna sigurnost da 
su pri obradbi n mjernih rezultata uzete u obzir sve sustavne 
pogreške. Toj pretpostavci rijetko je u mjeriteljstvu udovoljeno, 
jer koliko god pažljivo i spretno mjeritelji otkrivali sustavne 
pogreške, gotovo im uvijek preostaju takve sustavne pogreške 
koje nisu sposobni utvrditi i uzeti ih u obzir u obliku korekcije. 
Te neobuhvaćene i neodredljive preostale sustavne pogreške 
uzrokuju daje konačan rezultat n ponovljenih mjerenja nesigurniji 
nego što to pokazuju jednadžbe (7) i (8). Procjenjivanje pre- 
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ostale sustavne pogreške E konačnog mjernog iskaza najteži 
je mjeriteljski podatak koji zahtijeva temeljito znanje mjeritelja, 
iskustvo i dodatna eksperimentiranja. 

Katkada se preostala sustavna pogreška E može procijeniti 
povećanjem broja n pojedinih mjerenja. Katkada se analizom 
niza rezultata mogu utvrditi sustavne pogreške koje nije bilo 
moguće uočiti uz manji broj n. Povećanjem broja n postala 
je vrijednost preostale sustavne pogreške manja, time se smanjila 
nesigurnost konačnog rezultata, ali još uvijek preostaju neke koje 
treba procijeniti. U određenim slučajevima to može učiniti 
iskusan eksperimentator pomoću analogija s mjerenjima i ana- 
lizama pogrešaka koje je obavio u prošlosti. Ako je mjerena 
veličina takva da na njenu vrijednost ne utječe transport, 
nesigurnost se može smanjiti usporedbenim mjerenjima: niz 
laboratorija redom mjeri istu veličinu, po mogućnosti istovrsnim 
mjernim uređajem. Pri tom svaki laboratorij utvrdi svoju 
srednju vrijednost i pripadno standardno odstupanje pojedinih 
mjerenja. Skup tako dobivenih rezultata može se smatrati 


Tablica 3 
OVISNOST FAKTORA STUDENTOVE RASPODJELE : 1/ O BROJU 
PONOVLJENIH MJERENJA n ZA NEKOLIKO IZNOSA STATISTIČKE 
SIGURNOSTI P 
Statistička sigurnost P 

ži 0,50 0,683 0,90 095 [09 0,9973 
t ije ća fa a fo ac ga Mat jaka I 
rm E Su zi 
3[ 0,82. 0,4711,32. 0,761 2,92. 1,691 4,30. 2,48 [ 0,92. 5,73 1 18,35 10,60 
4] 0,76. 0,38 | 1,20. 0,60 2,35 1,181 3,18. 1,59 | 5,84. 2,92] 9,16. 4,58 
510,74. 033/115. 0,51[ 2,13. 0:95] 278. 1,24 [ 4,60. 2,06 6,60. 2,96 
61 0,73 030 [111 0,45] 2,02. 0,821 2,57. 1,051 403 1,65| 5,50 2,25 
71072 0,27 (1,09. 0411,94. 0,73[ 2,46. 0,931 3,71. 1,40] 490. 1,85 
810,71. 0,25 [1,08 0,381 1,90. 0,67/ 237. 0,841 3,50. 1,24 | 4,53. 1,60 
910,71. 0,231107. 0,36 1,86. 0,621 2,31. 0,77[ 3,35. 112] 427 1,42 
10] 0,70. 0221106. 0,34 1,83. 0,58] 2,26. 0,721 3,25. 1,031 4,09 1,30 
11 0,21 0,33 | 1,81. 0,55] 2,23. 0,671 3,17. 0,96 | 3,96. 1,19 
12 0,20 0,31 [ 1,79. 0,52] 2,20. 0,63 [ 3,11. 0,90, 3,85. 1,11 
13 0,19 0,29 | 1,78. 0,49] 2,18. 0,60 [ 3,05. 0,85 3,76. 1,04 
14 0,19 0,28 | 1,77. 0,47! 2,16. 0,58 [ 3,01. 0,81 | 3,69 0,99 
15 0,181104. 0,27[ 1,76. 0,45] 2,14. 0,551 298 0.77 | 3,64. 0,94 
16 0,26 | 1,75 0,44] 2,13. 0,53 | 2,95. 0,74 | 3,59. 0,90 
17 0,25 0,421 2,12. 0,51 | 292. 071 | 3,54. 0,86 
18 0,24 0,411 2,11. 0,50[ 290. 0,68 3,51. 0,83 
19 0,24 0,401 2,10. 0,48 | 2,88. 0,66 | 3,48. 0,80 
20 0,15 0,23 11,73. 0,391 2,09. 0,47 [ 2,86. 0,641 3,45. 0,77 
21 0,22 0,38 0,451 2,84. 0,62| 3,42. 0,75 
22 0,22 0,37 0,44 1 283. 0,60 | 3,40. 0,72 
23 0,22 0,36 0,43 | 282. 0,59] 3,38 0,70 
24 0,21 0,35 0,421 281. 0,57] 3,36 0,69 
25| 0,68. 0,141 1,03. 0,21 [ 1,71. 0,34] 2,06. 0,41 | 2,80. 0,56 | 3,34. 0,67 
30 0,19 0,31 0,371 28 0,50] 3,28. 0,60 
50 0,14 0,24 0,281 27. 038| 3,18 0,45 
100 0,10 0,17 0,20 | 26 0,26] 3,10. 0,31 
200 0,07 0,12 0,141 26. 0,18[ 3,04. 0,22 
00 [0,674 0[ 1.000. 011,645. 0| 1960. 012,576. 0| 3000. 0 
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novim nizom pojedinih mjerenja koji ima svoju srednju vrijednost 
i svoje standardno odstupanje. Tako preostale sustavne pogreške 
pojedinih laboratorija ulaze u završni račun kao slučajne 
pogreške. Time se, doduše, povećava standardno odstupanje, 
ali se smanjuje udio preostalih sustavnih pogrešaka. Na kraju 
se ipak mora procijeniti kolika je preostala sustavna pogreška E. 

Dodatni utjecaj preostale sustavne pogreške E izražava se 
prema DIN pojmom mjerna nesigurnost 


U =|C|+lEl, (12) 
odnosno pojmom relativna mjerna nesigurnost 
u=U/x =|c|+lel, (13) 


gdje je x srednja vrijednost iz koje su korekcijom već uklonjene 
obuhvatljive sustavne pogreške, c relativna nesigurnost (c = 
=C/x =sf/x), a e preostala relativna sustavna pogreška 
(e = E/x). 

S pomoću tih fizikalnih veličina konačan se mjerni rezultat 
ponovljenih mjerenja iskazuje u obliku 


x=x+U ili x=x:(1+u) (14) 


Kad su preostale sustavne pogreške zanemarljive prema nesi- 
gurnosti, e/c>0, nesigurnost se smanjuje u nepouzdanost, 
u>c. 

Jednadžbe (12) i (14) potkrepljuju stav praktičnog mjeri- 
teljstva da nema svrhe pretjerano povećavati brojnost n po- 
novljenih mjerenja. Zbog preostalih sustavnih pogrešaka E 
(procijenjenih!) mjerna se nesigurnost U može, naime, smanjiti 
samo do neke granice (utjecaj /n na €), a i teoretski samo 
do U>E pri n>o0. Mnogo većim brojem n postignuto 
smanjenje nesigurnosti U nije u skladu s povećanjem trajanja 
i troškova mjerenja. Ako je unatoč tome potrebno, npr. u 
vrhunskom mjeriteljstvu, da se nesigurnost U bitno smanji, 
onda treba usporedo s povećanjem broja mjerenja n smanjiti 
E. To se može učiniti spomenutim usporedbenim kružnim mjere- 
njima u različitim laboratorijima. 

Norma DIN 1319 (1972) preporučuje da se pri iskazivanju 
vrijednosti veličina U i u upozori i riječima na te pojmove, 
te da se izbjegavaju općeniti nedefinirani pojmovi, npr. netočnost, 
točnost itd., pa se navode primjeri: »Relativna mjerna nesi- 
gurnost pri određivanju toplinske provodnosti kovina iznosi 
+ 2%«,»Izmjerena frekvencija 10 MHz nesigurna je za + 10 Hz«. 
Ako preostale sustavne pogreške nisu procijenjene, pogodno 
je mjerni rezultat izraziti i ovako: »Kinematička je viskoznost 
izmjerena  Ubbelohdeovim  viskozimetrom; vrijednost v = 
=120mm?/s određena je sa standardnim odstupanjem 
0,3 mm ?/s.« 


Granična pogreška mjernog uređaja. Za svakodnevno mjeri- 
teljstvo bitan je pojam granična pogreška mjernog uređaja ili 
mjere. Spomenuta norma definira se ovako: »Granična po- 
greška je ugovoreno ili garantirano najveće dopušteno odstu- 
panje od stvarne vrijednosti ili od propisane vrijednosti mjerene 
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faktora t i z o brojnosti n ponovljenih mjerenja za pet statističkih sigurnosti P, 


b ovisnost faktora f = 1/Vn Studentove raspodjele o brojnosti n ponovljenih mjerenja za pet statističkih sigurnosti P, c ovisnost faktora z/]/n normalne 
raspodjele o brojnosti n ponovljenih mjerenja za pet statističkih sigurnosti P, d ovisnost statističke sigurnosti o faktoru t zan=3-..o 
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veličine.« To odstupanje može biti jednostrano (predznak + ili 
predznak —) ili dvostrano (+), i ne smije biti premašeno, 
neovisno o tome kolika je mjerna nesigurnost U kojom se 
može utvrditi mjerni rezultat. Prema tome granična pogreška 
označuje granice unutar kojih mjerni rezultat smije biti neispravan, 
što omogućuje da se mjerni uređaji i mjere jednoznačno raz- 
vrstavaju na ispravne i neispravne. 


Norma dijeli graničnu pogrešku u dvije vrste. Pod garan- 
tiranom graničnom pogreškom mjernog uređaja (ili mjere) ra- 
zumijeva se ovo: ako proizvođač mjernog uređaja (mjere) ga- 
rantira da vrijednost veličine, izmjerene tim uređajem (ili utje- 
lovljene tom mjerom), ne odstupa od stvarne vrijednosti više 
nego što je propisano, onda se to odstupanje zove garantirana 
granična pogreška. Pri tom se uređaj ili mjera moraju pri- 
mjenjivati pri utvrđenim okolnostima, npr. pri temperaturi 
20 *C ili u temperaturnom intervalu 10-::30 “C itd. Garantiranom 
graničnom pogreškom proizvođač mjernog uređaja (mjere), 
dakle, garantira da će pri ispravnoj upotrebi uređaja (mjere) 
pogreška biti manja od garantirane granične pogreške, a u 
najnepovoljnijem slučaju njoj jednaka. Pod baždarnom gra- 
ničnom pogreškom norma razumijeva najveće dopušteno odstu- 
panje vrijednosti koju pokazuje mjerni uređaj ili utjelovljuje 
mjera od vrijednosti standarda (normale, pramjerila, etalona). 
To npr. znači da će mjera (uteg, mjerna traka itd.) dobiti 
baždarni pečat samo ako se njena stvarna vrijednost nalazi 
unutar područja: potrebna (naznačena) vrijednost + baždarna 
granična pogreška. Za mjerne uređaje analogan uvjet glasi: 
stvarno pokazivanje = potrebno pokazivanje + baždarna 
granična pogreška. 

Ako nijedrugačije dogovoreno, granične pogreške obuhvaćaju 
sustavne pogreške te odstupanja uzrokovana neujednačenošću 
proizvodnje i starenjem materijala. Da bi se granična pogreška 
G mjernog uređaja ili mjere sigurno mogla održati, mjerna 
nesigurnost U treba da bude mnogo manja od nje, dakle 
U < G. Tako npr. norma preporučuje da mjerna nesigurnost 
U ne premaši jednu petinu granične pogreške G, tj. U < G/5. 

Granična se pogreška uglavnom naznačuje područjem unutar 
kojega se može nalaziti vrijednost veličine. Pri tom postoje 
dvije mogućnosti: navođenje vrijednosti granične pogreške (npr. 
baždarna granična pogreška termometra iznosi + 0,15 K) ili na- 
vođenje vrijednosti relativne granične pogreške (npr. relativna 
granična pogreška pokaznog instrumenta iznosi 0,2% od punog 
otklona). 

Radi sigurnog razumijevanja tih važnih pojmova svako- 
dnevnog mjeriteljstva navodi se primjer laboratorijske kontrole 
triju živinih termometara s mjernim opsegom 0-::50C, kojima 
je skala crticama podijeljena na dijelove po 0,1“C. Trebalo 
je utvrditi da li granična pogreška termometara premašuje 
garantiranu vrijednost G = + 0,15K. Ispitivalo se u vodenoj 
kupki; temperatura vode istodobno je mjerena laboratorijskim 
termometrom i ispitivanim termometrima. Tako su uspoređena 
pokazivanja termometara pri nizu temperatura između 0 i 50 *C. 
Bilo je poznato da je nesigurnost laboratorijskog termometra 
zanemarljiva prema nesigurnosti U ispitivanih termometara. 

Jedna od usporedaba načinjena je pri temperaturi vode za 
koju je laboratorijski termometar pokazao vrijednost t, = 
= 20,00 *C. Tri provjeravana termometra istodobno su na svojim 
skalama pokazala vrijednosti ty = 21,10, t,» = 19,85 “C i ty = 
= 20,16 *C. Međusobne odnose prikazuje sl. 3, na kojoj je 
područje granične pogreške G= +015K prikazano sivom 
plohom. Za prvi je termometar utvrđena sustavna pogreška 
ty—to= +0,10K. Prema tome prvi se termometar pri 20 *C 
nalazi unutar granične pogreške + 0,15 “C. Ako je tako i pri 
ostalim temperaturama, te ako udovoljava ostalim propisanim 
uvjetima, termometar / dobit će baždarni pečat za graničnu 
pogrešku + 0,15K. Budući da je mjerna nesigurnost termo- 
metara te vrste U s + 0,02 K (tamnija površina na slici), onda 
je G/U =0,15/0,02 = 7,5. To znači da je G/U > 5, što se 
preporučuje radi sigurnog utvrđivanja možebitna premašenja 
garantirane granične pogreške G. Ako je u cijelom mjernom 
području utvrđena sustavna pogreška + 0,10 K, vlasnik termo- 
metra / može se njime služiti na dva načina. Ili se zadovoljava 
time da se pogreška njegova termometra nalazi unutar + 0,15 K 
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ili da pri svakom očitanju dodaje očitanoj vrijednosti korekturu, 
tj. sustavnu pogrešku sa suprotnim predznakom. U tom će 
primjeru dodavati — 0,10*C, tj. oduzimati 0,10*C. Pri tom 
će mjerna nesigurnost iznositi U = +0,02K. 

Drugi termometar ima pri ty =20"C sustavnu pogrešku 
t—tao= —015K. Njegovo pokazivanje nalazi se, dakle, na 
samoj granici područja dopuštene granične pogreške _G = 
= +0,15K. I taj će termometar dobiti baždarni žig. Neće 
ga, međutim, dobiti treći, jer mu pogreška iznosi t;— ty = 
= 20,16 *C — 20,00 *C = 0,16 K > G =0,15K. 


19,85 *C 14=20,00*C 20,15*C 


| 


"a 


IGI , IGi_ hi! 


SI. 3. Rezultati baždarenja triju živinih termometara pri temperaturi 20,00 *C, 

Zajamčena granična pogreška iznosi G = +0,15.K. Termometar / je unutar 

dopuštene granične pogreške, termometar 2 na granici, a termometru 3 pogreška 
je veća od dopuštene granične pogreške 


Nesigurnost posrednih mjerenja. Većina se fizikalnih veličina 
mjeri posredno. Tako se ploština pravokutnika dobiva s pomoću 
jednadžbe A = ab; pri tom su izravno mjerene duljine a i b 
stranica pravokutnika. Općenito je posredno mjerena fizikalna 
veličina y funkcija niza međusobno nezavisnih veličina X,,X2,... 
kojima se vrijednosti određuju izravnim mjerenjem 

V=SmMOcx ansa) (15) 


Svaka od vrijednosti x; ima svoju nesigurnost srednje vrijed- 
nosti U (x;), odnosno relativnu nesigurnost u(x;) = U (x;)/x;. 

Ako udjel procijenjenih preostalih sustavnih pogrešaka u 
nesigurnostima U (x;) nije mnogo veći od udjela nepouzdanosti 
c(x;), tj. od udjela slučajnih pogrešaka, nesigurnost U(y) 
srednje vrijednosti posredno mjerene veličine (15) izračunava 
se jednadžbom 


"(oy 2 
[UOY=Xx 5064 (16) 
iz1!/0Xi 
Pripadna relativna nesigurnost iznosi 
U KLETE : U (1) 
u) ==>7=[/ 5 [Zao i ueo=A an 
S i=1 i “"& 


Posve identično su građeni izrazi za (relativno) standardno 
odstupanje. 

Kao općenit primjer određivanja relativne nesigurnosti po- 
sredno mjerene fizikalne veličine navodi se izraz 


y= Kxfx?...;  K =const. (18) 
Primjenom izraza (17) dobiva se 
u(y)=Vatut+b*už +... (19) 


Pri tom su relativne nesigurnosti izravno mjerenih veličina de- 
finirane izrazima u, = U,/x,, u» = U,/x, itd. 

Cesto nesigurnosti U (x;) nisu poznate, ali se zna kolike su 
granične pogreške G(x;) svih izravno mjerenih veličina x; koje 
prema (15) tvore posredno mjerenu veličinu y. U najnepo- 
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voljnijem i malo vjerojatnom slučaju granična će pogreška 
iznositi 


Gu) = +x 260), 00 


a vrijednost y nalazit će se posve sigurno unutar vrijednosti 
y=y+1G(y). (21) 


Zato G(y), prema (18), mnogi autori zovu sigurnom pogreškom 
ili maksimalno mogućom pogreškom (engl. limit error, maximum 
possible error), a dvije moguće vrijednosti (21) sigurnim -gra- 
nicama vrijednosti veličine y. 

Vrlo je mala vjerojatnost da će se stvarna vrijednost posredno 
mjerene veličine y nalaziti baš na gornjoj ili donjoj granici 
propisanoj jednadžbom (21). Drugim riječima: mala je vjero- 
jatnost da granična pogreška G(y) bude tako velika kako to 
opisuje izraz (20). Ta je vjerojatnost to manja što je broj i 
izravno mjerenih veličina x; veći. Zato se prema DIN 1319 
statistička granična pogreška izračunava formulom 


2 


2 g(x) (22) 
0x; 


*6(y) = / pa 


Usporedba pokazuje da je statistička granična pogreška *G(y) 
uvijek manja od granične pogreške, tj. |*G(y)| <1G(y)l. Zato 
su statističke granice 


y=5+|*6()| (23) 


uvijek uže od sigurnih granica (21). 

Određivanjem razine statističke sigurnosti rezultata (23) bavi 
se matematička statistika primijenjena na mjerenje. Radi orijen- 
tacije korisno je reći da sigurnost P praktički ne ovisi o broj- 
nosti i izravno mjerenih veličina x; koje tvore funkciju y. 
Statistička sigurnost je najmanja onda kad je funkcija y umnožak 
ili zbroj dviju izravno mjerenih veličina. Uobičajeni mjerni 
uređaji suvremene tehnike omogućuju (pri ispravnoj primjeni 
uređaja) da statistička sigurnost bude — 0,95 ako se granične 
pogreške *G(y) računaju pomoću izraza (22). Kvalitetnija 
mjerna oprema povećava sigurnost i do P = 0,99. 

Primjena granične pogreške ilustrirana je primjerom pos- 
rednog mjerenja jalove snage Q jednofaznog potrošača na temelju 
istodobnog mjerenja napona U, struje I i djelatne snage P. 
Garantirane relativne granične pogreške (razredi, klase instru- 
menata) svih triju instrumenata međusobno su jednake i iznose 
e(U) = G(U)/U = e(I) = e(P) = 0,5% = 5+ 10-*. Treba izraču- 
nati koliko iznose relativna sigurna granična pogreška e(Q) = 
= G(Q)/Q i relativna statistička granična pogreška f(Q) = 
= *G(Q)/O posredno mjerene veličine Q pri različitim kutovima 
o između vektora napona U i struje ]. 

Računa se jednadžbama (20) i (22) u relativnom obliku. 
Ulogu posredno mjerene veličine (15) ima jalova snaga, y = 0. 
Budući daje Q = UIsinoiP = UIcoso, funkcija Q = Q(U,I,P) 
ima oblik 


y=Q=(U*I*— P?)'*, (24) 
pa su parcijalne derivacije 
A3 PPR L joj I 
GU 20 Q sino 
tI 2 U 
20 _ PAVE aa 4 (25) 
I 20Q (0) sin 
Q_ 1—-i P 
=Z=——2P=—-—=—cot 
Po TO 0 " 
Tablica 4 
GRANIČNA I STATISTIČKA GRANIČNA POGREŠKA 
PRI ODREĐIVANJU JALOVE SNAGE PREMA (24) 
| o 90* 60% 45% 30* 0* 
cos 0 0,5 0,707 0,866 1 
ET) 1% 1,5% 2,5% 5,5% o 
J(Q) 0,71% 0,96% 1,5% 32% a0 
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Iz relacije (20) dobiva se granična pogreška 
1 1 
e(0) = + | 


sin? o sinžo 
dok se statistička granična pogreška izračunava pomoću izraza 


e(P)cotZo 


e(U)| + 


e(1) + 


hoeo 


_U*GQW)_f[«U)P_ [ed 1/2 
nom ZO = lea | “+ zora + LePJeočop) |, 
(27 


koji je izveden iz jednadžbe (22) i funkcije (24). Rješenja se 
nalaze u tabl. 4. 
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M. Brezinšćak 


MJERNI TRANSFORMATORI, naprave koje 
transformiraju mjerene napone ili struje u praktički stalnom om- 
jeru i gotovo bez faznog pomaka u vrijednosti koje su prikladne 
za napajanje mjernih instrumenata, zaštitnih i regulacijskih 
uređaja. Time se postižu sljedeće osnovne prednosti: a) mjerene 
struje i naponi vrlo različitih nazivnih vrijednosti transformiraju 
se u uvijek iste nazivne vrijednosti (redovno u struje od 1A 
ili SA i napone od 100 V, 200 V, 100//3 V ili _200]/3 V), što 
bitno smanjuje broj potrebnih tipova mjernih, zaštitnih i regu- 
lacijskih instrumenata i uređaja, te omogućuje da se oni 
serijski proizvode; b) pomoću mjernih transformatora mjerni se 
instrumenti i uređaji izoliraju od visokih napona u mjerenom 
krugu, tako da rukovanje njima postaje neopasno, a njihova 
se konstrukcija pojednostavnjuje jer ih ne treba izolirati za 
visoki napon; c) mjerni instrumenti i uređaji mogu biti pro- 
storno veoma udaljeni od mjerenog strujnog kruga, što omo- 
gućuje da se postavljaju ondje gdje će to biti najpovoljnije 
za upravljanje postrojenjem, npr. u zajedničku komandnu pro- 
storiju; d) udaljavajući mjerne instrumente i uređaje od mje- 
renog strujnog kruga sprečava se da na rad instrumenata utje- 
ču često snažna magnetska i električna polja mjerenog kruga; 
e) posebnim izvedbama mjernih transformatora zaštićuju se 
mjerni instrumenti i uređaji od štetnoga dinamičkog i ter- 
mičkog učinka struja kratkog spoja u mjerenome strujnom 
krugu; /f) strujni krugovi se galvanski odvajaju, što je često 
prijeko potrebno u različitim mjernim i drugim sklopovima. 

Mjerni se transformatori obično sastoje od jezgre izrađene 
od magnetskog materijala, te od primarnog i sekundarnog 
namota koji su međusobno odvojeni i izolirani, već prema 
visini napona u mjerenom krugu. Primarni se namoti uključuju 
u mjereni krug, a na sekundarne se priključuju mjerni instru- 
menti ili zaštitni uređaji. Upotrebljavaju se dvije vrste mjernih 
transformatora: naponski i strujni. Primarni namot naponskoga 
transformatora priključuje se paralelno trošilu kojemu se mjeri 
napon. Pri tom struja kroz njegov primarni namot mora biti 
mnogo manja od struje trošila, slično kao i struja voltmetra 
kad se napon izravno mjeri. Primarni namot strujnog trans- 
formatora uključuje se u seriju s trošilom, pa njime teče puna 
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struja kao i-kroz trošilo. Pad napona na njegovu primarnom 
namotu treba da je malen prema naponu trošila, slično kao 
pad napona na ampermetru pri izravnom mjerenju struje. 
Osim mjernih transformatora s jezgrom od magnetskog 
materijala (induktivni transformatori), primjenjuju se i drugi 
sklopovi. Tako se za mjerenje vrlo visokih napona već odavna 
upotrebljavaju i kapacitivna djelila s dodatnim sklepovima 
(kapacitivni naponski transformatori). Za mjerenje struja i napona 
u mrežama za vrlo visoke napone traže se i iskušavaju u 
novije doba različita nekonvencionalna rješenja u kojima se 
teškoće u izoliranju visokonaponskog od niskonaponskog kruga 
izbjegavaju prijenosom mjerenih vrijednosti pomoću elektro- 
optičkih ili magnetooptičkih sklopova ili mikrovalova (nekon- 
vencionalni mjerni transformatori; v. Optoelektronika). 


NAPONSKI TRANSFORMATORI 


Naponski transformatori treba da transformiraju mjerene 
napone u praktički stalnom omjeru i gotovo bez faznog poma- 
ka u vrijednosti koje su prikladne za napajanje mjernih instru- 
menata, zaštitnih i regulacijskih uređaja. Nazivni omjer transfor- 
macije k, naponskog transformatora definiran je omjerom 
njegova nazivnog primarnog napona U, i nazivnoga sekun- 
darnog napona Uo: 


(1) 


Nazivni primarni napon jednak je ili linijskome nazivnom 
naponu mreže (npr. 35 kV) ili njezinu faznom nazivnom napo- 
nu (npr. 35//3 kV). U prvom primjeru transformator je dvo- 
polno izoliran, a njegov standardizirani nazivni sekundarni 
napon je 100 V ili, rjeđe, 200 V za prostrane sekundarne strujne 
krugove. U drugom primjeru transformator je jednopolno 
izoliran, a sekundarni nazivni napon iznosi 100//. 3V ili 
200/V3 V. Naponska je pogreška definirana izrazom: 


= k,U2 2 U, 
D= U, . 


Fazna pogreška Š, je fazna razlika između vektora primarnog 
i sekundarnog! napona. Smjer vektora odabire se tako da 
savršenom transformatoru fazna razlika bude jednaka nuli. 
Smatra se da je fazna pogreška pozitivna ako je vektor sekun- 
darnog napona vremenski ispred vektora primarnog napona. 

Padovi napona u transformatoru, a time i njegova naponska 
i fazna pogreška, ovise o trošilu priključenome na sekundarne 
stezaljke. Vrijednost trošila izražava se pomoću njegove kom- 
pleksne vodljivosti i faktora snage: 


1 l 


(2) 


go rate 9 
VI "Ri 


Opterećenje se može izraziti i pomoću prividne snage trošila 
pri nazivnome sekundarnom naponu (uz propisani faktor 
snage): 


P= "YUŽ, 


SI. 1. Nadomjesna shema transformatora 


S obzirom na trošilo koje se priključuje na njihovu sekun- 
darnu stranu upotrebljavaju se naponski transformatori za mje- 
renje i naponski transformatori za zaštitu. Od prvih se redovito 
zahtijeva veća točnost, ali samo na uskome naponskom po- 
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dručju. Kod drugih se zahtijeva manja točnost, ali je potrebno 
da ona bude održana na mnogo širemu naponskom području. 
* Naponska i fazna pogreška induktivnog naponskog transfor- 
matora nastaju zbog padova napona koje u njegovim djelatnim 
i induktivnim: rasipnim otporima pobuđuje primarna i sekun- 
darna struja, kako se to vidi iz nadomjesne sheme transfor- 
matora (sl. 1), gdje su sve vrijednosti u primarnom krugu 
preračunate na sekundarnu stranu .(v. Transformator). Prera- 
čunate vrijednosti označene su sa dvije crtice: 
U=U,/n; N=ln; Ri=Ri/n; Xi= Xu, 
gdje je.n omjer broja razvoja primarnog i sekundarnog namota 
(n=N,/N»). 

Padovi napona u naponskim transformatorima bit će manji 
ako je manje opterećenje transformatora, odnosno ako se 
transformator približi stanju praznog hoda. To pokazuje i 
vektorski dijagram naponskog transformatora (sl. 2) u kojemu 
su, radi veće preglednosti, padovi napona i fazni pomaci na- 
crtani pretjerano veliki. Na sekundarne stezaljke naponskog 
transformatora priključeni su mjerni instrumenti, pa će kroz 
sekundarni namot teći struja opterećenja 1,, koja općenito 
zaostaje za naponom U, za neki kut f,. Struja 1, pobuđuje 
u sekundarnom namotu padove napona R,I, i jX21,. Ako 


SI. 2. Vektorski dijagram naponskog mjernog 
transformatora 


se ti naponi pribroje naponu U,, dobiva se napon UY 
induciran u sekundarnom namotu. Taj napon induciran je 
magnetskim tokom &. Njegova efektivna vrijednost iznosi: 


Uf =440P,N of, (4) 


gdje je &, tjemena vrijednost glavnog toka &, tj. toka 
zajedničkog za primarni i sekundarni namot, a f frekvencija 
mjerenog napona. Za održavanje toka & bit će potrebna struja 
magnetiziranja Ig, kojoj je jalova komponenta Ii = U;/X4 
u fazi s glavnim tokom &, a komponenta Ig; = U;/Ry4 fazno 
je pomaknuta za kut r/2 i pokriva gubitke u željezu. Napon 
UY na stezaljikama primarnog namota veći je od napona UY; 
za padove napona RYIi i jXiI; u primarnom namotu. 
Struja I jednaka je vektorskom zbroju sekundarne struje 
I, i struje magnetiziranja Ig, pa se može odvojeno prikazati 
pad napona (RY +jX%)I4 koji pobuđuje struja magnetiziranja 
u primarnom namotu, od. pada napona (Rf+jX1)I, koji 
nastaje zbog opterećenja transformatora strujom 1. 

U stvarnosti su padovi napona u mjernom transformatoru 
bitno manji od onih na sl. 2. Stoga bi takav dijagram, 
nacrtan u mjerilu, bio nepregledan i ne bi mogao poslužiti ža 
kvantitativna razmatranja. Dijagram koji su već 1912. godine 
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uveli J. Mdllinger i H. Gewecke omogućuje i kvantitativna 
razmatranja (sl. 3), U tom dijagramu polazilo se od realnih 
odnosa kod mjernih transformatora, pa se na dijagramu prika- 
zuju samo vrhovi vektora napona UY i U,. Vrh vektora napona 
U, u ishodištu je koordinatnog sustava kojemu je jedna os 
paralelna, a druga okomita na taj vektor. 


Zbog maloga faznog pomaka između induciranog napona ' 


Uj i napona na sekundarnim stezaljkama nastaje pogreška 
koja se sasvim može zanemariti ako se struja I; nanese oko- 
mito na U,, a ne na UY. Isto vrijedi i za struju I; koja 
se nanosi paralelno sa U,. Padovi napona RYIG i jX41Io, koje 
pobuđuje struja magnetiziranja u primarnom namotu, dodaju 
se sekundarnom naponu U., tj. nanose se od ishodišta ko- 
ordinatnog sustava paralelno, odnosno okomito na struju 14 
(vektor OC). Struja trošila I» pobuđuje pad napona (R1 + R2)I, 
(vektor CD) i pad napona j(X% + X>)I> (vektor DP). U točki P 
vrh je vektora napona U';. Zbog malog š, može se dio vektora 


1, Koji se vidi na dijagramu, nacrtati paralelno s vektorom 
U,. Naponska se pogreška dobiva iz razlike duljina vektora 


"i U,, odnosno dovoljno točno iz odsječka OR' na ordinati. 


SI. 3. Mčllinger-Geweckeov dijagram za naponski mjerni 
transformator 


Fazna se pogreška dobiva iz odsječka O T na apscisi. Određivanje 
naponskih i faznih pogrešaka pojednostavnjuje se izborom 
prikladnog mjerila. Tako, uzme li se da je U» =100VE5m, 
izlazi da odsječak OL, duljine 0,05 m = 5 cm, predočuje napon- 
sku pogrešku 0,01, tj. 1%, odnosno svaki centimetar ordinate 
0,02, tj. 0,2%. Odsječak OK, dug 5cm, na apscisi izražava 
faznu pogrešku 2, = tano, =0,05/5 = 0,01 rad ili š, = 344. 
Uz određene dužine OL i OK lako se na apscisi i ordinati 
mogu nanijeti podjele za naponsku i faznu pogrešku. Za 
primjer na sl. 3 dobiva se da je OR' = — 1,67% i OT= —10. 
Uz oznake na sl. 1 i sl. 3, naponske i fazne pogreške što ih 
uzrokuje struja magnetiziranja (p,o i 8,0) i struja trošila (p,, 
i O,) iznose: 


Puo = — Zi Yocos(Bo — Bi), 


Šlo = — Zy Yosin(Bo — Bi) PA 
ili u kutnim minutama: 
Šuo = — 3440Z, Ysin(Bo — B1); 
Pu = — ZxY cos(Bo — By), (5b) 


Šu = Zx Y sin(Bo — Bi), 


ili u kutnim minutama: 
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But = 34402, Y sin(fo — By). 
U izrazima (5a) i (5b) je: 


Zi=VRZ+ X, W=1VRŽ+X?, 


Z=VIiRT+R»+(X1+X,% i r=1/Z. 


Izsl. 213 vidi se da se pri omjeru zavoja koji je jednak nazivnom 
omjeru transformacije k, dobiva već u praznom hodu nega- 
tivna naponska pogreška, koja postaje sve negativnija što je 
opterećenje veće. Zbog toga se obično korigira broj zavoja, 
tj. oduzima se nešto zavoja primarnom namotu, tako da će se 
naponska pogreška raspodijeliti (sl. 4). Ona je onda pri malim 
opterećenjima pozitivna, a pri većim postaje negativna. Kat- 
kada je korekturu broja zavoja na primarnom namotu teško 
provesti, jer je namotaj već izoliran debelim slojem papira. 


SI. 4. Naponska pogreška naponskog 
mjernog transformatora u ovisnosti 
O opterećenju. / bez korekture broja 
zavoja, 2 s korekturom broja zavoja 


Tada se obično na sekundarne stezaljke transformatora pri- 
ključi mali dodatni autotransformator, na kojem je lakše kori- 
girati broj zavoja. 

Propisi o granicama pogrešaka. Prema preporukama Inter- 
nacionalne elektrotehničke komisije IEC (publikacije 186 i 186A 
iz 1969. i 1970. godine) i prema našim standardima (JUS 
N.H9.121, 122 i 123 iz 1978. godine) naponski transformatori 
za mjerenja razvrstani su u pet klasa točnosti: 0,1, 0,2, 0,5, 
10 1 3,0, a naponski transformatori za zaštitu u dvije klase 
točnosti: 3P i 6P. Kod naponskih transformatora za mjerenje 
označena je klasa točnosti brojem koji je jednak apsolutnoj 
vrijednosti najveće dopuštene naponske pogreške p,. Kod na- 
ponskih transformatora za zaštitu oznaka klase sastoji se 
od broja koji je jednak apsolutnoj vrijednosti najveće do- 
puštene naponske pogreške p, i slova P iza njega. Naponska 
i fazna pogreška naponskih transformatora za mjerenje pri 
nazivnoj frekvenciji ne smiju premašiti vrijednosti iz tabl. 1 za 
napone 80---120% nazivnog napona i opterećenja od 25---:100% 
nazivnog opterećenja uz induktivni faktor snage 0,8. Stan- 
dardizirane su ove vrijednosti nazivnih snaga u VA: 


10, 15, 25, 30, 50, 75, 100, 150, 200, 300, 400 i 500. 


Pri tom se preporučuju one koje su deblje tiskane. Za tro- 


. fazne transformatore navedene vrijednosti odnose se na snagu 


po fazi. 


Tablica 1 


GRANICE NAPONSKE I FAZNE POGREŠKE NAPONSKIH 
TRANSFORMATORA ZA MJERENJE 


Klasa +Pu +8 | 
enoša % min crad 
0,1 0,1 bI 0,15 
0,2 0,2 10 0,3 
0,5 0,5 20 0,6 
1,0 1,0 40 12. 
3,0 3,0 nije propisana | nije propisana 
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Kod naponskih transformatora za mjerenje sa dva odvojena 
sekundarna namota navodi se opseg snaga posebno za svaki 
namot. U takvih transformatora opterećenje jednoga namota 
utječe na pogrešku drugoga, jer je pad napona u djelatnom 
otporu R, i rasipnoj reaktanciji X, zajedničkoga primarnog 
namota razmjeran zbroju opterećenja obaju sekundarnih na- 
mota. Zbog toga se u propisima zahtijeva da svaki od namota 
mora zadovoljavati zahtjeve s obzirom na točnost za svoj 
opseg snage, a da pri tom drugi namot može biti opterećen 
bilo kojim opterećenjem od 0-::100% svoje gornje granice 
snage. 

Naponska i fazna pogreška naponskih transformatora za 
zaštitu ne smiju premašiti vrijednosti iz tabl. 2 pri nazivnoj 
frekvenciji, uz 5% nazivnog napona i pri naponu koji odgovara 
umnošku nazivnog napona i nazivnog faktora napona, te uz 
opterećenja od 25.:-100% nazivnog opterećenja. 


Tablica 2 


GRANICE NAPONSKE I FAZNE POGREŠKE NAPONSKIH 
TRANSFORMATORA ZA ZAŠTITU 


Klasa +D +8 
čadsooj % min crad 
3P 3,0 120 3,5 
6P 6,0 240 7,0 


Nazivni faktor napona ovisi o načinu uzemljenja mreže 
i o tome kako se na nju priključuje primarni namot napon- 
skog transformatora. Kad je naponski transformator priključen 
između faza u bilo kojoj mreži, onda je nazivni faktor napona 
1,2, a ako je to između faze i zemlje, bit će 1,5 ili 1,9, 
već prema načinu uzemljenja mreže. Kod naponskih transfor- 
matora za zaštitu, sa dva odvojena sekundarna namota, zahti- 
jeva se, slično naponskim transformatorima za mjerenje sa dva 
sekundarna namota, da svaki namot zadovolji točnost kad je 
drugi namot istodobno opterećen od 0-::100% svoje gornje 
granice snage. i 

Naponskim transformatorima za zaštitu standardizirane su 
iste nazivne snage kao i kod naponskih transformatora za 
mjerenje. Potrebna nazivna snaga i za jedne i za druge odre- 
đuje se prema potrošku instrumenata ili releja koji će biti 
priključeni na njihovu sekundarnu stranu. Pri tom u posljednje 
vrijeme uvedeni mjerni pretvarači i elektronička zaštita troše 
mnogo manje snage od klasičnih instrumenata i elektro- 
mehaničke zaštite. Tako klasični pokazni i registracijski volt- 
metri troše 1--+10 VA, a mjerni pretvarač koji izmjenični napon 
pretvara u istosmjernu struju nazivnog iznosa 10 ili 20mA 
troši 1,5::7 VA, s time da se na njega može priključiti više 
pokaznih i registracijskih instrumenata. Slično vrijedi za pretva- 
rače snage, frekvencije i faznog pomaka, te za elektroničke 
releje. Stoga u novijim postrojenjima često nisu potrebni mjerni 
transformatori tako velike snage kao prije. 

Standardizirane vrijednosti nazivnih napona. Naponskim trans- 
formatorima nazivni je primarni napon efektivna vrijednost 
primarnog napona, koja se upisuje na natpisnu pločicu i 
prema njoj se određuju svojstva transformatora. Standardne 
vrijednosti tog napona jednake su nazivnim vrijednostima na- 
pona mreže prema JUS N.A2.001. Standardne vrijednosti na- 
zivnoga primarnog napona jednofaznih transformatora priklju- 
čenih između jedne faze trofazne mreže i zemlje, ili između 


neutralne točke mreže i zemlje, jesu 1/]/3 višekratnici vrijednosti 
mrežnih nazivnih napona. 

Standardne vrijednosti nazivnoga sekundarnog napona za 
jednofazne naponske transformatore u jednofaznim mrežama 
i za one priključene između faza u trofaznim mrežama jesu 
100 V, ili 200 V za prostrane sekundarne krugove. Jednofaznim 
naponskim transformatorima koji služe za priključak između 
faze i zemlje u trofaznoj mreži standardni nazivni sekundarni 
naponi jesu 100/)/. 3Vi 200//3 V, a namotima što se spajaju 
u otvoreni trokut 100/3 V i 200/3 V. 

Označivanje stezaljki. Naponskim se transformatorima ste- 
zaljke primarnog napona označuju velikim slovima: U, V, W, 
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X, a one sekundarnog napona malim slovima: u, v, w i x (sl. 
5). Pri tom slova U, V i W označuju potpuno izolirane 
stezaljke, a slovo X stezaljku za uzemljenje, kojoj je razina 
izolacije niža nego na ostalim stezaljkama. Slova e i n ozna- 
čuju stezaljke namota za spajanje u otvoren trokut. Stezaljke 
s istim velikim i malim slovima moraju u istom momentu 
imati jednak polaritet. 


U | U X U — ViliX 
u v u x 4 u u vilix 
a b Va U V w x 
U Vili X U Vili X U x 


lu Wililx ludu oblik u o ox (AMEN da“ 
2u = 2vili2x 2u = 2u, o 2vili2x e n : 
d e f e g n 


SI. 5. Označivanje naponskog transformatora. a dvopolno izolirani jednofazni 
naponski transformator s jednim sekundarnim namotom, b jednopolno izolirani 
jednofazni naponski transformator s jednim sekundarnim namotom, c jedno- 
fazni naponski transformator s jednim sekundarnim namotom i nekoliko 
odvojaka, d jednofazni naponski transformator s dva sekundarna namota, e 
jednofazni naponski transformator s dva sekundarna namota i nekoliko odvo- 
jaka, f jednopolno izolirani jednofazni naponski transformator s namotom 
za otvoreni trokut, g trofazni naponski transformator s namotom u otvo: 
renom trokutu 


Izvedbe indukcijskih naponskih transformatora. Naponske 
i fazne pogreške naponskih transformatora opadaju sma- 
njivanjem djelatnog otpora i rasipnih reaktancija primarnog 
i sekundarnog namota, što daje osnovne smjernice za njegov 
proračun i konstrukciju. Djelatni otpor namota može se smanjiti 
povećanjem presjeka žice i smanjenjem broja zavoja, što uz 
odabranu magnetsku indukciju u željezu dovodi do povećanja 
presjeka jezgre. Smanjenje rasipnih reaktancija postiže se ta- 
kođer smanjenjem broja zavoja, smanjenjem razmaka između 
namota i povećanjem duljine namota. Kako i struja magneti- 
ziranja uzrokuje stanovitu pogrešku, to se ne smije odabrati 
previsoka magnetska indukcija u željezu. 

Na izvedbu naponskih transformatora bitno utječe pogon- 
ski napon. Na niskim pogonskim naponima upotrebljavaju se 
suhe izvedbe, a zaštita od vlage postiže se impregnacijom 
prikladnim izolacijskim lakovima. Za pogonske napone do 
38 kV redovito se upotrebljavaju izvedbe s epoksidnim smo- 
lama. U tim izvedbama (sl. 6) primarni namot 3 je zaliven 
epoksidnom smolom, koja ujedno služi kao izolacija između 


SI. 6. Epoksidni dvopolno izolirani naponski transformator za nazivne napone 

3...20 kV (proizvod Rade Končar). 1 jezgra, 2 sekundarni namot, 3 primarni 

namot, 4 izolacija od epoksidne smole, 5 priključci U i V primarnog namota, 
6 priključci sekundarnog namota 
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Si. 7. Jednopolno izolirani malouljni naponski transformator za nazivni napon 


35. 3 kV (proizvod Rade Končar). / jezgra, 2 sekundarni namot, 3 primarni 

namot s papirnom izolacijom impregniranom transformatorskim uljem, 4 izo- 

lirani izvod primarnog namota, 5 porculanski izolator, 6 visokonaponski 
priključak _ U, 7 siluminsko kućište 


Sl. 8. Naponski mjerni 
transformator s otvore- 
nom jezgrom za 110/ 
V3kV (proizvod Rade 
Končar). / otvorena jez- ' 
gra, 2 stopalo jezgre, 3 
sekundarni namot, 4 izo- 
lacija između primarnog 
i sekundarnog namota, 5 
primarni namot, 6 porcu- 
lanski izolator, 7 konzer- 
vator, 8 visokonaponski 
priključak, 9 siluminsko 
kućište, 10 priključci se- 
kundarnog namota i donji 
priključak primarnog na- 
mota 


tog namota, te sekundara i jezgre. Priključci 5 na primarni 
namot također su zaštićeni epoksidnom smolom. 

Za pogonske napone od nekoliko kilovolta pa do najviših 
napona upotrebljavaju se uljne izvedbe, gdje se jezgra s pri- 
marnim i sekundarnim namotom nalazi u kotlu napunjenom 
transformatorskim uljem. Na sl. 7 prikazana je uljna izvedba 
. naponskog transformatora za mjerenje faznih napona od 


35/V3 kV. Pri visokim naponima upotrebljavaju se -naponski 
transformatori s otvorenom jezgrom (sl. 8) u obliku stupa. 
Jezgra je štapastog oblika i na dnu ima stopalo koje smanjuje 
magnetski otpor. Otvorenom jezgrom mnogo se smanjuju di- 
menzije transformatora i pojednostavnjuje izoliranje, jer ne 
treba izolacije prema jarmu. Zbog malog promjera jezgre s 
namotima_može se čitav transformator smjestiti u izolator od 
porculana, koji je tek nešto veći od običnog potpornog izo- 
latora za isti napon. Otvorena jezgra uzrokuje veću struju 
magnetiziranja, koja ipak ne prelazi razumne granice. Fazna 
pogreška koju uzrokuje pad napona zbog povećane struje 


MJERNI TRANSFORMATORI 


magnetiziranja može se otkloniti prikladnim kompenzacijskim 
spojevima. Tako se u tu svrhu upotrebljava sekundarni namot 
podijeljen u tri dijela (sl. 9). Dva su krajnja spojena u seriju, a 
zatim su paralelno povezana sa srednjim dijelom. Obje para- 
lelne grane imaju podjednak broj zavoja, pa, jer je indukcija 
u sredini stupa veća od one na njegovim krajevima, teku između 
grana struje izjednačenja. Te struje ujednačuju indukciju u dijelu 
stupa koji je obuhvaćen sekundarnim namotom i dobiva se znatno 
jednoličnija raspodjela napona uzduž namota, što je povoljno 
s obzirom na naprezanje izolacije. Osim toga, fazni pomak tih 
struja prema primarnom namotu praktički je r/2, pa se pruža 
jednostavna mogućnost kompenzacije fazne pogreške. Struje 
izjednačenja teku preko otpornika prikladna iznosa R, i u 
njemu uzrokuju pad napona kojim se kompenzira fazna po- 
greška. Za izolaciju primarnog od sekundarnog namota i jezgre 
služe cilindri tankog papira s metaliziranim ulošcima zbog 
ujednačivanja dielektričnih naprezanja u izolaciji. Poteškoće 
u izoliranju primarnog namota transformatora smanjuju se ako 
je sredina tog namota povezana s njegovom jezgrom (sl. 10). 
Tu se sekundarni namot nalazi na donjem kraju jezgre, pa je 
još potreban i kompenzacijski namot kojim se ujednačuje 
inducirani napon u zavojima uzduž cijelog namota. Pri vrlo 
visokim naponima spaja se često više transformatora u kaska- 
du. Spoj četiriju transformatora u kaskadu prikazan je na 
sl 11. Primarni namoti spojeni su u seriju, a sredina svakog 
namota povezana je s njegovom jezgrom. Zbog toga je najveći 
napon između namota i jezgre samo jedan dio mjerenog na- 
pona. Kod četiriju transformatora u kaskadnom spoju on 
iznosi samo osminu mjerenog napona, što veoma olakšava 
izoliranje primarnog namota. Takav način spajanja uzrokuje 
potencijalnu razliku između jezgri transformatora, pa ih valja 
međusobno razmaknuti i izolirati. Obično je, zbog lakšeg 
transporta, svaki pojedini transformator hermetički zatvoren 
u vlastitome porculanskom izolatoru, pa se na terenu kas- 
kada montira slažući jedan transformator na drugi. Transfor- 
matori su međusobno još povezani pomoću kompenzacijskih 
namota: K,,, K2,, K22 Kar, K32 i Ka. Bez njih bi se 
mjereni napon jednoliko raspodijelio na primarne namote 
transformatora samo ako sekundarni namot nije opterećen. 


u X 


Sl. 9. Trodjelni sekundarni 
namot s kojim se korigira 
fazna pogreška pomoću struje 
izjednačenja u paralelnim gra- 
nama sekundarnog namota 
(proizvod Rade Končar) 


Sl. 10. Kaskadni naponski transfor- 
mator s otvorenom jezgrom za na- 
zivni napon od 400 kV (proizvod Rade 
Končar). | štapna jezgra, 2 kompen- 
zacijski namot, 3 namot za pobolj- 
šanje magnetske veze, 4 sekundarni 
namot, 5 primarni namot, 6 izolacija 
s kondenzatorskim oblogama, 7 za- 
krilni prsten, 8 valoviti mijeh 


SL 11. Spajanje 
namota u kas 
kadi od četiri 
transformatora 
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Optereti li se sekundarni namot, smanjuje se napon na donjem 
transformatoru, a raste napon na ostalim transformatorima. 
Stoga bi se sekundarni namot smio samo malo opteretiti, 
dakle za mjerenje bi preostala samo mala snaga. Kompen- 
zacijski namoti poboljšavaju raspodjelu napona između transfor- 
matora u kaskadi, jer zbog nejednolike raspodjele napona 
nastaju struje izjednačenja u kompenzacijskim namotima, koje 
smanjuju razlike. Zbog takva djelovanja kompenzacijskih na- 
mota može se više opteretiti sekundarni namot. U nekim 
izvedbama primarni je namot pojedinog transformatora podije- 
ljen na dva dijela koja su namotana na suprotnim stupovima iste 
jezgre (sl. 12). Kako bi se smanjilo rasipanje između tih dvaju 
dijelova, upotrebljavaju se kompenzacijski namoti: K,, K», 
K; i Ku, a transformatori se međusobno čvršće povezuju 
kompenzacijskim namotima K,,; i K,» Tim namotima osigurana 
je jednolika raspodjela namota u primarnom namotu pri 
mrežnoj frekvenciji, međutim pri naglim promjenama napona 
njegovu podjelu diktiraju kapaciteti između dijelova namota 
i prema zemlji. Da bi se i tad osigurala jednolika raspodjela, 
dodani su kapaciteti C, i C, koje tvore papirni ovoji s 
metaliziranim folijama. 


Sl. 12. Kaskadni naponski transformator za 750kV. a 

raspored namota u kaskadi od dva transformatora s dvo- 

djelnim primarnim namotom, b vanjski izgled, VN ,---V Na 

primarni namot u četiri dijela, NN sekundarni namot, 

Ky>Ka, Kpi i Kp2 kompenzacijski namoti, J, i J, jezgre 

gornjeg i donjeg transformatora, C, i C, kapacitivne ob- 
loge koje ujednačuju podjelu udarnog napona 


Za precizna laboratorijska mjerenja izrađuju se posebni 
naponski transformatori s malim naponskim i faznim pogreška- 
ma, najčešće prespojivi za različite napone. Pri mjerenju na- 
ponskih i faznih pogrešaka naponskih transformatora uspo- 
rednom metodom upotrebljavaju se etalonski transformatori. 
Odlikuju se vrlo malim naponskim i faznim pogreškama od, 
npr., 002% i +0,5'. 

Podjelu priključenog napona u vrhunskoj točnosti omogu- 
ćuju induktivna djelila. Tu se podjela priključenog napona, 
najčešće na deset jednakih dijelova, postiže tako što se deset 
vodiča istog presjeka najprije međusobno isprepletu, a onda 
omotaju oko prstenaste jezgre odlične magnetske vodljivosti. 
Nakon toga vodiči se spoje u seriju, a na spojnim mjestima 
se izvedu odvojci. Zbog takva načina namatanja induciraju 
se u svim dionicama praktički potpuno jednaki naponi. Kako 
su djelatni i rasipni otpori dionica također potpuno izjednačeni, 
struja magnetiziranja uzrokuje u njima podjednake padove 
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napona, što sve omogućuje da pogreška pri podjeli napona 
ne prelazi, npr., 10" 7. Spajanjem više takvih djelila u kaskadu 
može se namještati omjer napona čak i na osam mjesta. 
Kapacitivni naponski transformatori. Za mjerenje visokih 
mrežnih napona upotrebljavaju se često i kapacitivni napon- 
ski transformatori. Njihov je glavni dio visokonaponski kon- 
denzator kapaciteta C, (sl. 13) koji je spojen u seriju s 
kondenzatorom mnogo većeg kapaciteta C,. Zbog toga pad 
napona na kapacitetu C, iznosi obično oko 10::-220kV. Na 


Si. 13. Principijelna shema kapacitiv- 
nog naponskog transformatora 


njega je preko prigušnice induktivnosti L i pomoćnog transfor- 
matora T, priključeno trošilo admitancije Y Nadomjesna shema 
kapacitivnoga naponskog transformatora prikazana je na sl. 14. 


Xc Rc X RL MK Rr 


Sl. 14. Nadomjesna shema kapacitivnoga naponskog transformatora 


Tu su sve vrijednosti preračunate na napon U, kapaciteta 
C, u neopterećenom stanju: U, =U,/Kc, gdje je Kec= 
=1+C,/C,. Sa Xc označena je reaktancija kapaciteta C, 
i C, spojenih paralelno, a sa Rec otpor zbog gubitaka u oba 
kondenzatora: 


Xc = XaXo/lXci + Xc) i Rc = Xctandc. 


Dalje su u nadomjesnoj shemi sa X, i R, označeni reaktan- 


cija i djelatni otpor svitka kojemu je induktivitet L, a sa 
Xr i R4 reaktancija i otpor transformatora T, u kratkom 
spoju. % označuje admitanciju transformatora T, zbog djelatnih 
i jalovih gubitaka u njegovoj jezgri, a Y' admitanciju tro- 
šila, preračunanu na primarnu stranu transformatora (Y'= 
= YN2/N?). Redovno je Y, mnogo manje od Y“, pa se obično 
može zanemariti. Zadatak je prigušnice da na minimum svede 
unutrašnju impedanciju Z, kapacitivnog transformatora, što 
se postiže kada je X; = Xc— Xr. Tada je Zi= Re+ Ry + 
+Rr=Ry, a naponska i fazna pogreška zbog priključenog 
trošila iznose: 


Pu = —RxY'oosB_ i ou, = RxY'sinf. (6) 


Uvjet X, = Xc— X; može se ostvariti samo pri nekoj odre- 
đenoj frekvenciji, pa su zbog toga pogreške ovisne o frek- 
venciji (sl. 15). Pogreške zbog priključenog trošila i njihova 
ovisnost o frekvenciji gotovo su obrnuto razmjerne omjeru 
transformacije transformatora, pa je zbog toga povoljno da 
taj omjer bude što veći. Ipak, zbog konstruktivnih razloga 
njegov primarni napon obično ne prelazi 20kV. iz nado- 
mjesne sheme kapacitivnoga naponskog transformatora (sl. 14) 
vidi se da su kapacitet Xc i induktivnost X, i Xr spojeni 


“u seriju, a pri serijskom spoju kondenzatora i prigušnica 


s nelinearnom karakteristikom nastaju u određenim okolnostima 
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snažne oscilacije, koje mogu uzrokovati njihovo oštećenje zbog 
pretjeranog zagrijavanja ili prenapona. Uobičajeni naziv za 
tu pojavu je ferorezonancija, koja se kod kapacitivnih transfor- 
matora prigušuje ugradnjom zaštitnih iskrišta i prikladnih 
pomoćnih sklopova. 


—0,5% 


+6:10 rad 


SI. 15. Kompleksni dijagram pogrešaka kapacitivnog naponskog transformatora 
(proizvod Rade Končar), za nazivni primarni napon do 400000/]/3 V i nazivnu 
snagu 200 VA, klase točnosti 0,5 i pogonskog kapaciteta 4200 pF + 10% 


Umjesto sklopa s prigušnicom i transformatorom (sl. 13) 
primjenjuju se rješenja u kojima se na kondenzator C, pri- 
ključuje ulaz elektroničkog pojačala, a na njegov izlaz mjerni 
instrumenti ili zaštita. Ulazni otpor elektroničkog pojačala 
vrlo je velik, pa kapacitet djelila može biti mnogo manji 
nego kod konvencionalnoga, kapacitivnoga naponskog transfor- 
matora. Time se bitno pojednostavnjuje izvedba visokonapon- 
skog kondenzatora C,, osobito u oklopljenim rasklopnim po- 
strojenjima ispunjenim stlačenim plinom (redovito je to sum- 
por-heksafluorid SF4, koji već uz tlak —0,2 MPa ima visoku 
dielektričnu čvrstoću). Tu su njegove elektrode dva kratka 
koaksijalna metalna valjka između kojih je sumpor-heksafluorid. 
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Strujni transformatori mjerenu struju transformiraju u prak- 
tički stalnom omjeru i gotovo bez faznog pomaka u vrijednost 
koja je prikladna za napajanje mjernih instrumenata, te zaš- 
titnih i regulacijskih uređaja. Nazivni omjer transformacije 
K, strujnog transformatora definiran je omjerom njegove na- 
.zivne primarne struje 1,, i nazivne sekundarne struje 1>,: 


K= Iin/lon- (7) 


Strujni se transformatori u svom radu približavaju idealnom 
transformatoru s obzirom na jednakost primarnih i sekundarnih 
amperzavoja (I, N, = 12N>2). Odstupanja ipak ima, jer je za 
protjecanje sekundarne struje potreban određen napon indu- 
ciran u sekundarnom namotu, koji služi da bi se pokrivali padovi 
napona u tom namotu i priključenom trošilu. Za induciranje 
tog napona potreban je određen dio amperzavoja primarnog 
namota, koji nije kompenziran sekundarnim amperzavojima. 
Taj dio amperzavoja izravan je uzrok strujnoj i faznoj po- 
grešci, pa mora biti to manji što je veća potrebna točnost. 
Zato se u strujnim transformatorima većinom upotrebljavaju 
jezgre od magnetskih materijala velike permeabilnosti i odabiru 
se niže magnetske indukcije. Zbog istog razloga ne smije 
otpor priključenog trošila premašiti određenu, redovno nisku 
vrijednost. Ako bi sekundarne stezaljke transformatora ostale 
otvorene, cijela bi primarna struja služila za magnetiziranje 
željeza, što bi uzrokovalo vrlo visoku magnetsku indukciju, a 
stoga i visok napon na sekundarnom namotu, čak opasan 
za život. Visoka indukcija uzrokuje velike gubitke u željezu 
i pretjerano zagrijavanje. Zbog toga strujnom transformatoru 
sekundarne stezaljke ne smiju u pogonu nikad ostati otvorene. 

Opterećenje strujnog transformatora izražava se pomoću 
prividnog otpora Z priključenoga sekundarnog kruga i njegova 
faktora snage cosf ili, češće, pomoću prividne snage pri- 
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ključenoga strujnog kruga pri nazivnoj sekundarnoj struji i 
faktoru snage cosf:: 
Z=VR* + X? 
tanfi = X/R 


Opterećenje je jednako nuli (Z = 0) kad su strujnom transfor- 
matoru kratko spojene sekundarne stezaljke. 


S obzirom na trošila koja se priključuju na sekundarne 
stezaljke strujnih transformatora, upotrebljavaju se strujni trans- 


cosB = 1//1 + X*/R* 


8 
P= [22 (8) 


- formatori za mjerenje i strujni transformatori za zaštitu. Od njih 


se zahtijeva različito vladanje pri kratkim spojevima u mreži, 
kad primarna struja u strujnom transformatoru poraste na 
vrijednosti mnogostruko veće od nazivne struje. U strujnim 
transformatorima za mjerenje trebalo bi da sekundarna struja 
pri kratkom spoju samo ograničeno poraste, kako bi se za- 
štitili instrumenti. Obratno, strujni transformatori za zaštitu 
morali bi na sekundarnu stranu vjerno prenijeti i struje mnogo- 
struko veće od nazivnih. Za jedne i druge strujne transfor- 
matore definirana je strujna pogreška na ovaj način: 


(9) 


Fazna pogreška 8; fazna je razlika između vektora primarne 
i sekundarne struje. Smjer vektora odabire se tako da u 
idealnom transformatoru fazna razlika bude jednaka nuli. Sma- 
tra se da je fazna pogreška pozitivna ako je vektor sekundarne 
struje vremenski ispred onoga u primarnoj struji. 

Budući da su moguća izobličenja sekundarne struje pri 
povećanoj primarnoj struji zbog utjecaja zasićenja u jezgri, 
kod strujnih se transformatora za zaštitu definira složena 
pogreška p,., koja je efektivna vrijednost razlike između tre- 
nutnih vrijednosti primarne i sekundarne struje pomnožene 
nazivnim omjerom transformacije: 


kT 
/ = [Kai i,)Ždr. 
0 


Rad strujnog transformatora može se objasniti pomoću nado- 
mjesne sheme transformatora, upotrijebljene već pri razmatra- 
nju naponskih transformatora (sl. 1). Ako se polazi od te sheme, 
dobiva se vektorski dijagram za strujni transformator (sl. 16). 


l 
L 


Pis = (10) 


Q LU o 


SI. 16. Vektorski dijagram strujnog trans- 
formatora 


Sekundarna struja I, uzrokuje pad napona R21, u djelatnom 
otporu i jX,I, u rasipnoj reaktanciji sekundarnog namota, 
te pad napona U; na priključenom trošilu Z=R+jX. Tim 
padovima napona drži ravnotežu napon UY induciran u sekun- 
darnom namotu: 


U'=1,(R,+jX2+27)=LZ. (11) 
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Pri tom je Z, ukupna impedancija sekundarnog kruga: 


Z=ViR+R,)2+(X+ X.) tanfi=(X + X2)/(R+ R2). 


a (12) 


S tokom & u fazi je komponenta I; struje magnetiziranja 
I, a djelatna je komponenta I; struje magnetiziranja u fazi 
s naponom UY. Vektorski zbroj struja I, i Ig daje primarnu 
struju 1%, reduciranu na sekundarnu stranu. Ako je nazivni 
omjer transformacije K, jednak omjeru broja zavoja N,/N,, 
strujna pogreška iznosi 


1—1(_ 00 — OP _ u (3) 
I OP OR OR 
Budući da je OR' = OPcos(B4, — B.) = Iacos(Bo — B.), to je za 
izračunavanje pogrešaka strujnog transformatora potrebno po- 
znavati struju magnetiziranja 14 i njezin fazni pomak fB% prema 
induciranom naponu UY. Pritom je U =1.Z,=2r fBySreN2, 
gdje je B,, tjemena vrijednost indukcije u magnetskoj jezgri, 
Sre njezin efektivni presjek, a N2, broj zavoja sekundarnog 
namota. Indukciji B,, odgovara, već prema vrsti upotrijebljenoga 
magnetskog materijala, određena efektivna vrijednost jakosti 
magnetskog polja H, pa ako se označi magnetska permeabil- 
nost u = B,/H, slijedi: Ig = Bulre/(u,N2), gdje je Lre du- 
ljina silnica u magnetskoj jezgri. Dalje se uvrštenjem dobiva: 


CZ, 
Zs 05(Bo — B.) 
u 


oR 


Di = 


(14) 


€. 
Pi=— Ši = “ik sin(fBo — B.), 


gdje je C=1Ip/(Q2nfNŽSr). Iz ovih se izraza razabire da > 


s povećanjem impedancije Z, sekundarnog kruga rastu strujna 
i fazna pogreška. Pogreške ovise i o iznosu mjerene struje, jer 
je njemu razmjerna indukcija u jezgri, a permeabilnost se 
mijenja s indukcijom (sl. 17). Ako se broj zavoja strujnog 


5 
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SI. 17. Kompleksni dijagram strujne i fazne pogreške ovisno 
O struji pri raznim otporima u sekundarnom krugu 


transformatora tako odabere da umnožak nazivne primarne 
struje i broja zavoja u primarnom namotu bude potpuno jednak 
umnošku nazivne sekundarne struje i broja zavoja u sekun- 
darnom namotu I,,Ni = I>,N2), dobit će se redovito negativna 
strujna pogreška, jer je zbog struje magnetiziranja sekundarna 
struja I» manja od reducirane primarne struje. I! (crtkano 
prikazane krivulje pogrešaka na sl. 18). Očito je da se uže 
granice pogrešaka mogu postići ako strujna pogreška bude 
dijelom negativna, a dijelom pozitivna. Za to je dovoljno 
jednome od namota korigirati broj zavoja. Redovno je to 
sekundarni namot, koji obično ima mnogo više zavoja od 
primarnoga. Njemu valja smanjiti broj zavoja da se dobije 
veća sekundarna struja. Ipak se taj jednostavni postupak ne može 
primijeniti u svim prilikama, jer promjena broja zavoja za samo 
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jedan zavoj često daje pregrubu korekciju. U takvim prilikama 
upotrebljavaju se različita rješenja koja djeluju kao da se broj 
zavoja promijenio za manje od jednog zavoja. Takvo je rje- 
šenje prikazano na sl. 19. Jedan ili više zavoja sekundarnog 
namota premosti se otpornim djelilom, a na njegov odvojak 
spoji se trošilo strujnog transformatora. Struja trošila 1, granat 
će se na jednu i drugu stranu djelila, pa će kroz premošćeni 
dio namota teći samo jedan dio struje trošila, koji se može 
ugoditi izborom odvojka na djelilu. Na sl. 16 je radi veće 
preglednosti pretjerano povećana struja magnetiziranja. Ako bi 
se ona u tom dijagramu nacrtala u mjerilu, dijagram bi bio 
nepregledan i ne bi mogao poslužiti za kvantitativna raz- 
matranja. Stoga se i ovdje prema Mollinger-Geweckeu, slično 
kao i za naponske transformatore, upotrebljava dijagram u 
kojem je ishodište koordinatnog sustava premješteno na vrh 
vektora struje 12, a smjer se osi ordinata poklapa sa smjerom 
vektora struje I,. 


% 
10 


5 : 
9 3JS VA 
PO Foro2 05v 


--— Bez korekcije broja zavoja 
= S korekcijom broja zavoja 


SI. 18. Strujna pogreška strujnog transformatora u ovis- 
nosti o vrijednosti struje i opterećenja 


h 


— AAA KMAJ 
bh 
k l 


SI. 19. Način korigiranja strujne po- 
greške pomoću potenciometra 


Propisi o granicama pogrešaka strujnih transformatora. Struj- 
ni transformatori na koje se priključuju mjerni instrumenti 
(strujni transformatori za mjerenje) razvrstani su prema prepo- 
rukama Međunarodne elektrotehničke komisije (IEC, publi- 
kacija 185, prvo izdanje 1966, II dio) i prema Jugoslavenskom 
standardu (JUS N.H9.102, II-1972) u šest klasa točnosti: 0,1, 
0,2, 0,5, 1, 3 i 5. Oznaka klase točnosti jednaka je po apsolutnoj 
vrijednosti granici strujne pogreške u postocima pri nazivnoj 
struji i nazivnom opterećenju. Tako su strujnom transformatoru 


Tablica 3 


GRANICE POGREŠAKA STRUJNIH TRANSFORMATORA 
ZA MJERENJE 


+ granice strujnih + granice faznih 
Klasa pogrešaka u % pri pogrešaka u min pri 
točnosti > me 
0,11 | 0,21, | LO | 12h | 01 | 021, | 101, | 12h 
0,1 0,25 0,2 0,1 0,1 10 8 5 5 
0,2 0,5 0,35 0,2 0,2 20 15 10 10 
0,5 1,0 0,75 0,5 0,5 60 45 30 30 
1 2 1,5 1,0 1,0 120 90 60 60 
3 [ 0,5-+1,21p: 3,0% nisu propisane 
5 0,5-++1,21p: 5,0% nisu propisane 
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klase točnosti 1 granice strujne pogreške +1% pri nazivnoj 
struji i nazivnom opterećenju. Ovisnost granica strujne i fazne 
pogreške o primarnoj struji prema navedenim preporukama 
i standardu prikazana je u tabl. 3. U njima je još definirana 
i maksimalna struja kao najveća efektivna vrijednost primarne 
struje pri kojoj pogreške strujnog transformatora za mjerenje 
ostaju u granicama propisanim za 120% nazivne primarne 
struje. Strujni transformatori klase od 0,1---1 kojima je maksi- 
malna struja 150% ili 200% nazivne primarne struje nazivaju 
se strujnim transformatorima s proširenim mjernim opsegom. 
Oni još moraju ispunjavati uvjet da njihova nazivna trajna 
termička struja bude jednaka maksimalnoj struji. 

Strujna i fazna pogreška transformatora klase točnosti 
0,1, 0,2, 0,5 i 1 ne smiju premašiti vrijednosti u tabl. 3 
za sve vrijednosti opterećenja od 25 do 100% nazivnog opte- 
rećenja, a transformatora klase 3 i 5 za sve vrijednosti opte- 
rećenja od 50 do 100% nazivnog opterećenja. Trošilo koje je 
upotrijebljeno pri ispitivanju mora imati induktivni faktor snage 
0,8. Drukčije je ako mu je snaga manja od 5 VA. Tada faktor 
snage treba da bude jednak jedinici. Opterećenje izraženo u 
voltamperima nipošto ne smije biti manje od 1 VA. Za klase 
točnosti 3 i 5 granice faznih pogrešaka nisu propisane. 

U nadopuni publikacije 185 Međunarodne elektrotehničke 
komisije (IEC), izašloj u studenom 1977. godine, navode se 
granice pogrešaka pri 0,051,, a ne pri 0,11,, koje za klase 
točnosti 0,1, 0,2, 0,5 i 1 redom iznose 0,4, 0,75, 1,5 i 3,0%, 
odnosno 15', 30', 90" i 180". Osim toga, uvedeni su i strujni 
transformatori za specijalnu namjenu s klasama točnosti 0,2s 
i 0,5s. Za klasu 0,2s granice strujnih i faznih pogrešaka pri 
strujama 0,011,, 0,051, i 0,21, redom su 0,75, 0,35 i 0,2% 
odnosno 30', 15' i 10, a za 0,5s iznose 1,5, 0,75 i 0,5%, 
odnosno 90, 45' 1 30'. Pri strujama 17, i 1,21, granice 
pogrešaka su kao i u tabl. 3 za klase točnosti 0,2 i 0,5. 

Nazivna se opterećenja obično izražavaju u voltamperima 
prema izrazu 


Pi=14Z,. (15) 


Tu je 1,, nazivna sekundarna struja, a Z, nazivna impedancija 
trošila. Standardne vrijednosti nazivnih snaga koje imaju strujni 
transformatori za mjerenje i pripadne impedancije trošila za 
nazivne struje 1-5 A prikazane su u tabl. 4 


Tablica 4 


STANDARDNE VRIJEDNOSTI NAZIVNIH SNAGA STRUJNIH 
TRANSFORMATORA ZA MJERENJE 


Nazivna snaga (VA) 2,5 e) 10 15 30 
Nazivna impedancija (0) pri 

nazivnoj struji od 1 A 23 5 10 15 30 
Nazivna impedancija (Q) pri , 

nazivnoj stuji od 5 A 0,1 0,2 0,4 0,6 1.2 


Ako impedancija trošila u transformatoru klase točnosti 
od 0,1--+1 ne doseže četvrtinu nazivne vrijednosti, preporučuje 
se u seriju dodati prikladnu impedanciju, kako bi trans- 
formator bio opterećen trošilom za koje vrijede propisane gra- 
nice pogrešaka. Osim toga, time se postiže povoljnije vladanje 
transformatora pri povećanoj primarnoj struji. 

Pri tipnim ispitivanjima strujnih transformatora za mjerenje 
klase točnosti 0,1---1 provjerava se točnost za sve vrijednosti 
primarne struje iz tabl. 3 uz 25% i 100% nazivnog opterećenja. 
Transformatorima klase točnosti 3 i 5 provjerava se točnost 
pri dvjema vrijednostima primarne struje prema tabl. 3, uz 50% 
i 100% nazivnog opterećenja. 

U pojedinačnim ispitivanjima strujnih transformatora može 
se mjerenje pogrešaka izvesti s manjim brojem vrijednosti 
struja u tabl. 3 i samo jednim opterećenjem, ako je na osnovi 
toga i prethodnih tipnih mjerenja moguće zaključiti da trans- 
formator zadovoljava granice pogrešaka prema tabl. 3. 

Ponašanje strujnog transformatora pri povećanoj primarnoj 
struji. Pri kratkim spojevima u mreži porast će često primarna 
struja strujnog transformatora na vrijednost mnogostruko 
veću od nazivne vrijednosti. To pobuđuje povećanje sekundarne 
struje, sekundarnog napona i magnetske indukcije u jezgri. 
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Ako primarna struja toliko naraste.da indukcija prijeđe ko- 
ljeno na krivulji magnetiziranja, znatno će porasti struja 
magnetiziranja, a time i pogreška transformatora. Kod struj- 
nih transformatora predviđenih za priključak. mjernih instru- 
menata nastoji se da sekundarna struja pri kratkom spoju što 
manje naraste, kako bi se zaštitili instrumenti od oštećenja. 
Tu se upotrebljavaju transformatori s relativno visokom ma- 
gnetskom indukcijom u jezgri pri nazivnoj struji, pa već na 
manjim strujnim preopterećenjima dolazi do zasićenja u željezu. 
Kad je jezgra jednom zasićena, dalji porast primarne struje 
pobuđuje mnogo manje povećanje sekundarne struje. Ovisnost 
sekundarne struje o primarnoj prikazana je na sl. 20. Na 
ordinati je omjer između stvarne 1, i nazivne sekundarne 
struje 1,,, a na apscisi omjer između stvarne I, i nazivne 
primarne struje I,,, da bi se eliminirao utjecaj omjera transfor- 
macije. Prikazana ovisnost naziva se i nadstrujnom karakte- 
ristikom strujnog transformatora. Pravac / predočavao bi nad- 
strujnu karakteristiku kad bi strujna pogreška bila jednaka 
nuli, a krivulja 2 idealnu karakteristiku strujnog transformatora 
za mjerenje. Krivulja 3 prikazuje stvarnu karakteristiku jednoga 
takvog transformatora. 


TIK 
lo 


2 4 6 8 10 


Si. 20. Nadomjesna karakteristika strujnog transformatora. 

1 idealna nadstrujna karakteristika strujnog transformatora 

za zaštitu, 2 idealna nadstrujna karakteristika strujnog 

transformatora za mjerenje, 3 i 4 strujna karakteristika 

strujnog transformatora za mjerenja pri cijelom i polo- 
vičnom nazivnom opterećenju 


Vladanje strujnog transformatora za mjerenje u području 
struja iznad nazivne karakterizirano je nazivnom sigurnosnom 
strujom Ii; To je vrijednost primarne struje kod koje, uz 
teret jednak nazivnom, umnožak efektivne vrijednosti sekun- 
darne struje 1,, i nazivnog omjera transformacije K,, nije veći 
od 0,91,;: 


K412x £ 0,91: ili Is/lon S 091 ,/] in = 09F,. 


(16) 


Omjer između nazivne sigurnosne struje 1;; i nazivne pri- 
marne struje 1,;, naziva se faktorom sigurnosti: Fi, = Iy/Iim 
Njegove standardne vrijednosti su: F,=5 i F,=10. Na si. 
19 crtkano je ucrtan pravac koji prikazuje 12/1, = 0911/14. 
Apscisom točke u kojoj se siječe nadstrujna karakteristika 
s tim pravcem određen je najmanji faktor sigurnosti koji još 
zadovoljava spomenuti izraz. Za strujni transformator kojemu 
je nadstrujna karakteristika prikazana krivuljom 3, faktor si- 
gurnosti iznosi 4,5 ili više. 

instrumenti su u sekundarnom krugu, kad je kratki spoj 
u mreži, bolje zaštićeni što je faktor sigurnosti manji. Ne 
smije se pri tom zaboraviti da se faktor sigurnosti odnosi 
na transformatore opterećene nazivnim opterećenjem. Ako je 
priključeni teret manji od nazivnoga, potreban je manji indu- 
cirani napon, pa do zasićenja jezgre dolazi kod većih struja 
(krivulja 4 na sl 20). Zbog toga je potrebno, ako priključeni 
instrumenti nemaju dovoljnu impedanciju, priključiti u seriju 
dodatnu impedanciju. 

Strujni transformatori za zaštitu treba da ispravno rade 
baš pri preopterećenju, odnosno kratkom spoju u mreži. Zato 
bi pravac 1 na sl. 20 predstavljao idealnu karakteristiku takva 
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strujnog transformatora. Za ispravan rad određene vrste zaštite 
važno je da se ograniče viši harmonički članovi sekundarne 
struje koje uzrokuje nelinearna krivulja magnetiziranja, osobito 
u blizini zasićenja. Ako je udio viših harmoničkih članova 
velik, nije moguće vektorsko prikazivanje, a ni rastavljanje 
ukupne pogreške na strujnu i faznu. To je razlog da se kod 
strujnih transformatora za zaštitu definira složena pogreška P,,. 

Najveća vrijednost primarne struje, uz koju transformator 
zadovoljava s obzirom na složenu pogrešku, zove se nazivna 
primarna granična struja točnosti, a omjer između nje i na- 
zivne primarne struje granični faktor točnosti. Standardne vri- 
jednosti tog faktora jesu: 5, 10, 15, 20 i 30. Standardne klase 
točnosti strujnih transformatora za zaštitu jesu: 5P i 10P 
(tabl. 5). Podaci o klasi i graničnom faktoru točnosti navode 
se na natpisnoj pločici jedan do drugoga, pa npr. oznaka 
5P20 znači da strujni transformator ima klasu točnosti 5P i 
granični faktor točnosti 20. j 


Tablica 5 
GRANICE POGREŠAKA STRUJNIH TRANSFORMATORA ZA ZAŠTITU 


Granice složene 
pogreške pri 
nazivnoj primarnoj 
graničnoj struji 


Granice fazne 
pogreške pri 
nazivnoj primarnoj 
struji i nazivnom 


Granice strujne 
pogreške pri 
nazivnoj primarnoj 
struji i nazivnom 


Klasa točnosti 


opterećenju opterećenju točnosti 
% min % 
5P +1 + 60 5 
10P +3 nisu ograničene 10 


Termička i dinamička struja strujnih transformatora. Strujni 
transformatori moraju mehanički i termički izdržati struju 
kratkog spoja u mreži, što se postiže dovoljno velikim pre- 
sjekom namota i dobrim učvršćenjem. Najveća struja krat- 
kog spoja koja može proteći kroz strujni transformator ovisi 
O snazi izvora, a ne o snazi trošila kojem transformator 
mjeri struju. Zato se može dogoditi da strujni transformator 
male nazivne struje bude izložen vrlo velikim strujama Kratkog 
spoja. Zbog toga se na natpisnoj pločici transformatora mora 
označiti koje dinamičke i termičke struje transformator još 
podnosi. Kao nazivna kratkotrajna termička struja 1, definira 
se efektivna vrijednost primarne struje koju transformator 
može izdržati u trajanju 1s uz kratko spojen sekundarni 
namot. Pri tom se namot ne smije nedopušteno zagrijati. 
Kao nazivna dinamička struja lay, definira se najveća trenutna 
vrijednost primarne struje koju, uz kratko spojen sekundarni 
namot, transformator može izdržati a da pri tom ne bude 
električki ili mehanički oštećen zbog elektromagnetskih na- 
prezanja. Da bi transformator izdržao određenu termičku struju 
I, potrebno mu je presjek S vodiča primarnog namota dimen- 
zionirati za dopuštenu gustoću struje prema izrazu: 


AK Ta/a. 


Dopuštena je gustoća struje za bakar a = 180A/mm?, a za 
aluminij a = 118 A/mm?. 

Označivanje stezaljki. Primarne stezaljke strujnog transfor- 
matora označuju se prema našem standardu (JUS N.H9.101) 


Primarni 
priključci 


H2k 21 


priključci 1 lik 


Si. 21. Označivanje stezaljki strujnih transformatora prema standardu JUS 

N.H9.101. a strujni transformator sa samo jednim omjerom transformacije, 

b strujni transformator s jednim odvojkom na sekundarnoj strani, c strujni 

transformator prespojiv u omjeru 1:2 na primarnoj strani, d strujni transformator 

s dvije jezgre, e strujni tansformator prespojiv u omjeru 1:2:4 na primarnoj 
strani 
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velikim slovima K i L, a sekundarne stezaljke malim slovima 
kil (sl 21). Svi priključci označeni slovima K i k (ili 
K, Ku Ki i ik, 2k,... itd) moraju u istom trenutku 
imati jednak polaritet. Te oznake nisu u skladu s onima 
Međunarodne elektrotehničke komisije (IEC-publikacija 185, 
I dio, prvo izdanje 1966. godine), koja preporučuje oznake P, 
i P, za primarni, te S, i S, za sekundarni namot. Stupci 
c ie na sl. 21 sadrže označivanje stezaljki za strujne trans- 
formatore prespojive u omjeru 1:2, odnosno 1 :2:4 na primarnoj 
strani. Takvi prespojivi transformatori često se upotrebljavaju 
zbog budućeg proširenja mreže. U početku su oni spojeni za 
manju primarnu nazivnu struju, a poslije se, kad opterećenje 
poraste, prespajaju na veću. Ako je primarni namot dvodijelan 
(stupac c na sl. 21), bit će pri serijskom spoju dijelova na- 
mota (stezaljke Ky i L, spojene) omjer transformacije npr. 
100/5A. Kod paralelnog spoja (stezaljke K, i Ki, te L, i L 
spojene skupa) bit će tad omjer transformacije 200/5A. Kad 
je primarni namot u četiri dijela (stupac e na sl. 21), do- 
bit će se serijskim spajanjem svih dijelova omjer transformacije, 
npr. 100/5A (stezalike L, i Ku, LL i Ki, Li K, spojene 
skupa). Za omjer transformacije 200/5 A potrebno je pri tom 
spojiti stezaljke K, i Ku, pa La, Lo Ke Ka te još LI 
i Ky, a za 400/5A spajaju se međusobno stezaljke K,, K., 
K.i Ku te L,, Le, Li La. Tim prespajanjem na primarnoj 
se strani ne mijenja broj amperzavoja i stoga ne nastaje ni 
promjena snage ni promjena pogreške transformatora. 

Izvedbe strujnih transformatora. Postoji mnogo rješenja teh- 
ničke izvedbe strujnih transformatora, već prema namjeni, pri- 
marnim strujama i pogonskom naponu. Strujni transformatori 
koji se upotrebljavaju za laboratorijska mjerenja redovno imaju 
više strujnih područja, koja se odabiru priključkom na odgo- 
varajuće stezaljke transformatora. Neke izvedbe imaju ugrađenu 
preklopku koja omogućuje promjenu područja pod optere- 
ćenjem. Pri mjerenju većih struja obično se izbjegavaju stezaljke. 
Umjesto njih se jedan od vodiča mjerenog kruga provlači 
kroz otvor na transformatoru. On tada predstavlja primarni 
namot strujnog transformatora. Namatanjem jednog ili više 
zavoja dobiva se strujni transformator za veće ili manje pri- 
marne struje (sl. 22). 


1 
. 


Sl. 22. Laboratorijski strujni transformator s otvorom 
za provlačenje vodiča mjerenog strujnog kruga 


Niskonaponski strujni transformatori za ugrađivanje ne 
razlikuju se izvedbeno bitno od običnih niskonaponskih trans- 
formatora. U starijim izvedbama za više napone izolirao se 
primarni namot prema kućištu i sekundarnom namotu pomoću 
porculanskih izolatora posebnog oblika. Umjesto takvih izvedbi 
danas su sve češće izvedbe u kojima je primarni namot zali- 
ven epoksidnom smolom i tako izoliran prema jezgri i sekun- 
darnom namotu (sl. 23). S obzirom na dodatne funkcije koje 
obavljaju u rasklopnim postrojenjima izvode se strujni transfor- 
matori kao potporni i provodni, a prema izvedbi primarnog 
namota kao štapni, provlačni i namotni. Štapni strujni trans- 
Jformatori imaju primarno samo jedan vodič štapasta oblika 
i upotrebljavaju se gdje god je to moguće zbog praktički neiz- 
mjerno velike dinamičke struje i jednostavne konstrukcije. Za 
male nazivne primarne struje štapni strujni transformator ima 
i malo amperzavoja, pa nije prikladan ako je potrebna veća 
nazivna snaga. Obično se takvi transformatori rade za primarne 
nazivne struje od 100A i više. Provlačni strujni trasformatori 
nemaju vlastiti primarni namot, već samo jezgru i sekundarni 
namot zaliven epoksidnom smolom, a kao primarni namot 
služi sabirnica kojoj je struju potrebno mjeriti. Da bi to bilo 
moguće, napravljen je poseban otvor kroz koji se sabirnica 
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provuče. Namotni strujni transformatori upotrebljavaju se kad je 
zbog male nazivne primarne struje potrebno više zavoja u 
primarnom namotu. Često je njihov primarni namot podijeljen 
na dva ili četiri jednaka dijela, pa se tada mogu prespajati 
u omjeru 1:2 ili 1:2:4 (sl. 21c i e). Izvedbe za više napone, 
pogotovo za one vrlo visoke, redovno su uljne. Jezgra, pri- 
marni i sekundarni namot nalaze se u uljnom kotlu i među- 
sobno su izolirani debelom bandažom papira. Zbog bolje 
raspodjele polja u izolaciji upotrebljavaju se ekvipotencijalne 
metalne bandaže, kao što se to vidi na sl. 24 koja prikazuje 
malouljni strujni transformator za nazivni napon 400 kV. 
Transformator ima dvije jezgre od kojih je svaka namotana 
sa svojim sekundarnim namotom, dok je primarni namot zajed- 
nički. Jedna jezgra sa svojim sekundarnim namotom ima faktor 
sigurnosti F, = 10 i služi za priključak instrumenata, dok druga 
ima velik granični faktor točnosti i služi za priključak zaštite. 


Sl. 23. Epoksidni potporni (namotni) 

strujni transformator za primarnu na- 

zivnu struju 2 x 100A za najviši po- 

gonski napon od 12kV (proizvod 
Rade Končar) 


Sl. 24. Malouljni strujni trans- 
formator za nazivni napon 
400kV (proižvod Rade Kon- 
čar). | primarni namot, 2 pa- 
pirna izolacija primarnog na- 
mota, 3 ekvipotencijalne me- 
talne bandaže, 4 izvodi pri- 
marnog namota, 5 priključne 
stezaljke K i L primarnog 
namota, 6 jezgra za faktor 
4 sigurnosti F, = 10, 7 sekun- 
darni namot za priključak in- 
strumenata, 8 i 9 jezgra i 

» sekundarni namot za priklju- 
čak zaštite, 10 kotao trans- 
formatora, 11 stezaljke sekun- 
darnih namota, 12 porcu- 
lanski izolator, 13 elastična 
membrana, 14 stakleni pro- 
zorčić za kontrolu razine 
transformatorskog ulja, 15 ro- 

16 govi za zaštitu od prenapona, 
16 prsteni na krajevima omota 

15 kojima se poboljšava raspo- 

djela električnog polja 
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U oklopljenim rasklopnim postrojenjima sa sumpor-heksa- 
fluoridom, SF4, obično su strujni transformatori štapne izvedbe 
s više prstenastih jezgri oko kojih su namotani sekundarni 
namoti za mjerenje i zaštitu. Izolacija između primarnog i 
sekundarnog namota je sumpor-heksafluorid, a homogenije 
polje i zaštita sekundarnih namota od preskoka postiže se uz 
njih priljubljenim uzemljenim elektrostatskim oklopom. 

Etalonski strujni transformatori služe za vrlo točna mje- 
renja struja, npr., pri određivanju pogrešaka preciznih mjernih 
transformatora usporednom metodom. Odlikuju se vrlo ma- 
lom strujnom pogreškom od, npr., samo +0,005% i faznom 
pogreškom od +0,5'. Tako male pogreške postižu se upo- 
trebom magnetskih materijala vrlo visokog permeabiliteta i 
odabiranjem većih nazivnih amperzavoja. Redovno se izrađuju 
s mnogo izvoda na primarnom namotu, tako da je moguće 
mjerenje svih standardnih vrijednosti primarnih struja. I na 
sekundarnom namotu postoje odvojci za sve standardne i 
uobičajene vrijednosti sekundarnih struja (sl. 25). Još bolju 
točnost pružaju etalonski strujni transformatori s dvije jezgre, 
primarnim i sekundarnim namotom koji obuhvaćaju obje jez- 
gre, te kompenzacijskim i indikacijskim namotom koji obu- 
hvaćaju samo jednu jezgru. Indikacijski namot spojen je na 
ulaz osjetljivog elektroničkog pojačala, a kompenzacijski na 
njegov izlaz, tako da zbog negativne povratne veze praktički 
nema magnetskog toka u pripadnoj jezgri. Time je postignuto 
da je struja magnetiziranja te jezgre ravna nuli, odnosno 
da su primarni amperzavoji jednaki zbroju amperzavoja sekun- 
darnog i kompenzacijskog namota. Zbog toga se pri para- 
lelnom spajanju sekundarnog i kompenzacijskog namota, izve- 
denih s jednakim brojem zavoja, na njihovu izlazu dobiva 
struja iznosa I, N,/N2. Kod dobrih izvedbi odstupanja od toga 
izraza su sasvim malena. 


3 Za ha đe 
tia SEPA a M uo 


SI. 25. Etalonski strujni transformator za primarne nazivne 
struje 1::2000 A (proizvod Rade Končar) 


Elektroničko pojačalo upotrebljava se i kod strujnih trans- 
formatora na ulazu različitih preciznih elektroničkih mjernih 
uređaja, kao što su elektronička brojila, vatmetri, ampermetri, 
fazomjeri i drugi. Tu su redovno potrebne male snage, pa 
je dovoljan strujni transformator samo s jednom jezgrom, pri- 
marnim, sekundarnim i indikacijskim namotom koji je spojen 
na ulaz osjetljivog elektroničkog pojačala, a na njegov izlaz 
spojen je sekundarni namot u seriju s trošilom. Zbog toga je 
magnetski tok u jezgri gotovo ravan nuli, pa su pogreške 
transformatora malene. Ovdje nema prijenosa energije s pri- 
marne na sekundarnu stranu, već se snaga potrebna trošilu 
dobiva iz pojačala. 

Primjena mjernih transformatora nije ograničena samo na 
područje industrijskih frekvencija. Oni se upotrebljavaju i u 
visokofrekvencijskim postrojenjima za kaljenje i taljenje, a i 
u dojavnoj tehnici (tehnici veze). Kada se strujni transformatori 
upotrebljavaju na području viših frekvencija, treba paziti na 
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vrtložne struje u limovima jezgre, koje uzrokuju potiskavanje 
magnetskog toka. Zbog toga se na području visokih frekven- 
cija ne mogu jalovi i djelatni gubici u jezgri nadomjestiti 
gubicima u nekom određenom induktivitetu Lo i njemu para- 
lelno spojenom otporu Ry, kao u nadomjesnoj shemi transfor- 
matora (sl. 1). Vektorski dijagram impedancije paralelne kombi- 
nacije Ro i L kružnog je oblika i podudara se s dijagramom 
impedancije svitka sa željeznom jezgrom samo do neke odre- 
đene frekvencije, tzv. granične frekvencije f,. Nakon te frek- 
vencije raste impedancija svitka sa željeznom jezgrom, tako da 
je pri tom realna komponenta uvijek jednaka imaginarnoj 
(sl. 26). Granična frekvencija normalnih željeznih limova obrnuto 
je razmjerna s kvadratom debljine lima i iznosi kod limova 
za ovu svrhu 1---20 kHz. Na višim frekvencijama sve su važniji 
kapaciteti između namota te kapaciteti između slojeva i zavoja. 


SI. 26. Vektorski dijagram impedancije 
svitka sa željeznom jezgrom u ovis- 
nosti o frekvenciji 


Ako se o svemu tome vodi računa, mogu se izvesti strujni 
transformatori koji zadovoljavaju sve do frekvencija od neko- 
liko megaherca. 

Strujni transformatori za istosmjernu struju. Za mjerenje 
velikih istosmjernih struja upotrebljavaju se transformatori koji 
mnogo podsjećaju na strujne transformatore za izmjeničnu 
struju. , , 

Uobičajeni način mjerenja istosmjerne struje pomoću instru- 
menata sa.zakretnim svitkom i paralelnog otpornika (šanta) 
nije pogodan za mjerenje vrlo velikih istosmjernih struja, jer 
tada nastaju veliki gubici u šantu (shuntu). Tako, npr., pri 
mjerenju struje od 10000A i uobičajenog napona na šantu 
od 60mV, nastaju gubici od 600 W koji uzrokuju poteškoće 
pri konstrukciji šanta. Zbog toga se jake struje obično mjere 
drugim metodama, od kojih se neke zasnivaju na principu 
magnetskih transduktora. Vod kojim teče mjerena istosmjerna 
struja (sl. 27a) prolazi kroz dvije jezgre od dobrog magnetskog 
materijala s praktički pravokutnom krivuljom magnetiziranja. 
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SI. 27. Strujni transformator istosmjerne struje. a shematski prikaz, b primarna 
struja I ,, izmjenična sekundarna struja 12 _ i istosmjerna sekundarna struja 12 


Oko tih jezgri namotan je sekundarni namot koji je spojen 
u seriju s ampermetrom i priključen na izmjenični napon 
konstantne vrijednosti. Namoti prve i druge jezgre spojeni su 
u seriju, pazeći pri tom da eventualne nagle promjene isto- 
smjerne struje induciraju u sekundarnim namotima napone 
koji se međusobno poništavaju. Zbog toga će se tokom jedne 
poluperiode u jednoj jezgri podudarati smjerovi istosmjernog 
i izmjeničnog toka, dok će u drugoj jezgri njihovi smjerovi 
biti suprotni. 

U jezgri gdje se izmjenični tok podudara s istosmjernim 
ne može doći do povećanja njezine indukcije jer je jezgra veoma 
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zasićena istosmjernim tokom. Za vrijeme te poluperiode bit će, 
dakle, izmjenični tok u toj jezgri jednak nuli. U drugoj 
jezgri može se stvoriti pripadni izmjenični tok, ali samo onda 
ako kroz sekundarni namot poteče takva struja da jezgra 
više ne bude zasićena. To je moguće samo onda ako sekun- 
darni amperzavoji budu gotovo jednaki primarnim, tj. ako se 
budu razlikovali samo toliko koliko je potrebno za održavanje 
određenog toka u jezgri. Uz upotrebu dobrih magnetskih 
materijala ta razlika je malena, pa vrijedi: 1,N, =12N,. Kako 
je redovno N, =1, jer kroz jezgre prolazi samo jedan pri- 
marni vodič slijedi: I, = 1,N,. Ovdje su, dakle, kao i kod 
strujnih transformatora za izmjenične struje, primarni amper- 
zavoji jednaki sekundarnima, ako se u jednom i drugom 
slučaju zanemari struja magnetiziranja. 

Zbog gotovo pravokutne karakteristike upotrijebljenog ma- 
gnetskog materijala dobiva se gotovo pravokutan oblik sekun- 
darne struje I, (sl 276), koju je najprikladnije mjeriti instru- 
metnom sa zakretnim svitkom i ispravljačima u Graetzovu spoju. 
Granice pogrešaka koje se postižu takvim mjerenjem iznose 
0,21%. Visina izmjeničnog napona ne utječe primjetno, pa 
nisu potrebni posebni stabilizatori izmjeničnog napona. 

Ta metoda se primjenjuje za mjerenje istosmjernih struja 
jakosti nekoliko stotina ampera do nekoliko stotina tisuća 
ampera. Sekundarno opterećenje može iznositi i do 100W. 

Ispitivanje mjernih transformatora. Prijenosne i fazne po- 
greške mjernih transformatora mjere se najčešće pomoću eta- 
lonskih mjernih transformatora jednakog ili podjednakog omjera 
prijenosa i prikladnih diferencijalnih ili kompenzacijskih me- 
toda. Upotrebljavaju se i mjerni uređaji koji omogućuju izravno 
očitanje njihovih pogrešaka ili, pri većim serijama, automati- 
zirani uređaji koji crtaju ili tiskaju mjerne rezultate i sami 
ugađaju potrebne vrijednosti ispitnog kruga prema zadanom 
programu. Njihova izolacijska svojstva provjeravaju se ispiti- 
vanjem stranim naponom industrijske frekvencije, ispitivanjem 
induciranim naponom i ispitivanjem udarnim naponom, slično 
kao i kod transformatora snage (v. Transformatori). Provode se 
i različita druga ispitivanja koja pomažu da se ocijene dielek- 
trična svojstva izolacije i njezin vijek trajanja. Među takvima 
je i mjerenje parcijalnih izbijanja u izolaciji. 

LIT.: J. Goldstein, Die Messwandler. Verlag Birkh4user, Basel 1952. — 
R. Bauer, Die Messwandler. Springer Verlag, Berlin 1953. — J. Kopeček, 
M. Dvočak, Pristrojove transformatory. Academia, Praha 1966. — A. Wright, 
Current transformers, their transient and steady-state performance. Chapman 


and Hall, London 1968. — W. Brendler, Messwandler. VEB Verlag Technik, 
Berlin 1976. — V. Bego, Mjerni transformatori. Školska knjiga, Zagreb 1977. 


V. Bego 


MLJEVENJE, tehnološki proces sitnjenja čvrstih ma- 
terijala. Kao operacija povećavanja površine obrađivanog mate- 
rijala mljevenje obično slijedi nakon drobljenja (v. Drobljenje, 
TE 3, str. 395) sa svrhom da se poboljša ili promijeni neko od 
fizikalnih svojstava materijala (npr. cementa), da se oslobode 
mineralne komponente u sraslim zrnima (npr. u oplemenji- 
vanju mineralnih sirovina), ili da se promijene kemijska svoj- 
stva (npr. mehaničko-kemijsko aktiviranje u procesu izluži- 
vanja). Mljevenjem se dobiva proizvod u  granulacijskom 
rasponu od 0,005-::25 mm, pa se prema dobivenom granulatu 
razlikuje koloidno, fino, srednje i grubo mljevenje. Energija 
potrebna za mljevenje ovisi o postignutoj finoći samljevenog 
materijala (sl. 1). 

Teorija mljevenja. Svako mehaničko opterećenje prouzrokuje 
u čvrstoj tvari deformaciju i unutrašnja naprezanja, već prema 
svojstvima materijala. Mnoga su ta svojstva uvjetovana kris- 
talnom strukturom tvari i njenim defektima (točkastim, line- 
arnim, dislokacijskim). Prema fizikalnoj teoriji sitnjenja (A. A. 
Griffith, 1920) drobljenje minerala odvija se u dvije faze: 
nastanak pukotine i njeno širenje. Polazeći od strukture 
idealne kristalne rešetke može se izračunati potrebno napre- 
zanje kidanja prema relaciji 


E 
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gdje je E modul elastičnosti. U prirodnim materijalima nema 
idealne čvrstoće kidanja zbog spomenutih strukturnih defe- 
kata, tako da je stvarna čvrstoća za 107.--10* puta manja 
od idealne. Proces sitnjenja počinje na tim oslabljenim mjestima 
ako je nastala mikropukotina nestabilna. 

To se postiže, prema Griffithu, kad je oslobođena energija 
elastične deformacije W, jednaka ili veća od energije W, na 
graničnim površinama novostvorene pukotine koja ima duljinu 
lina koju djeluje naprezanje g. Te su energije 

no?1? 
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gdje je y specifična energija graničnih površina. Kriterij za 
nestabilno širenje pukotine, odnosno za sitnjenje, određen 
je izrazom 


SP (3) 


iz kojeg se dobiva najmanje naprezanje potrebno za širenje 
pukotine koje iznosi 


E (4) 
odnosno kritična duljina (Griffithova duljina) nestabilne pu- 
kotine 
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Kritična duljina pukotine za krte materijale iznosi 1--+10 um. 
Pukotina se tokom mljevenja širi kroz materijal jer su na 
njenu vrhu koncentrirana naprezanja. Tako se postiže velika 
brzina širenja pukotine uz relativno visoke lokalne temperature. 
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SI. 1. Utrošak energije pri mljevenju različitih materijala 


Pri deformaciji materijala djeluje energija vanjskog napre- 
zanja, energija unutrašnjeg naprezanja i energija termičkih 
naprezanja. Te energije utrošit će se na slobodnu energiju 
graničnih površina, na energiju plastičnih deformacija, te na 
električnu, toplinsku i kemijsku energiju. Za mljevenje je korisna 
.samo energija graničnih površina, pa zbog toga procesi sitnjenja 
spadaju među energetske procese s veoma niskim stupnjem 
iskorištenja (1%). 

Za objašnjenje razlike između fizikalnog i tehničkog rada 
sitnjenja predloženo je mnogo hipoteza, od kojih su najpo- 
znatije Rittingerova, Kickova i Bondova. P. Rittinger (1867) 
pretpostavlja da je.rad (kWh/t) potreban za sitnjenje jedinice 
mase materijala proporcionalan novostvorenoj površini prema 
izrazu 


A= <BR - pK), (6) 
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gdje je € empirijska konstanta (kWh/tm?), F, specifična povr- 
šina čestica materijala poslije, a KR specifična površina prije 
sitnjenja. F. Kick (1885) pretpostavio je konformnost procesa 
sitnjenja i definirao je osnovni rad A, potreban za sitnjenje 
kocke s duljinom brida de, na kocke s duljinom brida dg/10. Ako 
mljevenjem nastaju kocke s bridom d, = d,/10", potrebni rad 
(kWh/t) za mljevenje iznosi 


A=nA, (7) 
gdje je n određen izrazom 
do 
= lg— 8 
n=1g ik (8) 
pa je potrebni rad 
A= Alač. (9) 
d, 


F. C. Bond (1952) polazi od strukturnih defekata, pa smatra 
da je rad sitnjenja obrnuto proporcionalan duljini pukotine 
koja je definirana izrazom 1/Va, gdje je d promjer zrna. Rad 
za sitnjenje (kWh/t) izračunava se iz izraza 
ml ak 
Va Va 
gdje je W,; rad potreban za sitnjenje materijala koji ima 
80% zrna s promjerom manjim od 100 um, a 4, i d, klase 
zrna poslije i prije mljevenja, od kojih 80% prolazi kroz 
otvore sita s dimenzijama otvora koje odgovaraju promjerima 
d, i do. Za određivanje rada W, razvijene su eksperimentalne 
metode, jer njegovo poznavanje omogućuje dimenzioniranje 
mlina, određivanje snage motora, veličine tijela za mljevenje, 
te habanje kućišta i obloge mlina. 


* Sve tri hipoteze mogu se, prema D. R. Walkeru (1954), 
izraziti relacijom 


A (10) 


ih 
"dd 
Jad 


do 


A=—-C (11) 


gdje je C konstanta, a eksponent n ima vrijednost 2 za 
Rittingerovu, vrijednost 1 za Kickovu, a 3/2 za Bondovu hipo- 
tezu. Iz relacije (11) slijedi da je rad potreban za sitnjenje 
obrnuto proporcionalan veličini zrna. Tako se za primarno 
drobljenje (od —1000mm na 25mm) troši 3.+-4kWhft, 
5.6 kWh/t za granuliranje (od 25mm na _-—5mm), a 
100:.-:1000kWh/t za koloidno mljevenje (od —0,1 mm na 
— (0,001 mm). . 

Rezultati sitnjenja ocjenjuju se različito. Specifični rad sit- 
njenja na jedinicu mase određen je relacijom 


(12) 


gdje je m masa mljevenog materijala, dok je specifični rad 
na jedinicu površine određen izrazom 


Aja (13) 


gdje je AF povećanje površine čestica pri sitnjenju. 

Pomoću izraza (13) može se odrediti energetski stupanj 
sitnjenja koji iznosi 

YAF 

=-—— 14 

rig (14) 


dok se stupanj sitnjenja određuje pomoću izraza 
-2 (15) 


gdje su do i dy maksimalne dimenzije zrna prije i poslije 
sitnjenja. 
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Udio frakcije 


Vrijeme 


SI. 2. Formiranje pojedinih granula- 
cija u mlinu u funkciji vremena 
mljevenja 


Sitan 


Pritisak 


SI. 3. Deformacijski mehanizmi sitnjenja 


Za definiranje sitnjenja najviše se upotrebljava promjena 
granulometrijskog sastava, i to kao funkcija vremena i položaja 
u uređaju za mljevenje. Promatrajući zrna različite veličine 
u uređaju za sitnjenje, može se utvrditi da se udio zrna 
krupnih dimenzija (krivulja A na sl. 2) prema vremenu zadr- 
žavanja u zoni deformacije stalno smanjuje, da se udio zrna 


A 


> 
: pk e , 
: kz A : A 


nj 
Vi 
/ 
duba 
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srednjih dimenzija (krivulja B) najprije povećava, zbog mlje- 
venja krupnih zrna, da bi se zatim smanjivao i da se udio 
zrna sitnih dimenzija (krivulja C) stalno povećava. 

Zbog lakšeg razumijevanja složenosti sitnjenja, ono može 
biti definirano dvjema funkcijama: funkcijom odabiranja S(x), 
koja predstavlja dio mase zrna veličine x do x + dx, što je 
u jedinici vremena podvrgnut sitnjenju, i funkcijom drobljenja 
B(y, x), koja predstavlja dio mase zrna veličine y nastalog 
sitnjenjem iz mase veličine x do x + dx u jedinici vremena. 
Diskontinuirani proces sitnjenja može se prikazati relacijom 


: | Deth S(x)- B(y, x)dxdt, (16) 
x 


O0x=y 


D(y, 1) = D(y, 0) + 


u kojoj je Đ(y,t) masa zrna veličine manje od y u trenutku 
t, D(y,0) masa zrna veličine manje od y u ulaznom mate- 
rijalu (t=0), a integral je masa Zrna veličine manje od y 
nastale sitnjenjem zrna veličine x > y u vremenu od 0 do t. 
Da bi se izračunao D(y,f), moraju se poznavati S(x) i B(y,x), 
koje se određuju eksperimentalno praćenjem procesa sitnjenja i 
određivanjem formiranja frakcija. 

Pritisak i udar (sl. 3) dva su glavna mehanizma defor- 
macija u većini uređaja za drobljenje. Pritiskom se dobiva 
ravnomjerno zdrobljen materijal s krupnijim česticama, a uda- 
rom se dobiva dio veoma sitnih zrna, dok je ostatak rela- 
tivno krupnozrnat. Osim tih dvaju mehanizama, pojavljuje se 
i deformacija kao rezultat smicanja u fluidu, što se primjenjuje 
u mlinovima sa zračnim mlazom. 

Uredaji za mljevenje mogu se svrstati, kako je već spo- 
menuto, prema postignutoj finoći proizvoda, ali granične veli- 
čine zrna nisu točno definirane. Zato je bolje uređaje za 
mljevenje svrstati prema karakteristikama uređaja. Najviše su 
rasprostranjeni bubnjasti ili cijevni mlinovi namijenjeni mlje- 
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SI. 4. Bubnjasti mlinovi u flotaciji rude bakra u Majdanpeku 
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Nordberg 


Hardinge 
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7) SI. 6. Načini pražnjenja bub- 
ž njastih mlinova 


venju praktično.svih mineralnih sirovina te ostalih proizvoda. 
U cementnoj se industriji pored cijevnih mlinova upotrebljavaju 
i mlinovi posebnih konstrukcija, mlinovi Loesche i Pfeiffer, 
dok se za mljevenje ugljena, npr. u termoelektranama, upo- 
trebljavaju najčešće mlinovi čekićari i dezintegratori. U kemij- 
skoj industriji, u proizvodnji boja i u preradbi prehrambenih 
proizvoda nalaze svoju primjenu jet-mlinovi, koloidni mlinovi, 
perl-mlinovi te mlinovi za plastične i temperaturno osjetljive 
tvari. To su samo glavni tipovi mlinova, dok se danas proiz- 
vodi oko 100 različitih konstrukcija mlinova. 

Bubnjasti mlinovi najviše se upotrebljavaju za  sitnjenje 
mineralnih sirovina. Sastoje se od horizontalnog cilindričnog 
(sl. 4) ili cilindrično-konusnog bubnja, pri čemu je bubanj 
ujedno i prostor za sitnjenje. U bubnju se nalaze tijela za 
mljevenje, pa prema vrsti tih tijela mogu biti mlinovi s ku- 
glama, mlinovi sa šipkama i tzv. autogeni mlinovi s krupnijim 
komadima materijala koji sam sebe melje. Omjer između 
duljine bubnja L i promjera D iznosi od 0,7:l do 2:1 za 
mlinove s kuglama, dok je u mlinova sa šipkama taj omjer 
1,3:1 pa do 3:1. U industriji cementa upotrebljavaju se cijevni 
mlinovi s omjerom L:D =4(8):1. U posljednje se vrijeme 
sve više uvode i mlinovi s velikim promjerom (i do 15m) 
i relativno kratkim bubnjem. Takvi (autogeni) mlinovi (sl. 5) 
ujedinjuju drobljenje i mljevenje u jednom uređaju, jer 
se kao tijelo za mljevenje upotrebljavaju komadi sirovine do 
veličine od 300mm. Svi bubnjasti mlinovi mogu raditi suho 
ili mokro, a prema načinu pražnjenja (sl. 6) razlikuju se 
mlinovi sa središnjim i perifernim pražnjenjem te pražnjenjem 
kroz rešetku-dijafragmu. 

Rad bubnjastih mlinova zasniva se na kretanju tijela za 
mljevenje, kugli ili šipki zajedno s kućištem mlina (sl. 7). Pri 
tom se razlikuju četiri oblika kretanja: kotrljanje gornjeg sloja 
kugala po kuglama koje se kreću naviše (cascading, kaskadno 
kretanje), slobodno padanje kugli (cataracting, kataraktično 
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kretanje), centrifugiranje punjenja (tijela za mljevenje i materijal 
koji se melje) i oscilacija punjenja oko težišta sustava u po- 
kretu. Svako od tih kretanja ima svoj utjecaj na mljevenje, 
a zavisi od brzine vrtnje bubnja. Brzina vrtnje pri kojoj na- 
staje centrifugiranje punjenja naziva se kritičnom brzinom vrtnje 
n, Tada nema korisnog rada jer je cijela šarža prilijepljena 
za unutrašnju oblogu bubnja. Kritična brzina vrtnje određuje 
se iz uvjeta za ravnotežu sila u mlinu (sl. 8). Uvjet ravnoteže 
određen je relacijom 


mo—>—=mg, (17) 


gdje je o, kritična kutna brzina, D promjer bubnja, a d promjer 
tijela za mljevenje (kugle ili šipke). Iz- relacije (17) dobiva 
se kritična kutna brzina 


0 = ERA (18) 


Taj se izraz može napisati i u obliku 


1 
2g2(. 1d. 3/d\ 
0, (2) I+55te (5) +-/| (19) 


Izraz u uglatim zagradama može se zanemariti ako je omjer 
d/D manji od 1/20, što je obično zadovoljeno. Tada se kritična 
brzina vrtnje (min!) dobiva iz izraza 


np = 423/VD, (20) 


jer je o&=Tn/30. Brzina vrtnje bubnjastog mlina obično 
iznosi (0,6-::0,8)n,. Maksimalna visina slobodnog padanja kugli, 
a time i maksimalna energija sitnjenja, postiže se kad brzina 
vrtnje bubnja iznosi 75% kritične brzine vrtnje. 

Način kretanja tijela za mljevenje uglavnom zavisi od oblo- 
ge mlina, tj. od materijala i oblika ploča kojima je oblo- 


3 4 


SI. 7. Kretanje tijela za mljevenje u mlinu prema brzini vrtnje. / kotrljanje 
(cascading), 2 slobodno padanje (cataracting), 3 centrifugiranje (kritična brzina 
vrtnje), 4 njihanje (brzina vrtnje veća od kritične) 


SI. 8. Sile koje djeluju na tijelo za 
mljevenje pri kritičnoj brzini vrtnje 


SI. 9. Tipovi unutrašnjih obloga za bubnjaste mlinove. / čelična obloga, 
2 gumena obloga 
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žena unutrašnjost mlina. Upotrebljavaju se martenzitni čelici 
(Cr-Ni-Mn-Mo-V), posebni Ni-Hard tvrdi čelik, ali i gumene 
obloge koje sve više zamjenjuju čelik zbog lakše zamjene i ma- 
nje abrazivnosti. Obloge najčešće nisu glatke (sl. 9) da bi se 
spriječilo klizanje punjenja u mlinu. Tijela za mljevenje habaju 
se u procesu mljevenja, pa je potrebno dodavanje novih kugli. 
Dosada su se dodavale kugle promjera 80--:100mm, dok se u 
posljednje vrijeme sve više prelazi na kugle manjeg promjera 
(40-+60mm). Time se dobiva veća površina tijela za mljevenje 
i bolji efekt mljevenja. Ukupno punjenje iznosi oko 50% 
obujma bubnja, od toga 35-::45% otpada na tijela za mlje- 
venje. Ako je o prosječna gustoća kugala, potrebna je masa 
kugala (kg) u mlinu 


My =00rD?L, (21) 


gdje je o stupanj punjenja mlina Kuglama, a D i L su 
promjer i duljina mlina. Ulazna veličina zrna ne treba da 
bude veća od 10mm za mlinove s kuglama, odnosno veća 
od 25mm za mlinove sa šipkama. 

Kapacitet bubnjastih mlinova određuje se različitim meto- 
dama. Za orijentacijsko određivanje kapaciteta mlinova s kugla- 
ma (t/h) obično se uzima izraz 


Q re L085:1 x D526 (22) 


Iz izraza (22) vidi se da kapacitet mlina najviše zavisi od 
promjera mlina, a od toga zavisi i kinetička energija tijela 
za mljevenje. Zato se u posljednjim godinama zapaža ten- 
dencija da se grade mlinovi velikih promjera, i do 6,5m. 

U mlinovima sa šipkama kugle su zamijenjenje čeličnim 
šipkama koje su za 20-:30mm kraće od unutrašnje duljine 
bubnja. Bubanj ima iznutra šipke koje zauzimaju samo 20---25% 
njegova volumena, pa je zbog toga i brzina vrtnje nešto ma- 
nja nego u mlinova s kuglama. Ona iznosi 0,5--:0,75 od kritične 
brzine vrtnje. 

Za uspješno mljevenje na potrebnu finoću potrebno je do- 
voditi dovoljno energije da bi se punjenje moglo okretati 
zajedno s bubnjem. Kako se težište punjenja u mirovanju ne 
poklapa s osi bubnja (sl. 10), pojavljuje se zakretni moment 


Li 
G=My 


SI. 10. Težište punjenja 
mlina u mirovanju 


što ga mora svladati pogonski motor. Izjednačenjem tih djelo- 
vanja dobiva se empirijska jednadžba E. C. Blanca i H. Eckardta 
za potrebnu pogonsku snagu (kW) 


N=<MD, (23) 


gdje je c empirijska konstanta koja ovisi o stupnju punjenja 
i vrsti tijela za mljevenje, My masa punjenja mlina (t), a D 
promjer bubnja mlina (m). H. E. Rose istraživao je rad mlinova 
s kuglama, pa je dimenzijskom analizom dobio izraz 
o\(1\ZL 
-1l1+042)(0) 2 
% bG D 


Do, \ J(0), (24) 


gdje je A energija potrebna za mljevenje, D i L su promjer 
i duljina bubnja, n je brzina vrtnje, A konstanta koja ovisi 
O vrsti obloge (A =3,66_za glatku, a 2=3,13 za rebrastu 
oblogu), 0 i 0x su gustoća materijala i gustoća kugli, p je omjer 
između brzine vrtnje mlina i kritične brzine vrtnje, a f (o) funkcija 
kojoj vrijednost ovisi o punjenju mlina tijelima za mljevenje. 


TE VIII, 40 
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Za mlinove sa šipkama potrebna snaga (kW) izračunava se 
iz izraza 


N =48LD?*(0,165210** + 0,0737). (25) 

Otvoreni i zatvoreni sustavi mljevenja (sl. 11). Protočni 
mlinovi daju granulometrijski sastav usitnjenog materijala koji 
varira s vremena na vrijeme. Većinom je granulometrijski 
sastav veoma važna karakteristika, pa se zbog toga traži 
ujednačena finoća samljevenog proizvoda. Da bi se to osiguralo, 


Produkt 


Produkt 


SL 11. Otvoreni (a) i zatvoreni (b) 
krug mljevenja: / normalni, 2 obrnuti 


s mlinom se spajaju klasifikatori (mehanički klasifikator, hidro- 
ciklon ili sl.) (v. Klasiranje TE 7, str. 130), koji iz samljevenog 
proizvoda izdvajaju traženi granulat, a prekrupne čestice kao 
povratni materijal vraćaju na sitnjenje, tj. u mlin. To je za- 
tvoreni sustav mljevenja s kružnom šaržom koja veoma utječe 
na kapacitet mlina i na kvalitetu proizvoda. Efikasnost rada 
E(%) klasifikatora određuje se prema jednadžbi: 


_C(A—B) 


ss - 100, 
AC—B) 


(26) 


gdje je A udio gotovog proizvoda u ulaznom materijalu, B 
udio gotovog proizvoda u povratnom materijalu, a C udio 
gotovog proizvoda u samljevenom proizvodu. Kružna šarža 
određuje se pomoću istih podataka prema izrazu 


Nor 


Ka“ 
A-B' 


(27) 


pa količina povratnog materijala G (t/h) iz klasifikatora iznosi 
G=LD, (28) 


gdje je D količina gotovog proizvoda (t/h), dok količina mate- 
rijala koja ulazi u klasifikator iznosi 


FE(ćkijD. (29) 


Poznavanjem granulometrijskog sastava svih triju proizvoda 
(A, Bi C) i samo jedne od količina mogu se, dakle, odrediti 
sve ostale vrijednosti. To je za kontrolu procesa veoma važno, 


Autogeni mlin 


SI. 12. Shema postrojenja s autogenim mlinom 
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osobito, npr., u proizvodnji cementa gdje je finoća proizvoda 
njegova glavna kvalitetna karakteristika. 

Autogeni i poluautogeni mlinovi (sl 12). Zamjenom kugli 
odlomcima materijala koji se melje dobivaju se autogeni mli- 
novi. Time se izbjegavaju troškovi za tijela za mljevenje i 
smanjuje se onečišćenje materijala (važno npr. pri mljevenju 
kremenog pijeska za staklarsku industriju). U posljednje vrijeme 
primjenjuju se mlinovi velikih promjera (i do 15m), s duljinom 
do 3m, s pogonskim motorima snage do 5000kW. U njima 
su tijela za mljevenje komadi materijala do veličine od 300 mm. 
Punjenje iznosi 20---35% obujma mlina, a u ulaznom materijalu 
treba da bude najmanje 50% krupnih zrna. Tu se u jednom 
uređaju sjedinjuju drobljenje i mljevenje, čime se smanjuje 
broj potrebnih strojeva i olakšava automatizacija. Ponekad 
se u mlin dodaje i 5-::10% kugala (poluautogeno mljevenje). 

Njihajni mlinovi (sl. 13) danas se najviše upotrebljavaju 
u anorganskoj kemijskoj industriji za mljevenje keramičkih 
materijala, abraziva, specijalnih cemenata, boja i pigmenata. 


SI. 13. Shema njihajnog mlina 


U kombinaciji s dubokim hlađenjem u tekućem dušiku takvi 
se mlinovi naveliko uvode za mljevenje temperaturno osjetljivih 
materijala kao što su začini i termoplastični materijali (krio- 
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SL 14. Njihajni mlin sa četiri radna cilindra 
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genski postupak). Njihajni su mlinovi zatvorene cilindrične ili 
koritaste posude duljine i do 45m i promjera do 0,7m, 
elastično zavješene za čelične opruge, s tijelima za mljevenje 
u obliku malih čeličnih kugala, čeličnih palica malog promjera 
ili cylpebsa (ravno odsječenih odlomaka čeličnih šipki) koja 
ispunjavaju i više od 80% obujma mlina. Posuda oscilira u 
kružnim ili eliptičnim putanjama u okomitoj ravnini, ali se pri 
tom sama ne okreće (sl. 14). Broj rotacijskih oscilacija iznosi 
1000-::3000 min -! s amplitudama od 3--+12 mm. Danas se naj- 
više upotrebljavaju njihajni mlinovi sa dva do četiri međusobno 
paralelno postavljena horizontalna bubnja, odnosno cilindra. 

Prema nekim istraživanjima (D. Bachmann, 1940) njihajni 
mlinovi rade najbolje kada se postigne statička rezonancija, tj. 
kad kugle nakon završetka rotacijskog njihaja udare na isto 
mjesto odakle su se odlijepile, odnosno kad je vrijeme njihaja 
mlina jednako vremenu leta kugle. Donekle se takva rezonancija 
može postići podešavanjem frekvencije njihanja. 

Njihajni mlinovi ne troše mnogo energije, ali im je i kapa- 
citet malen. Potrebna snaga može se odrediti formulom 


N =0,6M 4202, (30) 


gdje je M punjenje mlina, A amplituda njihaja, w kutna 
brzina. S kuglama promjera do 10 mm može se postići finoća 
mliva < 10um i kapacitet do 40t/h. 

Mlinovi s kotrljajućim elementima bili su poznati već u 
antičko doba, ali su se zadržali i do naših dana, osobito 
u industriji cementa, te kao mlinovi za mljevenje ugljena 
za ložišta s ugljenim prahom. U principu se razlikuju mlinovi 
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Sl. 16. Shema prstenastog mlina s 
kuglama 


SI. 15. Centrifugalni 
Pfeiffer 


mlin tipa 


s centrifugalno pokretanim valjcima (žrvnjevi, sl. 15) i mlinovi s 
valjcima ili kuglama pod dodatnim pritiskom (sl. 16). Valjci ili 
kugle kotrljaju se po nekoj podlozi na kojoj se nalazi mate- 
rijal za mljevenje. Uglavnom ti mlinovi rade sa zračnim 
klasiranjem u zatvorenom krugu. Kad se u mlin dovodi vrući 
zrak, u njemu se još i dodatno suši materijal. Kapacitet iznosi 
i do 400t/h pri obodnim brzinama tijela za mljevenje od 
2.3 m/s; u centrifugalnim mlinovima obodne brzine iznose 
7,5:::1,7 mjs. 

Koloidni mlinovi i mlinovi na zračni mlaz (jet-mlinovi, 
sl. 17) uređaji su za sitnjenje na tehnički najmanje moguće 
dimenzije čestica. U njima se iskorišćuje kinetička energija 
međusobnih sudara zrna što ih nosi zračna struja ili vodena 
para. Velika je prednost tih mlinova što se deformacija zrna 
postiže relativno velikim energetskim istorištenjem pri transfor- 
maciji jednog oblika energije u drugi, a nedostatak im je 
relativno veliko habanje dijelova, pa se zbog toga ne pri- 
mjenjuju za materijale s tvrdoćom većom od 7 (prema Mohsu). 


MLJEVENJE — MOLEKULA 


Kinetička energija koja se transformira u druge oblike energije , 


u sudaru čestica s oblogom i pločom ili u međusobnom 
sudaru čestica funkcija je mase čestice m, njena promjera 
da i relativne brzine v,, pa iznosi 

(31) 


zu i 4 3.2 
EknZ2Mot; =>kjodve, 


gdje faktor k, zavisi od oblika čestice (k, = n/6 za kuglicu, 
k, = 1 za kockicu). Čestice se ubrzavaju ili sudarom s pločom 
koloidnog mlina koja rotira ili djelovanjem zraka odnosno 
vodene pare koji struje iz mlaznica u prostor za mljeve- 
nje brzinom do 600 m/s. 


Produkt 
— 


Mljevna komora 
Zrak 


SI. 17. Mikronizer tipa Wheeler Sl. 18. Shema pješčanog ili 
perl-mlina 

Mlinovi te vrste najviše se upotrebljavaju u anorganskoj 
kemijskoj tehnologiji. Najpoznatiji su od jet-mlinova spiralni 
mikronizeri, s tlakom zračnog mlaza od (5-15): 10'>Pa i 
kapacitetom od nekoliko t/h. Perl-mlinovi (sl. 18) mokri su 
koloidni mlinovi koji se najviše upotrebljavaju u proizvodnji 
boja i pigmenata. Princip je rada u međusobnom trenju tijela 
za mljevenje (perle od kremenog pijeska ili čelične kuglice) 
i zrna materijala koji se u obliku pulpe dodaju na dnu mlina. 
Šarža se intenzivno miješa rotacijskim diskovima pričvršćenim 
za okomitu osovinu. Za optimalno se mljevenje traži da kuglice 
za mljevenje imaju 7...8 puta veći promjer od promjera ulaznih 
zrna. Promjer kuglica (perli) najčešće nije veći od 1 mm. 

Rezni mlinovi (sl. 19) namijenjeni su za rezanje elastičnih 
materijala ili različitih sekundarnih sirovina, npr. metalnih folija 
ili kabela. Kinetika rezanja zavisi od relativnog kretanja noža 
i materijala, pri čemu nož opisuje cikloidu. Veoma je važan 
kut nagiba noža, njegova oštrina te obodna brzina. 


SI. 19. Shema reznih mlinova za elastične materijale 
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Optimiranje mljevenja. Mljevenje treba tako projektirati 
i voditi da se postigne maksimalna korist koja je određena 
razlikom između vrijednosti proizvoda mljevenja i troškova 
za mljevenje. Vrijednost samljevenog proizvoda V ovisi o glav- 
nom disperznom svojstvu x (finoća mliva, površina čestica), 
o kojemu ovise i proizvodni troškovi S (troškovi kapitala, 
troškovi za energiju, za rezervne dijelove i održavanje postro- 
jenja, osobni dohoci radnika), pa se korist D dobiva iz izraza 


D = V(x) — S(x). (32) 


Troškovi se smanjuju sa smanjenjem finoće zrna (sl. 20) jer 
se tada smanjuje i utrošak energije. Krivulja vrijednosti V(x) 


Vrijednost 


l 
Veličina zrna um 


SI. 20. Ovisnost 
proizvoda pri mljevenju cementa o krup- 
noći zrna 


troškova i vrijednosti 


samljevenog proizvoda ima oblik koji ovisi o proizvodu i o 
njegovoj namjeni (sl. 20). Na tom principu moguće je za 
različite materijale i za različite procese mljevenja odrediti 
optimalni režim procesa, pogotovo ako je vrijednost samljevenog 
proizvoda funkcija finoće ili specifične površine proizvoda. 


LIT.: B. Beke, Principles of communition. Akadćmiai Kiado, Budapest 
1964. — H. Schubert, Aufbereitung fester_mineralischer_Rohstoffe. VEB 
Deutscher Verlag fiir Grundstofftechnik, Leipzig 51975. — D. Ocepek, Me- 
hanska procesna tehnika. DDU Univerzum, Ljubljana 1976. — K. Schonert, 
Zerkleinern. Technische Universitat Karlsruhe, Karlsruhe 1976. 


D. Ocepek 


MOLEKULA, u tradicionalnom smislu najmanja čestica 
koja još posjeduje karakteristična svojstva čiste tvari (elemen- 
tarni sastav, relativnu molekularnu masu itd.). U strukturnom 
smislu to je skupina atoma koji su međusobno povezani do- 
voljno jakim vezama da se mogu smatrati jedinkom. 

Definicija pokazuje da pojam molekule sadrži određenu pro- 
izvoljnost s obzirom na uvjete pod kojima se promatra inte- 
gritet neke skupine atoma, odnosno procjenjuje da li je pri- 
kladno takvu skupinu smatrati molekulom ili ne. Unatoč tome, 
atomi i molekule nedvojbeno su najvažniji misaoni pojmovi u 
kemiji. 

Predodžba o molekulama pojavila se tek u prošlom stoljeću. Talijanski 
znanstvenik A. Avogadro (1776—1856) prvi je pretpostavio (1811) da su naj- 
manje čestice nekog plina molekule, a ne atomi. To je podržavala svega 
nekolicina njegovih suvremenika, npr. A. M. Ampčre, a većina je to ili pobijala, 
npr. J. Dalton, ili ignorirala, npr. J. J. Berzelius. Avogadrova pretpostavka 
ostala je zanemarena sve dok je nije njegov zemljak S. Cannizzaro (1826— 
1910) ponovno objelodanio, najprije u članku objavljenom u časopisu Nuovo 
cimento (1858), a zatim na Prvom međunarodnom kemijskom kongresu (1860) 
održanom u Karlsruheu u prisutnosti najpoznatijih kemičara toga doba. Pred 
tim skupom Cannizzaro je objasnio potrebu razlikovanja atoma i molekula, 
a sudionicima skupa podijelio je i poseban otisak svoga predavanja. Do kraja 
kongresa uspio je uvjeriti većinu prisutnih znanstvenika o valjanosti Avogadrova 
rada, a među njima L. Meyera i D. I. Mendeljejeva. 

Četrnaest godina kasnije (1874), neovisno jedan od drugoga, nizozemski 
kemičar J. H. van't Hoff (1852—1911) i francuski kemičar A. Le Bel (1847 — 
1930) zamislili su tetraedarski model ugljikova atoma, prema kojemu četiri 
valencije ugljika nisu usmjerene u četiri kuta kvadrata, kao što je bio pretpo- 
stavio škotski kemičar A. S. Couper (1831—1892), već u četiri ugla tetraedra. 
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Pomoću tetraedarskog modela van't Hoff i Le Bel lako su objasnili optičku 
aktivnost organskih molekula, a ujedno su utemeljili i stereokemiju, granu 
kemije koja proučava prostornu građu molekula. Međutim, teorija o prostornoj 
građi (organskih) molekula imala je na početku mnogo protivnika, a među njima 
i ugledne znanstvenike. Tako, npr., A. W. H. Kolbe, koji je smatrao da su 
atomi i molekule fikcija, nije mogao prihvatiti ni teoriju o prostornoj usmjere- 
nosti veza (ugljikova) atoma u molekulama. Njemački fiziolog i fizičar H. von 
Helmholtz (1821—1894) sumnjao je u teoriju van't Hoffa i Le Bela do kraja 
života. 

Unatoč kriticizmu i sumnji teorija van't Hoffa i Le Bela održala se kao 
jedan od temelja strukturne kemije, jer je jednostavno objašnjavala eksperimen- 
talna zapažanja po kojima samo organski spojevi s tzv. asimetričnim ugljiko- 
vim atomom (tj. ugljikovim atomom vezanim na četiri različite grupe atoma) 
posjeduju optičku aktivnost. Štoviše, broj optičkih izomera eksperimentalno 
utvrđen za neki spoj odgovarao je uvijek broju izomera koji je predviđala 
teorija. Mnogi kemičari toga doba, osobito mlađi, prihvaćaju predodžbu o trodi- 
menzijskoj građi molekula. Tako je njemački kemičar V. Meyer (1848—1897) 
uspio objasniti pojavu optičke aktivnosti organskih spojeva s dušikom, za- 
mišljajući ih kao prostorne, a ne kao planarne strukture (upravo je on uveo 
riječ stereokemija). Engleski kemičar W. J. Pope (1870—1939) pokazao je da 
je teorija van't Hoffa i Le Bela primjenljiva i na spojeve koji sadrže i druge 
asimetrične atome, kao što su sumpor, selen i kositar, a njemački kemičar 
A. Werner (1866—1919) dodao je gornjem skupu spojeve koji sadrže asime- 
trične atome kobalta, kroma i rodija. Ipak je najvažniji eksperimentalni 


doprinos, koji je potpuno potvrdio model tetraedarskog ugljikova atoma, rad. 


njemačkog kemičara E. Fischera (1852—1919) na kemiji i strukturi šećera. 
On je pokazao da molekula svakog šećera u obitelji jednostavnih šećera 
empirijske formule C4H,;204 ima četiri asimetrična ugljikova atoma i da bi 
na temelju van't Hoffove i Le Belove teorije trebalo biti 16 optičkih izomera, 
tj. osam parova izomera, od kojih od svakog para jedan izomer zakreće 
ravninu polarizacije nalijevo (L-izomer), a drugi za jednaki kut nadesno 
(D-izomer). Vrlo preciznim eksperimentima Fischer je uspio dokazati postojanje 
svih 16 optičkih izomera u šećerima sa šest ugljikovih atoma. Tako je po- 
četkom dvadesetog stoljeća općenito bila prihvaćena predodžba o trodimenzij- 
skoj geometriji molekula. Dosadašnji krajnji domet u razumijevanju prostorne 
građe kemijskih spojeva i njihova optičkog ponašanja predstavlja koncepcija 
o kiralnosti, koju je u kemiju uveo hrvatski kemičar V. Prelog (1906—). 

Molekule se sastoje od atoma (v. Atom, TE |, str. 456), i 
to od najmanje dva (istovrsna ili različita) atoma, pa sve do 
mnogo tisuća, a u molekulama živih organizama i do nekoliko 
milijuna atoma. Do sada je poznato 106 vrsta atoma s razli- 
čitim atomskim brojem (v. Kemijski elementi, TE 7, str. 50), 
koji imaju, neki više, a neki manje, velike mogućnosti među- 
sobnog kombiniranja i iz kojih nastaju, ili mogu nastati, deseci 
milijuna najrazličitijih molekula. Godišnje se otkrije i pripravi 
više stotina tisuća novih vrsta molekula, a novim tehnikama 
i metodama sinteze (npr. na vrlo niskim temperaturama u 
čvrstoj inertnoj matrici ili fotokemijski) i mnoge molekule koje 
su ranije bile jedino zamišljene u mašti kemičara. 

Molekule se mijenjaju u kemijskim reakcijama, pa je zadatak 
kemije, među ostalim, da odredi položaj atoma u danoj molekuli 
(struktura molekule) i protumači kako se atomi reorganiziraju 
u reagirajućim molekulama za vrijeme kemijske reakcije dajući 
produkte. Nijedna današnja teorija ae može u svojoj praktičkoj 
formulaciji s potpunom sigurnošću predvidjeti molekularnu 
strukturu. Stoga se detaljna struktura molekula, osobito kom- 
pleksnih, mora odrediti pomoću eksperimentalnih tehnika. Me- 
đutim, razvoj novih teorija, temeljenih na valnoj mehanici (v. 
Mehanika, kvantna), usmjeren je upravo na metode pogodne za 
predviđanje strukturnih parametara molekula. Taj je razvoj oso- 
bito važan zbog toga što za mnoge kratkoživuće molekule 
jedino primjena provjerenih teorijskih metoda može postaviti 
model njihove kemijske strukture (što pak može biti odlučujuće 
za razumijevanje njihove uloge u nekoj reakciji ili katalitičkom 
procesu). 

Elementarni sastav. Molekularna formula, kojom se označuje 
pojedina molekula, rezultat je prebrojavanja vrsta i broja atoma 
međusobno vezanih u molekuli. Pojedini je atom pri tom pred- 


stavljen svojim kemijskim simbolom, a iza njega je u indeksu ' 


dolje broj koji pokazuje koliko je takvih atoma u molekuli. 
Tako simbol H,PO, označuje da molekula fosforne kiseline 
sadrži tri atoma vodika, jedan atom fosfora i četiri atoma kisika. 
Redoslijed pisanja simbola u formuli podliježe ustaljenim obi- 
čajima, pa se, iako ne postoje pisana pravila, svaka molekularna 
formula gotovo uvijek piše na jednak način. U formulama 
malih molekula redoslijed simbola često odražava međusobnu 
povezanost atoma ili naznačuje neko istaknuto kemijsko 
svojstvo. 

Ako se želi zornije prikazati na koji su način pojedine 
grupe atoma u molekuli međusobno povezane, upotrebljava se 
strukturna formula. Tako, npr., dok je molekularna formula 
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glukoze C4H,,04, jedna bi od njenih strukturnih formula bila 


OH OH OH OH OH o 


| l (1) 
CH,y—-CH—CH—CH—CH—CH 


Izgled strukturne formule može varirati od neznatno proširene 
molekularne formule do geometrijski točne reprodukcije mo- 
lekule, već prema tome koji se detalji u strukturi molekule 
žele istaknuti. 

Molekularna formula odražava elementarni sastav i relativnu 
molekularnu masu. Da bi se molekula uopće mogla smatrati 
jedinkom, njena masa i elementarni sastav moraju biti kon- 
stantni. Elementarnim se sastavom definira od kojih se kemijskih 
elemenata pojedini kemijski spoj sastoji i u kojem su omjeru 
elementi zastupljeni, odnosno koji atomi i u kojem omjeru 
tvore molekulu. Elementarni sastav može se odrediti kvantita- 
tivnom elementarnom analizom (v. Kemijska analiza, TE 1, 
str. 33). Tako se, npr., analizom glukoze može ustanoviti da 
na svaki ugljikov atom dolazi jedan kisikov atom i dva vodi- 
kova atoma. Iz toga slijedi formula CH,O, što je empirička 
formula glukoze. Da bi se doznala molekularna formula glu- 
koze, odnosno da se ustanovi od koliko se jedinica CH,O 
sastoji molekula, potrebno je odrediti njenu relativnu moleku- 
larnu masu. = 


Relativna masa. Apsolutne mase molekula i atoma vrlo su 
malene i nisu izravno mjerljive. Tako je, npr., masa vodikove 
molekule 3,35:10-2"kg, a mase molekula polisaharida, koje 
se ubrajaju u najveće poznate molekule, dosežu samo 10-!? kg. 
Stoga su za kemičare i fizičare mnogo prikladnije relativne 
mase. Relativna molekularna (atomska) masa pokazuje koliko 
je puta masa neke molekule (atoma) veća od unificirane atom- 
ske jedinice mase. Kao unificirana atomska jedinica mase oda- 
brana je 1/12 mase atoma ugljikova izotopa '*C i iznosi 


1,660 53-10-27 kg. Relativna molekularna masa odgovara zbroju 


relativnih masa atoma koji tvore molekulu. 

Već potkraj prošlog stoljeća, kad su se, uz pretpostavku da 
Daltonov i Avogadrov zakon vrijedi (v. Kemija, TE 7, str. 1), 
počele određivati relativne molekularne mase, odnosno, prema 
tadašnjem nazivlju, molekularne težine, odabrana je masa 
atoma najlakšeg elementa, vodika, za atomsku jedinicu mase. 
Međutim, uskoro se pokazalo da treba odabrati pogodniju 
jedinicu, jer vodik stvara spojeve s razmjerno malo elemenata, 
a i ti su spojevi često nestabilni. Naprotiv, kisik, kojemu je 
relativna atomska masa prema vodiku bila određena kao 15,87, 
stvara stabilne spojeve s gotovo svim elementima. Tako je 
1902. godine odlučeno da se odredi nova jedinica zasnovana 
na kisiku. Pri tom je relativna atomska masa kisika utvrđena 
kao 16, a 1/16 te mase odabrana je za jedinicu. Time su 
postavljeni temelji tzv. kemijske skale atomskih težina. Ubrzo 
nakon toga počelo se sumnjati u Daltonovu hipotezu da svi 
atomi nekog elementa imaju jednaku masu. Godine 1929, kada 
je definitivno potvrđeno da se prirodni kisik osim od izotopa 
150 sastoji i od malih primjesa težih izotopa '"O (0,04%) 
i '8O (0,20%), utvrđena je nova, tzv. fizikalna skala atomskih 
težina. Ona se temeljila na postavci da relativna masa atoma 
kisikova izotopa !*O, a ne prirodnog kisika, iznosi točno 16. 
Fizikalna i kemijska skala međusobno su se malo razlikovale, 
a nedostatak je kemijske skale bio u tome što izotopni sastav 
pojedinog elementa ovisi o izvorištu i nije stalan. Obje su 
skale bile u upotrebi do 1961. godine, kada je kao atomska 
jedinica mase odabrana 1/12 mase atoma ugljikova izotopa '“C. 

Jedinica za količinu tvari, mol, definirana je kao količina 
tvari onog sustava koji sadrži toliko jedinki koliko ima atoma 
u 0,012 kg ugljika 12. Iz toga proizlazi da 1 mol atoma ugljika 
12 ima masu 12,0000 g, a 1 mol molekula s relativnom ma- 
som M, ima masu od M, grama. Jedinica za relativnu mo- 
lekularnu masu i jedinica za količinu tvari upravo su tako 
definirane da se poznavanjem relativne mase neke tvari vrlo 
jednostavno odredi masa 1 mola molekula te tvari. To omo- 
gućuje da se, umjesto brojenja čestica, količina tvari odredi 
pomoću njene mase, što je bitno jednostavnije. 
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Kako točna relativna masa neke molekule ovisi o njenu 
stvarnom izotopnom sastavu, najčešće se navodi prosječna re- 
lativna masa koja odražava izotopni sastav elemenata od kojih 
se promatrani spoj sastoji. Tako, npr., prosječna relativna mo- 
lekularna masa klovorodika, HCI, s prirodnim izotopnim sa- 
stavom iznosi 36,461, dok relativna molekularna masa izotopno 
čistog uzorka !'H3*CI iznosi 35,976 67. 

Poznate su mnogobrojne metode za određivanje relativne 
molekularne mase. Koncepcijski i povijesno najjednostavniji 
način određivanja je mjerenjem gustoće plina, na osnovi zakona 
idealnog plina i uz potrebnu korekciju zbog neidealnosti (v. 
Plinovi). Slični se rezultati dobiju i mjerenjem brzine difuzije 
i efuzije plinova, a vrlo se točno mjerenje može dobiti pomoću 
spektrometra masa (v. Spektrometrija). Najpopularnije su metode 
u kojima se promatraju svojstva otopina kao što su mjerenje 
osmotskog tlaka, tlaka para, vrelišta, tališta itd. (v. Otopine). 
Ponekad se relativna molekularna masa određuje mjerenjem 
brzine sedimentacije ili gradijenta koncentracije pri sedimenta- 
ciji, te iz viskoznosti plinova i tekućina. Rutinski se može 
mjeriti, s dovoljnom točnosti, pomoću gel-permeacijske kroma- 
tografije. 


ELEKTRONSKA STRUKTURA 


Atomi su povezani u molekulu kemijskim vezama. Neutralni 
atom nekog elementa sadrži određeni broj elektrona (jednak 
rednom broju tog elementa u periodskom sustavu) koji upravo 
kompenziraju pozitivni naboj njegove jezgre. Prostorno-vre- 
menski i energijski raspored tih elektrona određuje elektron- 
sku strukturu atoma, u kojoj se u prostornom i energijskom 
smislu razlikuju tzv. ljuske. Za kemijska je svojstva najvažnija 
vanjska, valentna ljuska. Za razliku od elektrona koji su 
smješteni u unutrašnjim ljuskama te se pri tvorbi kemijskih 
veza gotovo ne mijenjaju, u vanjskoj se ljusci nalaze upravo 
oni elektroni (valentni elektroni) koji sudjeluju u kemijskim 
vezama. Kemijska veza nastaje kada se međusobnim djelovanjem 
dvaju atoma njihove elektronske strukture toliko izmijene da 
se oni mogu povezati. Zbroj svih tako izmijenjenih i među- 
sobno povezanih struktura atoma daje elektronsku strukturu 
molekule. 


Klasični pristup elektronskoj strukturi 


Uočavanjem pravilnosti u broju kemijskih veza koje atome 
nekog elementa povezuju s atomima drugih elemenata, uveden 
je sredinom XIX stoljeća pojam valentnosti (valencije). Va- 
lentnost atoma nekog elementa mjerila se brojem vodikovih 
atoma koji se mogu s njim vezati, a odgovarala je broju ke- 
mijskih veza koje taj atom može tvoriti. Vodik je odabran 
kao usporedbena jedinka, jer se smatralo da njegov atom nikad 
ne veže istodobno više od jednog atoma nekog drugog elementa. 
Tako je npr. fluoru pridijeljena valentnost 1, kisiku 2, dušiku 3 
i ugljiku 4. Iako je valentnost definirana prema vodiku, ona 
je prenosivo svojstvo, pa će dvovalentni atom vezati ne samo 
dva vodikova atoma već i neka druga dva jednovalentna atoma, 
ili jedan dvovalentni atom itd. To ujedno omogućuje da se 
odredi valentnost atoma koji izravno ne tvori veze s vodiko- 
vim atomima. Pokazalo se da atomi nekih elemenata mogu 
imati i više od jedne valentnosti, odnosno da u različitim mo- 
lekulama pokazuju različitu valentnost. Dapače, ponekad isto- 
vrsni atomi unutar iste molekule imaju različite valentnosti. 

Pojam valentnosti bio je temelj za predodžbu o načinima 
međusobnog povezivanja atoma u molekuli, tj. o kemijskim 
vezama. Tradicionalno se razlikuju tri glavne vrste kemijskih 
veza: kovalentna, ionska i metalna veza. 

Kovalentna veza nastaje ako dva atoma dijele par elektrona, 
tzv. elektronski par. Vako, npr., atom fluora sadrži u valentnoj 
ljusci 7 elektrona. Ako se atomska jezgra i elektroni unutrašnjih 
ljusaka predstave kemijskim simbolom promatranog elementa, 
molekule, F», može se predstaviti kao 

iF'+'F: > SEE: (2) 


Elektronski par * povezuje dva fluorova atoma, a nastao je 
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ravnopravnim sudjelovanjem po jednog elektrona sa svakog 
fluorova atoma i predstavlja jednostruku kovalentnu vezu. Sma- 
tra li se da taj elektronski par zajednički posjeduju oba atoma, 
to u molekuli fluora svaki atom ima prividno 8 valentnih elek- 
trona. Tako je i s nastankom molekule ugljik-dioksida, CO>. 
U toj molekuli ugljikov atom sa svakim kisikovim atomom dijeli 
po 4 elektrona, pa je to dvostruka kovalentna veza: 


Uka: CG 020:10 (3) 


Težnja atoma u molekuli da diobom zajedničkih elektrona do- 
bije osam valentnih elektrona poznata je kao pravilo okteta 
i prvi ga je uočio G. N. Lewis (američki kemičar, 1875—1946). 
To se pravilo može shvatiti kao nastojanje atoma da potpuno 
popuni valentnu ljusku i da postigne tzv. zatvorenu ljusku 
što je ima atom plemenitog plina koji mu je u periodskom su- 
stavu najbliži. Tako će, npr., vodikov atom u molekuli vode, 
H,0, steći dva elektrona, slično kao njemu najbliži plemeniti 
plin helij: 


2H:+ 0 > HIOIH (4) 


Ako se zajednički elektronski parovi označe crticom, a izostave 
se simboli za preostale valentne elektrone, dobivaju se klasične 
strukturne formule molekula koje osim broja i vrsta atoma 
pokazuju i kemijske veze među njima: 
F—F o=c=0 H—C=C—H (5) 

O sposobnosti nekog atoma da jače ili slabije privlači elek- 
trone ovisi hoće li dva povezana atoma ravnopravno dijeliti 
elektronski par. Ta se sposobnost izražava elektronegativnošću, 
koja je u prvoj aproksimaciji proporcionalna energiji ioniza- 
cije tog atoma. Elektronegativnost atoma pojedinih elemenata 
povećava se u periodskom sustavu slijeva nadesno i odozgo 
prema dolje. Dva atoma približno iste elektronegativnosti ravno- 
pravno će dijeliti elektronski par i veza među njima bit će 
nepolarna. Međutim, ako se atomi u elektronegativnosti razli- 
kuju, dioba elektronskog para neće biti ravnopravna. Jedan će 
atom poprimiti djelomični pozitivni, a drugi djelomični nega- 
tivni naboj, pa će veza među njima biti polarna. Polarnost 
veze je, dakle, funkcija razlike u elektronegativnosti atoma koji 
je tvore. 

Ponekad oba elektrona u elektronskom paru potječu s istog 
atoma. Taj se oblik kovalentne veze naziva koordinacijskom 
vezom. U primjeru nastajanja molekule fosforil-triklorida 


iC]: 
iP +0 + ICI OBIĆI: (6) 
IC]: 


oba elektrona u vezi između atoma kisika i fosfora potječu 
od fosforova atoma. Umjesto crticom u strukturnim se formu- 
lama koordinacijska veza često označuje strelicom. 

S razvojem kemije, da bi se zamijenila valentnost, došlo 
se do pojma oksidacijskog broja, koji je bolje opisivao broj 
elektrona koje će pojedini atom dati u kemijsku vezu. Oksi- 
dacijski je broj također empirijska veličina, a odgovara naboju 
što bi ga imao atom u molekuli kad bi se elektronski parovi 
u potpunosti pripisali elektronegativnijim atomima. Zbroj oksi- 
dacijskih brojeva mora biti jednak nabojnom broju, odnosno 
jednak nuli za neutralnu molekulu. 

lonska veza nastaje kada je razlika elektronegativnosti dvaju 
atoma toliko velika da dioba zajedničkog elektronskog para 
nije moguća, već jedan atom prisvoji elektron drugog atoma. 
Pri tom oba atoma prijeđu u nabijene čestice, ione. Takav 
ionski par ima suprotne naboje i privlačna je veza među njima 
elektrostatička. Gubitak i stjecanje elektrona većinom je, tako- 
đer, u skladu s pravilom okteta. Tako, npr., pri nastajanju 
litij-fluorida, LiF, litijev atom poprima elektronsku konfigura- 
ciju helija, a fluorov atom elektronsku konfiguraciju neona: 
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Li:+:F:—> Li':F: (7) 
Dok u kovalentnoj vezi elektronski par veže samo ona dva 
atoma koji ga dijele, svaki pozitivno nabijeni ion (kation) pri- 
vlačit će sve negativno nabijene ione (anione) i obrnuto. Takvo 
privlačenje u ionskim spojevima stvara vrlo uređene ionske 
kristalne rešetke u čvrstom stanju (v. Čvrsto stanje, TE 3, str. 
128). S druge strane, molekule nastale povezivanjem atoma ion- 
skom vezom lako se raspadnu na ione (disociraju), osobito“ pod 
utjecajem drugih polarnih molekula kao što je, npr., voda. To 
objašnjuje vrlo dobru topljivost ionskih spojeva u polarnim 
otapalima (v. Otopine). 

U spojevima se rijetko susreće čista kovalentna ili čista 
ionska veza. Ako atomi koji se vežu nisu identični, zbog razlike 
u njihovoj elektronegativnosti veza će među njima (iako, npr., u 
prvom redu kovalentna) imati djelomično i ionski karakter (i 
obratno). Dapače, kvantnokemijska teorija pokazuje da je 
razlika između kovalentne i ionske veze samo formalna i da 
obje nastaju istim mehanizmom. 

Metalna veza karakterističnija je za metale u čvrstom stanju, 
a manje za slobodne molekule. Kristalna rešetka metala sastoji 
se od niza pravilno raspoređenih iona, a na okupu ih drži tzv. 
zajednički elektronski plin kojim su opkoljeni. Taj elektronski 
plin potječe od valentnih, relativno slobodnih elektrona svih 
prisutnih metalnih atoma. Tako se mogu objasniti dobra elek- 
trična i toplinska vodljivost, te magnetska i mehanička svojstva 
metala, dok je pravi uvid u prirodu kemijske veze u kristalnim 
rešetkama metala dala tek kvantnokemijska teorija. 


Kvantnokemijski pristup elektronskoj strukturi 


Pomoću pravila okteta te na temelju modela različitih tipova 
kemijskih veza klasična je kemija uspješno objasnila tvorbu 
većine molekula. Unatoč tome neki su problemi ostali nerazjaš- 
njeni. Molekule dušik-monoksida, NO, i dušik-dioksida, NO», 
imaju, npr:, neparan broj elektrona. Postoje i molekule koje 
imaju prividno previše veza, kao sumpor-heksafluorid, SF&y, 
zatim molekule koje uopće ne bi smjele postojati jer sadrže 
atome plemenitih plinova, kao ksenon-tetrafluorid, XeF,, ili mo- 
lekule koje prividno imaju manjak elektrona, kao diboran, 
B,H«. Da bi se spasio klasični pristup, takve su se molekule 
nastojale objasniti postavkom da se valentna ljuska dade po- 
većati tako da sadrži više elektrona nego najbliži plemeniti 
plin. Međutim, klasični pristup ne može objasniti ili pred- 
vidjeti niz drugih svojstava molekula koja očito proizlaze iz 
elektronske strukture (npr. dipolni moment, prostorni raspored 
atoma, magnetska svojstva molekula“itd.). Pravi je odgovor na 
ta pitanja pronađen tek u kvantnokemijskom pristupu. Razvoj 
kvantne mehanike u prvoj polovici našeg stoljeća omogućio 
je kemiji bolji i dublji uvid u prirodu kemijskih veza (v. Me- 
hanika, kvantna). U kvantnoj kemiji elektronska struktura mo- 
lekule, odnosno prostorno-vremenski i energijski raspored svih 
elektrona u molekuli opisuje se valnom funkcijom. Obično se 
promatraju tzv. stacionarna stanja, tj. stanja u kojima se energija 
ne mijenja s vremenom. 

U načelu su rješenja za mnoge probleme u kemiji, uključu- 
jući i predviđanje strukture molekula, sadržana u diferencijalnoj 
jednadžbi 


L; 1 ad 02W i 02p\ 

PIDAN ETA BMr7, 

12 2w a2 m2 b 
l [ć VO. E 8 (E-V)w=-0 (8 


Mont air ak-iM 
što je temeljna jednadžba kvantne mehanike i koja se vrlo često 
naziva Schrodingerovom jednadžbom, prema austrijskom fizičaru 
E. Schrodingeru (1887—1961). To-je potpuna prostorna valna 
jednadžba za molekulu koja se sastoji od r jezgara i s elektrona. 
Simboli u njoj znače sljedeće: Y je ukupna prostorna valna 
funkcija koja ovisi o prostornim koordinatama jezgara i elek- 
trona, (M,); je masa (mirovanja) j-te jezgre, m, je masa (mi- 
rovanja) elektrona (m, = 9,107- 1075! kg), h je Planckova kon- 
stanta (prema njemačkom fizičaru M. Plancku, 1858—1947), 
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koja je jedna od temeljnih konstanti svemira (h = 6,62620. 10-+ 
Js), a E i V su totalna i potencijalna energija (molekularnog) 
sustava. Uobičajen je i skraćeni način pisanja jednadžbe (8) 


HYW=EY, (9) 


gdje je H energijski operator nazvan hamiltonijan (prema irskom 
matematičaru W. R. Hamiltonu, 1805—1865). Hamiltonijan je 
najvažniji operator (operator je propis prema kojemu se neka 
funkcija povezuje s nekom drugom funkcijom) u valnoj me- 
hanici, a ima sljedeći oblik: 
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Prva dva člana hamiltonijana predstavljaju doprinose kineti- 
čkoj energiji sustava, a potencijalna energija ima sljedeću finu 
strukturu: 
e? ZjZye? 
v=(x&+x is 
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Fij 4TE : 
gdje je Z; atomski broj j-te jezgre, e je elementarni naboj 
(e = 1,60219-10-!* C), &, permitivnost vakuuma, a ri, rjy 1 
t;j međusobne su udaljenosti dvaju elektrona, dviju jezgara te 
elektrona i jezgre. 

Jednadžba (8) vrlo je složena i ne može se izravno primi- 
jeniti na molekule. Ona se rješava aproksimativno. Potpuna 
molekularna valna funkcija može se raščlaniti na nezavisne 
valne funkcije za pojedina molekularna gibanja 


v i POAPrPy We, (12) 


gdje su vw, W,, VW, i W redom translacijska, rotacijska, vibra- 
cijska i elektronska valna funkcija. Ako vrijedi aproksimacija 
(12), tada će energijski doprinosi pojedinih molekularnih gibanja 
biti aditivni 


E=E+E+E,+E., (13) 


gdje su E, E,, E, i E, energija translacija, rotacija, vibracija 
te elektronska energija. Prvo se odvoji translacijska valna funk- 
cija, jer su translacijski stupnjevi slobode posve neovisni o 
ostalima. Nakon odvajanja translacija jednadžba (8) može se 
razložiti na dvije jednadžbe. Jedna od njih opisuje gibanje 
pojedinog elektrona u potencijalnom polju jezgara fiksnog polo- 
žaja i u potencijalnom polju ostalih elektrona 

RAMA (14) 
gdje je X. ukupna elektronska valna funkcija, E. ukupna elek- 
tronska energija molekule, a 4, je hamiltonijan elektronskog 
sustava. Taj je hamiltonijan složen od dijelova koji opisuju 
kinetičku energiju elektrona 
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i međusobno odbijanje elektrona 
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Druga jednadžba opisuje gibanje jezgara 
[A, 7 El Xne = EX, 


gdje simboli imaju sljedeće značenje: y,« su nuklearne valne 
funkcije, H,, je hamiltonijan nuklearnog sustava koji opisuje 


(18) 


MOLEKULA 


kinetičku energiju 
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E je ukupna energija molekule, a E, je, kao i u relaciji (14), 
elektronska energija molekule u ravnotežnoj konfiguraciji. Jed- 
nadžba (18) može se rastaviti u dvije jednadžbe: u rotacijsku 
valnu jednadžbu, koja predstavlja rotacijsko gibanje, i u vibra- 
cijsku valnu jednadžbu, koja predstavlja vibracijsko -titranje 
atoma u molekuli. Molekula sastavljena od N atoma ima u 
općem slučaju 3N — 6 nezavisnih ili osnovnih vibracija. Ako je 
molekula linearna, tada ima 3N —5 takvih vibracija. Tako npr. 
troatomna nelinearna molekula HO ima ukupno 9 stupnjeva 
slobode, i to tri translacijska, tri rotacijska i tri vibracijska. 
Tri vibracijska stupnja slobode molekule H2O jesu: simetrično 
i asimetrično istezanje veza O—H i promjena kuta između tih 
veza. Dvoatomna linearna molekula N, ima ukupno 6 stupnjeva 
slobode: tri translacijska, dva rotacijska i jedan vibracijski, a 
taj je istezanje veze N—N. 

Mogućnost rastavljanja relacije (8) na jednadžbe (14) i (18) 
rezultat je Born-Oppenheimerove aproksimacije, koju su 1927. 
godine postavili njemački fizičar M. Born (1882—1970) i američki 
fizičar J. R. Oppenheimer. Aproksimacija Borna i Oppenheimera 
temelji se na činjenici da su elektroni mnogo lakši od jezgara, 

. pa se prema tome i mnogo brže kreću, tako da se može uzeti 
kao prilično dobar opis da elektroni osjećaju položaje, ali ne 
osjećaju impulse jezgara, te se mogu odvojeno promatrati. 

.Jednadžbu (14), koja je važna za kemiju, također nije mo- 
. guće točno riješiti, osim za vodikov atom kao najjednostavniji 
primjer. Uzrok tome su numeričke teškoće s članovima elek- 
tronskog hamiltonijana koji označuju međusobno odbijanje elek- 
trona (dvoelektronski članovi). Zbog nemogućnosti točnog rje- 
šavanja valne jednadžbe (14) za sustave s više elektrona (više- 
elektronski atomi i molekule), razvile su se metode za njeno 
približno rješavanje. Postoje dvije približne metode koje se 
ravnopravno upotrebljavaju za predviđanje elektronske struk- 
ture molekula. To su metoda valentnih struktura i metoda mo- 
lekularnih orbitala. 

Metodu valentnih struktura utemeljili su 1927. godine njemački firičari 
W. Heitler (1904—) i F. W. London (1900-—1954), a njenu su razvoju rrido- 
nijeli američki fizičar J. C. Slater (1901—1976) i američki kemičar I. C. 
Pauling (1901—). Za uvođenje i razvoj metode molekularnih orbitala zaslužni 
su njemački fizičar F. Hund (1896—), američki kemičar R. S. Mulliken 
(1896—), njemački fizičar E. Hiickel (1896 —1980) i engleski teorijski kemičari 
J. E. Lennard-Jones i C. A. Coulson (1910—1974). 

Povijesno je metoda valentnih struktura prva uvedena u 
kemiju, ali se metoda molekularnih orbitala znatno više upo- 
trebljava, jer je numerički jednostavnija. Međutim, važno je 
napomenuti da se u većini postignutih rezultata obje metode 
slažu, iako su ti rezultati dobiveni vrlo različitim putovima. 

Metoda molekularnih orbitala. U metodi molekularnih orbi- 
tala pretpostavlja se da elektron u molekuli okupira moleku- 
larnu orbitalu, koja predstavlja prostornu jednoelektronsku 
funkciju što se proteže oko svih jezgara u molekuli. Moleku- 
larna orbitala sadrži eksplicitno samo prostorne koordinate 
elektrona koji se u njoj nalazi. Pojedinu molekularnu orbitalu 
mogu popuniti prema Paulijevu načelu zabrane (koje je 1925. 
godine postavio švicarski fizičar W. Pauli, 1900—1958) naj- 
više dva elektrona koji se razlikuju po orijentaciji spina. Bitna 
je razlika između atomske orbitale, AO, i molekularne orbitale, 
MO, u tome što je elektron u atomskoj orbitali pod utje- 
cajem potencijalnog polja jedne jezgre, dok je u molekularnoj 
orbitali pod utjecajem potencijalnog polja svih jezgara u mo- 
lekuli. Kada se elektron nađe u blizini pojedine jezgre u mo- 
lekuli, tada utjecaj potencijalnog polja te jezgre postaje do- 
minantan. Stoga se razumno očekuje da će molekularna orbi- 
tala u blizini pojedine jezgre biti vrlo slična odgovarajućoj 
atomskoj orbitali. To je i temelj ideje da se molekularna orbi- 
tala može približno konstruirati pomoću orbitala atoma od 
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kojih je pojedina molekula složena. Lennard-Jones je 1929. 
godine predložio takav način slaganja molekularnih orbitala, 
a ime aproksimacija LK AO (linearna kombinacija atomskih orbi- 
tala) dao je 1935. godine Mulliken. Aproksimacija LKAO po- 
kazala se kao najpogodniji i najlakši način približnog konstrui- 
ranja molekularnih orbitala. Matematički se aproksimacija 
LKAO formulira ovako: 


N 
VP, ie X CP, 


r=1 


(21) 


gdje je X; i-ta molekularna orbitala, &, su atomske orbitale 
koje pripadaju atomima u danoj molekuli, c;, koeficijenti line- 
arnog razvoja, a zbroj ide preko svih atomskih orbitala. 
Primjena metode molekularnih orbitala može se ilustrirati 
na molekuli vodika, H,. Vodikova se molekula sastoji od dva 
atoma vodika, od kojih svaki ima u temeljnom stanju po je- 
dan elektron u orbitali 1s. Molekularne se orbitale H, gene- 
riraju tako da se dvije atomske orbitale 1s sastavljaju zbra- 
janjem ili oduzimanjem. Ako se zbroje, 1s, + 1s,, dobije se 
molekularna orbitala prikazana konturnim dijagramom (sl. 1). 


. Internuklearna 
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SI. 1. Zbrajanje dviju atomskih orbitala 1s 


Takva se orbitala zove a (sigma) i karakterizira je to što je 
simetrična s obzirom na internuklearnu os, a (1s) označuje 
da je nastala kombiniranjem atomskih orbitala 1s. Drugim se 
riječima može kazati da je odlika orbitala a to što nemaju 
čvornu ravninu (čvorna ravnina je ravnina u kojoj je vrijed- 
nost valne funkcije nula) koja sadrži internuklearnu os. Takva 
se molekularna orbitala, koja nastaje zbrajanjem atomskih or- 
bitala, naziva veznom, jer je u njoj povećana elektronska gu- 
stoća u području između atomskih jezgara, a energija koja 
pripada veznoj orbitali o(1s) uvijek je niža od ukupne ener- 
gije slobodnih atoma a i a'. Ako se pak oduzme 1s,. od 1s,, 
što je jednako zbrajanju dviju orbitala 1s suprotna predznaka, 
15, + (—1s,), dobije se molekularna orbitala o*(1s) prikazana 
konturnim dijagramom (sl. 2). Ta se molekularna orbitala na- 
ziva protuveznom (prema konvenciji označena je zvjezdicom da 
bi se simbolički razlikovala od vezne orbitale), jer je u njoj 
elektronska gustoća između atomskih jezgara mnogo smanjena, 
a pripadna joj je energija uvijek viša od ukupne energije slo- 
bodnih atoma a i d', pa ne doprinosi stabilnosti molekule. 
Kombiniranjem dviju atomskih orbitala nastaju dvije mole- 
kularne orbitale: jedna vezna, a druga protuvezna (sl. 3). Ta- 
kav način kombiniranja vrijedi i za druge vrste atomskih 
orbitala (p, d, f), ali treba paziti na njihovu orijentaciju. 
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SI. 2. Oduzimanje dviju atomskih orbitala 1s, 
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SI. 3. Dijagram energijskih razina za veznu i pro- 
tuveznu kombinaciju dviju atomskih orbitala 1s 
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Naime, atomske se orbitale mogu povoljno kombinirati, dajući 
molekularne orbitale, samo unutar određenih ograničenja. Va- 
žna ograničenja jesu: 1) energije atomskih orbitala koje sudje- 
luju u formiranju molekularnih orbitala dvoatomnih molekula 
moraju biti približno jednake. To u praksi znači da se u 
homonuklearnim molekulama tipa A, neće moći kombinirati 
atomske orbitale 1s i 2s, kao ni atomske orbitale 2s i 3p itd., 
jer je među njima velika energijska razlika. Međutim, u he- 
teronuklearnim dvoatomnim molekulama tipa AB do takva 
kombiniranja katkada može doći jer, već prema vrsti atoma 
koji tvore molekulu AB, energijska razlika između atomskih 
orbitala 1s i 2s, kao i između 2s i 3p itd., može biti mnogo 
manja nego u molekulama tipa A2; 2) atomske se orbitale mo- 
raju dosta prekrivati da bi pogodnim kombiniranjem formirale 
molekularne obitale. Energija kovalentne veze usko je, zapravo, 
povezana (proporcionalna) sa stupnjem prekrivanja atomskih 
orbitala. Tako se, npr., dvije orbitale s ne mogu osobito uspješno 
prekrivati zbog svojega sfernog oblika (sl. 4). Matematički se 
to prikazuje ovako: 


Saa' = /(15):(1s,)dV, 


gdje S,g predstavlja skraćeno označivanje integrala prekrivanja 
(integrira se preko cijelog prostora), a dV je infinitezimalni 
dio prostora (AV = dxdydz). Budući da je vrijednost integrala 
prekrivanja za orbitale s malena, to su kemijske veze u kojima 
sudjeluju samo te orbitale relativno slabe. Mnogo je povoljnije 
prekrivanje između orbitala s i p ili orbitala p i p, ako su 
orbitale p povoljno usmjerene (sl. 5). Zato su i veze a tipa 


(22) 


Područje prekrivanja 


Sl. 4. Prekrivanje dviju orbitala s 


gone; 


SI. 5. Prekrivanje orbitala s i p 


S>0 


S=S;+S, =0 


SI. 6. Dvije moguće kombinacije atomskih orbitala 2s s orbi- 
talama 2p, od kojih je jedna nepovoljna (a) a druga povoljna (b) 


s-p i p-p mnogo jače od veza tipa s-s; 3) atomske orbitale 
koje sudjeluju u tvorbi molekularnih orbitala prema aproksi- 
maciji LKAO moraju imati jednaku simetriju s obzirom na 
molekularnu os. To znači da neke atomske orbitale iste ener- 
gije, koje se naoko povoljno prekrivaju, ne mogu sudjelovati 
u tvorbi molekularnih orbitala ako je jedna simetrična, a druga 
antisimetrična s obzirom na molekularnu os. Tako npr. ako 
se molekularna os zamisli u smjeru koordinatne osi y, orbitala 
2s ne može se kombinirati s orbitalom 2p,, već jedino s orbi- 
talom 2p, (sl. 6). U prvom se primjeru (a) pozitivni dio (S,) 
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i negativni dio (S2) integrala prekrivanja (S = S, + S2) između 
orbitala 2s i 2p, poništavaju dajući nulu za vrijednost ukupnog 
prekrivanja, pa zato atomske orbitale u toj kombinaciji ne 
mogu sudjelovati u tvorbi molekularne orbitale. Drugi je pri- 
mjer (b) povoljno prekrivanje, koje vodi do formiranja mole- 
kularnih orbitala. Slično se može pokazati da se orbitala p, 
nekog atoma ne može kombinirati s orbitalama p, ili p, dru- 
gog atoma, jer će vrijednost pripadnih integrala prekrivanja 
biti jednaka nuli. Izravno kombiniranje dviju atomskih orbitala 
p, koje leže u smjeru osi y u kartezijskom pravokutnom koor- 
dinatnom sustavu, daje molekularne orbitale g, a bočnim kom- 
biniranjem nastaju molekularne orbitale z (sl. 7). 


m a a 
ED * EO 
(2p,), (2P,)a a a a 
o(2p,) 


(2p.)4 (2p,),, č =(2p,) 


Sl. 7. Stvaranje molekularnih orbitala kombiniranjem atomskih orbitala p. 

a položaj orbitale p, u kartezijskom pravokutnom koordinatnom sustavu, b iz- 

ravno kombiniranje dviju atomskih orbitala 2p, c bočno kombiniranje dviju 
atomskih orbitala 2p 


Elektronska energija dvoatomne homonuklearne molekule 
(npr. H>) funkcija je međuatomske udaljenosti (sl. 8). Kri- 
vulja 1 ima jasno označen minimum i odgovara formiranju 
vezne molekularne orbitale. Međuatomska udaljenost R kod 
koje je elektronska energija minimalna odgovara ravnotežnoj 
duljini kemijske veze u dvoatomnoj homonuklearnoj molekuli, 
npr. u molekuli H—H. (Poljski fizičar W. Kotos i američko- 
-nizozemski fizičar C. C. J. Roothaan 1960. godine vrlo su 
točno izračunali ravnotežnu međuatomsku udaljenost za mole- 


/ 


E+Eq 


Elektronska energija 


R Međuatomska udaljenost 


SI. 8. Ovisnost elektronske energije o međuatomskoj uda- 

ljenosti u dvoatomnoj molekuli. R ravnotežna međuatom- 

ska udaljenost, E, i E, elektronske energije individualnih 

atoma. Krivulja 1 odgovara veznoj, a krivulja 2 protu- 
veznoj molekularnoj orbitali 
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kulu vodika, 0,741-10-'%m, i pripadnu ukupnu energiju, 
4,7467 eV, koja se slaže s eksperimentalno određenom energi- 
jom disocijacije molekule vodika, (4,7466 + 0,0007) eV). Krivu- 
lja 2 na sl. 8 nema minimuma (jer je za svaku međuatomsku 
udaljenost elektronska energija H, veća ili jednaka zbroju 
energija individualnih atoma) i odgovara protuveznoj moleku- 
larnoj orbitali. Iz tog razmatranja proizlazi da je elektronska 
energija potencijal koji drži atomske jezgre u ravnotežnom 
položaju. To je ujedno i odgovor na pitanje zašto neka dva 
atoma (npr. H + H) tvore stabilnu molekulu (H>), dok neka 
druga dva atoma (npr. He + He) neće tvoriti pripadnu mole- 
kulu (He,). U prvom je primjeru E(H,) < E(H) + E,(H), a u 
drugom je E(He,) > E(He) + E,(Ho. 

Homonuklearne dvoatomne molekule. Energija molekularne 
orbitale ovisi o vrsti i energiji atomskih orbitala od kojih je 
izgrađena i o uspješnosti njihova prekrivanja. Npr. moleku- 
larna orbitala o(1s) ima mnogo nižu energiju od o(2s), jedno- 
stavno zato što atomske orbitale 1s, od kojih je molekularna 
orbitala a(1s) nastala, imaju nižu energiju od orbitala 2s. Slično 
je molekularna orbitala o(2s) energijski niža od _o(2p), jer su 
atomske orbitale 2s niže energije od orbitala 2p (v. Kemija, 
TE 7, str. 1; v. Kemijski elementi, TE 7, str. 50). Izravno pre- 
krivanje dviju orbitala p veće je od bočnoga, pa je razdva- 
janje veznih o(2p) i protuveznih o*(2p) veće od razdvajanja 
orbitala z(2p) i n*(2p). Na temelju toga i ranijeg razmatranja 
može se konstruirati molekularno-orbitalni energijski dijagram 
za homonuklearne dvoatomne molekule (sl. 9). Osim dijagram- 
skog prikaza može se redoslijed energija molekularnih orbitala 
za homonuklearne dvoatomne molekule skraćeno predočiti i 
ovako: 


g(1s) < o*(1s) < o(25) < o*(2s) < o(2p,) < n(2p,) = 


= n(2p.) < n*(2p,) = m*(2p.) < o*(Qp,)... (23) 
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SI. 9. Molekularno-orbitalni energijski dijagram za homonuklearne dvoatomne 
molekule. AO atomske orbitale, MO molekularne orbitale 


Atomske orbitale 2s i 2p ne razlikuju se toliko po energiji 
da se mogu tretirati kao da su međusobno potpuno neovi- 
sne. Ako između orbitala 2s, i 2p, postoji određena interak- 
cija, promijenit će se navedeni energijski redoslijed molekular- 
nih orbitala. Veća interakcija između 25, i 2p,, snizit će ener- 
giju orbitala o(2s) i o*(2s), a povisit će energiju orbitala 
o(2p,) i o*(2p,), pa će orbitala o(2p,) biti po energiji veća od 
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orbitala z(2p,) i "(2p,). Tada će energijski redoslijed moleku- 
larnih orbitala biti sljedeći: 


o(1s) < a*(1s) < o(2s) < o*(2s) < n(2p,) = 


= 1(2p,) < o(2p,) < n*(2p,) = n*(2p,) < o*(2p,)... (24) 


Taj redoslijed, potvrđen spektroskopskim mjerenjima, vrijedi 
za sve homonuklearne dvoatomne molekule sastavljene od 
atoma druge periode (i za H2), osim za kisik, O,, i fluor, F,, 
za koje vrijedi shema (23). 

Sheme (23) i (24) služe prilikom studija strukture dvoatom- 
nih molekula. Tako se, npr., uzroci razlike između N, i O, 
lako uočavaju iz usporedbe njihovih molekularno-orbitalnih di- 
jagrama (sl. 10). Molekula dušika ima 14 elektrona, od kojih 
zadnja dva popunjavaju yeznu molekularnu orbitalu o(2p,). 
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SI. 10. Molekularno-orbitalni dijagrami molekule dušika (N,) i kisika (O,) 


Gubitak elektrona iz vezne molekularne orbitale slabi i pro- 
duljuje vezu. Teorijska su predviđanja u skladu s eksperimen- 
talnim rezultatima. Molekula dušika nalazi se u singuletnom 
temeljnom stanju, a disocijacijska energija (energija potrebna 
da se dvoatomna molekula raspadne na slobodne atome) neu- 
tralne molekule (9,76eV) veća je od one za pozitivni ion 
Nj (8,73 eV). Veza u N> (1,09+10-!% m) kraća je od one u 
N35 (1,12:10719m). U molekularnim orbitalama z(2p,), n(2p,) i 
0(2p,), koje su sve vezne, nalazi se šest elektrona koji sudje- 
luju u tvorbi veze u N2. Oni služe za tvorbu trostruke veze, 
koja se jednostavno označuje kao N==N, te odgovara klasičnoj 
predodžbi, ali se sastoji od jedne veze g i dviju veza z. 

Molekula kisika ima 16 elektrona, od kojih zadnja dva pa- 
ralelnog spina popunjavaju (prema Hundovu pravilu) protu- 
vezne molekularne orbitale z*(2p,) i z*(2p,). Eksperimentalna 
je činjenica da je kisik u tripletnom temeljnom stanju. Nespa- 
reni elektroni u r*(2p,) i z*(2p,) uzrok su paramagnetizmu 
molekule O,, i to objašnjenje jedan je od najranijih uspjeha 
teorije molekularnih orbitala (Lennard-Jones, 1929), a drugačije 
se paramagnetizam takve jednostavne molekule kao što je O, 
nije dao objasniti. (Američki je kemičar G. W. Wheland nešto 
kasnije došao do istog rezultata pomoću teorije valentnih struk- 
tura.) Gubitak elektrona iz protuvezne molekularne orbitale 
vodi stabilizaciji molekufe i očvršćivanju veze. To je potvrđeno 
i eksperimentima: energija disocijacije O, (5,08 eV) niža je od 
one za Oj (6,48 eV), a veza u O, (1,21:10-1% m) dulja je od 
one u Oz (1,12+10-1% m). 
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Atom kisika ima šest valentnih elektrona (valentni su elek- 
troni oni koji popunjavaju valentne atomske orbitale, a to su 
za kisik orbitale zadnje ljuske, tj. 2s i 2p), koji u kombina- 
ciji s elektronima drugog atoma kisika daju 12 valentnih elek- 
trona, od kojih su 8 u veznim, a 4 u protuveznim molekularnim 
orbitalama. Odatle slijedi da četiri elektrona sudjeluju u for- 
miranju dviju kovalentnih veza u molekuli kisika, što odgovara 
klasičnoj predodžbi. (Broj kovalentnih veza u dvoatomnim mo- 
lekulama jednak je polovici razlike broja elektrona u veznim 
i protuveznim orbitalama.) Dvostruka veza u molekuli kisika, 
O=0, slabija je i dulja od veze N,. Pomoću molekularno- 
-orbitalnog dijagrama (sl. 9) može se lako odrediti elektronska 
konfiguracija dvoatomnih molekula prema načelu izgradnje. 

Heteronuklearne dvoatomne molekule. Tipična shema za ve- 
znu i protuveznu kombinaciju dviju nespecificiranih orbitala 
atoma A i B, koji tvore heteronuklearnu dvoatomnu molekulu 
tipa AB, a kojima su energijske, razine najčešće dosta različite, 
prikazana je na sl. 1la. Takva shema odgovara, npr., mole- 
kularno-orbitalnom dijagramu za klorovodik, HCI. Naime, u 
formiranju veze g u molekuli HCI sudjeluju samo klorovi elek- 
troni 3p, koji se jedino mogu kombinirati s vodikovim elek- 
tronom 1s, jer elektroni unutrašnjih ljusaka klora imaju pre- 
niske energije. Budući da se vodikove orbitale 1s ne mogu sla- 
gati s orbitalama klora 3p, i 3p,, jer je zbog njihove ne- 
povoljne orijentacije integral prekrivanja jednak nuli, to jedina 
moguća povoljna kombinacija nastaje između orbitala 1s(H) i 
3pdCl). Na sl. 1la energijska razina A odgovara vodikovoj 
atomskoj orbitali 1s, a razina B odgovara energiji atomske 
orbitale 3p, klora. Molekularna orbitala, koja nastaje veznom 
kombinacijom 1s(H).+ 3p,(Cl), neće biti simetrična (sl. 11b). 
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SI. 11. Tvorba heteronuklearne dvoatomne molekule. a moleku- 


larno-orbitalni energijski dijagram, b oblik molekularne orbitale 

(za klorovodik) nastale veznom kombinacijom vodikove atomske 

orbitale 1s i klorove atomske orbitale 3p,; MO molekularna orbi- 
tala, AO atomska orbitala 


Asimetrični je oblik molekularne orbitale upravo rezultat razlike 
u energiji između konstituirajućih atomskih orbitala. Energija 
je molekularne orbitale bliska energiji klorove atomske orbitale 
3p,, pa će i njen oblik biti sličniji obliku te atomske orbitale. 
Takav oblik molekularne orbitale pokazuje da će veza H—CI 
biti polarna, što je i eksperimentalno utvrđeno. Na temelju tih 
razmatranja proizlazi da molekula HCI ima sljedeću elektron- 
sku konfiguraciju: ' 


(15)* (25)* (2p,)% (2p,)(2p.)%(35)*(3p,)*(3p.)* 9*(15,3p,). (25) 


U (heteronuklearnim) dvoatomnim molekulama elektroni 
mogu okupirati četiri tipa orbitala: orbitale unutrašnje ljuske, 
vezne, nevezne i protuvezne orbitale valentne ljuske. Za kloro- 
vodik orbitale unutrašnje ljuske jesu 1s, 2s, 2p,, 2p, i 2p,. 
One su lokalizirane oko jezgre klora i ne utječu mnogo na 
svojstva molekule. Njima je dosta slična valentna orbitala 3s, 
koja je također lokalizirana oko jezgre klora. Orbitale 3p, i 
3p, također su lokalizirane oko jezgre klora, ali su malo pola- 
rizirane. One predstavljaju nevezne valentne orbitale. Po dva 
elektrona suprotnog spina u njima tvore dva, usamljena elek- 
tronska para na kloru u molekuli klorovodika. Konačno, po- 
stoji vezna orbitala g. Tako je svih 18 elektrona klorovodika 
smješteno u pripadne orbitale. 

Analogna slika dobije se i za molekule koje se klasično 
opisuju kao ionske. Međutim, zbog velikih razlika u energiji 
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atomskih orbitala dvaju atoma, molekularne orbitale odgo- 
varaju gotovo nepromijenjenim atomskim orbitalama. Tako, 
npr., za razliku od molekule klorovodika, HCl, u molekuli 
natrij-klorida, NaCI, vezna orbitala gotovo potpuno odgovara 
orbitali 3p, klorova atoma, a protuvezna orbitala skoro potpuno 
odgovara orbitali 3s natrijeva atoma, dok klorove orbitale 3p, 
i 3p, predstavljaju nevezne orbitale. Kako je pri tome vezna 
orbitala populirana sa dva elektrona, a protuvezna je prazna, 
proizlazi da su svi valentni elektroni lokalizirani na klorovu 
atomu. To upravo odgovara klasičnoj predodžbi o toj molekuli 
prema kojoj natrijev atom predaje svoj elektron klorovu atomu 
tvoreći Lewisov ionski par Na“CI". 

Također se tako mogu teorijski izvoditi elektronske kon- 
figuracije različitih dvoatomnih molekula. Zaključci koji se na 
temelju poznavanja elektronske konfiguracije mogu izvesti o 
stabilnosti molekule, o geometriji, o dipolnim momentima, o 
reaktivnosti itd., samo su kvalitativni. Metoda molekularnih 
orbitala samo u obliku nazvanom ab initio SCF MO može dati 
kvantitativne podatke o parametrima dvoatomnih molekula. 


Višeatomne molekule. Metoda molekularnih orbitala može se 
relativno lako proširiti na višeatomne molekule. Opisivanje 
elektronske strukture većih molekula slijedi ista načela, ali je 
nešto složenije. Tako, npr., molekula metana, CH,, ima ukupno 
10 elektrona, koji se nalaze u 5 tzv. kanonskih molekularnih 
orbitala (sl. 12). Najnižu energiju ima orbitala koja se označuje 
sa la, (oznake potječu od matematičke teorije grupe točke i 
naznačuju simetrijske karakteristike orbitala, analogno ozna- 
kama za atomske i molekularne orbitale u dvoatomnim mole- 
kulama). Zbog energijske udaljenosti od ostalih orbitala odgo- 
vara orbitala la, gotovo potpuno ugljikovoj atomskoj orbitali 
1s, uz tek neznatnu primjesu ostalih orbitala. Popunjene mo- 
lekularne orbitale 24, i lt, i prazne 3a, i 2, mogu se opisati 
kao različite kombinacije ugljikovih atomskih orbitala 2s i 2p 
te četiriju vodikovih orbitala 1s. Tako se, npr., orbitala 24, 
opisuje kao vezna kombinacija ugljikove orbitale 2s i vodikove 
orbitale 1s, a orbitala 3d, kao njihova protuvezna kombina- 
cija. No, opis tih orbitala može se racionalizirati i na drugi 
način, što dovodi do istog rezultata. Poznato je, naime, da su 
u molekuli metana veze ugljik—vodik tetraedarski raspoređene 
u prostoru, tj. vodikovi atomi smješteni su u uglovima tetra- 
edra, a ugljikov atom u njegovu središtu. Atomske orbitale 
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SL. 12. Molekularno-orbitalni energijski 
dijagram metana 


2s i 2p mogu se prikazati u obliku hibrida sp?, tj. od triju 
orbitala p i jedne orbitale s mogu se konstruirati četiri orbitale 
tipa sp*, koje su usmjerene u uglove tetraedra i međusobno 
jednake energije (v. Atom, TE |, str. 474). Kombiniranjem po- 
jedine orbitale sp? i vodikove orbitale 1s može se dobiti opis 
tzv. lokaliziranih molekularnih orbitala. One su razdijeljene u dva 
skupa. Jedan od njih čine četiri orbitale g, koje se opisuju 
kao vezna kombinacija pojedine hibridne orbitale sp? i vodikove 
orbitale 1s, te imaju nižu energiju. Drugi skup s višom ener- 
gijom čine četiri orbitale o*, koje se opisuju kao njihova protu- 
vezna kombinacija. Kanonska molekularna orbitala 24, može 
se, dakle, opisati kao pozitivna kombinacija svih četiriju lokalizi- 
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ranih orbitala a i imat će nešto nižu energiju od njih. Kanonska 
molekularna orbitala 1, može se opisati pomoću takvih kom- 
binacija orbitala a u kojima se dvije pojavljuju s pozitivnim, 
a dvije s negativnim predznakom. Kako su sve tri takve orbi- 
tale opisane na isti način, njihova će energija biti međusobno 
jednaka i nešto viša od orbitale 2a,. Slično tome nepopunjene 
se orbitale 34, i 2, mogu opisati kombiniranjem lokaliziranih 
orbitala g*. 

Dva elektrona, koji se nalaze u orbitali 1a,, s obzirom na 
njen gotovo atomski karakter, ne sudjeluju u vezi između 
atoma vodika i ugljika. Osam elektrona u orbitalama 2a, i 
112, koje su opisane kao različite kombinacije veznih orbitala g, 
daju pozitivan doprinos kemijskoj vezi i kvantnokemijska su 
predodžba četiriju jednostrukih kovalentnih veza u klasičnoj 
Lewisovoj slici molekule metana: 


(26) 
\ZE-7 


Osim usmjerenosti veza u uglove tetraedra, kvantnokemijska 
predodžba o molekuli metana može objasniti i druga opažanja, 
npr. apsorpciju ultraljubičastog svjetla valne duljine 145,5 nm, 
energiju ionizacije od 13 eV, itd. 

Od posebnog su interesa za kemiju z-elektroni konjugira- 
nih molekula. Tako je još 1931. godine E. Hickel predložio 
inačicu metode molekularnih orbitala (Hickelova teorija) koja 
vrijedi za konjugirane molekule i koja je već gotovo pola 
stoljeća neprekidno u upotrebi za predviđanje strukture i reak- 
tivnosti konjugiranih molekula. Ona je također temelj iz kojeg 
se mogu izvesti druge strožije varijante metode molekularnih 
orbitala, koje se danas upotrebljavaju za višeatomne molekule. 

Lančaste konjugirane strukture karakterizira naizmjenično 
formalno redanje jednostrukih i dvostrukih veza, koje upravo 
zbog konjugacije nisu ni obične jednostruke veze, već nešto 
kraće, a ni obične dvostruke veze, već nešto dulje. Monocikli- 
čke konjugirane molekule također karakteriziraju formalno na- 
izmjenične jednostruke i dvostruke veze. Međutim, zbog ko- 
njugacije u prstenu sve su veze jednake, iako se u nekim 
molekulama s mnogo ugljikovih atoma pojavljuje alternacija 
jednostrukih i dvostrukih veza. Konjugirane molekule su pla- 
narne strukture, koje se sastoje od lokaliziranih orbitala a i 
delokaliziranih orbitala z. Upravo prisutnost delokaliziranih 
orbitala z u konjugiranim molekulama, bez obzira da li su 
lančaste ili cikličke strukture, znatno utječe na duljine veza 
u njima (koje su dulje od dvostrukih, a kraće od jednostrukih 
veza), na energiju veza i na reaktivnost molekula. 

Pogodan primjer za opis veza u cikličkoj konjugiranoj mo- 
lekuli jest benzen, C4Hg. Benzen je planarna molekula, koja 
u svojoj molekularnoj ravnini ima šest C—H i šest C—C veza 
g. Veze C—H sastoje se od ugljikovih hibridnih orbitala sp? 


SI. 13. Veze a i veze z u molekuli benzena. a lokalizirane veze g, b ugljikove 
atomske orbitale 2p, tvore delokalizirane veze z 
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(o usmjerenosti kovalentne veze i hibridizaciji v. Atom, TE 1, 
str. 474) i vodikovih orbitala 1s. Veze između ugljikovih atoma 
(a veze C—C) sastoje se od ugljikovih hibrida sp?. Kut iz- 
među hibrida sp? jest 120%. Prema tome takav bi kut trebao 
postojati između veza C—C unutar benzenskog prstena, pa bi 
kostur benzena trebao biti pravilan šesterokut (sl. 13). Postoje 
brojni dokazi da benzen ima strukturu pravilnog šesterokuta. 
Tako je, npr., kanadski fizičar bugarskog podrijetla B. P. 
Stoicheff 1954. godine odredio strukturu benzena iz rotacijskog 
Ramanova spektra i pokazao da je u benzenu duljina sviju 
veza C—C (1,397 + 0,001)-10-'%m, duljina veza C—H 
(1,084 + 0,006). 101% m, a da je kut između veza C—C 120". 
Benzen ima 30 valentnih elektrona (6 ugljikovih atoma daje 24 
elektrona, a 6 vodikovih atoma 6 elektrona), od kojih 24 sudje- 
luju u tvorbi 6 C—H i 6 C—C veza g. Preostalih 6 elektrona 
mora biti delokalizirano preko a kostura benzena, jer se jedino 
tada neće poremetiti pravilna građa molekule (sl. 13b). 

Delokalizacija elektrona z temeljna je karakteristika ben- 
zena i srodnih spojeva s policikličkim konjugiranim moleku- 
lama kao što su naftalen, antracen, fenantren, piren itd. Ti 
su spojevi nazvani aromatičkim (v. Aromatski ugljikovodici, TE 1, 
str. 418). 

Budući da svojstva konjugiranih molekula najviše ovise o 

\ elektronima z, Hickel je učinio vrlo važan korak u primjeni 

metode molekularnih orbitala u vrijeme prije pojave elektro- 
ničkih računala: svoju je teoriju temeljio jedino na elektronima 
Tr, zanemarivši elektrone a uz pretpostavku da nema interakcije 
između elektrona g i zm: 


[#,%.dV = 0, (27) 


gdje su Y, i , valne funkcije koje opisuju elektrone g i rm. 
Hickelova teorija bit će ilustrirana na primjeru benzena. Njena 
se primjena sastoji od sljedećeg: 

1) Numeriranje atoma u molekuli. Teorija ne ovisi, naravno, 
o tome kako su numerirani atomi, pa je numeriranje potpuno 
proizvoljno, ali ga se valja držati do kraja računanja: 


(28) 


2) Postavljanje sekularne determinante: |H, — E;S,| = 0 u 
eksplicitnom obliku (sl. 14). Veličine u sekularnoj determinanti 


definirane su na sljedeći način: 

H, = (0,40,dV, ; 
(29) 
S, = [0,0,dV, 


gdje je f hamiltonijan z-elektronskog sustava, &, i &, su atom- 
ske orbitale smještene na atomima ri t, a Ej je vlastita vri- 
jednost hamiltonijana koju ovim postupkom želimo izračunati 
i koja ima značenje j-te energijske razine molekule. 


/ 


1 2 3 4 5 6 
1 [Hu ES Hi —ES;» Hi3 —ES;3. Hua —ES,4._ His —ES,s. His —ESy6 
2 | Hu —ES,, H2» —ES2_ H23 ES; Hag —ES,4. H2s —ES,s "Hue —ES,64 
3 | Hu: -ESs: H3z ES,» Hag -ES;;. Hag -ESsa. Has —ES3s"Has —ESy6 =0 
4 | Ha —ES4, Hu» —ES42 Ha —ES43 Ha ES Has —ES45 Has —ES4& 
5 | Has -ES, Hs, —ES:, Hs3 —ESs; Hsa —ESs4_Hss —ESss Hss —ESse 
6 [_HG1—ES4, Hex —ES62 Has -ESg3 Hea —ESga Has —ES4s Hess —ES4 


SI. 14. Sekularna determinanta za benzen prije uvođenja Hickelovih aproksi- 
macija (kurzivni brojevi odgovaraju numeraciji ugljikovih atoma u molekuli 
benzena) 


3) Uvođenje Hiickelovih aproksimacija: a) pretpostavljeno 
je da nema prekrivanja između susjednih orbitala 
lo n=t 


0 rdt, sE 


S, = ,6,dV | 


gdje su 0, i P, atomske orbitale 2p,, koje jedino mogu su- 
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djelovati u tvorbi molekularnih orbitala zm; b) pretpostavljeno 
je da su za istovrsne atome integrali H,, jednaki, a označeni 
su sa a, 


H,, = [0, A(Hickel)b,dV = a, (31) 


gdje je H (Huckel) nespecificirani Hiickelov hamiltonijan, In- 
tegrali H,, zovu se kulonski integrali i predstavljaju približnu 
energiju elektrona u atomskoj orbitali 2p,; c) integrali H,,, 
nazvani rezonancijskim  integralima, predstavljaju interakciju 
dvaju elektrona smještenih u dvije susjedne atomske orbi- 
tale 2p,: 


Bo ako je r vezan na t 
0 


Hiickelove aproksimacije (30).--(32) znatno pojednostavnjuju se- 
kularnu determinantu 


H, = [0,A(Hickel)$,dV = (32) 


| E M: e a e 
a a a O a E i 
2 Boae-E B0-0 Oo 
3 0 a—E 0 o 
4 0 o B a Bo oodEv 69 
5 00 0 # «E 
6 B 000 #8 «E 


4) Ako se determinanta (33) podijeli sa B i uvede —mj = 


%— E; # S : 
= +, dobije se Huckelova determinanta (za benzen) u 


vrlo jednostavnom obliku 


-m 1 0 0 0 1 
1 -m_ 1 0 0 0 
0 1 -m_ 1 0 0 
0 0 1 -m_ 1 (E o (4) 
0 0 0 lo -m_ 1 
1 0 0 1 —m 


5) Razvijanje determinante (34) daje sljedeći polinom, koji 
se naziva karakterističnim (Huckelovim) polinomom: P(m) = 
= m* — 6m* + 9m? — 4. Njegovi su korijeni mig = +2, mos = 
= +1imyua= +1, pa se dalje jednostavno dobiju vrijednosti 
energijskih razina (energija molekularnih orbitala) benzena: E, = 
=4+2B8(m=2)E=a+B(m=1),E;=+B(m=|), 
E=a-B(m=—1),Es=a-B(ms=—DiE;=a—2B 
(mg = —2). U dijagramu Huckelovih energijskih razina benzena 


28 —— E;=a-2f 


Bo — 7 EcEse-B 


a 


Energija 


Koi Hoenn 
o + 


SI. 15. Dijagram Hickelovih energijskih razina benzena 


E,=4+2B 


“ (sl. 15) svaku veznu razinu, prema Paulijevu načelu zabrane, 
popunjavaju u temeljnom stanju po dva elektrona suprotnog 
spina. Energijske su razine E,, E, i Ez vezne, dok su razine 
Ea, Es i Eg protuvezne. Totalna zm-elektronska energija u 
Huckelovoj teoriji računa se pomoću izraza 


MOLEKULA 


N/2 
ErorT = 2 ja Ej, (35) 
j=1 
gdje je E; energija individualne vezne molekularne orbitale, 
a N je broj atoma u molekuli. Odatle slijedi da je za benzen: 
Eror(benzen) = 6% + 88. 
6) Koeficijenti LKAO (v. relaciju 21) određuju se pomoću 
sekularnih jednadžbi 
E 
bz c(H,, s; E;Su) =0, (36) 
t=1 
gdje je c, koeficijent uz orbitalu &$, na atomu t. Za svaki E; 
postave se pripadne sekularne jednadžbe i njihovim se rješa- 
vanjem dobije skup koeficijenata pripadne molekularne orbitale 
(sl. 16), zadovoljavajući zahtjevu da su kvadrati svih koefici- 
jenata u pojedinoj molekularnoj orbitali jednaki jedinici 


(37) 


Molekularne su orbitale ,, 92 i W3 vezne, dok su orbitale 
Wa Vs i We protuvezne. 


041 
_0,41 _041 
Y (E) 
0.41 041 
-oXi 
0,58 0 
_0,29 _0.29 0,5 -0,5 
V(E, 
ME) 029 -0.29 0,5 0,5 klE) 
0,58 0 
0,58 0 
wi) 92 0,29 0,5 _0,5 
2 2 Pp 
-0,29 _0,29 0,5 0,5 (E) 
- 058 U 
0,41 
041 041 
m 
0,41 0,41 (E) 
041 


Sl. 16. Shematski prikaz Hickelovih molekularnih orbitala benzena. 
Brojevi predstavljaju udio svake atomske orbitale 2p, u pojedinoj 
molekularnoj orbitali 


7) Na temelju određenih energija i eksplicitnog poznavanja 
molekularnih orbitala mogu se odrediti različiti molekularno- 
-orbitalni indeksi koji imaju praktičku primjenu. Najvažniji su 
među njima: z-elektronski naboj i red veze, koje je uveo 1939. 
godine C. A. Coulson, indeks slobodne valencije, koji je također 
Coulson predložio 1947. kao molekularno-orbitalnu verziju 
Thielove teorije parcijalne valencije, te energija rezonancije. 

n-elektronski naboj (q,) na atomu r računa se pomoću re- 


- lacije 


N 
q= nj, (38) 
j=1 

gdje je c,, udio atomske orbitale #, u j-toj molekularnoj orbi- 
tali, n; populacija te orbitale (nj = 0, 1 ili 2), a N je broj 
atoma u molekuli. U benzenu na atomu broj 1: qa = 
= 2(0,40832 + 0,57742) = 1. Karakteristika je benzenoidnili mo- 
lekula da im je raspodjela naboja jednolika. z-elektronski na- 
boj služi za izračunavanje z-komponente dipolnog momenta. 
Zbog jednolike raspodjele naboja benzenoidni ugljikovodici 
imaju ili zanemarljivo malen dipolni moment ili ga uopće 
nemaju. 


MOLEKULA 


Red veze (p,) je mjera raspodjele z-elektronskog naboja 
između atoma koji tvore vezu, a računa se pomoću relacije 


N 
Du= > NjCjrCje (39) 
j= 

gdje su c;, i €; udjeli atomskih orbitala &, i &, (atoma r i t 
koji tvore vezu r—t) u j-toj molekularmoj orbitali, nj popu- 
lacija te orbitale (n; = 0, 1 ili 2), a N je broj atoma u molekuli. 
U benzenu sve veze (zbog simetrije) imaju isti red veze: p,» = 
= 2(0,4083.0,4083 + 0,5774.0,2887) = 0,6667. 

Coulson je također pokazao da se red veze može povezati 
s duljinom veze (L,) pomoću relacije 


L, = A sE Bp,., (40) 


gdje su A i B konstante koje se mogu odrediti metodom naj- 
manjih kvadrata na skupu konjugiranih molekula s vrlo točno 
poznatim duljinama veza. Tako se pokazalo da se s vrijedno- 
stima A = 1,518 i B = — 0,180 mogu dobro reproducirati du- 
ljine veza. Za benzen teorijsko predviđanje za vrijednost veze 
C—C daje 1,398.10-!%m, što se dobro slaže s eksperimen- 
talno određenom vrijednošću (1,397-10-'%m). 

Indeks slobodne valencije (F,) atoma r računa se prema 
izrazu 


F=V3-žm (41) 
gdje su p, redovi veza što ih atom r tvori sa b susjednih 
atoma t. U benzenu svi atomi (zbog simetrije) imaju istu vri- 
jednost indeksa slobodne valencije: F, = V3 — (0,6667 + 
+ 0,6667) = 0,3986. Mjesta maksimalne vrijednosti indeksa slo- 
bodne valencije koreliraju se s eksperimentalno utvrđenim mje- 
stima napada slobodnih radikala na aromatičku jezgru. To se 
može ilustrirati na primjeru naftalena, koji ima dva različita 
položaja podložna radikalskom napadu. Indeksi slobodne va- 
lencije za položaje 1 i 2 u naftalenu jesu F,=0,453 i 
F2 = 0,404. Taj teorijski rezultat pokazuje da će se radikalski 
napad na naftalenu predominantno zbivati u položaju I, što je 
i eksperimentom utvrđeno (E. C. Kooyman i E. Farenhorst, 
1953): 

Energija rezonancije (Ep) rezultat je delokalizacije elektrona 
n u konjugiranoj molekuli, a jednaka je razlici Hiickelove ener- 
gije molekule s delokaliziranim elektronima rz (sl. 17, struk- 
tura a) i Huckelove energije molekule jedne od Kekuleovih 
struktura (b). Kekuleova struktura (prema njemačkom kemičaru 


pi 


a b 


Sl 17. Pretpostavljene strukture molekule benzena. a struktura 
s delokaliziranim elektronima z, b jedna od Kekulćovih 
struktura 


F. A. Kekuleu, 1824—1896) sadrži alternirajuće jednostruke i 
dvostruke veze, dakle lokalizirane elektrone rz, a njena je Hiicke- 
lova energija dana relacijom 


E = N(a + fB), 


gdje je N broj atoma u konjugiranoj molekuli. Relacija (42) 
slijedi iz sljedećeg razmatranja: u Kekuleovoj strukturi broj 
dvostrukih veza jednak je N/2. Kako je Hiickelova energija 
jedne dvostruke veze (npr. u etilenu) jednaka 2(a + P), to za 
molekulu s N atoma (N = paran broj) ta energija iznosi 
N/2:2(a + B) = N(a + p). 

Hickelova energija benzena sa strukturom a (prema relaciji 
35) iznosi 6a + 8, a sa strukturom h (prema relaciji 42) iznosi 
6a + 6B. Njihova razlika predstavlja energiju rezonancije ben- 


zena 
Ep = 2f. (43) 


Međutim, tako definirana energija rezonancije nije uvijek pouz- 
dan kriterij aromatičke stabilnosti, jer je, npr. Ep(pentalen) = 


(42) 


637 


= 2,469, što je veće od Ep(benzen), premda je pentalen izu- 
zetno nestabilna molekula. Jedno je od poboljšanja ponudio 
engleski kemičar M. J. S. Dewar. Po njemu je Kekulćova 
struktura slabo delokalizirana, pa je izraz za energiju takve 
strukture dan relacijom 


E =NjEc_c + NEcoc, (44) 


gdje su N, i N, broj jednostrukih i dvostrukih veza, a Ec_c 
i Ec—c energijski parametri koji se pridodaju jednostrukim i 
dvostrukim vezama. Ako se za energijske parametre uzmu vri- 
jednosti: Ec_c = 0,58 i Ec_c = 2,09, dobije se prema Dewaru 
relacija za energiju rezonancije (u jedinicama f) 


Eg = E(struktura_a) — (0,5N, + 2,0N,). (45) 


Primijeni li se relacija (45) na benzen i pentalen, dobije se 
Eg(benzen) = 0,44f i Eg(pentalen) = —0,14$, što je u skladu s 
ponašanjem tih molekula. 

Hiickelova je teorija temelj za razvoj modernih inačica me- 
tode molekularnih orbitala (proširena Hiickelova teorija, teorija 
Parisera, Parra i Poplea, teorije CNDO, INDO, MINDO), 
koje su se pokazale vrlo podobnim za predviđanje geometrij- 
skih, a neke i za predviđanje termodinamičkih i kinetičkih 
parametara različitih molekula. (Praktička se primjena većine 
teorija molekularnih orbitala svodi na provođenje računa na 
elektroničkom računalu pomoću pogodnih programa, koji su 
danas lako pristupačni.) 


Metoda valentnih struktura formulira Lewisove ideje o ko- 
valentnoj vezi kao zajedničkom paru elektrona jezikom valne 
mehanike. To su prvi uspješno učinili W. Heitler i F. London 
1927. godine kad su primijenili Schrodingerovu jednadžbu na 
molekulu vodika i postavili model kemijske veze u toj mole- 
kuli. Temeljne su značajke metode valentnih struktura pretpo- 
stavke da je elektronska struktura atoma u velikoj mjeri sa- 
čuvana u molekuli i da je energija kovalentne veze rezultat 
izmjene elektrona između atoma koji tvore vezu. 

Vodikova se molekula sastoji od dva atoma vodika, od ko- 
jih svaki ima u temeljnom stanju po jedan elektron u atom- 
skoj orbitali 1s. Kada se ta dva elektrona nađu u molekuli, 
svaki od njih nalazi se u blizini svoje jezgre, ali se oni mogu 
i zamijeniti i nalaziti u blizini druge jezgre. U daljem izlaganju 
jezgre će biti označene sa A i B, a elektroni sa 1 i 2. To se 
može prikazati valnim funkcijama 


W,=(2+282) 2(15,(1)152(2) + 15,(2)155(1)), 
W_=(2— 282) ?(15,(1)152) — 15(2)15(1)), 


1 


gdje je faktor (2+ 282) * konstanta normiranja, a S integral 
prekrivanja. Oznaka 1s,(1) pokazuje da je elektron / u blizini 
jezgre A, a 1s,(2) pokazuje da su se elektroni zamijenili, pa 
je sada elektron 2 u blizini jezgre A (analogno vrijedi za elek- 
tron 2 i jezgru B). Međusobne udaljenosti jezgara A i B, elek- 
trona 1 i 2 te jezgara i elektrona u molekuli vodika prikazane 
su na sl. 18. 


(46) 


(47) 


2 

r, e ori 

i pa IZ i / 

SI. 18. Shematski prikaz udaljenosti — &—_ UVA / 
jezgara A i B (R,g), elektrona 1 i 2 NOO =a pd a 
(r,2) i jezgara i elektrona (r,y, T42 ro \ 5 <a / : 

Rgyp> 1g7) u molekuli vodika (H,) RN oi. 
A Rup B 
Hamiltonijan sustava na sl. 18 dan je relacijom 
#=A,+HR;+H, (48) 


gdje su A, i Ay hamiltonijani konstituirajućih atoma A i B 
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Prvi dio izraza u relacijama (49) i (50) određuje kinetičku 
energiju elektrona 1 (49) i elektrona 2 (50), a drugi dio daje 
potencijalnu energiju u obliku kulonskog potencijala jezgre i 
elektrona. Članovi operatora AH' sadrže potencijalnu energiju 
s kojom jezgra A(B) privlači elektron 2(1) i potencijalnu energiju 
s kojom se elektroni (jezgre) međusobno odbijaju. Elektronska 
energija koja pripada funkcijama (46) i (47), a koja se dobiva 
rješavanjem Schrodingerove jednadžbe za elektrone (14) 


E=fP.H?,dV (52) 
ima oblik 
A 
E.(H2) = 2E(H) + ara (53) 
E_(H2) = 2E(H) + = (54) 


U izrazima (53) i (54) E(H,) je elektronska energija vodikove 
molekule, E(H) elektronska energija vodikova atoma, a Q stoji 
umjesto sljedećeg integrala: 


32 
- [isof€ 2 1s,(1)dV, — E E usa2a;+ 


Q = 


2 


+ | fuss) iss, and; + se (55) 
12 


koji predstavlja klasičnu elektrostatsku energiju između dva 
vodikova atoma, a naziva se kulonskim integralom. Simbol A 
u izrazima (53) i (54) stoji umjesto integrala 


A= 


-s [iole =) (nan = 51 iso E Bus 941, + 


52 e? 


m j | issa) 15(2)1sp(1D)AV,dV; + : 
v 12 


T&g 


(56) 


1B 


i naziva se integralom izmjene. Heitler i London su integrale 
(55) i (56) (koji su vrlo teški za numeričko rješavanje) samo 
približno riješili, pa su zato i dobili samo približne vrijednosti 
za ravnotežnu duljinu veze H—H, Ry g =0,869-107'%m, i 
za energiju disocijacije Eg, = 3,14eV. Međutim, osnovno je 
značenje njihova rada u tome što su pokazali da je kemijska 
veza rezultat poznatih elektrostatskih sila, a ne nekih posebnih 
kemijskih sila. No, na temelju spoznaja klasične fizike ipak se 
nije mogla izračunati energija vodikove veze, jer je za to po- 
trebno poznavati raspodjelu elektrona na temelju valne funkcije, 
a to je omogućila tek valna mehanika. Tako je Heitler-Londo- 


nov rad pokazao da je stabilnost molekularnog sustava H, . 


ovisna jedino o kinetičkoj energiji elektrona i o elektrostatskom 
potencijalu, jer jedino oni sudjeluju u gradnji hamiltonijana. 

Valne funkcije (46) i (47) označene su predznacima + i —. 
Valna funkcija Y., vodi do niže energijske razine, kojoj odgo- 
vara energija E.(H,), a Y_ do više energijske razine, kojoj 
odgovara energija E_(H,). Međutim, ako se u valnu funkciju 
uključi i spinski dio, tada X. vodi do singuletne energijske 
razine, a Y_ do tripletne energijske razine. Funkcija Y., pri- 
kazana relacijom (46), simetrična je funkcija s obzirom na iz- 
mjenu elektrona, jer se ne mijenja kad dođe do promjene 
1s,(1)—>1s4(2) i 1sg(2)—> 1sp(1), pa se po Paulijevu načelu 
isključenja mora kombinirati s antisimetričnom spinskom funk- 
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cijom da bi totalna valna funkcija bila antisimetrična (što je 
zahtjev za fermione ili antisimetrične čestice u koje se ubrajaju 
i elektroni): 


| . 
1, = (2 +282) *(15,(1)154(2) + 15,(2)1541)) (2: 


-(2(1)P(2) — (2) B(1)). (57) 
U prvoj je zagradi prostorni dio (simetričan), a u drugoj spin- 
ski dio (antisimetričan) valne funkcije. Gornji indeks 1 na lijevoj 
strani funkcije WX. označuje da se radi o singuletnoj valnoj 
funkciji. 

Funkcija Y _ prikazana relacijom (47) antisimetrična je funk- 
cija, te se mora kombinirati sa simetričnom spinskom funkci- 
jom, za koju, kad su dva elektrona, imaju tri rješenja: 

1 


= (2—282) *(15,(1)15x(2)— 
1241) (2); 


— 15,(2) 15p(1)) lE (2(1) B(2) + (2) B(1)).. 
(B(1) B(2)) 


Gornji indeks 3 na lijevoj strani funkcije Y/_ označuje da se 
radi o tripletnoj funkciji. 

Metodu valentnih struktura pojednostavnio je 1933. godine 
Pauling i primijenio ju je na aromatičke molekule. Tako, npr., 
valna funkcija koja opisuje benzen predstavlja superpoziciju 
različitih valentnih struktura benzena (sl. 19). Ukupna valna 


DOO 


SI. 19. Valentne strukture benzena. a i b strukture prema Kekuleu (pred- 
ložene 1865. godine), c, d i e strukture prema Dewaru (predložene 1867. godine) 


(58) 


funkcija za benzen u metodi valentnih struktura izgleda ovako: 
P= Gal + Po) + Cle + Pa + VP), (59) 


gdje su c; (j = 1,2) koeficijenti koji se moraju odrediti po- 
moću prikladnih sekularnih jednadžbi, a w;(i=a,b, c,die) 
valne funkcije koje pripadaju individualnim valentnim struktu- 
rama. Sekularne jednadžbe dane su relacijom 


j=1 
gdje su H;; i S;; oznake za integrale: 
Hi; = [vAvyjdV, (61) 
S; = |pivjdV. (62) 


Već se iz sastava valne funkcije za benzen (59) vidi da se 
za pojedinu policikličku konjugiranu molekulu pojavljuje vrlo 
mnogo struktura. Broj nezavisnih valentnih struktura s ukupnim 
spinom jednakim nuli iznosi 


2n! 
nl(n+ 1)! ' (63) 
gdje je 2n broj elektrona z u konjugiranoj molekuli (za benzen 
to je 6). Dok benzen ima 5 valentnih struktura, naftalen 
(2n = 10) ima 42 (3 Kekulćove i 39 Dewarovih struktura), 
antracen (2n = 14) ima 429 (4 Kekuleove i 425 Dewarovih 
struktura), a tetracen (2n = 18) ima čak 4862 (5 Kekulčovih 
i 4857 Dewarovih) nezavisnih struktura. Idealno bi bilo obuhva- 
titi i ionske strukture. Za benzen to je relativno lako (prvi 
je to učinio D. O. Craig 1950. godine) jer ih ima malo (samo 
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šest). Međutim, za molekule te klase uvođenje ionskih struk- 
tura postaje tegobno i nepraktično. Upravo taj prevelik broj 
valentnih struktura, koje treba uzeti u obzir u bilo kojem 
ozbiljnijem pokušaju studiranja konjugiranih molekula pomoću 
metode valentnih struktura, razlog je što je njena primjena vrlo 
rijetka i što se metoda molekularnih orbitala više primjenjuje. 


GEOMETRIJSKA STRUKTURA 


Definiranje geometrijske strukture molekule nije jednostavno 
jer materija nije statična, već se stalno nalazi u stanju dina- 
mičke ravnoteže ili teži toj ravnoteži. Energija slobodne mo- 
lekule može se izraziti kao 


E=E+E+E,+E., (64) 


gdje je E ukupna energija, E, energija translacije, E, energija 
rotacije, E, energija vibracije i E, eleKtronska energija. Trans- 
lacija težišta molekule opisuje se pomoću 3 translacijske koor- 
dinate, rotacija molekule oko osi koje prolaze kroz njeno te- 
žište pomoću 3 rotacijske koordinate (za linearne molekule 2 
koordinate), a vibracija pomoću 3N — 6 vibracijskih koordinata 
(3N —5 koordinata za linearne molekule), ako je N broj atoma 
u molekuli. Vibracija molekule unutrašnje je gibanje pri ko- 
jemu se naizmjenično povećavaju i smanjuju udaljenosti među 
jezgrama atoma (sl. 20). Sva opisana gibanja vrlo su brza, pa 


Sl. 20. Periodska promjena polo- 
žaja jezgara tijekom vibracije dvo- 
atomne molekule 


tipična frekvencija rotacije iznosi 10"! Hz, a tipična frekvencija 
vibracije 10!*Hz. Ta su gibanja u većim molekulama vrlo 
kompleksna. Dok je, npr., za opis vibracije vodikove molekule, 
H., dovoljna jedna koordinata, za opis vibracije molekule vode, 
H,O, potrebne su 3 koordinate (sl. 21), a za opis vibracije 
molekule benzena, Cg4Hy, čak 30 koordinata. Amplituda vibra- 
cije ovisi o energiji vibracije molekule, što znači da geometrijska 
struktura ovisi u prvom redu o temperaturi uzorka u kojemu 
se molekula promatra. I rotacija mijenja geometrijsku strukturu 
molekule zbog centrifugalne distorzije, koja pri većim energi- 
jama rotacije može biti velika. Elektronska pobuda molekule, 
odnosno povećanje njene elektronske energije, također unosi 
promjenu u geometrijsku strukturu. 


+ ka 


a b c 


Sl. 21. Normalne koordinate vibracija molekula vode. a simetrično istezanje 
veza, b simetrična promjena kuta među vezama, c asimetrično istezanje veza 


Iako molekula uvijek više ili manje vibrira (čak i na tem- 
peraturi apsolutne nule), moguće je fiktivno definirati među- 
sobnu udaljenost jezgara koju bi molekula imala kada bi se to 
vibriranje moglo zaustaviti. Ta ravnotežna udaljenost jezgara, 

- koja se definira za određeno elektronsko stanje molekule (naj- 
češće za temeljno elektronsko stanje, tj. za najnižu moguću elek- 
tronsku energiju), upravo je ona udaljenost koju kemičar razu- 
mijeva pod pojmom duljina veze. Duljine veza vrlo su malene 
i iznose oko 10-!% m, odnosno 100 pm. Za dvoatomne molekule, 
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bilo da su homonuklearne (sastoje se od istovrsnih atoma, kao 
F2, N2, O>2), bilo heteronuklearne (sastoje se od različitih atoma, 
kao HF, CO, NaCl), ravnotežna geometrijska struktura definira 
se pomoću jedne duljine veze. Tako je ravnotežna duljina u 
plinovitom stanju u vodikovoj molekuli, H2, 74,1 pm, a u mole- 
kuli klorovodika, HCl, 127,5 pm. Geometrijska struktura troatom- 
nih molekula definirana je sa dvije ravnotežne duljine veze i rav- 
notežnim kutom među njima. Ako je taj kut jednak 180“, radi 
se o linearnoj molekuli, npr. molekula ugljik-dioksida, CO., ili 
cijanovodika, HCN: 


116,2 pm 106,6 pm 115,3 pm 
OL da 


180 180 


(65) 


Međutim, troatomne molekule većinom nisu linearne. Eklatan- 
tan je primjer molekula vode, H,O: 


O, 95.8 pm 
Na“ 


104,5 


(66) 


Višeatomne molekule vrlo su rijetko linearne, kao npr. mole- 
kule cijanoacetilena, CgHN: 


105.7 pm 138,2 pm 
H—C=C—CE=N (67) 
120,3 pm 115.7 pm 
a rijetke su i planarne molekule, npr. bor-trifluorid, BF;: 
F 
| (68) 


m 
FT 


pa je raspored atoma gotovo uvijek trodimenzijski. Tako je 
molekula metana, CH,, tetraedarska, a amonijaka, NH., pira- 
midna: 


B 129.5 pm 
*F 


H 

109.1 pr | 
ano 1008 pm_N ,, (69) 
is (H 003 4 


lako točni iznosi ravnotežnih geometrijskih parametara mo- 
lekula ovise o tome da li su mjereni u plinskoj, tekućoj ili 
čvrstoj fazi, te od kojih se izotopa molekula sastoji, zapaženo je 
da se od molekule do molekule duljina pojedine kemijske veze 
malo razlikuje. Prosječne vrijednosti tabelirane su kao stan- 
dardne duljine veza i približno vrijede za većinu molekula 
(tabl. 1). Dapače, ta pravilnost vrijedi i za kovalentne i ionske 
polumjere atoma (tabl. 2). Ako se atomi zamisle kao kuglice 
određenih veličina, a molekule kao skup međusobno priljublje- 
nih kuglica, duljina pojedine kovalentne ili ionske kemijske veze 
može se dobiti zbrajanjem polumjera priljubljenih kuglica. Tako 
se na temelju razmjerno malo podataka mogu dobiti zadovolja- 
vajuće procjene duljine veza za mnogo molekula. 

Unatoč takvoj krajnjoj racionalizaciji geometrijskih para- 
metara, način mogućih prostornih rasporeda atoma u moleku- 
lama vrlo je raznolik. U manjim molekulama raspored atoma 


Tablica 1 
PROSJEČNE DULJINE NEKIH KEMIJSKIH VEZA 


Duljina TNE Duljina 
135 
130 


122 
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| ci SI. 22. Prostorni raspored atoma u nekim manjim H d d Č SI. 23. Prostorni raspored atoma u 
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često nalikuje na pravilne geometrijske likove ili tijela (sl. 22). H H 
ž : : H € H 
Međutim, pravo bogatstvo oblika susreće se tek u molekulama \ BK “ # os 
koje sadrže ugljikove atome, tj. u molekulama organskih spojeva Cc um > du, H Č J 
Ka ž & GA F 0 fel G= H 
(v. Ugljik). Istaknuto je svojstvo ugljikovih atoma da se među- — / \ ge SE [H Šu € 
sobno povezuju tvoreći jednostruke i višestruke (dvostruke ili H_ a Hu b HB H a >H 


trostruke) veze, tj. zasićene i nezasićene spojeve. To omogućuje 
ugljiku da stvara mnoštvo raznolikih molekula koje se među- 
sobno razlikuju prema broju i rasporedu atoma. Molekule mogu 
biti lančaste (ravnolančaste ili razgranate; v. Alifatski ugljiko- 
vodici, TE 1, str. 194) ili prstenaste (v. Aromatski ugljikovodici, 
TE |, str. 418; v. Ciklički ugljikovodici, nearomatski, TE 2, str. 
643). Četiri jednostruke veze ugljikova atoma raspoređene su u 
prostoru tetraedarski (a), jedna dvostruka i dvije jednostruke 
veze raspoređene su trigonski (b), dok su dvije dvostruke veze 
(c) ili jedna jednostruka i jedna trostruka veza (d) u prostoru 
smještene linearno: 


| 
sao a 
a b C d 


(70) 


O tom smještaju ovisi i prostorni raspored atoma u lančastim 
(sl. 23) i prstenastim (sl. 24) molekulama. Posljednjih godina ke- 
mičari su uspjeli sintetizirati niz molekula s vrlo neobičnim 
strukturama (sl. 25). Uspješna sinteza katenana, kojemu se mo- 
lekule sastoje od više neovisnih, ali nerazdvojivih prstena (po- 
vezanih kao karike lanca), uzrokovala je brojne rasprave i po- 
čela mijenjati ustaljeno mišljenje o» pojmu molekule. Povezi- 
vanjem više manjih, jednostavnih molekula (v. Polimeri, Polime- 
rizacija) nastaju polimerne molekule (makromolekule), kao npr. 
prilikom polimerizacije izoprena: 


CH, CH; 
nCH;y=C—CH=CH,>(—CH,-C>CH—CH,—), (71) 


Tvari koje tvore svijet živih organizama, a služe kao hrana 
i reguliraju ključne životne funkcije, također se sastoje od ma- 
kromolekula (sl. 26). 

Izomeri. Zbog velike raznolikosti prostornog rasporeda 
atoma, često su dvije molekule međusobno različite iako imaju 
jednaku molekularnu formulu. Takve se molekule nazivaju izo- 
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KOVALENTNI I IONSKI POLUMJERI 
NEKIH ATOMA 


lonski 
polumjer 


Kovalentni 
polumjer 
pm 


SI. 24. Prostorni raspored atoma u prstenastim organskim molekulama. a tro- 
člani zasićeni prsten (ciklopropan), b četveročlani nezasićeni prsten (ciklobu- 
tadien), c šesteročlani nezasićeni prsten (cikloheksen) 


DA A 


Sl. 25. Organske molekule s neobič- 

nim prostornim rasporedom atoma 

(prikazan je samo. kostur ugljikovih 

atoma, dok su vodikovi atomi izo- 

stavljeni). a kuban, b prizman, c te- 
d traedran, d adamantan 


SI..26. Primjer spiralne strukture dijela peptidnog 
lanca proteina. a detaljna struktura, b shematski 
prikaz 


merima. Najjednostavniji su strukturni izomeri. Tako moleku- 
larna formula C;gHgO (72) može opisivati molekulu metiletil- 
etera (a), n-propanola (b) ili i-propanola (c): 


CH, 
CH,—CH,—CH,—OH )oH—oH (72) 
b CH, 


CH,—O—-CH,—CH, 


a Cc 
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Strukturni izomeri mogu biti funkcionalni izomeri, koji se me- 
đusobno razlikuju prema vrsti funkcionalne skupine (skupina 
—O— karakteristika je etera u strukturi a, a skupina —OH 
karakteristika je alkohola u strukturama b i c), i pozicijski 
izomeri, koji se razlikuju po položaju funkcionalne skupine (kao 
u strukturama b i c). Upravo stoga strukturni izomeri uglavnom 
imaju vrlo različita svojstva. 

Neki izomeri mogu spontano prelaziti iz jednog oblika u 
drugi. Ako je taj prijelaz dovoljno brz, izomerni se oblici ne 
mogu međusobno razdvojiti. Tada se radi o tautomeriji. Tako 
molekula metiletilketona (73) može imati strukturu ketona (a) 
ili enola (b): 


O oH 


ll 
CH,—C—CH,-CH,=* CH,—C>CH—CH, (73) 


a b 


Prilikom valentne tautomerije, tj. prijelazom jednog valent- 
nog tautomera u drugi mijenja se raspored kemijskih veza, a 
u skladu s tim mijenjaju se i međuatomske udaljenosti i kutovi 
među vezama. Tako ciklooktatetraen (a) prelazi u biciklički 


oblik (b) 
(Jet 


Ako je međusobni prijelaz valentnih tautomera toliko brz da 
se ne može govoriti o lokaliziranim dvostrukim vezama, a tije- 
kom tautomernog prijelaza ne mijenja se položaj atoma, radi 
se o rezonanciji. Vrlo je poznat primjer molekula benzena 


= 


Oba rezonantna oblika molekule benzena impliciraju da ta mo- 
lekula ima u prstenu tri jednostruke i tri dvostruke veze. Ekspe- 
rimentalno je utvrđeno, međutim, da su u benzenskom prstenu 
sve veze međusobno jednake, a njihova je duljina (139,7 pm), 
upravo između duljine jednostruke i dvostruke veze ugljik— 
— ugljik. Pojava rezonancije u benzenu i njemu srodnim spoje- 
vima uzrok je specifičnog kemijskog i fizikalnog ponašanja, aro- 
matičnosti (v. Aromatski ugljikovodici, TE 1, str. 418). 
Molekule koje se mogu opisati istom strukturnom formu- 
lom, a imaju različitu orijentaciju atoma u prostoru, nazivaju se 
stereoizomerima. Tako strukturna formula CHCI=>CHCI opi- 
suje dvije molekule, cis-dikloreten (a) i trans-dikloreten (b) 


(74) 


(75) 


CI CI CI H 
oi E C 76 
zA Pai mm 
H H H CI 
a b 


Osim u molekulama s dvostrukim vezama ugljik—ugljik, izo- 
merija cis-trans pojavljuje se i u kompleksnim ionima prije- 
laznih metala. 

| 

| | 

l 

l 

| 

| 

l 

l 

l 


Sl. 27. Optički izomeri molekule fluorklorbrommetana 


TE VIII, 41 
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Posebna vrsta stereoizomerije jest optička izomerija. Dva 
optička izomera odnose se međusobno kao zrcalne slike. Naziv 
im potječe od njihove optičke aktivnosti jer zakreću ravninu 
polariziranog svjetla za isti iznos u suprotnim smjerovima. Op- 
tička se izomerija pojavljuje ako u molekuli postoji tzv. asime- 
tričan atom. U organskim spojevima to je ugljikov atom sa 
četiri različita supstituenta, kao u fluorklorbrommetanu (sl. 27). 
Dva moguća optička izomera jedne molekule jesu enantiomeri, 
tj. jedan je upravo zrcalna slika drugoga, odnosno, oni su 
kiralni (prema grčkom ygio cheir ruka) te se nikakvom rota- 
cijom ne mogu dovesti u položaj preklapanja (kao lijeva i 
desna ruka). Ako u smjesi postoje oba izomera s jednakim 
udjelima, smjesa je optički neaktivna i predstavlja racemat. 

Molekule mnogih prirodnih spojeva sadrže i više asimetrič- 
nih ugljikovih atoma, pa je broj mogućih optičkih izomera po- 
nekad vrlo velik. Općenito, broj optičkih izomera nekog spoja 
iznosi 2", gdje je n broj asimetričnih središta. Iako se optički 
izomeri u većini kemijskih reakcija ne razlikuju, enzimske su 
reakcije vrlo osjetljive na optičku izomeriju, pa je ona neobično 
važna u biokemiji. Tako je, npr., vitamin C samo jedan od 
optičkih izomera askorbinske kiseline, dok su njeni ostali izo- 
meri biološki neaktivni. Alkaloid morfin također je određeni 
izomer od moguća 32, itd. 

Konformeri. U nekih se molekula izvjesne vibracije mogu 
opisati kao unutrašnje rotacije. Tako, npr., u molekuli etana, 
H;C—CH.,, metilne skupine mogu gotovo slobodno rotirati 
oko jednostruke veze ugljik—ugljik. Zbog toga molekula etana 
može zauzeti različite konformacije (sl. 28). Kako su neke kon- 
formacije energijski nešto povoljnije od drugih, nesmetana mo- 
lekula etana zauzet će na niskim temperaturama konformaciju 
u kojoj su vodikovi atomi međusobno na najvećoj udalje- 
nosti (sl 28c). 


SI. 28. Neke konformacije molekule 
etana 


Prijelaz jedne konformacije u drugu moguć je i drugim gi- 


banjima. Tako, npr., cikloheksan, C4H,,, mijenja konformaciju 
pseudorotacijom metilenskih skupina 


U=vVe O = O7 o 


Molekule amonijaka i njegovih supstituiranih derivata mije- 
njaju svoju konfiguraciju inverzijom 


a a a 
mo 
b Ćć % 6 $ 
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Zbog toga brzog unutrašnjeg gibanja u takvim molekulama (sa 
tri različita supstituenta) nema optičke izomerije. Inverzija je 
posljedica vibracije pri kojoj se širi osnovica piramidne struk- 
ture, a brzina inverzije ovisi o veličini supstituenata. 


MAKROSKOPSKA SVOJSTVA 


Svojstva molekula i njihova međudjelovanja ne mogu se go- 
tovo nikada mjeriti i pratiti izravno, jer se već i najmanji 
uzorci, namijenjeni eksperimentalnom određivanju, sastoje od 
mnoštva (obično 10!2..-10%*) molekula. Zbog toga se skoro 
uvijek eksperimentom određuju makroskopska svojstva tvari. 
Ta svojstva tvari proizlaze iz njenih mikroskopskih svojstava, 
tj. iz svojstava molekula od kojih se tvar sastoji. Tako su mnoga 
fizikalna svojstva povezana s takvim mikroskopskim svojstvima 
kao što su veličina i oblik molekula, međumolekularne sile, 
te međudjelovanja molekula sa zračenjem. Kemijska svojstva 
tvari ovise pak o vrstama i rasporedu atoma te o prirodi 
kemijskih veza u molekulama. U složenijim molekulama ke- 
mijska svojstva mogu ovisiti i o manjim strukturnim detaljima, 
kao što je točan prostorni položaj neke grupe atoma, ili čak 
trenutna konformacija molekule, što je posebno izraženo u bio- 
kemijskim reakcijama. 

Ponekad je potrebno mnogo ekstrapoliranja, a i mašte da 
se utvrdi veza između makroskopskih i mikroskopskih svojstava 
tvari. S obzirom na to razlikuju se dvije skupine makroskop- 
skih svojstava. Prva skupina obuhvaća svojstva koja nastaju 
kooperativnim djelovanjem mnoštva molekula i opažaju se samo 
kada sve sudjelujuće molekule podliježu istom procesu. Tada 
se svojstva molekula mogu mjeriti gotovo nepromijenjena, samo 
na mnogo većoj skali. Tipičan su primjer spektroskopska svoj- 
stva koja se mogu tumačiti izravno pomoću svojstava pojedine 
molekule (v. Spektrometrija). U drugoj su skupini svojstva koja 
nastaju uz različit doprinos pojedinih molekula, pa predstavljaju 
statistički prosjek s obzirom na sve promatrane molekule. Takva 
su, npr., termodinamička svojstva kao unutrašnja energija, entro- 
pija, tlak, toplinski kapacitet itd. (v. Termodinamika). 


Privlačne međumolekularne sile. Između molekula, odnosno 
atoma, postoje privlačne sile, koje, iako razmjerno slabe, mogu 
postati velike na malim udaljenostima kakve postoje među 
molekulama pod uobičajenim uvjetima. Najjača međumoleku- 
larna sila jest elektrostatička privlačna sila među ionima su- 
protnih naboja. To je upravo ona sila koja drži na okupu 
čestice u kristalu npr. natrij-klorida. 

Neutralne molekule drže se na okupu privlačnim silama 
koje se često označuju zajedničkim imenom kao van der Waal- 
sove sile (prema J. D. van der Waalsu, nizozemskom fizičaru, 
1837—1923). Te sile mogu među nepolarnim molekulama biti 
vrlo slabe, npr. među molekulama broma, koji je na sobnoj 
temperaturi tekućina. Jače su privlačne sile među neutralnim, 
ali polarnim molekulama. Jedan dio takve molekule ima djelo- 
mični pozitivni, a drugi dio djelomični negativni naboj, pa 
takva molekula posjeduje dipolni moment. Suprotno nabijeni 
krajevi dipola međusobno će se privlačiti većom ili manjom 
silom, već prema veličini dipolnog momenta i međusobnoj uda- 
ljenosti dipola. U vanjskom električnom polju svi će se dipoli 
nastojati jednako usmjeriti, što omogućuje eksperimentalno mje- 
renje dipolnog momenta. 

Osobitu vrstu međumolekularnih sila predstavlja vodikova 
veza. Nju mogu tvoriti molekule u kojima je vodik vezan na 
atome elemenata druge periode. Ako se u blizini takvih molekula 
nađu atomi sa slobodnim, odnosno neveznim elektronima, oni 
mogu dati elektrone vodikovu atomu tvoreći parcijalnu kemijsku 
vezu koja je bitno slabija od pravih kemijskih veza, ali je jača 
od veza nastalih pod utjecajem van der Waalsovih sila. Osim što 
može djelovati kao međumolekularna sila, kao u vodi, poznata 
je i vodikova veza unutar molekule, kao u molekuli salicilne 
kiseline (sl 29). 

Vodikova veza karakteristična je za niz tvari u čvrstom 
i tekućem stanju i utječe na njihova svojstva. Tako, npr., uzro- 
kuje aglomeraciju molekula u tekućini, što znatno povisuje 
vrelište. Zbog toga voda vri na temperaturi 100 “C, a analogni 
sumporovodik, H,S, koji ne tvori vodikovu vezu, vri na — 41 *C 
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Posebnu ulogu ima vodikova veza u biološki važnim makro- 
molekulama (bjelančevinama, nukleinskim kiselinama). 

Vrsta i jakost međumolekularnih sila bitni su faktori koji 
odlučuju hoće li se pojedina tvar pod određenim uvjetima 
nalaziti u plinovitom, tekućem ili čvrstom stanju. Međutim, 
ako među molekulama vladaju približno jednake sile, treba 
uzeti u obzir i veličinu molekula. Tako će, npr., na sobnoj 
temperaturi metan, CH,, biti plin (vrelište — 161,5 *C), n-heksan, 
CH,(CH>2),CH;, tekućina (vrelište 68,7“C), a  n-eikosan, 
CH:3(CH>),aCH:, krutina (talište 36,5 *C). Osim veličine mo- 
lekule, odlučuje i oblik, pa će tako n-pentan, CH,(CH,);CH, 
biti na sobnoj temperaturi tekućina (vrelište 36,1 *C), a izomerni 
neopentan (2,2-dimetilpropan), (CH;)4C, plin (vrelište 9,5 *C). 
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SI. 29. Vodikova veza: a među molekulama vode, b unutar 
molekule salicilne kiseline 


Međumolekularne sile, veličina molekula i njihov oblik odlu- 
čuju i o mnogim drugim svojstvima tvari, kao što su: način 
slaganja u kristale, elastičnost i tvrdoća materijala, mogućnost 
tvorbe amorfnih krutina, brzina difuzije molekula kroz različite 
materijale, topljivost u različitim otapalima, sposobnost stva- 
ranja emulzija itd. 

Određivanje strukture. Elektronska struktura molekule ne 
može se izravnim mjerenjem eksperimentalno odrediti. Među- 
tim, različita instrumentalna mjerenja daju niz podataka iz kojih 
se dedukcijom zaključuje o elektronskoj strukturi molekula. 

Mjerenjem energija oslobođenih ili utrošenih u kemijskim 
reakcijama može se doći do energija koje bi se oslobodile u 
reakciji stvaranja molekule izravno iz atoma. Iz tih pak energija 
mogu se izračunati energije pojedinih kemijskih veza, te se može 
zaključiti da se energija pojedine kemijske veze od molekule do 
molekule mnogo ne mijenja. Mjerenjem dielektričnih konstanata 
dobiju se dipolni momenti molekula koji pokazuju ukupni 
raspored elektrona u molekuli. Do sličnih se podataka može 
doći spektroskopskim metodama u infracrvenom i mikrovalnom 
području ili Ramanovom spektroskopijom. Raspored elektrona 
oko pojedinih jezgara može se dobiti iz spektara nuklearne 
magnetske rezonancije, elektron-spinske rezonancije i iz mikro- 
valnih spektara. Fotoelektronska spektroskopija daje podatke 
koji se mogu izravno uspoređivati s izračunanim energijama 
molekularnih orbitala, a spektrometrija u ultraljubičastom i vid- 
ljivom području daje podatke koji se mogu uspoređivati s razli- 
kama energija tih orbitala. Iz mjerenja magnetske susceptibil- 
nosti može se dobiti podatak o broju nesparenih elektrona u 
molekuli. 

Sva ta eksperimentalna određivanja omogućuju stvaranje 
zaključaka o prostornom i energijskom rasporedu elektrona u 
molekuli, te u sprezi s teorijskim računima upotpunjuju i pro- 
dubljuju razumijevanje fenomena kemijske veze i molekularnih 
svojstava koji su izravno ili posredno u vezi s elektronskom 
strukturom (o pojedinim instrumentalnim mjerenjima v. Spektro- 
metrija). 

Određivanje geometrijske strukture molekula bilo je ranije 
ograničeno na zaključke koji su se mogli donijeti na temelju 
makroskopskih fizikalnih i kemijskih svojstava. Broj informacija 
o strukturi molekule naglo se povećao upotrebom spektro- 
skopskih (v. Spektrometrija) i difrakcijskih tehnika (v. Kristalo- 
grafija, TE 7, str. 375). 

Među metodama koje daju vrlo točne strukturne parametre 
jedna je od najvažnijih mikrovalna spektroskopija. Ispitivanje 
rotacijskih svojstava molekule daje informacije o rasporedu 
atoma i njihovim udaljenostima, ali je to praktički ograničeno 
na razmjerno male molekule. Drugim spektroskopskim meto- 
dama kojima se mjere vibracijska svojstva molekula dobivaju 
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se podaci o čvrstoći pojedinih veza i o momentima tromosti 
pri vrtnji, a iz toga podaci o duljinama veza i kutovima između 
njih. Na temelju difrakcije elektrona može se izračunati točan 
relativni položaj atoma u molekuli, u -prvom redu u plinovitom 
stanju. Difrakcijom X-zraka i neutrona takvi se podaci dobivaju 
i za čvrsto stanje. s 

O strukturi molekula može se zaključivati i na temelju 
mjerenja mnogih drugih fizikalnih svojstava, kao što su ras- 
pršenje elektromagnetskog zračenja, međudjelovanje sa zrače- 
njem u vidljivom i ultraljubičastom području itd. O tome koje 
su funkcionalne skupine i u kojem su položaju prisutne u mo- 
lekuli može se, npr., zaključivati na temelju spektara apsorp- 
cije infracrvenog zračenja, spektara mase i spektara nuklearne 
magnetske rezonancije. Takva mjerenja daju vrlo dobre rezul- 
tate samo upotrebom dodatnih podataka dobivenih drugim 
eksperimentalnim tehnikama. O rasporedu i povezanosti poje- 
dinih dijelova molekula može se zaključivati i na temelju ke- 
mijskih reakcija, posebno za velike, biološki važne molekule. 
Međutim, danas se struktura molekula najčešće određuje kom- 
binacijom podataka koje daju sve primjenljive metode, od 
spektroskopskih do kemijskih. 
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MOLIBDEN (molybdaenum, Mo), kemijski element s 
atomskim brojem 42 i relativnom atomskom masom 95,94. 
Drugi je po redu u VIA skupini periodskog sustava, između 
kroma i volframa. Prirodna izotopska smjesa molibdena sadrži 
7 stabilnih izotopa: ?Mo (14,8%), **Mo (9,3%), ?*Mo (15,9%), 
*Mo (16,7%), *7Mo (9,6%), "Mo (24,1%), i 1%%Mo (9,6%). 
Poznato je i više radioaktivnih izotopa. S iznimkom izotopa 
*3Mo, kojemu je poluvrijeme raspada oko 3,5 +10? godina, 
radioaktivni izotopi molibdena imaju relativno mala poluvre- 
mena raspada. Elektronska konfiguracija atoma molibdena jest 
[Kr]4d?5s!. 


Ime mu potječe od jednog od starih grčkih naziva za olovo (uožvfBioc 
molybdos olovo). Od vremena Aristotela, oko <-350. godine, do druge polovice 
XVIII stoljeća nazivi molibdaena i molibdoides upotrebljavali su se za olovne 
i njima slične minerale, za koje se smatralo da sadrže olovo. G. Agricola 
(pravo ime Georg Bauer, 1494—1555) u svojoj knjizi De re metallica (1556) 
riječ molibdaena upotrebljava alternativno s riječju galena (za mineral galenit, 
PbS). Poslije Agricole naziv molybdaenum označuje tvari kao što su galenit, 
grafit i mineral molibdenit (MoS,), sve dok u XVII stoljeću nije ustanovljeno 
da molibdenit i grafit ne sadrže olovo. Godine 1778. švedski farmaceut C. W. 
Scheele proizveo je zagrijavanjem molibdenita s dušičnom kiselinom bijeli 
prah kiselih svojstava i tako definitivno utvrdio razliku između molibdenita 
i grafita. Scheele se stoga smatra otkrivačem molibdena, ali je tek 1782. 
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godine P. J. Hjelm prvi proizveo metalni molibden redukcijom molibden-tri- 
oksida drvenim ugljenom. Metalni molibden dobio je u obliku finog crnog 
praška, ali ga tada nije uspio rastaliti zbog visoka tališta. Prvi rastaljeni 
molibden dobio je Ruprecht oko 1790. godine. Tek su oko 1910. godine 
Coolidge i Fink u General Electric Company proizveli duktilni metalni mo- 
libden u obliku žice i lima, što je omogućilo širu upotrebu molibdena u proiz- 
vodnji žarulja i u elektroničkoj industriji. Proizvodnja molibdena naglo je porasla 
u razdoblju od 1930—1940. godine kada se on počeo upotrebljavati u proizvod- 
nji avionskih i raketnih motora, i u drugim oblastima u kojima se traže materi- 
jali postojani na visokim temperaturama. Najviše molibdena troši se danas 
u proizvodnji čelika, kojima on već u malim koncentracijama (0,3%) znatno 
poboljšava mehanička svojstva. 

Molibdena ima na Zemlji relativno malo i smatra se rijetkim 
elementom. Prosječni maseni udio molibdena u Zemljinoj kori 
iznosi +1 +. 104%. Istražene rudne rezerve u zapadnim zemlja- 
ma iznose oko 3 milijuna tona. U malim količinama molibden 
je raširen uglavnom po cijeloj Zemljinoj kori. Najveća rudna 
nalazišta molibdena nalaze se u SAD, a veće količine nađene 
su i u Čileu, Kanadi, na Grenlandu i u SSSR. Najvažnija 
nalazišta u nas jesu u okolici Mačkatice u jugoistočnoj Srbiji, 
gdje se molibden pojavljuje gotovo samo kao mineral molib- 
denit. To rudno ležište veoma je veliko, ali je u njemu kon- 
centracija molibdena neujednačena i u prosjeku malena. 

Molibden se u prirodi ne pojavljuje slobodan, već samo u 
mineralima vezan u svojim spojevima. Najrasprostranjeniji mi- 
neral molibdena jest molibdenit MoS,. Glavni lokalitet molib- 
denita je Climax (Colorado, SAD), gdje njegov maseni udio u 
rudi iznosi —0,8%. Molibdenit je mek mineral, olovnosive boje 
i metalnog sjaja. Gustoća mu je 4,6:::4,8 g/cm?, a Mohsova 
tvrdoća 11,5, heksagonalne je kristalne strukture slojevita 
tipa, a rjeđe kristalizira u romboedrijskom sustavu. 

Vulfenit POMoO,, drugi po važnosti među mineralima .za 
dobivanje molibdena, pojavljuje se uz ostale olovonosne mine- 
rale. U prirodi se u manjim količinama nalaze i drugi mi- 
nerali molibdena, npr. molibdit MoO,, pauvelit Ca(Mo, W)O, 
i drugi. 

ELEMENTARNI MOLIBDEN 

Svojstva. Metalni molibden može postojati u dva oblika, 
kao srebrnastobijeli metal ili kao sivocrni prah, što zavisi od 
načina dobivanja i obrade. Kristalizira u kubičnom kristalnom 
sustavu s prostorno centriranom rešetkom, a duljina brida 
jedinične ćelije iznosi 0,314 nm. Atomski mu je polumjer 0,136 nm, 
ionski polumjer četverovalentnog molibdena je 0,068 nm, a šes- 
terovalentnoga 0,062 nm. Molibden je paramagnetičan. Tali se 
na =2610“C, vrelište mu je —5560“C, a gustoća 10,2 g/cm? 
(20*C). Toplina taljenja iznosi 28 kJ/mol, toplina isparivanja 
— 500 kJ/mol (25 “C), specifični toplinski kapacitet (specifična 
toplina) 0,256 JK-'g-! (20“C), termička vodljivost 1,45 
Jem-!s-!K-! na 17"C, a 1084 Jem -!s-!'K-! na 927 "GC 
linearni koeficijent termičkog rastezanja 5+10-%K-! (20*C), a 
električna otpornost (specifični električni otpor) 5,7 (2em (20 *C) 
Standardni  elektrodni potencijal molibdena iznosi E? 
(Mo**|Mo) = —0,2V, a prvi ionizacijski potencijal 7,1 eV. 

Mehanička svojstva molibdena mnogo ovise o načinu njegove 
proizvodnje i obradbe. Molibden dobiven sinteriranjem i pre- 
taljivanjem je krt. Nakon plastične obradbe na temperaturama 
1000-::1300 *C on postaje duktilan, s vlačnom čvrstoćom oko 
600N/mm?, Youngovim modulom elastičnosti — 3,3- 10*N/mm? 
i tvrdoćom prema Brinellu 225. Daljim žarenjem na tempera- 
turi 900--:1200 *C smanjuje mu se tvrdoća na 160, vlačna 
čvrstoća na 480N/mm?, a duktilnost se poveća sa 20% na 
— 50%. Žarenjem na visokim temperaturama (> 1500 C) mo- 
libden rekristalizira i ponovno postaje krt. 

Molibden je pri sobnoj temperaturi postojan na zraku. 
Na povišenim temperaturama (= 500 C) reagira s kisikom iz 
zraka stvarajući molibden-trioksid: 


2Mo +30, >2MoO., (1) 


pa je na povišenim temperaturama njegova primjena ograni- 
čena. Da bi se izbjegla opasnost od korozije, molibden se 
prevlači zaštitnim slojevima molibden-disilicida (MoSi2) i nikla, 
što omogućuje njegovu primjenu na zraku do temperatura 
— 1100 “C. Istraživanja radi pronalaženja legura na osnovi mo- 
libdena koje bi bile otporne prema koroziji nisu dala povoljne 
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rezultate, jer se dodatkom drugih metala smanjuje njegova duk- 
tilnost, odnosno sposobnost za obradbu. 

S vodenom parom na povišenim temperaturama molibden 
stvara okside uz oslobađanje vodika. Nitridi molibdena mogu 
se dobiti reakcijama molibdena s dušikom i amonijakom. Sa 
sumporovodikom i sumporom molibden stvara sulfide na po- 
višenim temperaturama, a s ugljikom tvori više karbida. S 
halogenim elementima, osim s jodom, reagira izravno stvara- 
jući halogenide. S fluorom reagira već na sobnoj tempera- 
turi, s klorom na 250“C, a s bromom tek na temperaturi 
800 “C. 

Molibden je na sobnoj temperaturi otporan prema koroziji. 
Slabo se otapa u klorovodičnoj i fluorovodičnoj kiselini, a 
dobro u vrućoj dušičnoj i fosfornoj kiselini, u zlatotopci i u 
vrućoj koncentriranoj sumpornoj kiselini. Postojan je prema 
alkalnim otopinama, ali se može raščiniti u talinama jakih 
baza. 

Fiziološko djelovanje molibdena. Molibden je važan mikro- 
element u biljnom i životinjskom svijetu. Biljke ga uzimaju 
iz tla i iz vode već pri koncentracijama 1 dio na milijardu. 
Molibden se koncentrira u stabljikama i u plodovima biljaka, 
a najviše ga ima u klicama žitarica. Primjena umjetnih gno- 
jiva s primjesom molibdena daje dobre rezultate. U životinj- 
skim organizmima najviše se nakuplja u jetrima i bubrezima, 
a djeluje kao katalizator mnogih redoks-reakcija, npr. oksida- 
cije purina i ksantina, zatim pri vezivanju molekulskog dušika 
pomoću bakterija itd. U posljednje se vrijeme smatra da mo- 
libden doprinosi zdravlju zubi. 

Spojevi molibdena nisu posebno otrovni za žive organizme. 
Prema propisima za zaštitu čovjekova okoliša u 1m> zraka 
dopušteno je do 10mg molibdenovih spojeva, što je čak 10 
puta više od dopuštene količine željeza u zraku. 

Sirovine za dobivanje molibdena. Udio molibdena u rudama 
najčešće je manji od 1%. Glavna sirovina za dobivanje mo- 
libdena jest molibdenit MoS, (sl. 1). U najvećim nalazištima 
u Coloradu molibden se nalazi u obliku molibdenita u granit- 
nim stijenama s povećanim udjelom kvarca i s manjim koli- 
činama molibdita, pirita i halkopirita. 

Za ekonomično dobivanje molibdena mora se iz ruda prvo 
flotacijom pripremiti koncentrat s velikim masenim udjelom 
molibdenita (85% MoS,). Kako je molibdenit u stijenama 
raspršen u obliku veoma sitnih zrnaca, to se ruda prije 
flotacije mora drobljenjem i mljevenjem usitniti na veličinu zrna 
—0,05mm. Osim molibdenita, koncentrati većinom sadrže velike 
količine silicij-dioksida (do 10%) i aluminij-oksida (1,5%), 
a nastoji se da koncentrat sadrži što manje bakra (do 0,3%) 
i željeza (do 0,5%). 


Proizvodni postupci. Koncentrat molibdenita najčešće se prvo 
podvrgava oksidacijskom prženju, pri čemu molibdenit prelazi 
u molibden-trioksid 


2MoS2 + 702 > 2MoO; + 4S0.. (2) 


Prženje se provodi u jamastim pećima, etažnim pećima ili u 
pećima s fluidiziranim slojem na temperaturama do 600"*C. 
Produkt oksidacijskog prženja, tehnički molibden-trioksid 
(95% M00.), služi kao sirovina za proizvodnju čistog molib- 
den-trioksida, ali se također izravno upotrebljava u proizvod- 
nji feromolibdena za dodavanje molibdena čeliku u proizvodnji 
legiranih čelika. 


Molibden-trioksid visoke čistoće (99,8--:99,9% MoO:) glavna ' 


je sirovina za proizvodnju metalnog molibdena i njegovih 
komercijalno važnih spojeva. Proizvodi se hidrometalurškom 
obradbom ili sublimacijom tehničkog molibden-trioksida. Pre- 
ma prvom postupku nečisti molibden-trioksid luži se razrije- 
đenom otopinom amonijaka i prevodi u otopinu u obliku 
amonij-molibdata (NH4)2Mo20;. Prisutni spojevi silicija i alu- 
minija ne otapaju se, a ioni bakra, cinka, nikla i željeza 
talože se iz otopine dodatkom amonij-sulfida. Nakon filtracije, 
uparivanja i neutralizacije izlučuje se iz otopine netopljivi 
amonij-polimolibdat, koji se od otopine odvaja dekantacijom 
i filtracijom, a zatim se prži na temperaturi do 400*C, pri 
čemu se razlaže na čisti molibden-trioksid i amonijak. 
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molibdenit 
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Metalni 
molibden 


Molib- Molib- 
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Sl. 1. Preradba molibdenovih ruda u proizvode 


Čisti molibden-trioksid može se dobiti iz prženog koncen- 
trata i destilacijom (sublimacijom), zahvaljujući relativno nis- 
kom vrelištu (1155 *C) i velikom tlaku njegovih para na tem- 
peraturi (+ 1000“C), na kojoj su prisutne nečistoće stabilne i 
slabo hlapljive. Destilira se u električnim pećima s okretnim 
dnom uz dodatak kvarca. 

Metalni molibden proizvodi se od čistog molibden-trioksida 
redukcijom pomoću vodika u okretnim cijevnim pećima. To 
se može provesti jednim prženjem na temperaturi do 1100 *C 
ili prženjem u dva stupnja, prvo na temperaturi 600 C 
redukcijom trioksida do dioksida, a zatim na 1000 “C konač- 
nom redukcijom do metala. Ostalim načinima redukcije molib- 
den-trioksida, kao što je npr. redukcija ugljikom, ne dobiva 
se metalni molibden dovoljne čistoće. : 


Sl. 2. Shema peći za pretaljivanje molibdena 
elektronskim snopom. 1 izvor elektrona, 2 mo- 
libden namijenjen pretaljivanju, 3 elektronski 
snop, 4 kristalizator, 5 pretopljeni blok _mo- 
libdena, 6 priključak na vakuum, 7 uređaj za 
izvlačenje molibdenskog bloka 
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Redukcijom proizvedeni metalni molibden nalazi se u praš- 
kastom obliku i potrebno ga je preraditi. Redukcijom u dva 
stupnja dobiva se molibdenov prah s mnogo sitnijim zrnima, 
pa se lakše prerađuje. Manji komadi molibdena pripravljaju 
se metodama metalurgije praha, prešanjem i sinteriranjem na 
temperaturi do 2300“*C u atmosferi vodika, a veći komadi, 
koji služe za dalju plastičnu obradbu, dobivaju se iz praš- 
kastog molibdena u pećima za taljenje elektronskim snopom 
(sl. 2) ili taljenjem u vakuumu u elektrolučnim pećima. Po- 
sljednja metoda osobito je prikladna za pripravu molibdeno- 
vih legura jer se u procesu upotrebljavaju elektrode načinjene 
od molibdenova praha, u koje se po volji može dodati po- 
trebna količina drugog metala. 

Plastična obradba većih komada molibdena provodi se ko- 
vanjem, a manjih valjanjem. Temperatura kovanja je 1200--:1400 
*C, temperatura valjanja je mnogo niža, dok se tanke žice i 
limovi proizvode izvlačenjem na hladno. Valjani i vučeni pro- 
izvodi omekšavaju se žarenjem na 800-::1200*C. Molibdenu 
koji je proizveden metalurijom praha raste gustoća sa stupnjem 
preradbe, pri čemu se istodobno povećava njegova čvrstoća i 
tvrdoća. Prilikom obradbe molibdena na visokim temperatura- 
ma treba paziti da se ne prekorači temperatura rekristalizacije 
(1500 *C) kako molibden ne bi postao krt. 

Molibden se može površinski obrađivati tokarenjem, bruše- 
njem i drugim postupcima strojne obradbe. Alat mora biti 
čvrst, a njegovi kutovi i nagibi slični kao pri obradbi željez- 
nog lijeva. ' 

Komadi molibdena spajaju se zavarivanjem i lemljenjem. 
Varovi molibdena obično su krti, ali, ako se dobro i pažljivo 
izvedu, mogu biti čisti i dovoljno čvrsti za mnoge namjene. 
Za lemljenje se načešće upotrebljavaju legure na osnovi nikla, 
kobalta, srebra i paladija, s talištima 1200-:-1500 *C. 

Upotreba molibdena. Molibden se upotebljava u čistom, me- 
talnom stanju, ali mnogo više u obliku svojih brojnih legura. 
Njegovo visoko talište, velika čvrstoća na višim temperaturama, 
veliki modul elastičnosti, otpornost prema koroziji, dobra toplin- 
ska i električna vodljivost i mali koeficijent termičkog raste- 
zanja čine ga vrlo vrijednim i korisnim materijalom u mnogim 
područjima tehničke prakse. Procjenjuje se da se od ukupne 
količine potrošenog molibdena — 76% troši za proizvodnju le- 
giranih čelika, 7% za lijevano željezo, 4% za metalni molibden, 
3% za specijalne legure, a 9% u proizvodnji molibdenovih 
kemikalija. 

Molibden se mnogo primjenjuje u elektrotehnici i elektro- 
nici. Molibdenska žica upotrebljava se u proizvodnji žarulja, 
a od molibdenskog lima prave se anode,i rešetke elektron- 
skih cijevi. Kako između koeficijenata rastezanja molibdena, 
silicija i germanija postoji samo neznatna razlika, molibden 
se upotrebljava kao nosač za poluvodičke elemente. Molibden 
služi i kao najčešći materijal za stvaranje električnog otpora 
u dijelovima izloženim visokim temperaturama. Od molibdena 
se izrađuju i specijalne posude, dijelovi peći za taljenje stakla, 
ventili i slični dijelovi kemijskih tehnoloških postrojenja izloženi 
izrazito korozivnom djelovanju itd. U nuklearnoj tehnici mo- 
libden također služi kao vrlo prikladan materijal za mnoge di- 
jelove uređaja koji rade na visokim temperaturama, npr. vi- 
sokotemperaturnih reaktora. 


MOLIBDENOVE LEGURE 


Velike količine molibdena troše se u metalurgiji jer mo- 
libden kao osnovni ili kao legirni element ulazi u sastav 
mnogih tehnički važnih legura s vrlo različitom primjenom. 

Molibden se dobro legira s volframom i drugim teškim 
i teško taljivim metalima, stvarajući s njima čvrste otopine i 
intermedijarne faze. Dobro su poznati svi binarni i većina 
ternarnih i kvaternarnih sustava s molibdenom. Binarni sus- 
tavi s molibdenom mogu se razvrstati u tri grupe: a) sustavi 
u kojima molibden stvara čvrste otopine u svim omjerima, 
npr. s kromom, volframom, tantalom i titanom; b) sustavi u 
kojima se u području bogatom molibdenom stvaraju peritekti- 
ci, npr. Mo3Al, FeMo i NiMo; c) sustavi u kojima se stva- 
raju eutektici kao što su MoBe,, Mo,B, Mo,C i Mo3Si. 
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Legure na osnovi molibdena pripremaju se metalurgijom 
praha ili taljenjem u elektrolučnim pećima (u vakuumu ili 
u inertnoj atmosferi). Već mali dodatak drugih metala, posebno 
titana i cirkonija u količini do 1%, ima bitan utjecaj, pa se, 
s obzirom na nelegirani molibden, poboljšavaju mnoga teh- 
nički važna svojstva, posebno mehanička svojstva na višim 
temperaturama. Legure molibdena upotrebljavaju se za izradbu 
dijelova izloženih osobito teškim radnim uvjetima u plinskim 
turbinama, mlaznim i raketnim motorima, svemirskim letjeli- 
cama i sl. Molibdenske legure važne su u proizvodnji osobito 
tvrdih materijala. Sinterirani titan-molibden-karbid vrlo je pri- 
kladan za izradbu bitnih dijelova reznih uređaja. Od molib- 
denovih legura koje ne sadrže željezo najvažnije su legure 
na osnovi nikla. One obično sadrže nekoliko postotaka mo- 
libdena, ali ga može biti i do 30%. Među najpoznatijima je 
legura tipa hasteloj sa 28% molibdena, koja je vrlo otporna 
prema korozivnom djelovanju kiselina, posebno solne i sumporne 
kiseline. 

Molibden je bitan sastojak legiranih čelika. Iako se u 
mnogima od njih nalazi u količini manjoj od 1%, u te se 
svrhe troši oko 3/4 ukupno proizvedenog molibdena. Dodatak 
molibdena nisko legiranim čelicima, obično u kombinaciji s 
kromom, niklom i manganom, veoma povećava njihovu pro- 
kaljivost, o čemu, između ostalog, ovisi i tvrdoća, zatim ži- 
lavost, mogućnost obradbe u hladnom, strojne obradbe i za- 
varivanja. U alatnim čelicima molibden mnogo doprinosi po- 
većanju čvrstoće na višim temperaturama i postojanosti prema 
čestim promjenama temperature. Dodatkom molibdena (1,5--:6%) 
povećava se korozijska otpornost nerđajućih kromovih i krom- 
-niklovih čelika, njihova čvrstoća na povišenim temperaturama 
i mogućnost zavarivanja. I lijevano željezo s primjesom mo- 
libdena, npr. željezo za izradbu blokova automobilskih motora, 
mnogo je čvršće i otpornije prema abraziji, a svojstva građev- 
nih i konstrukcijskih čelika veoma se poboljšavaju već dodatkom 
svega 0,25% molibdena. 

Feromolibden je legura molibdena i željeza, koja najčešće 
sadrži 55--:65% molibdena te manje količine ugljika (—0,2%), 
silicija (do 1%) i drugih primjesa. Feromolibden služi u meta- 
lurgiji kao oblik u kojemu se molibden dodaje čelicima u 
proizvodnji legiranih čelika. Prednost je upotrebe feromolibdena 
prema čistom molibdenu u tome što je feromolibden jeftiniji 
i što se u čelicima lakše otapa. 

Feromolibden može se proizvesti na dva načina, karbo- 
termijskom ili metalotermijskom redukcijom oksida. Prema pr- 
vom postupku, koji se danas rijetko provodi zbog većih in- 
vesticijskih i proizvodnih troškova, smjesa prženoga rudnog 
koncentrata (90% MoO;), reducensa (drveni ugljen ili koks), 
željezne rude i taljiva (CaO, Al,O3, CaF,) prvo se briketira, 
a zatim se uz dodatak željeznih strugotina reducira u elek- 
tričnoj peći. 

Danas se feromolibden proizvodi uglavnom silikotermijskim 
postupkom prema veoma egzotermnoj reakciji: 


2M0o0O:, + 3Si > 2Mo + 3SiO,. (3) 


Reakcijska se smjesa sastoji od molibden-trioksida dobivenog 
prženjem koncentrata molibdenita, zatim od ferosilicija, željezne 
rude i željeznih strugotina. Smjesa se stavlja u metalni ci- 
lindar obložen šamotnom opekom i pali se posebnom smje- 
som od magnezijeve legure, granuliranog aluminija i natrij- 
-nitrata. 


MOLIBDENOVI SPOJEVI 


Kemija molibdenovih spojeva veoma je složena. Molibden 
se pojavljuje u više stupnjeva oksidacije (0, +2, +3, +4, +5, 
+6). U prirodi je najčešće četverovalentan (molibdenit MoS,) 
i šesterovalentan (molibdati MoO2-). U otopinama nisu na- 
đeni jednostavni molibdenovi kationi. Međutim, zbog sklonosti 
molibdena polimerizaciji i stvaranju agregata, poznato je u 
otopinama mnoštvo različitih kompleksnih aniona. Sastav i 
struktura tih iona ovisi o njihovoj koncentraciji i o kise- 
losti otopine. Molibdenov koordinacijski broj obično je 4, 6 
ili 8. Taj se broj lako mijenja s promjenom stanja u otopini. 
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Kisik i fluor tvore najstabilnije spojeve sa šesterovalentnim 
molibdenom, klor s peterovalentnim, a brom i sumpor sa 
četverovalentnim molibdenom. Promjenom uvjeta molibden se 
u spoju može disproporcionirati i tvoriti smjesu različitih 
spojeva. 

Molibdenovi spojevi upotrebljavaju se u različitim industrij- 
skim procesima, a i izravno se primjenjuju u mnogim» područ- 
jima tehničke prakse. Među najvažnije ubraja se upotreba 
njegovih spojeva kao katalizatora i njihovih promotora u mno- 
gim organskim reakcijama, osobito u industriji nafte, kao što 
su krekiranje, alkilacija, hidrogenacija, oksidacija, redukcija, 
polimerizacija te reakcije u kojima se uklanjaju sumpor, du- 
šik i neki metali. Mogućnost lake izmjene kisika i sumpora 
u molibdenovim spojevima vrlo je važna, jer se zbog toga 
molibdenovi katalizatori ne mogu onesposobiti tragovima sum- 
pora, što se često događa i što je jedan od velikih nedosta- 
taka mnogih drugih katalizatora. 

Molibdenovi halkogenidi, posebno molibden(IV)-sulfid, po- 
sjeduju izvanredna podmazujuća svojstva i upotrebljavaju se u 
te svrhe u obliku suhog filma ili kao dodaci mazivima. 

Molibdati se kao sredstva za zaštitu od korozije dodaju 
u medije za rashladne sustave, postrojenja i klimatizacijske 
uređaje građene od željeznih i čeličnih cijevi. Antikorozivno 
djelovanje molibdata temelji se na stvaranju kompleksa od 
željezo-molibdata i željezo-oksida, koji djeluje kao pasivirajući 
i zaštitni površinski sloj. Zbog takvih svojstava i zbog neo- 
trovnosti molibdati se upotrebljavaju i kao vrlo stabilni, an- 
tikorozivni pigmenti namijenjeni za zaštitu čeličnih konstruk- 
cija (mostovi i sl.), dijelova . vozila (automobilske karoserije, 
vagoni) itd. Poznati su i molibdenovi obojeni pigmenti. Ko- 
precipitacijom olovo-molibdata i olovo-kromata nastaje naran- 
časti pigment koji služi za bojenje staklenih i keramičkih 
proizvoda. Molibdati se dodaju staklu i radi povećanja nje- 
gove adhezijske sposobnosti prema metalima. Površine bakra, 
željeza i njihovih legura prevlače se tankim slojem crnog mo- 
libden-oksida u dekorativne i antikorozijske svrhe. Otopine 
soli trovalentnog molibdena upotrebljavaju se. pri štavljenju 
kože. 

Molibden-disilicid MoSi, veoma je otporan prema koroziji 
i dobro provodi električnu struju, pa služi za izradbu gri- 
jačih tijela za postizanje temperatura 1600-::1700 *C. Na osnovi 
molibden-disilicida i silicij-dioksida izrađuju se grijaća tijela 
pod nazivom superkantal za temperature do 1600C. Karbidi 
molibdena služe za izradbu grijaćih tijela za temperature do 
1400 *C. U kombinaciji s volfram-karbidom i titan-karbidom 
upotrebljavaju se za izradbu tvrdih.metala. 

Oksidi. Molibden stvara okside svih oksidacijskih brojeva 
od +2 do +6. Najbolje su ispitani i najčešće se pojavljuju 
molibden(IV)-oksid i molibden(VI)-oksid. 

Molibden(IV)-oksid MoO, kristalni je prah olovnosive ili 
ljubičastosmeđe boje, gustoća mu je 6,47 g/cm?. Netopljiv je 
u vodi, slabo se topi u kiselinama i alkalijama. S tetraklor- 
ugljikom reagira na temperaturi 250*C dajući molibden(IV)- 
-klorid MoCI4. Dobiva se opreznom redukcijom molibden(VI)- 
-oksida vodikom na temperaturama nešto nižim od 440"C. 
Može se dobiti i nepotpunom oksidacijom metalnog molib- 
dena kisikom ili vodenom parom. 

Molibden( VI )-oksid (molibden-trioksid) MoO», najvažniji je 
spoj molibdena. To je bijeli ili svijetložuti kristalni prah, kris- 
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talizira u rompskom sustavu, gustoća mu je 4,69g/cm:, ta- 
lište na temperaturi 795 “C, vrelište na 1155*C, ali sublimira 
već na mnogo nižim temperaturama (=700*C). U vodi je 
slabo topljiv i sklon je stvaranju slabo topljivih hidrata MoO: - 
+-H,O i MoO;-2H,0. U sumpornoj se kiselini otapa stva- 
rajući kompleksne katione kao što su MoO2“ i MoO**.I u 
alkalijama se dobro otapa i stvara molibdate i polimolibdate. 
S vodikom, natrijem, aluminijem, magnezijem i silicijem re- 
ducira se do metalnog molibdena. Industrijski se proizvodi 
prženjem molibdenita, pročišćuje se sublimacijom i služi kao 
polazna sirovina za dobivanje molibdena i njegovih spojeva. 
Osim toga, izravno se primjenjuje i u keramičkoj industriji, 
zatim kao katalizator, u prvom redu u naftnoj industriji itd. 

Kiseline i njihove soli. Molibdenska kiselina H,MoO, (ili 
MoO;:H20) stvara niz soli, tzv. normalnih molibdata, tipa 
M!MoOxy, M!MoQO., i M»"(Mo0,);, od kojih je većina, osim 
molibdata amonija, magnezija, kalcija i alkalijskih metala, 
netopljiva u vodi. Netopljivost molibdata barija i olova služi 
u analitici prilikom njihova dokazivanja. Molibdat-ion MoO2- 
stabilan je samo u lužnatim otopinama. Neutralizacijom, a 
osobito zakiseljavanjem otopina molibdata, molibdat-ion teži 
prema polimerizaciji. U neutralnim otopinama nastaju uglav- 
nom heptamolibdat-ioni Mo;0,4*% . Daljim zakiseljavanjem 
stvoreni ioni i pripadne soli sve su kompleksnijeg sastava, 
pa nastaju oktamolibdati MogO,6*“, dodekamolibdati i sl. 
Među polimolibdatima i njima pripadnim polimolibdatnim ki- 
selinama razlikuju se oni sa samo jednim metalnim atomom, 
tj. molibdenom, u anionu (izopolimolibdati) i oni s više raz- 
ličitih metalnih atoma u anionu (heteropolimolibdati). 

Blagom redukcijom kiselih molibdatnih otopina ili poste- 
penom oksidacijom otopina niževalentnog molibdena nastaje 
molibdensko modrilo, otopina intenzivno plave boje. Sastav mu 
nije točno poznat, ali se vjeruje da je to koloidna otopina 
molibdenovih spojeva u kojima je on peterovalentan i šeste- 
rovalentan. Molibdensko modrilo služi u nekim kolorimetrijskim 
metodama analitičke kemije. 

Amonij-heptamolibdat (NH4)6M0;024:4H,20 bijeli je kristal- 
ni prah i od svih spojeva molibdena ima najbolje definiran 
udio molibdena jer se može pripraviti u vrlo čistom stanju. 
Dobro je topljiv u vodi, a veoma često služi kao laboratorij- 
ski analitički reagens u pripremi otopina s točnim udjelom 
molibdena. Taj se spoj upotrebljava i kao izvor vrlo čistog 
molibden-trioksida. 

Dodekamolibdatofosforna kiselina (fosfomolibdenska kiselina) 
H;PO,-:12MoO;-:6H,O žučkasti je kristalni prah. Većina nje- 
nih soli, osim amonij-fosfomolibdata, dobro je topljiva u vodi. 
U analitičkoj se kemiji pri određivanju fosfora često primje- 
njuje reakcija u kojoj se fosfor taloži u obliku amonij-fos- 
fomolibdata (NH,);PO,:12M0o0:. 

Halogenidi. Molibden tvori niz halogenida i oksihalogeni- 
da, koji se razlikuju prema svojoj molekulskoj strukturi i 
stabilnosti. Većina tih spojeva ne nalazi se u monomernom 
stanju. Osjetljivi su prema djelovanju kisika i vlage, pa se 
pripravljaju u inertnoj atmosferi. Neki su od njih plinoviti i 
njihovom se izravnom redukcijom pomoću vodika može pri- 
praviti vrlo čist metalni molibden. 

Molibden(1II)-klorid MoCI. je tamnocrveni ili crvenkasto- 
smeđi prah gustoće 3,58 g/cm*, netopljiv u hladnoj vodi, u 
toploj vodi hidrolizira, otapa se u koncentriranoj sumpornoj 


Tablica 1 
PROIZVODNJA KONCENTRATA MOLIBDENOVE RUDE (t) 
Godina 
Zemlja = 

1967. 1968. 1969. 1970. 1971. 1972. 1973. 1974. 1975. 1976. 1977. 1978. 
SAD 40867 42400 45272 50508 | 49710 50865 52553 50808 | 48072 51362 54600 57600 
Kanada 9696 10190 13450 15319 | 10279 12925 13786 13942 13026 14415 14100 14500 
Čile 4740 3853 4841 5701 6321 5885 4940 9757 9091 10898 10500 11300 
SSSR 7000 7000 7500 7700 8000 8200 8500 8800 9060 9350 
Kina 1500 1500 1500 1500 1500 1500 1500 1500 1500 1500 
Azija (bez SSSR) 2241 2050 2145 2047 1994 1851 1774 1753 1804 1794 
Evropa (bez SSSR) 965 912 961 976 1005 930 853 * 834 817 833 
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i dušičnoj kiselini. U prisutnosti vlage oksidira se na zraku 
do trioksida. Može se dobiti prevođenjem molibden(V)-klorida 
preko metalnog molibdena ili njegovom redukcijom vodikom. 

Molibden( V)-klorid MoCI s je sivocrni kristalni prah gustoće 
2,93 g/cm?. U vodi se ne otapa, a topljiv je u bezvodnim 
organskim otapalima. Dobiva se kloriranjem metalnog praš- 
kastog molibdena. Najvažniji je halogenid molibdena, a služi 
za pripravu vrlo čistog molibdena i kao međuprodukt u pro- 
izvodnji heksakarbonilmolibdena. 

Molibden( VI )-fluorid MOoF tali se na 17,5C, vrelište mu 
je na 35“C, a gustoća 2,55 g/em? (17“C). Jedini je definirani 
fluorid molibdena. Postojan je na zraku i prema kloru. Do- 
biva se izravnom reakcijom fluora s finim prahom molibdena. 


Halkogenidi. Molibden tvori seriju homolognih spojeva sa 
sumporom, selenom i telurom, koji su donekle slični oksidi- 
ma. Seskvihalkogenidi općenite formule Mo,X, (X = halkogeni 
element S, Se ili Te) mogu se pripraviti izravnom reakcijom 
elemenata na povišenoj temperaturi. Izomorfni dihalkogenidi, 
MoX,, kristaliziraju u heksagonalnom kristalnom sustavu i 
posjeduju sposobnost podmazivanja metalnih površina. 

Molibden(IV)-sulfid (molibden-disulfid) MoS, najvažniji je 
molibdenov mineral (molibdenit) i glavni je izbor molibdena 
u proizvodnji feromolibdena, čistog molibdena i njegovih spo- 
jeva. Tamnosive je boje i metalnog sjaja. S kisikom se ok- 
sidira u molibden-trioksid, s klorom prelazi u pentaklorid, s 
fluorom u heksafluorid, vodik ga reducira djelomično u metalni 
molibden. Čisti molibden-disulfid izvrsno je sredstvo za pod- 
mazivanje u obliku suhog filma ili kao dodatak uljima ili 
mastima za maziva. Taj spoj zadržava sposobnost dobrog pod- 
mazivanja i u vrlo različitim i ekstremnim uvjetima, pa su 
neki kritični dijelovi modula kojim se 1969. godine prvi čovjek 
spustio na Mjesec bili njime podmazani. Osim toga, molibden 
(IV)-sulfid služi kao punilo u proizvodnji umjetnih vlakana a 
također i kao katalizator u reakcijama hidrogenacije i dehidro- 
genacije. 

Kompleksni spojevi molibdena. Osim niza kompleksnih spo- 
jeva koji se odvode od molibdenskih kiselina, molibden stva- 
ra više kompleksa s halogenima, vodom, hidroksidnom, cija- 
nidnom i tiocijanatnom skupinom kao ligandima. U tim se 
kompleksima molibden pojavljuje kao središnji atom s razli- 
čitim koordinacijskim brojevima (4, 6 i 8) i u nižim valentnim 
stanjima. Veće značenje imaju oktacijano-kompleksi, u kojima 
je molibden četverovalentan ili peterovalentan, Mo(CN)g "i 
Mo(CN)s ". 

Heksakarbonilmolibden Mo(CO)4 krutina je bijele boje s 
gustoćom 1,96 g/cm*. Na temperaturi 150“C raspada se bez 
taljenja, a na nižim temperaturama je stabilan i otrovan. U 
vodi je netopljiv, a otapa se u organskim otapalima (eter, 
aceton). Dobiva se iz molibden(V)-klorida reakcijom s ugljik- 
-monoksidom i cinkovim prahom pod povišenim tlakom u 


eteru. Primjenjuje se za nanošenje molibdena na metale i. 


keramiku. 

Organomolibdenovi spojevi. Poznati su mnogi organomolib- 
denovi spojevi, a neki se od njih i praktički primjenjuju. 
Molibden tvori kelate s dušikom, sumporom i kisikom, estere 
s alkoholima, fenolima i hidroksi-kiselinama, a također alkilne 
i arilne derivate. Molibden-acetilacetonat upotrebljava se kao 
katalizator u polimerizaciji etilena i proizvodnji poliuretanskih 
pjena, molibden-oksalat primjenjuje se u nekim fotokemijskim 
sustavima, a molibden-ditiokarbamat je dodatak mazivima. 


PROIZVODNJA MOLIBDENA U SVIJETU 


Najviše se molibdena proizvodi u Zapadnim zemljama, od 
toga oko 3/4 u SAD, a velike se količine proizvode i u 
Kanadi i Čileu (tabl. 1). U SAD proizvelo se 1943. godine 
28000t molibdenovih rudnih koncentrata, poslije rata (1949. 
godine) proizvodnja je opala na 102001, da bi tek 1955. go- 
dine dosegla godišnju proizvodnju u vrijeme drugoga svjetskog 
rata. Međutim, tu količinu proizvelo je već 1974. godine samo 
jedno poduzeće vezano uz najveći svjetski rudnik molibdena 
u Climaxu (Colorado, SAD). U Zapadnim zemljama oko 70% 
ukupno proizvedenog molibdena dobiva se iz rudnika i postro- 
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jenja za preradbu molibdenovih ruda, a 30% kao sporedni 
proizvod prilikom preradbe bakrenih ruda. 


LIT.: R. S. Archer, Molybdenum, u djelu: €. A. Hampel, Rare metals 
handbook. Van' Nostrand Reinhold, Co., New York 21961. — A. J. Herzig, 
J. Z. Briggs, Molybdenum, u djelu: C. A. Hampel, Encyclopedia of the 
chemical elements. Van Nostrand Reinhold Co., New York 1968. — H. 
Morrow, Molybdenum, u djelu: McGraw-Hill Encyclopedia of science and 
technology. McGraw-Hill, New York 1977. — W. E. Lauprecht, R. Q. Barr, 
R. M. Fichte, M. Kuhn, Molybdan, Molybdin-Legierungen und -Verbin- 
dungen, u djelu: Ullmanns Encyklopšdie der technischen Chemie. Verlag 
Chemie, Weinheim-New York +1979. 


M. Horgas 


MONTAŽNO GRAĐENJE, gradnja prethodno 


proizvedenim elementima koji se na gradilištu postavljaju i 
spajaju (montiraju). Za razliku od konvencionalnog građenja, 
kad se zida opekama, kamenom, kamenim blokovima i kad 
se betonira na gradilištu, montažnom gradnjom nastaju gra- 
đevine sastavljanjem prethodno izrađenih krupnih građevnih 
elemenata. Montažno građenje i proizvodnja elemenata (pret- 
fabrikacija) osnova je industrijalizacije građevinarstva. Do- 
sadašnje iskustvo s montažnim građenjem pokazuje da ne 
postoje građevine koje se ne bi mogle graditi montažnim 
postupkom. 


Građenje gotovim elementima nije novo. U najstarije doba građevni su 
elementi pripremani na nalazištu (kameni blokovi u kamenolomima), prevo- 
ženi su često na veliku daljinu i tamo ugrađivani u piramide i hramove. 
Od XVII do XIX stoljeća građene su montažne drvene zgrade za smještaj 
vojnika u Engleskoj, Njemačkoj i Austriji, te za smještaj kolonijalne uprave 
u britanskim kolonijama. Prvi put je 1838. godine organizirana u Njemačkoj 
industrijska proizvodnja elemenata od cementa, a 1849. godine industrijska 
proizvodnja armiranobetonskih elemenata, kada je francuski vrtlar J. Monier 
(1823—1906) izradio različito oblikovane posude za cvijeće. Već poslije neko- 
liko godina (1852) proizveden je prvi montažni nosač u obliku slova T za 
valjaoničku halu u Njemačkoj. Potkraj XIX i početkom XX stoljeća sve se više 
primjenjuju pretfabricirani elementi: nosiva konstrukcija nad kasinom u 
Biarritzu (1891), prvi velikoplošni betonski krovni elementi (Brooklyn, SAD, 
1900), prednapregnuti betonski stropovi (sustav Lund, 1905), armiranobetonska 
rešetkasta konstrukcija (sustav Visintini, 1906), prva lijepljena drvena konstruk- 
cija (1910), prve montažne stambene zgrade u Evropi (1918), serijska proiz- 
vodnja nosača od prednapregnutog armiranog betona za stropove i krovove 
(sustav Hoyer, 1937), montažni armiranobetonski nosači za most (raspon 
33m, 1938) i za hangar u blizini Rima (raspon 36m, 1939), montažni 
most preko rijeke Marne (raspon 78m, 1942). R. Camus (1953) ostvario je 
u Francuskoj ideju o gradnji stambenih zgrada od prethodno izrađenih 
elemenata koji se na gradilištu samo montiraju. 

Posljednjih tridesetak godina, ostvaren je velik napredak u razvoju mon- 
tažnog građenja, pa se može reći da mnoge građevine ne bi ni bile izgrađene, 
odnosno ne bi bile tako uspješno izgrađene da se nije razvila montažna 
gradnja. 

U nas su se, poslije prvoga svjetskog rata, pojavile obrtničke radionice 
u kojima su se proizvodili gotovi betonski elementi (stupovi, kanalizacijske 
cijevi, stropne grede, rubnjaci i sl.) U Zagrebu su se u to doba proizvodili i 
elementi od prednaprednutog armiranog betona. Poslije drugoga svjetskog 
rata, već 1947. godine, razvijaju se prvi montažni sustavi za gradnju stambenih 
zgrada, a 1953. godine počinje serijska proizvodnja elemenata za stambene 
zgrade (Jugomont, Zagreb). Početak je bio skroman, primjenjivane su vlastite 
konstrukcije. Sustav građenja stalno se usavršavao, pa se poslije 1960. godine 
grade mnoge stambene i industrijske zgrade od montažnih elemenata. 


Svrha montažne gradnje. Osnovna je svrha prijelaz na indus- 
trijske postupke građenja, jer se tako postiže veća produk- 
tivnost. Osim toga, takvo građenje ima mnoge prednosti: a) 
montažni elementi proizvode se u optimalnim uvjetima, pa se 
postiže bolja kvaliteta proizvoda, bolje iskorištenje materijala, 
a osigurava se i uspješna kontrola kvalitete, b) ostvaruje se 
neprekidna proizvodnja elemenata neovisno o vremenskim prili- 
kama (rad na skelama, na visini i na slobodnom zamijenjen 
je radom pod krovom), c) obrtnička proizvodnja zamijenjena 
je industrijskom, uz bolje iskorištenje strojeva i uređaja, s 
mogućnošću serijske proizvodnje, te primjene mehanizacije 
i automatizacije, d) smanjenom upotrebom skela i oplata 
snizuju se troškovi gradnje i štede šume, e) smanjeno je stezanje 
konstrukcije, jer su se montažni elementi već stabilizirali prije 
montaže, f) elementi se najčešće montiraju suhim postupkom, 
pa se manje vlage unosi u građevinu, g) gradi se brže, a 
može se ostvariti istodobnost grubih i završnih radova, čime 
se smanjuju troškovi na gradilištu (gradilišna režija) i h) po- 
trebno je manje kvalificiranih radnika na gradilištu, koji se 
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danas u razvijenijim zemljama teško nalaze. Montažnom grad- 
njom uz dobru organizaciju i uz izbor pogodnog montažnog 
sustava može se postići jeftinija gradnja. 

Montažna gradnja, međutim, ima i nedostataka. Oni se mogu 
svesti na sljedeće: a) potrebna su velika početna ulaganja 
(gradnja tvornice montažnih elemenata) koja su opravdana tek 
kad je serija proizvoda dovoljno velika, b) povećani su trans- 
portni troškovi, jer se gotovi elementi moraju dovesti iz 
tvornice na gradilište; oni se mogu smanjiti dobrom organi- 
zacijom prijevoza i izradbom nekih, pogotovu teških, elemenata 
na gradilištu, c) poteškoću pri gradnji predstavljaju mnogo- 
brojne spojnice (fuge), ali one za. —40% smanjuju utjecaj 
promjene temperature na stezanje i rastezanje konstrukcije 
i d) postoji opasnost od uniformiranosti građevina, što ne treba 
izjednačiti s tipizacijom elemenata koja uvijek ima pozitivan 
utjecaj. 

Često već i jedna od spomenutih prednosti može biti do- 
voljna za primjenu montažne gradnje. Tako, npr., u industrijski 
razvijenim zemljama pomanjkanje kvalificiranih građevinskih 
radnika, a u zemljama s hladnom klimom bolje iskorištenje 
relativno kratke građevne sezone mogu utjecati na odluku 
O primjeni montažne gradnje. 

Klasifikacija montažnih sustava. Montažni sustavi mogu se 
svrstati prema konstrukcijskom sustavu, prema upotrijebljenom 
materijalu, prema težini montažnih elemenata, prema postotku 
montažnih elemenata u građevini (postotak montažnosti), prema 
mjestu proizvodnje, prema vrsti građevina i prema prila- 
godljivosti sustava. 

Prema konstrukcijskom sustavu razlikuju se velikoplošni, 
skeletni, prostorni i mješoviti sustavi (sl. 1). 


SL 1. Montažni sustavi prema konstrukcijskim karateristikama. a, b i c 
velikoplošni, d i e skeletni, f i g prostorni, h skeletno-plošni, i prostorno- 
-skeletni sustav 


Velikoplošni sustav karakteriziran je pločastim montažnim 
elementima (sl. 2). Oni su istodobno i pregradni i nosivi 
elementi. Visina im je najčešće jednaka visini kata, a širina 
jednaka širini prostorije. Danas se najviše upotrebljavaju veliko- 
plošni sustavi, jer se pri proizvodnji postiže visoka produktivnost, 
a može se ostvariti gradnja s velikim udjelom montažnih 
elemenata. Mana im je da nisu dovoljno fleksibilni u rje- 
šavanju prostora i da građevine imaju jednoličan vanjski izgled. 

Skeletni sustav ima kao osnovu stupove, okvire, grede i 
ploče (sl. 3). U tom sustavu odvojena je uloga nosivog dijela 
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Sl. 2. Zidni pločasti elementi velikoplošnoga montažnog sustava 


Sl. 3. Skeletni montažni sustav 
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konstrukcije koju preuzima skelet od funkcije pregrađivanja 
prostora koja se ostvaruje upotrebom lakih materijala. To 
omogućuje fleksibilnu gradnju, pa je izvedbu moguće prilagoditi, 
tokom gradnje ili čak kasnije, potrebama, jer su pregradne 
stijene neovisne o nosivoj konstrukciji. 

Prostorni sustav karakteriziran je montažnim ćelijama (sl. 4). 
Tim se sustavom postiže vrlo visoki udio (do 95%) mon- 
tažnih elemenata u građevini. Zbog toga je i trajanje gradnje, 
odnosno montaže kratko, ali su potrebni teški kamioni za 
prijevoz i snažne dizalice za smještaj na mjestu ugrađivanja. 


š PJENI A 
Sl. 4. Prostorni montažni sustavi 


Mješoviti sustavi kombinacija su već spomenutih montažnih 
sustava. Vrlo je česta kombinacija velikoplošnog i skeletnog 
sustava (skeletno-plošni sustav, sl. 1), jer se tako sjedinjuju 
prednosti obaju sustava. Također se kombiniraju prostorni 
i skeletni sustav (prostorno-skeletni sustav, sl. 1). 


VIE EP TEEZIK CIGRA JAK KRENE PG AE O TE TRI E EEZ IEEE 
ETLELL HHHHH LLILLJ H be d EH LLILI 

INEOMOHOHEINIE ENI 
EEE EZ E li 


ka 


ra/ 


SI. 5. Montažni elementi od lakog betona. a 6lementi zidova, stropova 
i nadvoja nad vratima, b spoj stropnih i zidnih elemenata, c spoj stropnih 
i zidnih elemenata, d stropni i krovni elementi, e zidni elementi na fasadi 


S obzirom na upotrijebljene materijale razlikuju se _mon- 
tažni sustavi od elemenata izrađenih od betona, lakog beto- 
na, opekarskih proizvoda, drva, metala, sintetskih materijala, 
te od elemenata izrađenih od kombinacije spomenutih materijala. 

Obični, armirani i prednapregruti beton najčešće se upo- 
trebljavaju za proizvodnju montažnih elemenata zbog njihovih 
povoljnih svojstava (velika nosivost, veliki toplinski kapacitet, 
dobra zvučna izolacija, lako oblikovanje), jednostavne proiz- 
vodnje i mogućnoti kombinacija s drugim materijalima. 

Laki betoni (v. Beton, TE 2, str. 15) pogodni su i zbog 
svojih svojstava i zbog načina izradbe za montažne elemente 
(sl. 5). U tu svrhu upotrebljavaju se plinobetoni (npr. Siporex), 
betoni s drvenom vunom (npr. Heraklit), betoni od ekspan- 
dirane gline i dr. Iako imaju manju nosivost od običnog 
betona, lako se ugrađuju i dobri su toplinski izolatori. 

Elementi od opekarskih proizvoda (sl. 6) izrađuju se naj- 
češće od opeka spojenih u montažni element. Najprije su 
izrađivani mali blokovi koji su ručno slagani u kalupe. Danas, 
međutim, postoje strojevi za proizvodnju krupnih montažnih 
elemenata. 


k XL : 

Sl. 6. Presjek montažnih elemenata od opeka, 

sustav Lingl. / spojni beton, 2 most za spa- 

janje, 3 toplinska izolacija, 4 dio koji se udar- 

cem čekića može pretvoriti u žlijeb za vodo- 
vodnu cijev ili za električne vodove 


650 


Drvo je materijal koji se najprije upotrebljavao za izradbu 
montažnih elemenata. Ono se lako obrađuje i prenosi, a 
pogodno je kao nosivi element za manje građevine. Od drva 
se danas grade privremene montažne građevine, turistički 
objekti, zgrade za odmor i dijelovi većih zgrada (pregradni 
zidovi, fasadni velikoplošni elementi). Drvo se upotrebljava i 
za izradbu nosača za hale kao lijepljeni, čavlima spojeni 
ili sastavljeni nosači. 

Metali se kao materijali za izradbu montažnih elemenata 
upotrebljavaju kao nosivi skeleti stambenih i industrijskih 
zgrada, te u obliku ravnih, valovitih i plastificiranih limova. 
Višeslojni velikoplošni zidni i krovni elementi u kombinaciji 
s materijalima za toplinsku izolaciju sve se više upotrebljavaju 
u montažnoj gradnji. Uz razvoj upotrebe kontejnera za pri- 
jevoz razvila se i gradnja montažnih ćelija koje mogu poslužiti 
kao privremene stambene, uredske i sanitarne zgrade na gradi- 
lištima, rudnicima i sl.. 

Sintetski materijali zbog slabih građevno-fizikalnih svojstava 
upotrebljavaju se za izradbu fasadnih elemenata, pregradnih 
stijena, montažnih ćelija za sanitarne kabine i sl., dakle tamo 
gdje se ne traži veća nosivost. 

Montažni elementi izrađuju se i od betona s azbestnim 
vlaknima (npr. Salonit, v. Azbestno-cementni proizvodi, TE 1, 
str. 634), od iverica i drugih ploča od drvenih materijala 
(v. Drvo, mehanička obrada, TE 3, str. 455) kao zamjena za 
drvo, te od gipsa koji može biti i armiran staklenim, azbestnim 
i sličnim vlaknima. 

S obzirom na masu elemenata razlikuju se montažni sustavi 
s lakim (< 1000 kg), srednje teškim (1000-::5000 kg) i teškim 
(> 5000 kg) elementima. 

Prema udjelu montažnih elemenata u građevini montažni 
sustavi mogu se svrstati u tri skupine: a) polumontažni sustavi, 
kad se manje od 50% gradnje izvodi od montažnih elemenata, 
b) montažni sustavi, kad udio montažnih elemenata iznosi 
50--:90% i c) potpuno montažni sustavi, kad se više od 90% 
građevine izvodi od montažnih elemenata. 

Prema mjestu proizvodnje montažnih elemenata razlikuju se 
poligonski i stacionarni sustavi. Poligonskim sustavom naziva 
se proizvodnja montažnih elemenata na gradilištu obično unutar 
dohvatnog kruga dizalice. Time se štedi na transportnim 
troškovima, ali se gubi na kvaliteti izrađenih elemenata. Kad 
se primjenjuje stacionarni sustav, montažni se elementi izrađuju 
u tvornicama, pa je potreban njihov transport na gradilište. 
Obično su povećani troškovi transporta tada kompenzirani 
boljom kvalitetom i jeftinijom proizvodnjom. 

Montažno građenje najviše se primjenjuje u gradnji stam- 
benih zgrada. Danas u svijetu postoji više od tisuću mon- 
tažnih sustava razvijenih za stambenu gradnju. Ti sustavi, 
međutim, postaju sve sličniji, jer postupno jedan od drugoga 
prihvaćaju ostvarena poboljšanja. Danas je teško zamisliti 
gradnju industrijskih i poljoprivrednih građevina, te dvorana 
za sportske, kulturne i slične priredbe bez upotrebe mon- 
tažnih elemenata, jer se tako veoma smanjuje upotreba skupih 
skela i oplata, pogotovu kad se radi o velikim rasponima. 
Iz istih razloga sve se više grade mostovi od prethodno 
proizvedenih elemenata. Tada se istodobno proizvode gornji 
dijelovi konstrukcije u tvornici, a donji dijelovi na konvencio- 
nalan način na gradilištu. U području niskogradnje teško je 
govoriti o montažnim sustavima, jer se tada u tvornici proiz- 
vode samo pojedini elementi (željeznički pragovi, stupovi za 
dalekovode, rubnjaci, ograde i sl.). 


S obzirom na prilagodljivost montažnih sustava razlikuju 


se otvoreni i zatvoreni sustavi. S elementima otvorenih sustava 
mogu se graditi sve vrste građevina, dok su zatvoreni mon- 
tažni sustavi prilagođeni obično samo jednom tipu građevina. 

Montažni sustavi za stambene zgrade. Za gradnju stambenih 
zgrada primjenjuju se velikoplošni, skeletni, prostorni i mje- 
šoviti montažni sustavi. 

Velikoplošni montažni sustavi najviše se upotrebljavaju za 
gradnju stambenih zgrada. Kako je već spomenuto, prva tvornica 
takvih elemenata izgrađena je u Francuskoj (R. Camus, 1953). 
Dimenzije elemenata odgovaraju veličini prostorije. Spojevi 
se betoniraju na gradilištu, pa se tako dobivaju vertikalni 
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Sl. 7. Presjeci spojeva montažnih elemenata, a sustav Camus, b sustav 
Larsen-Nielsen 


i horizontalni stupovi (serklaže) koji povezuju elemente u 
cjelinu (sl. 7 a). Stropovi su od armiranobetonskih ploča debljine 
145mm. Usavršenim sustavom građene su zgrade visoke i 
do 15 katova, pojedini elementi imaju površinu i do 20m“, 
a masa im je i do 7t. Za proizvodnju montažnih elemenata 
izgrađeno je nekoliko tvornica kapaciteta 3---8 stanova dnevno 
(900--:2400 stanova godišnje). U suvremenim tvornicama postiže 
se proizvodnja od 4 stana godišnje po zaposlenom. 

Montažni elementi sustava Camus za unutrašnje zidove 
proizvode se u vertikalnim kalupima, a višeslojni elementi i 
elementi za stropove u horizontalnim kalupima. Stolarski 
elementi, cijevi za polaganje vodova za električne instalacije, 
cijevi za centralno grijanje, vodovod i kanalizaciju, te podovi 
ugrađuju se u elemente u tvornici montažnih elemenata. 

Grupa od 4 kvalificirana radnika s jednim kranom može 
montirati jedan stan dnevno. Zgrada od 50 stanova na 5 katova 
može se sa dva krana montirati za 25 dana, a za završne 
radove potrebno je još toliko, pa je za oko dva mjeseca 
zgrada useljiva. 

Poslije sustava Camus razvili su se sustavi Coignet, Ba- 
rets, Costamagna (Francuska), Larsen-Nielsen (Danska), Beton- 
und Monierbau (SR Njemačka), Skarne (Švedska), Giprostroj, 
Lugotenko (SSSR) itd. Vremenom su svi sustavi postajali 
sve sličniji. Tako se danas u svim sustavima upotrebljava 
vijak za podešavanje (sl. 7b) i sustav otvorenih spojnica što 
je prvi put primijenjeno u sustavu Larsen-Nielsen. 

U nas se počinje s pripremama za montažnu gradnju nakon 
drugoga svjetskog rata, pa su na Zagrebačkom velesajmu 1953. 
godine izloženi prototipovi montažnih elemenata i pokusna 
zgrada od takvih elemenata (Jugomont, Zagreb). Nakon toga 
razvijen je sustav sa srednje teškim plošnim montažnim ele- 
mentima (500--:1500kg). Prvi elementi bili su široki 1,00m, 


SL. 8. Montaža stropnih ploča (sustav JU-61) 
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SI. 10. Spojevi moždanicima u sustavu Jugomont 
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SI. 11. Stambeni blok u naselju Travno u Zagrebu (sustav JU-70) 


visoki 2,75m (visina kata) i debeli 0,12m. Element je bio od 
armiranog betona, a bio je ukrućen dvjema željeznim dijago- 
nalama promjera 8mm. Fasadni su elementi bili ožbukani 
plemenitom žbukom. Od takvih elemenata građene su i 
dvokatnice. 

Nakon toga razvijen je sustav JU-61 (sl. 8 i sl. 9) s ele- 
mentima širine 1,20m, visine 260m i debljine 0,12m (za 
zgrade do 6 katova), odnosno 0,15m (za zgrade s više od 6 
katova). Spojevi elemenata izvode se pomoću utora (moždanika, 
sl. 10). Stropni elementi i podesti od armiranog betona 
imaju širinu 1,20m, duljinu 3,60m i debljinu 0,12m. Stubišni 
krakovi i stepenice, pregradne stijene debljine 50mm, te fa- 
sadne membrane izvana toplinski izolirane i zaštićene alumi- 
nijskim limom izvode se također od montažnih elemenata. 

Iz toga sustava razvio se sustav JU-70. Od elemenata 
takva sustava izgrađen je stambeni blok u naselju Travno 
u Zagrebu (sl. 11) s više od 500 stanova. 

Neposredni nastavak predstavlja sustav Industrogradnja. To 
je velikoplošni sustav s elementima najveće mase od 6-::7t. 
Duljina je zidnih montažnih elemenata 7,50 m, visina 2,60 m, 
a debljina 0,16m, dok je širina stropnih elemenata 4,50m, 
raspon 3,60m, a debljina 0,12m. Elementima tog sustava 
započeta je 1980. godine gradnja stambenog naselja Špansko 
u Zagrebu s približno 2700 stanova (sl. 12). 

U Jugoslaviji se izrađuju elementi za više montažnih veliko- 
plošnih sustava. Sustav Karpoš (Skopje) razvio se iz tvornice 
stanova koja je dobivena iz SSSR nakon potresa. Hidrogradnja 
(Čačak) radila je najprije sa sustavom Jugomonta, ali je 
poslije razvila vlastiti sustav kojim se grade zgrade i do 
20 katova. Vranica (Sarajevo) razvila je velikoplošni sustav 
(sl. 13) s elementima teškim 9t s maksimalnim dimenzijama 
4.20 x 7,50m. Tim elementima grade se zgrade do 12 katova. 


SI. 12. Gradnja stambenog naselja Špansko u Zagrebu (sustav Industrogradnja) 
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Adriamont (Rijeka) izrađuje montažne elemente prema talijanskoj 
licenci (sl. 14), a radna organizacija Rad (Beograd) prema 
francuskoj licenci Balency. Montažnim sustavom građena su 
mnoga naselja u nas, pa i s vrlo visokim građevinama (sl. 15). 

Nakon sustava koji se osnivaju na upotrebi betona razvili 
su se sustavi na osnovi opekarskih materijala. Prvi od takvih 
sustava bio je sustav Fiorio (Francuska). U tom su sustavu 
fasadni, unutrašnji i pregradni zidovi, te stropovi od opeke. 
Prema tom sustavu, pa i prema onima koji su nakon njega 
razvijeni (Costomagua i Barets u Francuskoj, 1. maj u Bačkoj 
Topoli, sustav Jug. građevinskog centra, sustav Kolobov-Parac 
i dr.) montažni se elementi proizvode u horizontalnim kalupima 
u koje se ručno postavljaju blokovi od opeka i koji se 
zalijevaju mortom, odnosno betonom. Takav postupak traži 
čvrste i skupe limene kalupe, a izradba elemenata zahtijeva 
mnogo fizičkog rada. 

Da bi se te mane eliminirale, razvijen je sustav Bott, 
(SR Njemačka). Veliki blokovi od opeka slažu se u rasklopne 
okvire visine kata, a okviri putuju kroz proizvodnu halu. 


SI. 13. Proizvodnja montažnih elemenata (Vranica, Sarajevo) 
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SI. 16. Opekarski montažni sustav Bott 
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SI. 15. Montažna šesnaesterokatnica u naselju Utrine u Zagrebu izolaciju, c proizvodnja elemenata 
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Elementi su široki 1,00--+1,20m, po širini imaju 3---5 blokova. 
Proizvode se četiri vrste blokova od kojih se mogu graditi 
zgrade s modulom od 6m (sl. 16). 

Vrlo je sličan i sustav Pre-ton (sl. 17). Veličine elemenata 
nisu ograničene, a oni se proizvode slaganjem uz kosi zid. 

Sustav Poroton skoro je jednak sustavu Bott, ali se elementi 
proizvode od šupljikave opeke. Takva se opeka proizvodi 
dodatkom granula stiropora glini prilikom formiranja opeka. 
Stiropor prilikom pečenja izgori i u opeki ostaju šupljine. 

Ciglarski (opekarski) montažni sustav (sustav CMS) razvijen 
je u nas na osnovi sustava IMZ (Essen, SR Njemačka). 
Elementi od šupljih opeka upotrebljavaju se za izradbu stro- 
pova, fasadnih, unutrašnjih i laganih pregradnih zidova. Pri- 
mjenjuje se za gradnju stambenih zgrada u Prištini (sl. 18). 
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SI. 18. Presjeci montažnih stijena sustava CMS 


Izradba montažnih elemenata sustava Lingl (sl. 6) potpuno 
je automatizirana. 

Skeletni montažni sustavi sastoje se od gotovih stupova i 
stropova. U njima su odvojene funkcije nosive konstrukcije od 
pregradnih elemenata. To je prednost skeletnih sustava, jer 
se vrlo lako prilagođuju potrebama. Pogodni su za potresna 
područja. 

Budući da skeletni sustav obuhvaća samo nosivu konstrukciju 
(stupovi i stropovi), fasade se izrađuju od velikoplošnih ele- 
menata, a pregradni zidovi od lakih materijala. 

U nas je razvijen sustav IMS (Institut za ispitivanje 
materijala SRS, Beograd). Osnovni je element montažna jedinica 
kvadratnog ili pravokutnog oblika sa stranicama 3,60---5,40 m 
(u nas najčešće 4,20 x 4,20m), koja se sastoji od četiri stupa 
i stropne kasetirane konstrukcije između stupova (sl. 19). 
Stupovi se protežu kroz tri kata, a spajaju se izmjenično 
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SI. 19. Skeletni montažni sustav Instituta za ispitivanje materijala SR Srbije 
(sustav IMS). a raspored stupova, b građenje 


u različitim katovima. Spoj stupova i stropa ostvaruje se 
prednaprezanjem. 

Prostorni montažni sustavi vrhunski su domet primjene mon- 
tažnih elemenata. Udio montažnih elemenata može iznositi i do 
95%. Prostorna jedinica koja se montira na gradilištu omeđena 
je zidovima i stropovima (sl. 20), potpuno se dovršava u 
tvornici, te se kao gotov element spaja s drugim istovrsnim 
elementima. Masa elementa iznosi nekad i 50 t, pa su potrebna 
snažna transportna i montažna sredstva. Da proizvodnja po- 
stane ekonomična, potrebna je proizvodnja velikih serija. 

U nas ima više radnih organizacija koje proizvode elemente 
prostornog montažnog sustava za gradnju montažnih kupaonica, 
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SL. 20. Prostorni montažni sustav. a sastavljanje elemenata, b armiranobetonski 
skelet, c tlocrtne kombinacije, d prostorni montažni elementi 


654 MONTAŽNO GRAĐENJE 


Montažna gradnja hala i dvorana ostvaruje se primjenom 
skeletnog montažnog sustava (sl. 22). Hale i dvorane najstarije 
su montažne građevine, jer se davno shvatilo da se tako može 
izbjeći gradnja ogromnih skela i oplata, koje su to veće što 
su veći rasponi. 

Danas se u svijetu i u nas proizvode standardni elementi 
(sl. 23 i 24), pa projektant može iz kataloga izabrati temelje, 
stupove, grede, nosače, pokrovne i zidne elemente prema optere- 
ćenju i rasponu. 


Sl. 21. Mješoviti prostorno-skeletni sustav, a montažni element, b pojedinačni 
stup, c građenje 


garaža, transformatorskih stanica, telefonskih kabina i el. Vegrad 
(Velenje, sl. 20) gradi prve stambene zgrade upotrebom ele- 
menata prostornog sustava. 

Mješoviti montažni sustavi nastaju primjenom triju već 
opisanih sustava. Vrlo se često u skeletnim sustavima fasade 
izvode od velikoplošnih elemenata. U svim sustavima pri- 
mjenjuju se montažne prostorne ćelije za kupaonice. U posljednje 
vrijeme pojavljuje se kombinacija prostornog i skeletnog 
sustava (sl. 21). jd 
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SI. 23. Montažni elementi za gradnju hala. a temelji, b stupovi, c grede, 
d površinski nosač 


Umjesto greda i glavnih nosača mogu se upotrijebiti 
monolitni ili sastavljeni okviri. Također se glavni nosači, grede 
i krovni pokrov mogu zamijeniti ljuskastom konstrukcijom, 
Sl. 22. Montažna gradnja sportske dvorane u Zagrebu tj. elementima od betonskih tankih ploča velike površine. 
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SI. 24. Glavni montažni nosači za gradnju hala. a karakteristični presjeci, 
b nosači 


27.00 


SI. 25. Drveni montažni nosači sa spojevima 
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SI. 26. Montažne mosne grede. a presjeci greda, b presjeci mostova 
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Sl. 27. Montažni elementi mostova. a elementi koji se polažu jedan do 
drugoga, b elementi koji se postavljaju razmaknuto 


Pokrov može biti od teških montažnih elemenata (nosači 
oblika dvostrukog slova T), od koritastih nosača ili od lakih 
materijala (Salonit, limovi, laki beton). Ponekad se upotrebljavaju 
i drveni montažni nosači (sl. 25). 

U nas ima više proizvođača tipiziranih montažnih hala. 

Montažna gradnja mostova slična je gradnji montažnih hala. 
Takva je gradnja mostova s obzirom na uštedu zbog eliminiranja 
skela i oplata. još zanimljivija, jer je zbog velikih raspona 
ta ušteda veća. Ipak montažna gradnja mostova nije našla 
primjenu u zemljama zapadne Evrope, iako je razvijena mon- 
tažna gradnja drugih vrsta građevina. Nasuprot tome, u istočno- 
evropskim zemljama, pogotovo u Mađarskoj, takva je gradnja 
česta, pa tvornice iz te zemlje opskrbljuju i druge zemlje 
montažnim elementima (sl. 26) za gradnju mostova od betona 
i prednapregnutog betona. 

Montažni mostovi (sl. 27) mogu se svrstati u a) mostove 
s glavnim nosačima položenim jedan do drugoga, b) mostove 


SI. 28. Montažni most 
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s razmaknutim glavnim nosačima, c) segmentne mostove: i d) 
ostale montažne mostove. 

Mostovi s glavnim nosačima postavljenima jedan do drugoga 
grade se od montažnih elemenata s punim stijenama, od rešet- 
kastih elemenata ili od nosača sa štednim šupljinama od betona 
ili čelika (sl. 27). Betoniranjem ploče preko tih nosača ili po- 
prečnim prednaprezanjem dobiva se monolitni nosač. Gornja 
ploča, koja je na cestovnim mostovima i kolovozna ploča, 
može se izraditi i od poprečno postavljenih montažnih ploča. 

U nekim zemljama u zapadnoj Evropi građeni su mostovi 
od uzdužno položenih glavnih nosača s presjekom u obliku 
slova I ili okrenutog slova T. Tada je gornja ploča poprečno 
armirana i betonirana. Za gradnju takvih mostova mogu se 
upotrijebiti nosači u obliku jednostrukog ili dvostrukog slova T 
(sl. 28). Tada nije potrebna oplata za betoniranje gornje 
ploče. Osim toga, ekonomična je upotreba nosača sandučastog 
presjeka koji su pogodni za preuzimanje torzijskih naprezanja, 
pa nisu potrebni posebni poprečni nosači. 


SL 30. Segmentni most (a) i (b) i spajanje segmenata (c) 


Takvi se mostovi mogu graditi s rasponima do 40m. 

U nas su građeni takvi mostovi na auto-putu Zagreb— 
Beograd. Glavni su proizvođači radne organizacije Viadukt 
(Zagreb), Industrogradnja (Zagreb) i Hidrogradnja (Čačak). 

Mostovi s razmaknutim glavnim nosačima grade se kad su 
potrebni vrlo široki poprečni presjeci, ili ako je na raspolaganju 
velika konstruktivna visina. Tada se postavljaju dva ili više 
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nosača (sl. 29) umjesto mnogo manjih nosača. Oplata za 
betoniranje gornje ploče može se osloniti na montirane nosače, 
i to na donji pojas uzdužnog nosača. Rasponi takvih mostova 
mogu iznositi do 60m. 

Segmentni mostovi (sl. 30) nastaju spajanjem segmenata 
koji su prethodno izrađeni i koji se spajaju na gradilištu. 
Najčešće se elementi spajaju kabelima uz prednaprezanje. Seg- 
menti su sandučastog ili višestruko sandučastog oblika duljine 
2,5-:3,5m. Vrlo se rijetko upotrebljavaju segmenti od profila 
u obliku slova I, jer tada dodirne plohe moraju biti precizno 
izrađene (sl. 30c). Segmenti se spajaju kvalitetnim betonom 
ili se lijepe umjetnim smolama. 

Tvrtka Dywidag-Widmann (SR Njemačka) gradi segmentne 
mostove spojene dodirnom spojnicom bez morta za lijepljenje. 
Spojnice su križno napregnute posebnim patentiranim iglama 
koje djeluju kao moždanik. 

Mostovi najvećih raspona, ako je dovoljna visina, grade 
se od segmenata od kojih se sastavljaju svodovi u obliku 
luka. Na svod se oslanjaju stupovi, a na njih kolovozna 
ploča. Tako je građen Titov most između kopna i otoka Krka 
(v. Mostovi, masivni). 

Među ostale vrste montažnih mostova može se svrstati most 
izgrađen od montažnih ljusaka (sl. 31). One se mogu upotrijebiti 
kao elementi postavljeni jedan do drugoga ili kao razmaknuti 
elementi. Mogu se graditi rasponi do 40m. Takve ljuske 
mogu se uspješno primijeniti za gradnju svodova za hale. 


b 


SI. 31. Ljuskasti montažni elementi. a oblik ljuskastih 
elemenata, b montažni svod 


Novost u montažnoj gradnji mostova jest sustav Bebo (SR 
Njemačka). To je sustav koji je primjenjivan u gradnji ka- 
menih mostova. Prethodno proizvedene armiranobetonske ploče 
(6,0 x 1,8 m, debljine 0,22m) postavljaju se na skelu u obliku 
svoda, pa se zalijevaju betonom i armiraju mekom armaturom. 
Svod se oslanja na monolitni temelj. Iznad svoda postavlja 


. se nasipni materijal kao na kamenim mostovima. Taj sustav 


je primijenjen za gradnju podzemnih skloništa, rezervoara za 
tekuće gorivo i sl. 

Montažni elementi za druge građevine. U drugim područjima 
građevinarstva primjena montažne gradnje nije toliko raširena 
kao u stambenoj gradnji. Međutim, upotreba je pojedinih 
prethodno proizvedenih elemenata vrlo raširena. 

Tako se grade sabirni kanali (kolektori) velikih profila, 
propusti, pothodnici i sl. ispod prometnica od montažnih 
elemenata. U nekim zemljama postoje katalozi s tipiziranim 
elementima za gradnju kanalizacijskih mreža i mreža za navodnja- 
vanje. To vrijedi i za poljoprivredne zgrade (staje, silosi, 
nadstrešnice i sl.). Kao montažni elementi proizvode se be- 
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Sl. 32. Tvornica montažnih elemenata 


tonski željeznički pragovi, stupovi za plantažne vinograde i 
voćnjake, niskonaponski i visokonaponski dalekovodni stupovi 
i sl. 

Sve je veća upotreba montažnih elemenata u tunelogradnji 
i hidrogradnji kao zamjena za drvene obloge i oplate. 

Proizvodnja montažnih elemenata neodvojivi je dio montažnog 
sustava. 

Ako je potrebna velika serija montažnih elemenata, njihova 
se proizvodnja organizira u tvornicama gdje se primjenjuje 
industrijska organizacija rada pomoću posebno konstruiranih 
strojeva. Tvornica za izradbu montažnih elemenata (Adriamont, 
Rijeka, sl. 32) sastoji se od odjela za pripremu armature, za 
pripremu betona i za lijevanje elemenata, skladišta gotovih 
proizvoda, transportnih uređaja, te laboratorija za ispitivanje 
i kontrolu. Kalupi za velike serije izrađeni su od metala, a 
za manje serije upotrebljavaju se drveni i betonski kalupi, 
te kalupi od šperploča ili drva. Kalupi su često ugrađeni 
u posebne strojeve s hidrauličkim ili pneumatskim pogonom, 
s grijanjem i vibracijskim uređajima. 

Transport i montaža. Kao i proizvodnja montažnih ele- 
menata, transport i montaža su dio montažnog sustava. Pri 
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projektiranju nekog montažnog sustava moraju se transport 
i montaža predvidjeti u svim detaljima, jer o tome ovisi 
ekonomičnost sustava. 

Današnje mogućnosti transporta nisu najčešće ograničavajući 
faktor za gradnju montažnim elementima. Jedina su ograničenja 
dopušteni gabariti. Najčešće se upotrebljavaju cestovni i željez- 
nički prijevoz (sl. 33). 

Za montažu služe sve vrste dizalica, te specijalni kranovi 
i hidrauličke dizalice. U nepristupačnim područjima mogu 
poslužiti i helikopteri (nosivosti i do 60t). Za prihvat pri mon- 
taži služe različite kuke i užad, te posebne hvataljke (sl. 34). 
Svi montažni elementi imaju ispuste ugrađene u njih da se 
mogu prenositi i pridržavati za vrijeme montaže. 

Da bi se osigurala uspješna montaža, moraju biti izrađeni 
tehnološki projekt koji obuhvaća sve faze rada, planovi 
transporta i montaže, upute za montažu i obradu spojnica 
itd. 


Sl. 34. Pomoćna sredstva za dizanje i montažu. a kuke, b uređaji ugrađeni 
u montažni element, c čelična užad i lanci, d hvataljke 


Spajanje montažnih elemenata vrlo je odgovoran i osjetljiv 
posao. Spoj među elementima unutar građevine mora praktički 
udovoljavati samo statičkim zahtjevima, ali spojevi na vanjskim 
stijenama moraju osim statičkih zadovoljiti izolacijske, zaštitne 
(zaštita od atmosferskih utjecaja), antikorozivne i estetske 
zahtjeve. 

Svaki spoj mora biti izrađen točno onako kako je predvi- 
đeno statičkim proračunom (kruti spoj, zglob, pomična spojnica, 
sl. 35). 

Spoj ne smije biti s obzirom na toplinsku izolaciju lošiji 
od montažnog elementa. Ako je provođenje topline kroz 
spojnicu bolje nego kroz materijal elementa, na spojevima 
će se sakupljati vlaga i stvarati gljivice s unutrašnje strane, 
što će štetno djelovati na zdravlje ljudi i na trajnost spoja. 
Mogućnost prodora vlage od oborina slično će djelovati na 
spojnice. Antikorozivna zaštita vrlo je važna za sprečavanje 
korozije spojnih dijelova, koji su najčešće od metala. 

Da bi se eliminirali svi negativni utjecaji, mora se osigurati 
nepropusnost spojeva. To se postiže sredstvima za brtvljenje 
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Sl. 35. Spojevi montažnih elemenata 


kojima se brtve spojevi među montažnim elementima, pa oni 
sprečavaju prolaz vode, zraka, plinova, topline i zvuka. Oni 
moraju biti elastični i moraju slijediti dilatacije konstrukcije. 

Vertikalne spojnice mogu biti zatvorene i otvorene (sl. 36). 
U zatvorenim spojnicama brtvilo se postavlja neposredno uz 
fasadnu ravninu, dok se otvorenom spojnicom osigurava brt- 
vljenje posebnom konstrukcijom spojnice. 

Horizontalnim spojnicama nastoji se spriječiti prodor vode 
kroz spojnice (sl. 37). 

Kao brtvilo.često se upotrebljava poliuretansko uže. Ono 
sprečava prodor zraka i vode, a dovoljno je elastično pa se 
može prilagoditi obliku utora za smještaj brtve: 
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Unutarnja 
ljuska 


120: 500mm 


Neoprenska 
traka kao 
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Sl. 36. Vertikalne spojnice montažnih elemenata. a zatvorena, b otvorena 
spojnica. 
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Sl. 37. Horizontalne spojnice 
montažnih elemenata. / brt- 
vilo, 2 kit 


Da bi se spriječila korozija, najbolje je zabetonirati metalne 
dijelove na spojevima među elementima. Povoljna je upotreba 
spojnica od nerđajućeg čelika. Zaštitni premazi spojnica najslabiji 
su način za zaštitu od korozije, jer se njihov tanki sloj može 
lako oštetiti. 


Montažni završni radovi. Vrijednost osnovnih građevinskih 
radova iznosi 45--:48%, a završnih radova 52--:55% od ukupne 
vrijednosti građevine. Zbog toga je i te kako opravdana 
primjena montažnog postupka za izvođenje završnih radova. 

Od završnih radova najveći dio otpada na stolarske radove 
(15--:20% od vrijednosti građevine), a oni se mogu industrijski 
proizvoditi i relativno jednostavno montirati, ako su otvori 
i elementi tipizirani, ako se upotrebljavaju metalni okviri, 
ako se primijeni suho ugrađivanje (pomoću kladica, slijepih 
okvira i vijaka), te ako se stolarija ugrađuje istodobno s ostalim 
radovima. 

Instalacije za opskrbu vodom, odvođenje vode, centralno 
grijanje, dovod plina i sl. mogu se ugrađivati montažno upo- 
trebom instalacijskih paketa, instalacijskih stijena i montažnih 
kabina. 

Instalacijski su paketi načinjeni od kutnih željeza i obloge 
kvadratnog presjeka visine kata. U njima su smještene okomite 
cijevi. Takav se paket montira između kuhinje i kupaonice, 
a na cijevi u njemu spajaju se cijevi koje vode do trošila. 

Instalacijski je zid sličan instalacijskom paketu. U instala- 
cijskom zidu nalaze se cijevi zalivene betonom (obično lakim 
betonom od ekspandirane gline), a postavlja se kao pregradna 
stijena između kuhinje i kupaonice. Trošila se spajaju cijevima 
iznad zidova. 

Sanitarne kabine prostorne su montažne ćelije u kojima se 
u tvornici montiraju sve cijevi i svi uređaji (umivaonici, kade, 
zahodske školjke) i koje su u tvornici opločene (sl. 38). 


SI. 38. Serijska proizvodnja montažnih kupaonica (Industrogradnja, Zagreb) 
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Sl. 39. Montaža sanitarne kabine 


One se potpuno dovršene dopremaju na gradilište i montiraju 
(sl. 39). 

U montažne elemente za električne instalacije polažu se 
prilikom proizvodnje plastične cijevi i razvodne kutije koje 
se zabetoniraju (sustav Ticino). Kasnije se kroz te cijevi provlače 
vodiči. : 

Kad se primjenjuje sustav IKL (Kontakt, Zagreb, sl. 40), 
elementi za električne instalacije postavljaju se prije završetka 
građevinskih radova. Tada se na već obrađene stijene pri- 
čvrsti vijcima (ispod stropa i iznad poda) profilirana letva 
od sintetskog materijala. U utore letve postave se vodiči, a na 
nju se pričvrste prekidači i utičnice. Sve se poklopi zaštitnim 
poklopcem. Takvom se montažom električnih instalacija ne buše 
i ne oštećuju zidovi. 

Montažno se mogu obraditi zidovi, stropovi i podovi. Zidovi 
i stropovi prekrivaju se pločama od gipsa ili sintetskih materijala 
koje se lijepe. Podovi se prekrivaju tepisima, linoleumom 
i drvenim oblogama. 


LIT.: M. Helebrant, Montažno građevinarstvo kod nas. Građevinar 12 
(1957). — S. Peer, Vorfertigung auf der Baustelle. R. Miller, Kčin 1964. 
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— T. Koncz, Handbuch der Fertigteil-Bauweise 1:::3. Bauverlag GMBH, 
Wiesbaden-Berlin 1971. — F. Pietrowiak, Planung, Organisation und _Typi- 
sierung in der Fertigteilindustrie. CONDE, Miinchen 1972. — S. Ludewig, 
Montagebau. VEB Verlag fiir Bauwesen, Berlin 1974. — B. Trbojević, M. 
Krastavčević, A. Postnikov, M. Marjanović, Razvoj tehnologije i industrijali- 
zacije građenja u betonu. Dokumentacija za građevinarstvo i arhitekturu 
(DGA) 1484. Građevinski centar Beograd 1976. — M. HO. BGapeuntoiiu, 
M. E. Kapacuk, B. H. Kupeeunko, I. /1. JIusuunu, E. H. Paosesuu, H. A. 
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CTBO MOCTOB. ByniBeJIbHuK, KuieB 1978. — S. Milin, Betonska prefabrikacija. 
DGIT, Zagreb 1979. — H. D. Fleischmann, Grundlagen der Vorfertigung. 
Werner-Verlag, Diisseldorf 1979. 


S. Rex 


MORT I ŽBUKA (malter), vezna gradiva homogene 
kašaste smjese koja nakon pripreme i ugrađivanja otvrdnu u 
kraćem ili dužem vremenu zbog kemijskog ili fizikalnog pro- 
cesa, a služe za zidanje, žbukanje (malterisanje), za podne na- 
maze i za hidroizolaciju. Žbukom se naziva i pripremljeni ma- 
terijal za žbukanje i rezultat žbukanja, tj. prekrivena površina 
zidova, stropova i sl. Najčešće je mort smjesa nekog veziva, 
sitnozrnatog agregata (najčešće pijeska) i vode, a po potrebi 
dodaju se i dodaci da mort postane čvršći, nepropustan za 
vodu, otporniji prema mrazu ili bolji toplinski izolator. Mort 
mora biti dovoljno plastičan, ljepljiv i prionljiv,a nakon otvrdnuća 
dovoljno čvrst, stalnog obujma i postojan prema atmosfe- 
rilijama. 

Mortovi se razvrstavaju na zračne, koji vežu i otvrdnu samo 
na zraku, te na hidraulične, koji vežu i otvrdnu i u vodi. 
Zračni su mortovi: vapneni (krečni) mort, pripremljen od vapna 
(kreča), pijeska i vode; sadreni (gipsani) mort, od sadre (gipsa) i 
vode, uz eventualni dodatak vapna i pijeska; magnezitni mort, 
od sorelcementa (magnezij-oksiklorid), vode i drvene pilovine ili 
brašna i drugih organskih dodataka; glineni mort, od ilovače i 
vode uz eventualni dodatak pljeve ili sječene slame, a po potrebi 
i pijeska; šamotni mort, od šamotnog brašna, glinenog praha 
i vode. Hidraulični su mortovi: hidraulični vapneni mort pri- 
premljen od hidrauličnog vapna, pijeska i vode, ili od običnog 
vapna i hidrauličnih dodataka (pucolan, santorin, tras itd.); 
cementni mort, od cementa, pijeska i vode; produžni mort, 
od cementa, vapna, pijeska i vode. U posljednje vrijeme upo- 
trabljavaju se i mortovi na osnovi polimernih veziva, koji se 
sastoje od plastičnih veziva i punila, najčešće pijeska ili 
kamenog brašna i vode. 


Sl. 40. Montaža električnih instalacija (sustav IKL, Kontakt, Zagreb) 
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Najstarija je vrsta morta glineni mort, koji se upotrebljavao već u pret- 
historiji, kasnije u Asiriji i Egiptu, a upotrebljava se sve do danas za gradnju 
građevina od ćerpiča i nabijene ilovače. Zračna veziva vapno i sadra počeli su 
se primjenjivati kasnije. Na egipatskim piramidama zidalo se vapnenim mortom, 
a Židovi su zidali mortom od živog vapna i mljevene opeke, koja mortu daje 
i hidraulična svojstva, dok su ukrasne žbuke izrađivali od sadre. Rimljani 
su poznavali tehnologiju pečenja vapna, a mortu su dodavali mljevenu opeku i 
vulkanski pepeo. U srednjem su vijeku zaboravljena mnoga stara iskustva, 
a kao vezivo primjenjivalo se uglavnom gašeno i živo vapno. Prva hidraulična 
veziva pojavila su se u XVIII stoljeću u Engleskoj i Francuskoj, a god. 1824. 
patentirana je u Engleskoj proizvodnja portlandskog cementa. 


Mort za zidanje. Standard JUS U.M2. 010 propisuje sastav, 
vrstu i uvjete kvalitete mortova za zidanje, pripremljenih od 
vapna, cementa, pijeska i vode. Tim se standardom razlikuju 
prema vrsti veziva vapneni, produžni i cementni mort, a prema 
konzistenciji tekući i plastični mort. Veziva vapno i cement moraju 
odgovarati uvjetima JUS. Standard nadalje propisuje granulo- 
metrijski sastav pijeska, koji može biti riječni, kopani ili 
drobljeni, i propisuje dopuštene količine štetnih sastojina (u 
riječnom pijesku smije gline biti do 1%, u kopanom do 1,5%, 
a organskih tvari ne smije biti više od 0,01%. Standard 
određuje i kvalitetu vode, konzistenciju morta i čvrstoću, 
odnosno marku (M) morta, tj. prosječnu tlačnu čvrstoću nakon 
28 dana (tabl. 1). 


Tablica 1 
TLAČNA ČVRSTOĆA I ČVRSTOĆA SAVIJANJA MORTA 


Čvrstoća savijanja 
nakon 28 dana 


Tlačna čvrstoća 
nakon 28 dana 


Marka N/em* N/cm? 
morta 
M Prosječna Pojedinačna Prosječna Pojedinačna 
minimalna minimalna minimalna minimalna 
vrijednost vrijednost vrijednost vrijednost 
E) 50 30 30 20 
25 250 170 100 80 
50 500 350 170 140 
100 1000 700 240 200 


(Marka morta M označivala je nekoć tlačnu čvrstoću morta u kg/cm?) 


U standardu JUS U.M8.002 određene su sljedeće metode 
ispitivanja kvalitete morta: ispitivanje kvalitete veziva i pijeska, 
konzistencije, čvrstoće, homogenosti, sposobnosti zadržavanja 
vode i otpornosti na mrazu. 

Prema odredbi Pravilnika o tehničkim mjerama i uvjetima 
za zidanje zidova zgrada upotrebljava se vapneni mort marke 
M 5, produžni mort M25 i M50, te cementni mort M100. 

Svaki od sastavnih elemenata morta utječe na njegova svoj- 
stva. Cement utječe na čvrstoću, otpornost, vodonepropusnost 
i brzinu vezanja, vapno na obradljivost, sposobnost zadržavanja 
vode, elastičnost i ljepljivost, pijesak na čvrstoću i ekono- 
mičnost, a voda na plastičnost, obradljivost i hidrataciju. Da 
bi se postigla tražena čvrstoća, mort mora biti izrađen od 
propisno granuliranog pijeska i visoko plastičnog vapna, mora 
imati dobru obradljivost i konzistenciju, a zidarski elementi 
nisko početno kapilarno upijanje vode i minimalni porozitet. 
Vlaga iz morta i zida prenosi se difuzijom do površine i gubi 
se hlapljenjem. Ž 

Priprema morta. Mort se priprema strojem u različito kon- 
struiranim miješalicama ili rukom u plitkim drvenim sanducima. 
Ako se vapneni mort priređuje s gašenim vapnom, vapneno 
se tijesto razrijedi vodom u vapneno mlijeko, a zatim se 
dodaje potrebna količina pijeska uz stalno miješanje dok ne 
nastane jednolična gusta kaša. Gustoća morta ovisi o svrsi 
kojoj mort služi i o podlozi s kojom dolazi u dodir. Ako 
se mort radi od hidratiranog vapna, ono pomiješano s vodom 
(ili priređen mort) mora prije ugradbe odležati stanovito vrijeme. 
Vapneni mort od gašenog vapna treba ugrađivati što prije 
(najkasnije za 12 sati) i on mora ispuniti sve šupljine u zidu. 
Djelomičnim gubitkom vode, koja ishlapi ili je upije podloga, 
mort se najprije stegne, a zatim počinje vezati i otvrdnjivati. 
Do vezanja dolazi samo ako je u mortu dovoljno vode i ako je 
prisutan ugljik-dioksid (CO2). U tom kemijskom procesu vapno 
prelazi u vapnenac, pri čemu ostaje slobodna voda koja s 
vremenom ishlapi. Pretvaranje vapna u vapnenac traje duže 
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vrijeme, što ovisi o temperaturi, masivnosti konstrukcije, vlazi 
itd. Toplina i propuh pospješuju, niske temperature i jaka 
vlaga usporavaju, a smrzavica posve obustavlja vezanje morta. 
Vapneni mort marke M 75 upotrebljava se za zidanje zidnim 
elementima. Njime se ne smiju zidati konstrukcije izložene 
visokim temperaturama ili jakoj vlazi. 


Cementni mort priprema se jednoličnim miješanjem cementa 
i pijeska u suhom stanju, a zatim se postepeno uz stalno 
miješanje dodaje toliko vode dok se ne dobije plastična masa. 
Mort treba ugraditi odmah nakon pripreme, a svakako prije 
početka vezanja. Stvrdnjivanje nastaje kemijskim procesom 
kojemu je potrebna voda. Dovoljno je samo 15-::20% vode, 
upotrijebljene u pripremi morta, a ostatak ostaje nevezan i s 
vremenom ishlapi. 

Produžni mort. Kod pripreme se cementnom mortu dodaje 
i vapno, čime se produžuje vrijeme vezanja, pa mort sporije 
otvrdne, a čvrstoća mu je manja od cementnog morta. Hidrau- 
lična sposobnost produžnog morta ovisi o količini cementa i 
vrsti upotrijebljenog vapna. 

Glineni mort služi za zidanje zidova od ćerpiča i za zidanje 
ložišta i peći. Priređuje se u obliku guste, dobro izmiješane 
kaše od ilovače i vode, uz eventualni dodatak pljeve ili sječene 
slame, te pijeska ako je ilovača premasna. Otvrdnjuje sušenjem, 
a u dodiru s vlagom ponovno omekša. 

Šamotni mort je smjesa šamotnog brašna dobivenog palje- 
njem i mljevenjem vatrostalne gline, te praha nepečene vatro- 
stalne gline u omjeru 1:1, uz dodatak potrebne vode. Otvrdnjuje 
sušenjem i paljenjem, a primjenjuje se za zidanje šamotnom 
opekom industrijskih peći, ložišta i kanala izloženih visokim 
temperaturama. 


Mort za žbukanje. Žbukanje je prekrivanje golih površina 
zidova i stropova mortom radi tehničkih, higijenskih i estetskih 
razloga. Tehnički su razlozi: izravnavanje neravne površine 
zida i stvaranje ravne podloge za boju i tapete, zaštita zida 
od nevremena, vlage i oštećenja, poboljšanje toplinskih i zvučnih 
svojstava stijene, te zaštita drvenih i željeznih konstrukcija od 
vatre. Higijenski su razlozi stvaranje glatkih površina bez pu- 
kotina koje se lako čiste, a estetski su poljepšanje izgleda 
površine stijene. 

Standard JUS U.M2.012 propisuje sastav, vrstu i kvalitetu 
morta za žbukanje pripremljenog od vapna, cementa, sadre, 
pijeska i vode. Standard prema namjeni razlikuje običan građevni 
mort za obradbu unutrašnjih i vanjskih zidova te stropova 
koji se naknadno boje, dekorativni mort koji sadrži i boju, te 
specijalne mortove koji služe za hidroizolaciju, zaštitu od zra- 
čenja, toplinsku zaštitu itd. Standard za pojedine vrste žbuka 
propisuje odnos veziva i agregata, uvjete kvalitete veziva, 
pijeska, vode i boje, granulometrijski sastav, te kvalitetu morta 
s obzirom na konzistenciju, čvrstoću, sposobnost zadržavanja 
vode, te na otpornost prema atmosferilijama i mrazu. 

Kvaliteta i trajnost žbuke ovisi o mnogim faktorima: o 
sastavu i pripremi morta, o vrsti i stanju podloge na koju se 
nanosi, o postupku i vremenskim prilikama kod pripreme 
morta i pri žbukanju. Žbuka je na vanjštini zgrade izložena 
utjecaju atmosferilija, temperaturnim promjenama, vlazi i meha- 
ničkom oštećenju, te se od nje zahtijeva više nego od unutrašnje 
žbuke. Ako se mortu kod pripreme dodaju stanoviti aditivi 
radi poboljšanja svojstva ili eliminiranja štetnih utjecaja, oni 
moraju biti atestirani i upotrijebljeni prema uputi proizvođača. 
Žbukanjem se može započeti nakon što su se zidovi slegli i 
dovoljno osušili, a podloga mora biti jednolična, hrapava, 
čista i dovoljno vlažna. Najpovoljnije vrijeme za žbukanje 
je proljeće i rana jesen, a ljeti treba svježu žbuku zaštititi 
od sunca, prekriti vlažnim zavjesama i po potrebi štrcati finim 
mlazom raspršene vode. Pri niskim temperaturama svježi se 
mort smrzne, gubi veznu snagu i otpada. Žbuka i podloga 
moraju imati približno jednake koeficijente rastezanja, a žbuka 
ne smije biti na podlozi (željezo ili drvo) koja se mijenja 
utjecajem topline ili vlage, već se žbuka mora nanijeti na 
posebnu oblogu kojom se te konstrukcije prevuku. Obloga 
mora biti od dovoljno čvrsta materijala na kojemu mort dobro 
drži (pletivo od trske, bakula, Rabicova mreža i plastična 
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mreža, te različite lagane ploče od sadre, drvene strugotine, 
vlakanaca itd.). 

Tehnike žbukanja vrlo su različite i ovise o gradivu i alatu. 
Žbuka se rukom, redovito zidarskom žlicom i daščicama, a 
može se žbukati i strojem. Površinskom obradbom, koja mora 
biti prilagođena materijalu, može se oživjeti površina žbuke i 
postići različiti efekti. Žbuka se obično nanosi u dva do tri 
sloja. Donja ili gruba žbuka izravnjuje neravnine zida, pa se 
gornja, glatka ili fina žbuka dade izvesti jednolično u tankom 
sloju. Na namočenu podlogu nabaci se prvi sloj rijetkog 
morta, a da bi plohe bile ravne i da bi se dale izravnati, 
izvedu se na zidu najprije marke, tj. pločice od žbuke veličine 
oko 15/15 cm na razmaku 1--:2m, koje imaju prednju plohu u 
istoj vetikalnoj ravnini. Marke se zatim vertikalno spajaju 
trakovima žbuke, a kad oni dovoljno otvrdnu, nabacuje se 
između njih gušći mort i izravnjuje vučenjem letve. Površina 
donje žbuke izvede se, prema vrsti gornje žbuke, hrapavo 
ili glatko. Za zaglađene gornje žbuke potrebna je hrapava i 
vlažna površina, a za štrcane žbuke glatka i suha podložna 
žbuka. Ako se žbuka nanosi u više slojeva, donji slojevi 
moraju imati jednaku ili veću čvrstoću od gornjih slojeva. 

Vapnena žbuka izvodi se unutar zgrade kao ličena, oštra, 
gruba i glatka žbuka. Kod ličene žbuke nanosi se rijetki 
vapneni mort, uz eventualni dodatak boje, četkom ili debelim 
kistom u dva tanka sloja kroz koja se zapaža struktura 
podloge. Ako se radi na vanjštini zgrade, dodaje se nešto 
cementa i lanenog ulja ili nepropusnih dodataka. Oštra žbuka 
izvodi se tako da se vapneni mort (u unutrašnjosti) ili produžni 
mort od oštrog drobljenog pijeska (na vanjštini) nabaci u 
tankom sloju na stijenu i eventualno prevuče i žlicom. Gruba 
vapnena žbuka nanosi se u dva sloja. Prvi, tanki sloj od 
rijetkog morta nabaci se zidarskom žlicom, a kad malo otvrdne, 
nanosi se sloj grube žbuke, kako je već opisano. Glatka vapnena 
žbuka nanosi se u tankom sloju morta od prosijanog pijeska 
na grubu žbuku. Kad ona dovoljno otvrdne, izravna se većom 
daščicom, a kad se taj sloj stegne, površina se zagladi daš- 
čicom uz močenje vodom dok se ne dobije jednolično glatka 
površina. 

Sadrena žbuka radi se samo unutar zgrade na suhim mjes- 
tima. Mort se priređuje od građevne (štuko) sadre kao čisti 
sadreni, sadreno-vapneno-pješčani i vapneno-sadreni mort. U 
posudu s čistom vodom sipa se sadreni prah dok se na površini 
ne pokaže mjestimice suha sadra, a zatim se dobro izmiješa 
u jednoličnu kašu. Čisti sadreni mort brzo veže i otvrdne za 
20-::30 minuta, malo se ugrije, te mu se poveća obujam za 1%. 
Vrijeme vezanja usporuje se dodatkom vapna, tutkala, alkohola 
itd. Ako se spravlja sadreno-vapneno-pješčani mort, treba sadrenu 
kašu posebno pripraviti i dodati je vapnenom mortu. Fina 
sadrena žbuka sastoji se od grube donje žbuke od sadre, 
vapna i pijeska u omjeru 1:1:5 i gornje fine žbuke od čistog 
sadrenog morta, koja se izgladi daščicom obloženom pusti. 
Sadreni štuk izvodi se tako da se na grubu sadrenu žbuku 
nanese sloj 5 mm sadrenog morta, prosijane sadre i rastopljenog 
tutkala, izravna kao fina žbuka, zatim brusi i lašti. 

Cementna žbuka, kao i produžna, upotrebljava se na vanj- 
štini i unutrašnjosti zgrade kao gruba podložna žbuka glatkoj 


Tablica 2 
OPTIMALNI OMJERI MIJEŠANJA 


kasko za Vrsta morta Maseni omjer | Obujamni omjer iak 
— vapneni 1:3 tri 5 
prase as 
450 | cementni 1:5 | 1:3 100 
se [mam [ 128 | kis | & 
350 cementni 1:4 1:2,5 100 


Prvi broj omjera odnosi se na vezivo, drugi na agregat, ili prvi broj na 
jače vezivo (cement), drugi na slabije vezivo (vapno) i treći na agregat. 
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ili kamenoj žbuci. Miješa se u smjesi 1:3---1:5 (cement: pijesak) 
il, ako se traži veća čvrstoća ili nepropusnost, u smjesi 
1:1++:1:2. 

Produžna žbuka radi se u smjesi 1:1:3---1:1:6 (cement: 
:vapno: pijesak). Ljeti se radi jednoličnog vezanja svježa žbuka 
mora stalno držati vlažnom. Ako se sastavu produžne žbuke 
umjesto kamenog agregata dodaju lagani ekspandirani agregati, 
žbuka dobiva svojstvo toplinske izolacije. 

Standard JUS U.F2.010 (Završni radovi u građevinarstvu, 
Tehnički uvjeti za izvedbu fasaderskih radova) propisuje iz- 
vedbu fasadnih površina žbukom od umjetnog kamena, pleme- 
nitom i plastičnom žbukom, te fasadnim bojama. On određuje 
materijal, izvedbu, kontrolu kvalitete, sporedne radove i obračun 
radova. 

Kamena žbuka je vrsta cementne žbuke pripremljene od 
cementa, drobljenog kamenog agregata različite granulacije i 
po potrebi oksidnih boja. Stručno pripremljena smjesa nanosi 
se u debljini 1,5:.:2em na hrapav, čist i navlažen podložni 
sloj ili izravno na priređen zid. Kad se žbuka malo prosuši, 
izravna se, a kad otvrdne i poveže se s podlogom, površina 
se klesarski obradi kao kamen (zrnčanjem, brazdanjem, bru- 
šenjem itd.) Na betonskim stijenama kamena se žbuka može 
ugraditi usporedo s izvedbom stijene, što je bolje zbog čvršće 
veze žbuke s podlogom, ali je skuplje. Pri tom radu potrebno 
je paziti da donji beton ne izbije na površinu. Prana kamena 
žbuka (kulir) izvodi se tako da se još svježa zaglađena površina 
kamene žbuke lagano opere i sa nje skine tanki sloj cementa, 
pa kamena zrnca uz površinu dođu do izražaja. Umjesto 
drobljenog agregata često se uzima sitan prani šljunak veličine 
krupnije leće. 

Plemenita (suha) žbuka izvodi se kao produžni mort od 
cementa, hidratiranog vapna, drobljenog kamenog agregata i 
oksidne boje. Smjesa se priprema u tvornici i dolazi na 
gradilište kao gotova, suha, dobro izmiješana smjesa u vrećama, 
gdje se prije nanošenja izmiješa s vodom. Smjesa se može 
pripremiti i na gradilištu tako da se boja najprije dobro izmiješa 
s cementom i hidratiranim vapnom, zatim zajedno s drobljenim 
pijeskom nasuho, a zatim uz postepen dodatak vode miješa 
dok se ne dobije potrebna konzistencija. Pripremljeni mort 
nanosi se u debljini od 10mm na čvrstu, čistu, hrapavu i 
nakvašenu podlogu produžnog morta, te se zagladi. Nakon 
sušenja od 2-.-6 sati, kad je završni sloj postigao određenu 
tvrdoću, pristupa se struganju fasaderskim nožem, skida se sloj 
debljine do 2mm, a zatim se površina očisti četkom da 
bi se dobio jednolični izgled fasade. Stanoviti efekti mogu se 
postići ako se završni sloj samo zagladi zidarskom žlicom, 
pustenim ili čavlanim daščicama koje se povlače horizontalno, 
vertikalno ili u krugu. Ako se po svježoj zaglađenoj žbuci 
povlači češljevima ravno ili valovito, dobiva se rebrasta ili 
češljana žbuka. Plemenita se žbuka može izvesti i kao štrcana 
žbuka tako da se rijetki mort različitim aparatima štrca u 
2-3 sloja na glatku i dovoljno suhu površinu podložne žbuke. 

Sgraffito je vrst strugane žbuke. Na podlogu se nanosi 
nekoliko slojeva različito obojene tanke žbuke, a nakon 2---+3 
sata ugrebu se ili urežu prema nacrtu linije i plohe do sloja 
određene boje. 

Plastične žbuke jesu gotovi tvornički proizvodi sastavljeni 
od sintetskih smola, kamenih zrnaca različite granulacije, pig- 
menata i vode. One moraju biti postojane prema atmos- 
ferilijama, svjetlu i smrzavanju, vodoodbojne i neupaljive. Na- 
nose se prema uputama proizvođača na čvrstu, stabilnu i 
suhu podlogu elastičnom glačalicom (glačane žbuke) ili štr- 
caljkom s ježom ili pištoljem za štrcanje (štrcane plastične 
žbuke). Žbuka mora ravnomjerno prekriti površinu da bi se 
dobio jednoličan izgled u tonu i strukturi. 

Oštećenja na žbuci. Oštećenja koja se mogu pojaviti na žbuci 
odmah nakon izvedbe ili kasnije vrlo su različita, već prema 
uzrocima zbog kojih su nastala. Ona ovise o materijalu od 
kojeg je sastavljen mort, o pripremi morta, o podlozi na koju 
se mort nanosi, o vremenskim prilikama u vrijeme nanošenja, 
o atmosferilijama kojima je žbuka izložena, o zaštiti žbuke itd. 
Vapno mora biti dobro gašeno i nakon gašenja odležalo. 
Ako nakon gašenja u vapnu ostanu čestice živog vapna, u 
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gotovoj žbuci naknadno dolazi do gašenja, tj. povećanja obujma 
čestica, te se žbuka na tom mjestu nadigne i otpadne, a na 
licu ostaje mali krater sa česticom vapna na dnu. Pijesak 
mora biti čist, bez primjesa ugljenih zrnaca, a nečistih sas- 
tojina smije biti samo u granicama koje dopušta JUS. Po 
potrebi pijesak treba oprati. Granulometrijski sastav mora biti 
pravilan, a pojedina zrnca ne smiju biti veća od trećine debljine 
sloja žbuke. Sumnjiva voda iz potoka, bara ili otpadne in- 
dustrijske vode ne smiju se upotrijebiti bez prethodnog ispiti- 
vanja, jer one mogu djelovati na vezanje ili su razlog kasnijoj 
pojavi soli na površini zida. Preporučuje se priprema morta 
strojem, jer se samo tako osigurava pravilno doziranje i miješanje. 
Ako se dodaje previše veziva, na površini žbuke nastaje mreža 
finih pukotina zbog stezanja materijala, a ako je premalo 
veziva, konzistencija i čvrstoća je premalena i žbuka se osipa. 
Prije žbukanja treba pripremiti podlogu. Na glatkim ili nečistim 
podlogama žbuka vremenom otpadne. Zidovi od opeke moraju 
imati reške otvorene do dubine 1:-+-2cm, a betonski zidovi 
moraju biti hrapavi. Podloga mora biti čista i dovoljno vlažna 
da zid ne upije iz žbuke vodu koja je potrebna za vezanje 
i za prianjanje. Žbukanje treba izbjegavati pri visokoj tempe- 
raturi ili se treba zaštititi od nje, jer postoji opasnost da 
mort prebrzo izgubi vodu, ne veže i počne se osipati. Prepo- 
ručuje se da se pri temperaturi ispod + 5*C ne žbuka, jer se 
pri niskim temperaturama voda potrebna za vezanje mrzne, a pri 
odmrzavanju žbuka otpada na velikim površinama. Kad se 
mora žbukati pri niskim temperaturama, mortu se dodaju spe- 
cijalni dodaci koji sprečavaju smrzavanje vode. Ako prigodom 
sušenja na površinu golog zida izbiju bijele ili sive mrlje soli 
(natrij-sulfat, kalcij-sulfat ili kalcij-karbonat), treba ih prije žbu- 
kanja odstraniti i poduzeti sve da one ponovno ne izbiju 
na površinu (očetkati i preličiti bitumenskom emulzijom). One 
smanjuju prionljivost žbuke, prodiru kroz nju i štete prigodom 
bojadisanja stijene. Slojevt žbuke moraju biti približno iste 
čvrstoće. Ako je donji sloj slabiji, utjecajem temperature i 
vlage s vremenom nastaju pukotine, te dolazi do odvajanja 
gornjeg sloja. 

Pukotine u žbuci nastaju ako podloga nije dovoljno čvrsta 
ili ako se savija (žbuka podgleda drvenih stropova). Površina 
podloge mora biti po mogućnosti od istog materijala, jer na 
sudaru materijala mogu nastati pukotine i pojavljuju se na 
površini tamniji i svjetliji dijelovi. Dilatacije u podlozi ne smiju 
se prežbukati, nego ih treba provesti kroz žbuku. U nedo- 
voljno toplinski dimenzioniranim zidovima može zbog trans- 
misije vlage doći do stvaranja kondenzata uz površinu zida, 
tj. vlaženja, te smrzavanja i otpadanja žbuke. Sve istaknute 
dijelove žbukanog zida i prozorske klupčice treba s gornje 
strane prekriti limom s okapnicom da bi se spriječilo vlaženje 
i propadanje žbuke. 

LIT.: F. Kaufmann Aussenputz fiir Massivwinde. Bauverlag, Wiesbaden 
1950. — A. Winkler, Die Putzarbeiten. J. Hofmann, Stuttgart 1950. — 
F. H. Plank, Die Mšrtel-Bindestoffe. C Hanser Verlag, Miinchen 1952. — 


D. Smiljanić, Kvarovi na zgradama. V. Masleša, Sarajevo 1961. — Z. Vrkljan, 
Građevne konstrukcije. Sveučilište, Zagreb 1962. 


Z. Vrkljan 


MOSTOVI, građevine za prijelaz preko prirodnih (rijeka, 
jezero, more, dolina) ili umjetnih (cesta, željeznica, kanal i.sl.) 
zapreka tako da prolaz ispod njih bude slobodan. U najnovije 
vrijeme gradi se u naseljima posebna vrsta mostova koji su 
nazvani visoka cesta. To su mostovi veće duljine izgrađeni 
iznad razine okolnih ulica. 

U posljednjih stotinu godina, a posebno iza drugoga svjetskog rata, 
ostvaren je veliki napredak mostogradnje. Dok su se više od 2000 godina uz 
drvene gradili samo kameni mostovi, u kratkom razdoblju razvila se gradnja 
čeličnih, betonskih, armiranobetonskih, prednapregnutih i spregnutih mostova. 
Sredinom XIX stoljeća intenzivna je gradnja čeličnih mostova, .krajem XIX 
stoljeća započinje razdoblje betonskih i armiranobetonskih mostova, a u drugoj 
polovici XX stoljeća razdoblje mostova od prednapregnutog betona. 

Napredak se očituje u stalnom povećanju kvalitete materijala, u sve većem 
izboru tipova konstrukcija, u smanjenju količine potrebnih materijala, u sma- 
njenju potrebnih radnih sati za gradnju, u sve većoj tehničkoj razini izradbe 
i montaže, u sniženju troškova i u smanjenju trajanja gradnje. Tako je, npr., 
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prije 50 godina bilo potrebno pet puta više radnih sati za gradnju armira- 
nobetonskog mosta nego danas. Nosiva konstrukcija mosta Oleron (Francuska) 
građena je brzinom od 30m na dan, što je prije bilo nezamislivo. Danas 
je potrebno samo polovicu težine čelika za most jednakog raspona i širine 
od količine čelika potrebnog prije 40 godina. Godine 1906. računalo se do- 
puštenim naprezanjem betona od 4,5 N/mm»?, dok se danas upotrebom cementa 
MB 600 postiže 20 N/mm?. Početkom XX stoljeća čvrstoća je konstruktivnog 
čelika iznosila 370 N/mm?, a danas ima čelika čvrstoće i veće od 1000 N/mm*. 

Općem napretku doprinijele su i promjene u metodama proračuna i dimen- 
zioniranja. Prije su se proračuni temeljili na elastičnosti materijala i dopuštenim 
naprezanjima, a logaritamsko računalo i mehanički računski strojevi bili su 
alati za proračun. Danas je moguće precizno proračunati mostove u pravcu i 
krivini, promjenljive širine i visine, u elastičnom i plastičnom području. Po- 
boljšanje tehnike proračuna omogućile su nove metode, među kojima pogotovo 
metoda konačnih elemenata jer je ona prilagođena zahtjevima statičkih prora- 
čuna i mogućnostima elektroničkih računala. Upotreba tih računala u konstruk- 
tivnom inženjerstvu tek je na početku. Njihova smišljena primjena oslobađa 
konstruktora od dugotrajnih proračuna i rutinskih kontrola, pa se može više 
posvetiti usporedbenim studijama pri projektiranju. 

Prema namjeni razlikuju se pješački, cestovni i željeznički 
mostovi, zatim akvadukti za prevođenje vodovoda preko pri- 
rodnih ili umjetnih zapreka (u istu svrhu služe građevine za 
prevođenje plinovoda, naftovoda ili toplovoda). Razlikuju se 
nadvožnjaci i podvožnjaci. Naziv ovisi o tome da li se primarna 
prometnica nalazi iznad sekundarne ili ispod nje. 

Mostovi, koji prelaze zapreku okomito na zapreku zovu se 
pravi, dok su kosi mostovi oni koji prelaze zapreku pod ma- 
njim kutom. Promatrano u tlocrtu mostovi mogu biti u pravcu 
ili krivini. 

Prema prijenosu opterećenja mostovi se mogu razvrstati u 
lučne, gredne, okvirne, ovješene i viseće mostove. Karakteristika 
je lučnih mostova da se opterećenje prenosi pritiskom, grednih 
i okvirnih mostova savijanjem, a ovješenih i visećih mostova 
vlačnim naprezanjem. 

Mostovi mogu biti nepokretni i pokretni. Pokretni mostovi 
mogu se pokretati podizanjem, okretanjem, preklapanjem i po- 
vlačenjem. 

Mostovi se sastoje od donjeg i gornjeg stroja. U donji stroj 
ubrajaju se temelji, stupovi, upornjaci, krila i čunjevi. Svrha je 
stupova i upornjaka da prenesu opterećenje s gornjeg stroja na 
tlo. Kad je nosivo tlo blizu površine, temelji se plitko. Ako 
je potrebno duboko temeljenje ili ako se pojavljuje pritisak 
vode, temelji se na bunarima, kesonima ili pilotima. Gornji 
stroj sastoji se od nosive konstrukcije, pomosta, izolacije pje- 
šačke staze, prijelaznih konstrukcija, ležaja, ograde, odbojnika, 
odvodnje i eventualno rasvjete. Sastavni su dijelovi nosive kon- 
strukcije: glavni, poprečni i uzdužni nosači, ploča kolnika, te 
uzdužna i poprečna sprega. Često, međutim, jedan od elemenata 
preuzima više funkcija. Tako npr. armirana betonska ploča sje- 
dinjuje sve navedene funkcije. 

Prema materijalu od kojeg su izgrađeni mostovi razlikuju 
se kameni mostovi (v. Građevni kamen, TE 6, str. 223), betonski 
i armiranobetonski mostovi, te mostovi od prednapregnutog 
betona (v. Mostovi, masivni), čelični (v. Lančani mostovi, TE 7, 
str. 462; y. Metalne konstrukcije), i drveni mostovi (v. Mostovi, 
drveni). 

Projektni podaci obuhvaćaju situaciju, niveletu, gabarit, op- 
terećenja, podatke o tlu i projektni zadatak. 

O trasi prometnice ovisi situacija mosta koji je dio te 
prometnice. Trasa se obično tako vodi da ukupni troškovi pro- 
metnice budu minimalni. To će biti, među ostalim, postignuto 
ako su potrebni mostovi pravi i kratki. Često je, međutim, 
teško izbjeći kose mostove i mostove u krivini, pa takve gra- 
đevine poskupljuju i projekt i gradnju. Zbog toga je poželjna 
suradnja projektanta trase i projektanta mosta. - 

Niveleta je linija koja u osi prometnice povezuje visinske 
točke gornjeg ruba kolnika ili tračnice. Ona je određena pro- 
jektom prometnice ili se određuje projektom građevine. Nive- 
leta može biti horizontalna, jednoliko nagnuta, te konveksno 
ili konkavno zaobljena. Radi odvoda vode i estetskog izgleda 
najbolje je da je niveleta konveksno zaobljena, dok je s gle- 
dišta vidljivosti najbolja konkavno zaobljena niveleta. 

Gabarit je površina presjeka, definirana širinom i visinom, 
koji mora ostati slobodan ispod mosta ili iznad njega za odvi- 
janje prometa ili iz drugih razloga. Razlikuju se plovni, željez- 
nički, cestovni i pješački gabariti. Za svaki vodotok ili vodenu 
prepreku propisan je gabarit kojim je propisana minimalna 


MOSTOVI — MOSTOVI, DRVENI 


slobodna visina i širina. Željeznički gabariti određeni su željez- 
ničkim propisima. Cestovni gabarit određen je visinom od 4,5 m 
“iznad kolnika, a visinom od 2,5m iznad pješačke staze. 


Podaci o opterećeriju osnova su za statički proračun pomoću 
kojeg se dimenzioniraju svi elementi mosta prema dopuštenim 
naprezanjima ili graničnim stanjima kako bi se osigurala nji- 
hova stabilnost. Razlikuje se glavno, dodatno i posebno op- 
terećenje. U glavno opterećenje ubrajaju se: težina konstrukcije 
(stalna težina), prednaprezanje, pokretno opterećenje (uzimajući 
u obzir dinamički koeficijent), utjecaj puzanja i stezanja, potisak 
zemlje, uzgon i djelovanje pomaka temeljnog tla. Dodatna op- 
terećenja obuhvaćaju sile zbog promjene temperature, sile koje 
nastaju djelovanjem vjetra, kočenjem i naletom vozila, te otpora 
ležaja. Posebno opterećenje pojavljuje se djelovanjem sila koje 
se pojavljuju u toku građenja, udarom vozila i brodova u 
stupove, djelovanjem leda i potresa. 

U stalnu težinu ubrajaju se težine nosive konstrukcije, 
“ pomosta, rubnjaka, pješačkih staza, ograda, odbojnika, even- 
tualno vodovoda, plinovoda i sl., te energetskih i komunika- 
cijskih kabela. 

Cestovno pokretno opterećenje ovisi o kategorizaciji cesta: 
teško, srednje i lako opterećenje. S teškim opterećenjem računa 
se na auto-cestama i magistralnim cestama, sa srednjim na 
cestama II i III reda, a sa lakim na cestama IV reda. Sva 
opterećenja sastoje se od opterećenja vozilima i od jednoliko 
raspodijeljenog opterećenja. Za pješačke mostove računa se samo 
s jednoliko raspodijeljenim opterećenjem. Dinamičko djelovanje 
vozila uzima se u obzir pomoću dinamičkog koeficijenta. 

Pokretno opterećenje željezničkih mostova određeno je že- 
ljezničkim propisima. Pri tom se uzimaju u obzir i centri- 
fugalne sile. Među dodatna opterećenja željezničkih mostova 
treba uračunati i djelovanje dugih tračnica. 


Materijali. Danas se za gradnju masivnih mostova upotreb- 
ljava beton, armirani i prednapregnuti beton, a samo iznimno 
kamen kao obloga, i to za oblaganje stupova u vodotocima. 
Za nosive armiranobetonske konstrukcije upotrebljava se beton 
MB 200---MB 450, a za prednapregnuti beton beton. MB 300--- 
«..:MB 600. Za meku armaturu preporuča se upotreba rebrastog 
čelika zbog prionljivosti s betonom. Čelici žica od kojih su 
sastavljeni kabeli za prednaprezanje imaju veliku zateznu čvrs- 
toću (1400---1800 N/mm?) i visoku granicu razvlačenja (1250--- 
1600 N/mm?). Za čelične mostove većinom se upotrebljavaju 
čelici Č37 i Č52, a u posljednje vrijeme i Č70. 

Dispozicija, konstrukcijski sustav i temeljenje ovise o svoj- 
stvima tla. Ako nosivo tlo nije duboko-“ispod površine, teme- 
ljenje je jeftino, pa treba izabrati dispoziciju s manjim raspo- 
nima. Kad se računa s većim nejednolikim slijeganjem, po- 
voljniji su statički određeni sustavi, a kad se predviđa malo i 
jednoliko slijeganje, prednost imaju statički neodređeni sustavi 
jer imaju veću rezervu nosivosti. Kad je tlo slabije kvalitete, 
ne preporučaju se sustavi sa velikim horizontalnim silama 
(luk, okvir). 

Projektni zadatak mora sadržavati: širine kolnika, pješačkih 
staza i zaštitnih traka, poprečne nagibe, maksimalno dopušteni 
uzdužni pad, minimalni polumjer zaobljenja, gabarite, kote viso- 
kih, srednjih i malih voda, podatke o vremenskim prilikama, 
o potrebi zaštite pješaka od prskanja vode ispod vozila, o 
potrebi zaštite okolišnih zgrada od buke, o rasvjeti i zaštiti od 
vjetra: itd. 

Smatra se da treba nastojati da se most skladno uklopi u 
okoliš, te da je izgled mosta jedan od elemenata funkcional- 
nosti. F. Leonhardt postavlja sljedeća pravila za lijepo obliko- 
vanje mosta: jasni i jednostavni sustav, dobri prostorni odnosi, 
dobro vođenje rubova koje određuje oblik konstrukcije, prila- 
gođivanje okolišu, jednostavnost i ograničenje na oblik koji 
diktira konstrukcija, izbor pogodnog materijala i boja. 

Racionalnost se postiže optimizacijom osnovnih parametara, 
među koje se mogu svrstati: vrsta materijala, statički sustav, 
broj i veličine raspona, visina nosive konstrukcije, visina nivelete 
iznad tla, vrsta upornjaka i stupova, te način temeljenja. 


K. Šavor 
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MOSTOVI, DRVENI, mostovi izrađeni od drveta. 
Oni se danas grade vrlo rijetko jer imaju malu nosivost koja 
je nedovoljna za današnja vozila zbog njihova velikoga oso- 
vinskog pritiska i velikih brzina. Grade se još katkada na polj- 
skim cestama, te kao pješački i provizorni mostovi. Ipak je 
nedavno u Južnoj Dakoti (SAD), radi estetskih razloga, izgrađen 
drveni most duljine 90m na križanju triju brzih cesta (sl. 1). 


SI. 1. Drveni most u Južnoj Dakoti (SAD) 


Dok trajnost kamenih mostova iznosi i više tisuća godina, 
trajnost je drvenih mostova relativno“ malena. U Švicarskoj 
je sačuvano više drvenih mostova, a pogotovu natkritih pje- 
šačkih mostova, od kojih su neki stari i više od stotinu godina. 
Poznat je takav pješački most u Luzernu (sl. 2). Veliko 
značenje imaju drveni mostovi za vrijeme rata, kao privremeni 
mostovi za zamjenu stalnih mostova, da bi se što prije 
uspostavio cestovni ili željeznički promet. Svojstvo je, naime, 
drvenih privremenih mostova, da su jednostavni i da se vrlo 
brzo grade. 


SI. 2. Pješački drveni most Kapellbrucke u Luzernu (Švicarska) iz 1333, sa 
zabatnim slikama iz 1599 


Dobra su svojstva drvenih mostova: mala prostorna težina, 
upotreba lako obradivog materijala, jednostavna i brza gradnja, 
laka izmjena oštećenih dijelova, a za njihovu gradnju potrebno 
je niže kvalificirano osoblje. Mane su im mala čvrstoća, pa 
prema tome i mala nosivost, manja trajnost, opasnost od po- 
žara, česti popravci, te relativno nepovoljan estetski dojam. 
Drvo za mostove mora biti kvalitetno (I ili II klasa). Trajnost 
mostova od hrastovine cijeni se na 30:40 godina, a od 
četinara 15-::20 godina. Na trajnost utječe truljenje drva, pa 
zbog toga treba vodu što prije odvesti s mosta. Osim toga, 
svaki dio mosta treba tako projektirati da bude što više izložen 
svjetlosti i zraku. 

"Što se tiče kvalitete drva i spajanja elemenata drvenih 
konstrukcija v. Drvene konstrukcije, TE 3, str. 401. 

Mostovi se sastoje od gornjeg i donjeg stroja. 

Gornji stroj .sastavljen je od glavnih nosača, sprega i 
kolnika. 
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Glavni nosači prenose stalno i pokretno opterećenje s Srednje polje Krajnje polje 
kolnika preko ležaja na donji stroj. Prema nosivom sustavu 
mogu se svrstati u gredne sustave, razupore, visulje i rešetke. 

Gredni mostovi su najjednostavniji s obzirom na izradbu. 
Prema širini kolnika izvode se s više glavnih greda na među- 


sobnom razmaku 0,8---:1,0m (sl. 3). 


SI. 6. Sastavljene grede 


TTTTTI ii U kombinaciji s čeličnim vijcima drveni se moždanici izra- 
Kuni đuju u obliku prizme. Moraju biti od tvrdog drva. Sa dvije 
II NINI smoždene grede postižu se rasponi željezničkih mostova do 
i ai ada 8m (sl. 7), a sa tri takve grede do 11m, što ovisi o rasporedu 
osovina i njihovim pritiscima. 


Sl. 3. Pješački drveni most 
800 


8/14 2135/20 


Grede se izrađuju većinom od piljenog drva, ali katkada i 
od neobrađenih balvana. Oslanjaju se na ležajni prag izrađen 
od tvrdog drva koji se sidri u ležajnu klupu (sl. 4). Prag 
i greda spojeni su međusobno urezom. Razmak između kraja 
grede i čeonog zida treba dobro otijesniti mosnicama kako bi se 
spriječio dotok vode. Treba, ako je moguće, izbjegavati dodir 
drvenih mosnih elemenata s vlažnom zemljom radi sprečavanja 
truljenja. Cestovni drveni mostovi mogu imati raspon do 
5,5m, željeznički do 3,5m, a pješački do 8,0m. Radi 
povećanja trajnosti, osim kemijske zaštite, nosive grede često 
se zaštićuju od vlage prekrivanjem uzdužnim obrađenim 
mosnicama. 


SI. 7. Željeznički drveni most 


24:5 Zaštita grede Upotrebom grede sa zategom postižu se rasponi do 15m za 

EJ cestovne mostove. Izvode se s jednom ili dvije vertikale 
(sL 8). Nosivi sustav sastoji se od grede, zatege i vertikala. 
Greda je napregnuta na savijanje 1 tlak. Zatega, koja se 
izrađuje od debelog okruglog željeza, napregnuta je vlačno, 
dok su vertikale, koje su obično od drva, tlačno napregnute. 
Zbog puzanja potrebno je u zatege ugraditi zatezače da 
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Sl. 8. Grede s donjom 
zategom (s detaljima kon- 
strukcije) 


SI. 4. Oslanjanje grede 


Kad mostovi imaju više polja, glavne se grede oslanjaju 
neposredno na naglavnicu jarma sedlom ili preklopom. 

Raspon grednih mostova može se povećati kosnikom i 
sedlom. Tada se glavne grede (sl. 5) proračunavaju kao da 
imaju raspon 1, = ž(1 +14). 

Sastavljanjem dviju ili više greda pomoću drvenih ili če- 


RA ife A Ploča 
ličnih moždanika mogu se postići mnogo veći rasponi (sl. 6). 30x160x420 
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Sl. 9. Začavlani nosač 


se reguliraju naprezanja. Da se ne bi vertikale izvinule, 
potrebno ih je poprečno povezati ukrućenjima. Kad se pri- 
mjenjuju takve konstrukcije, treba detalje izvesti pažljivo. U 
posljednje vrijeme gredni mostovi često se izvode kao lijepljeni 
ili začavlani, sastavljeni od rezane građe (sl. 9). 
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Oslanjanje kosnika 


Podupiranje grede dvostruke razu pore 
SI. 10. Razupore 


Razuporni mostovi (razupore) nastaju kombinacijom grede, 
kosnika i donje spojne grede (sl. 10). Razlikuju se jednostavne 
razupore za mostove raspona 4:+8m, dvostruke razupore 
za raspone 8«:12m i višestruke razupore. Obilježje je takvih 
sustava da je glavna greda poduprta kosnicima ili kosnicima 


SI. 11. Cestovni drveni most 


i donjom spojnom gredom. Tako je omogućeno premošćenje 
većih raspona. Ako je donja spojna greda povezana s glavnom 
gredom pomoću moždanika, može se povećati srednji raspon i 
smanjiti nagib kosnika, koji postaju kraći. Tada se smanjuje 
duljina izvijanja. S obzirom na statiku glavna je greda na- 
pregnuta na savijanje, a kosnici i donja spojna greda na 
tlak. Tlačnu silu kosnika preuzimaju upornjaci ili, kad postoji 
više polja, i stupovi. Rasponi dvostruke razupore obično su 
u odnosu 3:4:3. Greda s kosnicima podupire se pomoću 
podvlake, a slično je i kod dvostruke razupore. Kosnik se 
obično oslanja podmetanjem praga. Radi stabilizacije sustava 
potrebne su poprečne i uzdužne sprege (sl. 11). 
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SI. 12. Visulje 


Ovješeni mostovi (visulje) razlikuju se od razupornih time 
što su kosnici i spojna greda iznad glavne grede (sl. 12). 
Osnovni su elementi takva sustava: glavna greda, koja je 
naprezana na savijanje i na vlak, kosnici koji su naprezani 
tlačno kao i spojna greda, te vertikala koja je naprezana 
vlačno. Vertikala služi za oslonac glavne grede. Razlikuju 
se jednostavne i dvostruke visulje. 
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Uz nesimetrično opterećenje nastaju dodatna naprezanja, 
pa se zbog toga preporučuju ukrućenja. Stupac se spaja s 
kosnikom i spojnom gredom pomođi čvornih limova i vijaka 
(sl. 13). Poprečni nosač i stupac spajaju se pomoću čeličnih 
veza. 


Spoj poprečnog nosača i kosnika 


Spoj stupca na kosnik 
SI. 13. Spojevi kosnika 


Rešetkasti mostovi upotrebljavaju se za raspone veće od 
25m, te za veća opterećenja. Većinom se grade s paralelnim 
pojasima. Mogu biti čitavi od drva ili s vlačnim štapovima 
od čelika. Često se grade s prednaprezanjem, što je vrlo 
povoljno, jer su tada svi drveni štapovi tlačno napregnuti. 
To olakšava izradbu spojeva, jer se spojevi vlačnih štapova 
teže izrađuju. Rešetkasti nosači sastoje se od gornjeg i donjeg 
pojasa te ispune. Prema vrsti ispune grade se sljedeći tipovi 
rešetkastih nosača (sl. 14): rešetka s dijagonalama, rešetka s 
dijagonalama koje padaju prema sredini, rešetka s dijago- 
nalama koje rastu prema sredini, gusta rešetka ili Townov 
nosač, jednostavni Howov nosač i dvostruki Howov nosač. 
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SI. 14. Tipovi rešetkastih nosača 


Visina rešetkastih nosača iznosi yg---4 raspona, što ovisi o optere- 
ćenju. Kad ima dovoljno visine ispod mosta, tada se kolnik 
nalazi iznad glavnih nosača. Kolnik služi ujedno kao ukrućenje 
gornjeg pojasa nosača i suprotstavlja se izbočenju. Kada je 
mala slobodna visina ispod mosta, kolnik je upušten između 
dva nosača. Takva izvedba ima mana, jer se ne može birati 
širina mosta prema potrebi i jer poprečni i glavni nosači 
postaju previše teški. Osim toga, moguće je da se gornji pojas 


Ukrućivanje horizontalnom spregom 


Ukrućivanje kosnicima 
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SI. 15. Ukrućivanje gornjih pojasa 


izboči. Zbog toga se, kad je nosač dovoljno visok, povezuju 
gornji pojasi horizontalnom spregom (sl. 15), a kad se gornji 
pojasi nalaze ispod slobodnog gabarita, tada se oni ukrućuju 
kosnicima. 
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Pojasi su rešetkastih nosača dvodijelni ili trodijelni. To 
omogućuje jednostavan priključak jednodijelne ili dvodijelne 
vertikale, odnosno dijagonale. Višedijelni štapovi povezuju se 
umecima i vijcima na potrebnim razmacima da bi se postigla 
sigurnost protiv izbočenja. Dijagonale i vertikale također mogu 
biti jednodijelne ili višedijelne. Nekada su vertikale od okruglog 
željeza. Sile se između pojasa i dijagonale prenose pomoću 
umetaka od tvrdog drva (sl. 16). 


Gornji pojas 


SI. 16. Spoj pojasa s dijagonalama 
i vertikalom 


Najčešće se izvode Howovi nosači (sl. 17). Vertikale su 
šipke od okruglog željeza, koje se prednaprežu tako da sve 
dijagonale pritisnu, što osigurava siguran spoj s pojasima. 


wa 


Sl. 17. Željeznički drveni most s Howovim nosačem 


Sprege drvenih mostova mogu biti poprečne i uzdužne. 
Služe za međusobno povezivanje glavnih nosača u poprečnom 
(sl. 18) i uzdužnom smjeru djelovanjem horizontalnih poprečnih 
i uzdužnih sila. Poprečne sprege primjenjuju se samo kad 
mostovi imaju kolnik s gornje strane. Mogu biti dvije uzdužne 


Dijagonala 


SI. 18. Poprečni presjek cestovnog rešetkastog mosta 


sprege ili samo jedna. Ako postoje dvije sprege gornji i do- 
nji pojasi povezani su spregama (sl. 19). Ulogu sprega može 
preuzeti i konstrukcija kolnika, npr. kad je kolnik iznad 
glavnih nosača. 


MOSTOVI, DRVENI 


115/21 35/8 


1 NEEKTI IK 


12/15 


4-28/26 


TIK. 


š: io 
Ni: Zi red | an. i iam TE 


== 
U = j === = === = === = loa: 
pan O na zao 7 ws" 


KI 


VLIIIHIINT 


XN 


KE IR STE TT IZ. 1 ES E 


mai ind o moš ns 


[\ 


D 
“ 
& 


Kolnik se sastoji od donjeg nosivog dijela koji prenosi 
opterećenje na poprečne, uzdužne ili glavne nosače, i gornjeg 
dijela koji se troši. Kad je na cesti mali promet, može kolnik 
od jednog reda mosnica ispuniti oba zadatka (sl. 20). De- 
bljina je takvih mosnica 10--:18 cm, a širina 10-::30cm. Stav- 
ljaju se tako da širina spojnica iznosi 1-+:2cm, kako bi voda 
što prije istekla i kako bi se omogućio provjetravanje. Kad 


Kolnik cestovnog drvenog mosta s jednim Kolnik sa šljunčanim zasto- 
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Sl. 20. Kolnici drvenih mostova 
Drvena ograda 


Podignuti hodnik 


Sl. 21. Zaštita pješaka 


(Raša 


i ana aoiasbaa u. meos +DEPORmELE= 1 


667 


ra ;7 = 


<] 


SI. 19. Pokriveni cestovni drveni most 


je promet intenzivniji, primjenjuje se kolnik sa dva reda 
mosnica. Donji nosivi red postavlja se okomito na os nosaša 
na koji se oslanja. Gornji red koji se troši postavlja se okomito 
ili dijagonalno na mosnu os. Umjesto gornjih mosnica čes'o 
je kolnik od šljunčanog zastora ili asfalta kao na cesti. 

Željeznički mostovi imaju kolnik od tračnica, pragova, 
sigurnosnih tračnica ili pragova, te kolosječnog pribora. 

Ograda je obično drvena i sastoji se od stupaca, rukohvata 
i ispune. Stupići su većinom postrano pridržani kosnicima 
(sl. 21), a njihov je razmak 0,9--:1,2m. Pješački hodnik naj- 
bolje je podignuti iznad razine kolnika da bi promet bio 
siguran. 

Donji stroj može biti od betona, drva ili kombinacije 
obaju materijala. 

Ležaji služe da se vertikalne i horizontalne sile prenesu 
s nosive konstrukcije na jarmove krajnjih i srednjih oslonaca. 
Obično se izrađuju od drva (sl. 22). Za veće raspone ležaji su 
od lijevanog željeza, čelika ili tvrdog drveta. 


Jaram osonjen na betonski 
temelj 


Ležaj 


SI. 22. Oslanjanje nosive konstrukcije 


Jarmovi od drva izrađuju se samo za privremene mostove. 
Služe kao krajnji ili srednji oslonci kojima se prenose optere- 
ćenja s mosta na tlo. Kad je most stalan, jarmovi se oslanjaju 
na zidane temelje tako da drvo ne dolazi u dodir s vlagom. 

Krajnji oslonci sastoje se od pilota, naglavnice, talpi i 
kliješta. Zadatak je oslonaca da prenesu na tlo, osim sila 
s nosive konstrukcije, i sile pritiska nasipa. Piloti se zabijaju 
na potrebnu dubinu i napregnuti su na savijanje i izvijanje. 
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U Sl. 23. Drveni krajnji oslonac 


Kad su oslonci visoki, savijanje se može smanjiti ugradbom 
drvenih (sl. 23) ili čeličnih sidara. 

Krila mogu biti paralelna ili kosa. Za nasipe manjih vi- 
sina rade se paralelna krila (sl. 24), a za nasipe većih visina 
kosa krila. 

Srednji oslonci sastoje se od jednog ili više redova jarmova 
(sl. 25), što ovisi o opterećenju i visini jarma. Elementi 
jarmova su piloti, naglavnice, te horizontalna i kosa kliješta. 
Radi poprečne stabilizacije krajnji piloti izrađuju se koso 
(20:1). Nagib kosih kliješta ne bi trebao biti manji od 30". 
Visoki jarmovi sastoje se od dva dijela, gornjeg i donjeg. 
Donji dio završava ispod niske vode tako da:je stalno pod 
vodom, te nije idožen truljenju (sl. 26). Gornji dio, koji naj- 
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20-18 


Sl. 25. Srednji oslonac — jaram 


više truli zbog promjenljivog djelovanja vode i zraka, može 
se relativno lako izmijeniti. Kad je nosivo tlo na većoj dubini, 
uvijek se grade jarmovi. 

Ledolomi se grade uzvodno ispred jarmova na udaljenosti 
od 1,0-:25m kao zaštita od djelovanja leda. Na njima se 
lomi led i otklanjaju se predmeti koji plove u vodi i koji bi 
mogli oštetiti jaram. 

Ledolomi se grade kao jarmovi u jednom (sl. 27) ili više 
redova. Često se oblažu talpama radi zaštite od oštećenja. 


MOSTOVI, DRVENI 
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Sl. 26. Dvodijelni jaram 
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Sl. 27. Ledolom 
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Kosa se naglavnica zaštićuje čeličnim valjanim profilom koji 
ujedno služi kao nož za lomljenje leda. 


LIT.: A. Laskus, Holzerne Briicken. Wilhelm Ernst & Sohn, Berlin 
1942. — IT. K. Esepafos, MocrTbI Ha »KCJIEBHBIX JOpOrax. TocynapcTBe- 
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Fonrobert. W. Stoy, Grundziige des Holzbaues im Hochbau. Wilhelm Ernst 
& Sohn, Berlin 71960. — Građevinski priručnik Tehničar 3. Građevinska 
knjiga, Beograd 1960. — Lehmann, Stolze, Ingenieurholzbau. B. G. Teubner, 


Stuttgart 1969. 
K. Šavor 


MOSTOVI, MASIVNI 


MOSTOVI, MASIVNI, danas građevine od betona, 
armiranog i prednapregnutog betona, a gradili su se do pred 
kraj XIX st. od kamena (v. Građevni kamen, TE 6, str. 238). 

- Prema statičkom sustavu masivni mostovi mogu se svrstati 
u gredne, lučne, okvirne, viseće, ovješene, rešetkaste i zateg- 
nute mostove. 


GREDNI MOSTOVI 


Osnovne dimenzijske karakteristike mosta jesu: duljina, vi- 
sina i rasponi (sl. 1). Duljina je mosta horizontalni razmak 
između stražnjih ploha krila upornjaka, a duljina je nosive 
konstrukcije horizontalni razmak čeonih ploha iznad upornjaka. 
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Nosiva konstrukcija 


Prosta greda. To je najjednostavniji, ali i najskuplji sustav, 
budući da se tada pojavljuju najveći momenti naprezanja (sl. 3). 


SI. 3. Most u obliku proste grede 


Visina grede obično je konstantna. Vrlo se rijetko primjenjuje 
konstrukcija sa tzv. ribljim trbuhom, kad je visina grede pri- 
lagođena liniji maksimalnih momenata. Kontinuirane grede 
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Sl. 1. Gredni most. l, krajnji raspon, /, srednji napon, 1% srednji otvor, 


Glavni nosač 
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Poprečni nosač 


L duljina mosta, La duljina nosive konstrukcije, S širina mosta, S, širina 


kolnika, S širina zaštitne trake, S, širina pješačke staze, d, debljina kolovozne ploče, hp visina nosive konstrukcije, R, polumjer zakrivljenosti nivelete, 
v.v. velika _ voda, s. v. srednja voda, m. v. mala voda 


Građevna visina je vertikalni razmak između donjeg ruba naj- 
nižeg dijela nosive konstrukcije i gornjeg ruba kolnika (za 
cestovne mostove), odnosno tračnica (za željezničke mostove), 
a konstrukcijska visina je vertikalni razmak između gornjeg 
ruba kvadera i gornjeg ruba kolnika, odnosno tračnica. Ras- 
poni su horizontalni razmaci vertikalnih osi ležaja na upor- 
njacima, odnosno stupovima, a otvori su horizontalni razmaci 
unutrašnjih ploha upornjaka, odnosno stupova. e 
Dimenzije i broj raspona ovise o funkcionalnim, ekonom- 
skim i estetskim zahtjevima. Za prijelaz rijeke ili prometnice 
minimalni rasponi uvjetovani su njihovim gabaritima. Kad mi- 
nimalni rasponi nisu određeni gabaritom, raspone, a o njima 
ovisi i broj stupova, treba tako odabrati da ukupni troškovi 
donjeg i gornjeg stroja budu minimalni (sl. 2). Na troškove 


Ukupni trošak 
Donji stroj 


Min. trošak 


Trošak 


Gornji stroj 
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Sl. 2. Dijagram optimalne dispozicije mosta 

donjeg stroja utječe dubina temeljenja i nosivost tla, prisutnost 
vode, te visina i oblik stupa, a na troškove gornjeg stroja 
rasponi, širina mosta, opterećenje, materijal od kojeg je nosiva 
konstrukcija načinjena i statički sustav. 


izvode se s konstantnom (sl. 4) ili promjenljivom visinom (sl. 
5). Tada su momenti po apsolutnoj vrijednosti manji, pa su 
takve grede ekonomičnije od proste grede. 


SI. 5. Most kao kontinuirani nosač promjenljive visine 


U grednim mostovima opterećenja se prenose savijanjem. 
Prosta greda je statički određen sustav, koji se može sastojati 
od jednog ili više polja (sl. 6a). Prednost mu je jednostavnost 
i brzina izradbe, a mana više ležaja i spojnica u kolovoznoj 
ploči. Povezivanjem prostih greda i greda s prepustima pomoću 
zglobova nastaju Gerberovi nosači (sl. 6b). Danas se dosta 
primjenjuju konzolni stolovi (sl. 6c). Oni se sastoje od stupova 
koji na vrhu imaju nosivu konstrukciju tlocrtnog oblika kon- 
zolnog stola. Između tih stolova vješaju se pomoću zglobova 
roštiljne konstrukcije sastavljene od prostih greda. Dobra je 
strana takvih konstrukcija jednostavnost izradbe, a mana zglo- 
bovi, spojnice između polja i veći utrošak materijala. 

Primjenom kontinuiranih konstrukcija uklanjaju se spome- 
nuie mane. Treba težiti upotrebi kontinuiranih konstrukcija 
zbog mnogo manjih troškova održavanja i mirnije vožnje po 
njima, jer nema poprečnih spojnica. Ne treba ih se plašiti 
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Sl. 6. Statički sustavi grednih mostova. a prosta greda, b Gerberov nosač, 
c konzolni stolovi 


ni kad se grade na slabijem tlu, gdje je moguće diferencijal- 
no slijeganje. Naime, momenti, koji nastaju slijeganjem pos- 
tepeno nestaju zbog puzanja betona. Ako se pojavi veće slije- 
ganje nekih stupova, konstrukcija se može bez teškoća podići na 
prvobitnu visinu postavljanjem podložaka. Povoljno je da su 
krajnja polja kraća za 20% od srednjih da se postigne pri- 
bližna jednakost momenata u poljima. 

Puna ploča. Armiranobetonska ploča (v. Ploče i roštilji) 
primjenjuje se kao izostatična konstrukcija za raspone do 15 m, 
a kao kontinuirana za raspone do 25m. Ako se izrađuje od 
prednapregnutog betona, ta se granica povećava na 25m, od- 
nosno na 40 m. Visina armiranobetonske ploče iznosi za jedno 


polje —=>>, (gdje je | duljina ploče), a za više polja 


30.30 Kad je ploča od prednapregnutog betona visina je 


l l I o E po 
50.30 za jedno, odnosno 35 35 za više polja. Visina mora 


biti veća ako ploče imaju vute. Ploča je najjednostavniji nosivi 
sustav. Armatura je jednostavna, potrebna je najmanja količina 
oplata, a ugrađivanje je lako. Mana je velika količina betona i 
velika težina, što povećava momente koji djeluju na ploču, te 
na stupove i upornjake. Gradi se pomoću skela, a u posljednje 
vrijeme i montažno. Montažna gradnja naročito je pogodna kad 
se mostovi grade iznad postojećih cesta, jer tada nema skela 
koje smetaju prometu. Nije preporučljivo graditi suviše velike 
konzole za smještaj pješačkih staza, jer su tada rubovi ploča 
veoma opterećeni. Tada je potrebna deblja ploča i jača arma- 
tura na rubovima (sl. 7). 


SI. 7. Puna ploča s pojačanim rebrima 


U estetskom pogledu povoljno djeluju trapezasti i zaobljeni 
presjeci, jer se, gledajući sa strane, vidi samo vijenac, pa kon- 
strukcija izgleda vrlo vitka. One se proračunavaju uz pret- 
postavku da je srednji dio napregnut na savijanje i torziju. 
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SI. 8. Armatura ploče 


SI. 9. Kabeli za prednaprezanje ploče 


MOSTOVI, MASIVNI 


Kad se izvodi ploča s mekom armaturom, preporuča se 
poprečnu armaturu staviti ispod glavne armature u donjoj zoni, 
a iznad glavne u gornjoj zoni (sl. 8). Ta se armatura sastoji 
od profila s promjerom od 10--:14mm. Ako se ploče pred- 
naprežu čeličnim užetom (kabelnim užetom, kabelom), ono se 
sidri u prostim gredama u donjoj trećini visine, a ne u težištu 
presjeka (sl 9). Takav je položaj sidara bolji radi preuzimanja 
posmičnih naprezanja. 

Šuplja ploča. Svrha je takvih ploča smanjenje vlastite težine. 
Primjenjuju se kad su debljine ploča veće od 70cm (sl. 10). 
Šupljine mogu biti okrugle ili bilo kojeg drugog oblika. Sta- 
tički proračun provodi se kao da su pune, uz uvjet da su 
poprečna rebra izvedena na međusobnom razmaku manjem od 
7m. Šupljine se izvode pomoću limenih ili kartonskih cijevi 
s izolacijom. Potrebno ih je usidriti da ih neg. ne izbaci iz 
njihova položaja (sl. 11). 
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SI. 10. Šuplja ploča 


SL 11. Sidrenje cijevi za izvedbu šupljina u 
pločama 


Montažna ploča. Danas se nastoji ostvariti industrijska 
gradnja mostova. Prednost je takve izvedbe visoka kvaliteta, 
ušteda na oplati i skeli, brza gradnja i slobodan gabarit ispod 
mosta za vrijeme gradnje. Izrađuju se od armiranog i od 
prednapregnutog betona prema rasponu i raspoloživim sred- 
stvima za montažu (sl. 12). Montažna gradnja osobito je raz- 
vijena u SSSR. Ploče se sastoje od užih dijelova čitave du- 
ljine. Međusobno se spajaju tako da se između njih ostavlja 
slobodan prostor širine 15-20 cm, koji se naknadno ispunja 
betonom (sl. 13). Drugi je način izvedbe, da se elementi 
tokom proizvodnje betoniraju tako da prethodni čini oplatu 
za sljedeći element. Istim se redom ugrađuju u mostnu kon- 
strukciju. Međusobno su povezani na ležajima i u sredini kon- 


Sl. 13. Spajanje montažnih elemenata ploče 


min d=10cm 


aja 


SL 14. Polumontažna izvedba ploče 


MOSTOVI, MASIVNI 


strukcije poprečnim kabelnim užetima. Mogu biti i bez tih 
veza, samo s uzdužnim zglobovima. Treći je način izrada nosača 
u obliku obrnutog slova T. Poslije njihove montaže, betonira 
se gornji dio ploče (sl. 14). 

uplje ploče izvode se u vrlo različitim oblicima (sl. 15). 


SI. 15. Poprečni presjeci dvaju montažnih elemenata šupljih ploča 


Kontinuirane ploče leže bez poprečnih spojnica na oba upor- 
njaka, te na jednom ili više stupova. Iz statičkih razloga po- 
voljno je da rasponi krajnjih polja iznose 80% od raspona 
srednjih polja. Proračunavaju se kao ploče ako je omjer širine 
i raspona manji od 2,5. Na temelju pokusa na modelima 
utvrdilo se da poprečna raspodjela ležajnih momenata, već 
prema tipu oslanjanja, jako varira (sl. 16). 


Srednji Mg=,,10" 


SI. 16. Poprečna raspodjela ležajnih momenata u uzdužnom 
smislu kad je greda poduprta sa dva stupa 


Kose ploče karakterizirane su kutom zakošenja o te omje- 
rom širine ploče b i raspona | (sl. 17). Za o > 60" i b/l 20,5 
treba staviti armaturu paralelno s rubovima. Kad je o < 60", 
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Sl. 17. Karakteristike kosih ploča 


SI. 18. Donja armatura ploče kad je kut o < 60“ 
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Sl. 19. Armatura uske ploče 


0,3 do 041 


Rub ploče 


a 


SI. 20. Smještaj kabela na rubu i u sredini kose ploče 
(? < 60) 


stavlja se glavna armatura okomito na liniju ležaja ili paralelno 
sa slobodnim rubovima, što ovisi o širini ploče, a razdjelna 
armatura okomito na glavnu (sl. 18). Slobodne rubove treba 
pojačati uzdužnom armaturom i vilicama. U uske ploče od 
prednapregnutog betona kabeli se stavljaju paralelno sa slobod- 
nim rubom, a poprečni okomito na njih (sl. 19). Kad je a < 60“, 
srednji se kabeli postavljaju parabolično, dok oni uz slobodni 
rub mijenjaju zakrivljenost (zbog momenata upetosti u tupim 
kutovima ploče) (sl. 20). 

Rebrasti presjeci. Poprečni presjek rebrastih nosača sastoji 
se od jednog ili više rebara međusobno povezanih kolovaznom 
pločom i poprečnim nosačima. To su vrlo ekonomične kon- 
strukcije, osobito kad se pojavljuju pozitivni momenti. Gornja 
ploča služi ne samo za prijenos opterećenja u poprečnom 
smjeru na rebra, nego je ujedno sastavni dio gornjeg pojasa. 
Povoljna su svojstva takvih mostova relativno male količine 
betona, i čelika, odnosno kabela, mala težina koja opterećuje 
donji stroj, te mogućnost montažne gradnje. Mana im je kom- 
pliciranija oplata i armatura. Hrbat (sl. 21) mora biti što tanji, 


SI. 21. Hrbat prednapregnutih betonskih nosača 


koliko to dozvoljava debljina kabela, jer potrebna armatura 
nije ovisna o njegovoj debljini, i jer je opasnost od pukotina 
manja nego kad je hrbat debeo. Jačina donjeg pojasa za mos- 
tove od prednapregnutog betona mora biti tako odabrana da 
ne nastanu u njemu prevelika tlačna naprezanja, jer bi se zbog 
puzanja konstrukcija dizala u luku prema gore. U kontinuira- 
nim nosačima najveći su negativni momenti, zbog kojih nastaje 
veliko tlačno naprezanje u donjem dijelu hrpta. Zbog toga se 
hrbat u donjem dijelu često proširuje u pojas ili ploču. Kad 
se betonira na gradilištu, povoljniji je presjek bez proširenog 
pojasa. On se, međutim, isplati tek kad su nosači viši. Kad 
ima tri i više rebara, postavlja se poprečni nosač u sredinu, 
a kad su rebra vitka, dva poprečna nosača u trećinama ras- 
pona. Uzdužni nosači, koji su betonirani na gradilištu, nemaju 
proširenja donjeg pojasa (sl. 22), dok se montažni nosači izvode 
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SI. 23. Nosač s proširenim donjim 
pojasom 


s proširenim donjim pojasom (sl. 23). Katkad se izrađuje i 
kolovozna ploča od montažnih elemenata. 

Rebrasti mostovi od armiranog betona danas se vrlo rijetko 
grade, jer su mostovi od prednapregnutog betona ekonomičniji. 
Upotrebom prednapregnutog betona smanjuje se opasnost od 
pojave pukotina, što osigurava njihovu trajnost. Osim toga, 
potrebno je manje materijala, pa su moguće vitkije konstrukcije 
s malom konstruktivnom visinom. 

Ploča s jednim rebrom primjenjuje se za pješačke mostove. 
Veliku pažnju treba tada posvetiti sprečavanju pojave pukotina, 
pa zbog toga valja ugraditi tanju armaturu. 

Ploča s dva rebra najjednostavniji je i vrlo ekonomičan 
tip rebrastih mostova (sl. 24). Primjenjuje se za raspone od 
20-35 m. Potrošnja betona iznosi —0,6 m?/m* površine mosta. 
Rebra su napregnuta na savijanje i torziju. Poprečni nosači 
stavljaju se samo uz upornjake na krajevima konstrukcije. Ako 
se poprečni nosači ugrade u polja između stupova, odnosno 
između upornjaka i stupova, poprečna se raspodjela opterećenja 
poboljšava, ali se komplicira gradnja. 
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SI. 24. Ploča sa dva rebra 


Cestovni mostovi Željeznički mostovi 


SI. 25. Razvitak ploča s rebrima 


MOSTOVI, MASIVNI 


Ploča s više rebara. Tendencija razvoja upotrebe poprečnih 
presjeka ide u smjeru jednostavnosti izvedbe i smanjenja broja 
rebara (sl. 25). Za konstrukcije betonirane na gradilištu broj 
rebara ovisi o raspoloživoj konstruktivnoj visini. Što je, naime, 
manja visina, potrebno je više rebara. Za montažne konstruk- 
cije, osim toga, broj rebara ovisi i o težini pojedinog nosača. 
Naime, što je teži nosač, potrebna je snažnija lansirna rešetka 
ili dizalica za njegovo ugrađivanje. Broj rebara, naravno, ovisi 
i O Širini mosta. U nas se većinom primjenjuje montažna gradnja 
kad se most gradi od prednapregnutog betona. Za raspone 
20-::35 m i za mostove široke 12 m upotrebljavaju se obično 
po 4 glavna nosača. Za raspone veće od 35m povoljnije je 
rješenje sa 3 glavna nosača, ali tada su nosači teži. Mana je 
presjeka s malo rebara u tome što kolovozna ploča postaje 
deblja i teža (zbog povećanja raspona). Za velike raspone, veće 
od 8 m, potrebno je kolovoznu ploču poprečno prednapregnuti. 

Presjeci s mnogo rebara, od montažnih nosača, primjenjuju 
se za raspone manje od 25m (sl. 26). Kad se upotrebljavaju 
proste grede, treba kabele u sredini polja smjestiti što niže 
(sl. 27). Kabele u kontinuiranim nosačima valja voditi u poljima 
po paraboli, a iznad ležaja treba ih smjestiti što više (sl. 28). 
Radi osiguranja od pukotina treba predvidjeti dovoljno meke 
armature manjeg promjera. 
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SI. 27. Smještaj kabela za prednaprezanje 
u nosaču oslonjenom na dva ležaja - 


Širina sedla = 1,6h 


SI. 28. Smještaj kabela u kontinuiranom nosaču 


Sandučasti presjeci primjenjuju se skoro jedino za mostove 
s rgsponom većim od 40m, a kad su mostovi u krivini, i za 
raspone veće od 20m. Oni su, naime, osobito pogodni za 
mostove u krivini zbog svoje relativno velike torzijske krutosti. 
Također su vrlo prikladni za prednapregnute kontinuirane no- 
sače, jer donji pojas, a pogotovo gornji imaju znatnu širinu. 


SI. 29. Razvitak sandučastih nosača 


Osim toga, debljina pojasnih ploča može se jednostavno prila- 
goditi momentima, a kabeli i armatura mogu se lako smjestiti 
u vlačni pojas. Razvoj upotrebe poprečnih presjeka pokazuje 
da se upotrebljavaju sve jednostavniji presjeci (sl. 29). Pogodni 
su također za promjenljive širine, jer se sanduk i konzolne 
ploče mogu bez poteškoća širiti. Prednost je sandučastih pre- 
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sjeka, osim toga, u tome što nastaju male deformacije zbog 
puzanja, jer su naprezanja mala, pa su zbog toga osobito po- 
godni za konstrukcije od prednapregnutog betona. Za niske 
konstruktivne visine i velike širine primjenjuju se višećelijasti 
presjeci. 

Iz estetskih i ekonomskih razloga hrptovi se obično zako- 
šuju; nagib iznosi 10---25%. Minimalna je debljina donje ploče 
12cm, a debljina rebara 20 cm, uvećana za promjer zaštitne 
cijevi kabela. Debljina kolovozne ploče, određena na temelju 
proračuna, uvijek zadovoljava, ali ne smije biti tanja od 18 cm. 
Obično nije potrebno ugrađivati poprečne dijafragme osim na 
ležajima. Sandučasti presjeci primjenjuju se za konstrukcije be- 
tonirane na gradilištu i za montažne konstrukcije sastavljene 
od segmenata. 


Koritasti presjeci imaju kolovoznu konstrukciju upuštenu iz- 
među dva glavna nosača (sl. 30). Dobra im je strana da imaju 
malu konstruktivnu visinu, a mana im je mala tlačna zona 
glavnih nosača. Danas se primjenjuju za željezničke mostove, 
a za cestovne mostove samo izuzetno. 
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SI. 30. Konstrukcija s upuštenim kolovozom 


Montažni i polumontažni mostovi. Gradnja montažnih mos- 
tova započela je poslije drugoga svjetskog rata. Nastali su 
kao rezultat nastojanja da se štedi skela i oplata, da se 
skrati vrijeme građenja, da se može graditi bez obzira na vri- 
jeme i godišnje doba i da se podigne kvaliteta gradnje. Racio- 
nalna primjena montažnih objekata uključuje tipizaciju, gdje god 
je to moguće. Za montažnu gradnju osobito su pogodni du- 
gački mostovi s jednakim rasponima. Veličina elemenata ovisi 
O postojećim gabaritima na putu od tvornice do gradilišta. 
Njihova težina, pak, ovisi o raspoloživim dizalicama i moguć- 
nostima transporta. Montažni elementi mogu se izrađivati na 
gradilištu ili u centralno smještenoj tvornici koja može poslu- 
živati više gradilišta. Ako se elementi izrađuju u tvornici, mo- 
raju se dopremati postojećim suhozemnim ili vodenim puto- 
vima. Ako se mogu upotrijebiti vodeni putovi, elementi mogu 
biti znatno teži. Pri gradnji mosta Oosterschelde (Nizozemska). 
npr., najteži elementi imali su 600t; dopremani su vodenim 
putem, a montirani pomoću plovne dizalice. 

Razvitak takvih mostova započeo je u Francuskoj. Tipiza- 
cija je postigla visoku razinu u SSSR, ČSSR i Mađarskoj, gdje 
su izrađeni tipovi do raspona od 30 m, a u Poljskoj do raspona 
od 18 m. Montažni nosači rade se većinom od prednapregnutog 
betona i različitih presjeka. Za manje raspone to su pločaste 
izvedbe, eventualno s rupama. Za veće raspone, radi smanjenja 
težine, izrađuju se uglavnom od I-profila (sl. 31). Gornji po- 


SL 31. Željeznički most sa I-no- 
sačima 
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jas je obično širi od donjega, a to je ujedno kolovozna ploča 
ako su nosači poredani jedan uz drugi ili samo njen dio ako 
su nosači razmaknuti (sl. 32). Montažni i polumontažni mostovi 


SI. 32. Razmaknuti montažni nosači 


mogu se bez većih teškoća graditi i na kosim prijelazima i 
krivinama. Kad je most u krivini, vanjski se tlocrtni rubovi 
rade u krivini ili poligonalno. Razlika između montažnih i 
polu montažnih mostova je u tome što se montažni sastavljaju 
samo od montažnih dijelova, dok se polumontažni grade djelo- 
mično od montažnih elemenata, a ostali se dijelovi betoniraju 
na gradilištu (sl. 33). Kad se gradi montažno, gotovi uzdužni 
elementi stavljaju se jedan uz drugi, te se poprečno povezuju. 


25 3x50 
H+ 


E = zi pao 


| 
| 


Poprečni nosač betoniran na licu mjesta 


SI. 33. Poprečni presjek polumontažnog mosta 


Takovi se elementi mogu i razmaknuti, ali se tada na njih 
stavljaju gotovi elementi kolovozne ploče. Polu montažni mos- 
tovi imaju montažne glavne nosače, dok se kolovozna ploča 
i poprečni nosači betoniraju na gradilištu. Takvi se mostovi 
obično sastoje od izostatičnih sustava pločastog ili roštilinog 
tipa. Dobra im je strana jednostavnost gradnje. Mane su: mo- 
gućnost racionalne primjene samo do raspona od 40 m, ograni- 
čene težine elemenata (zbog transportnih sredstava), potreba 
ugrađivanja poprečnih spojnica u kolniku, te nee&konomičnost 
izostatičnih sustava s obzirom na kontinuirane. U posljednje 
vrijeme poprečne se spojnice izbjegavaju povezivanjem susjednih 
konstrukcija s kontinuiranim kolovoznim pločama. Takvo rje- 
šenje ima također svojih mana, a to su lom nivelete iznad 
stupova i mogućnost pojave pukotina na takvim pločama, koje 
su izložene velikim naprezanjima. Katkada se spomenuti izosta- 
tični sustavi pretvaraju u kontinuirane stvaranjem kontinuiteta. 
Čini se da je mnogo jednostavnije taj kontinuitet uspostaviti 
izvedbom u armiranom betonu, jer se taj proces znatno kom- 
plicira s prednapregnutim kabelima. 

Da se izbjegnu spomenute mane, primjenjuje se izradba 
mostova u segmentima. Obično su takvi segmenti kratki s pu- 
nim presjekom. Njihova duljina ovisi o kapacitetu transportnih 
sredstava. Segmenti se sastavljaju posebnim postupkom u kon- 
tinuirane mostove. Tada raspon nije bitan, te je, prema tome, 
moguće pomoću segmenata graditi mostove s velikim i malim 
rasponima. Segmenti su sandučastog presjeka. 


Visoke ceste. Cestovni promet u velikim gradovima posljed- 
njih desetljeća toliko je narastao da je bilo potrebno iznad 
postojećih ulica graditi nove ceste. Da se takvim cestama ne 
bi odijelile gradske četvrti, stavljaju se na mostove koji se 
nazivaju visoke ceste (sl. 34). Često su visoke ceste dulje 
građevine. One su važan faktor u rješavanju gradskih križanja 
i prometa. S obzirom na troškove građenja, visoke su ceste 
najskuplji dio takvih građevina, a nasipi najjeftiniji. Međutim, 
odluka o tome da li treba graditi visoku cestu ili nasip, nije 


SI. 34. Primjer visoke ceste 


obično ekonomsko pitanje, već prometno-tehnički, estetski, 
urbanistički, socijalni i kulturni zahtjev. Visoke ceste moraju 
biti skladno uklopljene u ambijent kojim prolaze. Stoga je 
važno da su one vitke i lagane, što nije teško postići jer su 
to mostovi s rasponima 20-..40m. Najčešće su to građevine 
od armiranog betona. Posebna se pažnja posvećuje rasvjeti, oso- 
bito na križanjima. 


Konstruktivni elementi 


Konzole, pješačke staze, vijenci. Konzole se za manje ras- 
pone izvode s konstantnom ili promjenljivom debljinom koja 
se može mijenjati linearno ili parabolički (sl. 35). Minimalna 
debljina na kraju konzole od armiranog betona iznosi 12cm, 
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SI. 35. Konzole manjeg raspona. a s linearnim, b s paraboličnim pojačanjem 


a konzole od prednapregnutog betona 16 cm (radi usidrenja 
kabela). Za veće raspone mogu se izraditi sa šupljim pre- 
sjekom (sl. 36), s poprečnim nosačima (sl. 36b) i s kosnicima 
(sl. 36c). U statičkom pogledu konzola ima dvije funkcije: prva, 
prijenos opterećenja u poprečnom smjeru na glavne nosače, i 


druga, da služi kao dio gornjeg pojasa glavnog nosača. Za 


nosive ploče raspon konzole iznosi 1--:1,5m, a za rebraste i 


SI. 36. Konzole većeg raspona. a šuplja konzola, b s poprečnim nosačima, 
c s kosnikom 
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sandučaste presjeke iznosi do 5m. Na konzole se stavlja armi- 
rani beton pješačkih staza. Hodnik se na cestama s brzim 
prometom zaštićuje s unutrašnje strane elastičnim odbojnicima, 
a s vanjske čeličnom ogradom. Za ceste s malim prometom i 
u naseljima nisu potrebni odbojnici. Na hodniku s većim pro- 
metom stavlja se lijevani asfalt debljine 2cm. Hodnik je izgra- 
đen s poprečnim padom od 1-::2% prema sredini mosta. 
Često se ispod hodnika stavljaju cijevi za smještaj energetskih 
i komunikacijskih kabela. Vijenac je ukras mosta i stoga mu se 
posvećuje posebna pažnja. Najljepši su vijenci iz montažnih 
elemenata. Međutim, oni se često izrađuju zajedno s betonom 
hodnika (sl. 37). Vijenac se postavlja na kraju gradnje kad je 
spuštena skela. 


SI. 37. Pješačka staza s vijencem 

Zglobovi se po mogućnosti izbjegavaju, jer su to slaba 
mjesta u konstrukciji. Ne samo da je njihova izradba teška 
već je i održavanje skupo. Razlikuju se trajni (Gerberov nosač, 
sl 38) i privremeni zglobovi, koji se naknadno zatvaraju. Pro- 
računavaju se kao i kratke konzole, a ležaji se odabiru sa što 
manjim visinama. Na mjestu zglobova momenti u konstrukciji 
jednaki su nuli, pa djeluje samo poprečna sila. 


Prelazna konstrukcija 


Sl. 38. Zglob na Gerberovu nosaču 


Ograde na mostovima su većinom čelične. Dobra im je 
strana da su malih dimenzija i providne, a osim toga lako se 
montiraju. Ograda na mostu također je estetski element, pa se 
mora lijepo oblikovati i pažljivo ugraditi. Ima različitih tipova 
ograda (sl. 39). Na gradskim mostovima postavljaju se teže 
ograde, koje služe ne samo za sigurnost prolaznika već i za 
sigurnost vozila. Na otvorenim cestama ograde su lakše jer se 
tamo ugrađuju odbojnici. Visina je ograde 0,9--:1,1 m. Ispuna 
može biti vertikalna ili horizontalna. Ljepša je ispuna s verti- 
kalnim šprljcima. Razmak stupaca iznosi 1,2-:2,5 m. 

Odbojnici služe za sigurnost vozila i sprečavaju ih da 
poprečno siđu s površine kolnika. Moraju biti tako konstru- 
irani da ne odbace vozilo prilikom udara prema sredini kol- 
nika i da postepeno preuzmu kinetičku energiju vozila. U nas 
se na cestama upotrebljava Neherov tip odbojnika. U Fran- 
cuskoj se primjenjuje odbojnik koji se sastoji od betonskih 
elemenata povezanih uzdužnim prednapregnutim kabelom, a 
elementi su oslonjeni preko betonskih stupića na površinu hod- 
nika. Ako vozilo udari u ogradu, ona se pomiče u poprečnom 
smjeru. Tom se pomicanju suprotstavlja trenje između stupića 
i poda sve dok se pomicanje ne zaustavi. 

Prijelazna ploča. Nasip se iza upornjaka sliježe, te tamo 
nastaju uleknuća koja su opasna za promet. Ta se uleknuća 


MOSTOVI, MASIVNI 


D =Dilatacija 


SI. 39. Dva tipa čelične ograde 


mogu spriječiti pomoću prijelaznih armiranobetonskih ploča 
(sl. 40) koje leže jednim krajem na upornjaku, a drugim na 
nasipu. Njihova duljina ovisi o očekivanom slijeganju i potre- 
bama prometa. Nagib ploče ne bi smio biti veći od 1:200 
na običnim cestama, a na auto-cestama najviše 1:350. 


Prelazna ploča —Prelazna konstrukcija 


3 cm bitumen 
plutene ploče 


Konzola 


SI. 40. Prijelazna ploča 


Prijelazne konstrukcije. Zbog promjena temperature, stezanja 
i puzanja betona nosiva konstrukcija se rasteže i steže, te 
stvara veći ili manji otvor između svojih krajeva i upornjaka. 
Takvi se otvori premošćuju prijelaznim konstrukcijama. Nji- 
hov izbor ovisi o veličini rastezanja, odnosno stezanja. Prilikom 
prijelaza teških vozila prijelazne konstrukcije izložene su velikim 
dinamičkim udarima, a osim toga zbog trenja nastaju u njima 
velike sile. Zbog toga je važno da se dobro usidre i ugrade 
tako da nema ni najmanjih razinskih razlika. U praksi su se 
pokazale kao pogodne vodonepropusne prijelazne konstrukcije 
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(sl. 41). Osim njih, primjenjuju se i vodopropusne čelične pri- 
jelazne konstrukcije (sl. 42). Ispod njih treba ugraditi žljebove 
za odvođenje vode koja prodire kroz njih. U SAD upotreb- 
ljavaju se prijelazne konstrukcije Transflex. Izrađene su od pro- 
filirane gume s vulkaniziranim čeličnim limovima. Debljina im 
je 55-::130mm. Mogu se upotrijebiti na mjestima gdje raste- 
zanje nije veće od 300 mm. 
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Sl. 42. Čelična prijelazna konstrukcija 


Ležaji služe za prijenos vertikalne i horizontalne sile na 
upornjake i stupove, te za osiguranje mjesta njihova djelovanja. 
Ležaji su nepokretni.i pokretni. Nepokretni ležaji su nepomični, 
te preuzimaju na sebe, osim vertikalnih, sve horizontalne sile 
(kočna sila, sila otpora, sile trenja s pokretnih ležaja, vjetar, 
seizmičke sile). Budući da nosiva konstrukcija dilatira, potrebno 
je da su ostali ležaji pokretni. Oni prenose samo vertikalno 
opterećenje. Most preko jednog polja ima na nižoj strani nepo- 
kretni, a na višoj pokretni ležaj. Na malim mostovima raspona 


- do 16 m mogu se na oba kraja izvesti nepokretni ležaji (sl. 43). 
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SI. 43. Nepokretni ležaji za raspon 16m 


Razlikuju se linijski ležaji, koji preuzimaju sile na gornju i donju 
ploču na cijeloj duljini, i točkasti, koji preuzimaju djelovanje 
sila u točki. Točkasti se upotrebljavaju za široke mostove gdje 
je savijanje znatno i u poprečnom smjeru. Tada donja ili gornja 
ploča -mora biti obrađena u obliku kuglinog odsječka. Linij- 
ski ležaji imaju jednu od ploča obrađenu u obliku odsječka 
valjka. Nejjednostavniji nepomični ležaj jest Freyssinetov armi- 
ranobetonski ležaj (sl. 44). Primjenjuje se i za vrlo velike 
mostove s reakcijom većom od 10MN. Prije su se često 
ugrađivali ležaji od lijevanog željeza (sl. 45), oni su, međutim, 
skupi i visoki. Mnogo su niži ležaji Corroweld (sl. 46), imaju 
na dodirnim plohama ugrađene slojeve od visokovrijednog 
čelika, zbog čega su dozvoljeni mnogo viši pritisci. Razvoj 
sintetskih materijala otpornih na starenje omogućio je izradbu 
novih vrsta ležaja, koji su skoro potpuno istisnuli čelične. Za 
klizne ležaje danas se više ne upotrebljava grafit već teflon. 
On ima vrlo nizak koeficijent trenja (0,03---0,05), koji opada 
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SI. 46. Corroweldov ležaj SI. 45. Ležaj od lijevanog željeza 


s povećanjem tlaka. Maksimalno dozvoljeno opterećenje iznosi 
30---45 N/em?. Elastomerni ležaji nastaju vezivanjem čeličnih 
ploča sa slojevima neoprena. Izrađuju se od slojeva debljine 
5.8 mm, od čega otpada 25mm na ploču, a ostalo na 
neopren. Svaka tvornica izdaje kataloge u kojima su podaci o 
dimenzijama ležaja i njihovim tehničkim karakteristikama. Oni 
su svestrano pokretni, no mogu se pretvoriti u nepokretne 
ugradnjom čeličnih vilica (sl. 47). Zbog njihove elastičnosti koja 
se ostvaruje promjenom debljine, ležaji dozvoljavaju zaokretanje 
konstrukcije. Nepokretni neoprenski ležaji tzv. lonac-ležaji 
(rubber pot bearing) sastoje se od čeličnog lonca u kojemu 
se nalazi neopren. V dumen neoprena uvijek ostaje konstantan. 
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SI. 47. Nepokretni neoprenski ležaj 


Iznad njega nalazi se precizno rađena čelična ploča. Ležaj se 
zakreće spuštanjem poklopca na jednoj i dizanjem na drugoj 
strani (sl. 48). Izrađuju se također klizni ležaji s teflonom kao 
kliznim slojem (sl. 49). Klizne površine mažu se, radi smanjenja 
trenja, silikonskom mašću. Trajnost tih ležaja iznosi više od 
50 godina. Mogu se izraditi kao pokretni u jednom ili dva 
smjera. Dalji je razvitak takvih ležaja njihova kombinacija s 
malim valjcima. E. Schonhofer razvio je svestrano pokretni 
ležaj, koji se sastoji od mnogo kuglica promjera 20cm od 
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SI. 48. Osnova djelovanja neoprenskog lonac-ležaja 


Teflonski klizni sloj 
Čelična ploča 


=; 
š (KESE 
—— + < 1 E 
Neoprenski jastuk 


SI. 49. Neoprenski lonac-ležaj 
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visokovrijednog čelika, smještenih u čeličnu kutiju ispunjenu 
mašću. Na kuglice oslanja se gornja ploča. Vrijedno je još 
spomenuti čelične ležaje sustava Pendel, te ležaje u obliku 
kalote. Za negativne reakcije izvode se posebni ležaji (sl. 50). 


SI. 50. Ležaj za negativnu 
reakciju 


Oslanjanje mosta. Za mostove s više polja nepokretni se 
ležaji postavljaju na srednji stup ili na jedan od upornjaka. 
Ostali ležaji su pokretni u jednom ili u dva smjera. Široki 
fnostovi imaju na jednoj strani nepokretni ležaj i ostale pokretne 
u jednom smjeru, a na drugoj svi su ležaji pokretni u svim 
smjerovima (sl. 51). Uski most u pravcu ne treba ležaje pokretne 
u svim smjerovima. Ležaji mostova u krivini mogu se smjestiti 
polarno polazeći od nepokretnog ležaja (sl. 52a), ili tangen- 
cijalno (sl. 52b). U statičkom pogledu bolje je polarno rješenje 
jer nema sila prisile. Jednostavnija je, međutim, ugradba tan- 
gencijalno smještenih ležaja. Mana im je da se u ležajima 
javljaju sile prisile koje ne dozvoljavaju konstrukciji da se 
pomiče slobodno, već samo kroz određene točke (ležaje). 


ye Svepokretni ležaj | 


Sl. 52. Smještaj ležaja na mostu u krivini. a po- 
larni, b tangencijalni smještaj ležaja 


Donji stroj 


Upornjak služi da prenese vertikalno i horizontalno opte- 
rećenje s konstrukcije na tlo, te da zajedno s krilima pridr- 
žava nasip prilaznih rampi. Zatvara s jedne strane nasip prema 
mostu, a s druge podupire kraj nosive konstrukcije. Nekad 
su se upornjaci izrađivali od kamena ili cigle. Danas se većinom 
izrađuju od armiranog betona. U praksi postoji bogati izbor 


* rješenja. Na rješenje utječe i smještaj mosta (most u gradu ili 


na otvorenoj prometnici). Ako je most u gradu, rješenje treba 
biti bogatije. Upornjaci moraju zadovoljiti i estetskim zahtje- 
vima, s obzirom na odnos masa, vanjski izgled i uklapanje u 
okoliš. Tada su upornjaci i znatno kompliciraniji, jer osim 
osnovnim funkcijama mogu služiti kao spremišta, zasunske ko- 
more, dućani, prostorije za vodove itd. U njih su obično 
ukomponirane stepenice za komunikaciju između mosta i 
donjih prometnica. Za male mostove raspona manjeg od 16 m, 
odnosno manjeg od 25m, kad su potrebni mali temelji i kad 
tlo nije pretvrdo, postavljaju se nepokretni zglobovi na oba 
upornjaka. Nosiva konstrukcija tada preuzima dio potiska 
zemlje te ga prenosi“ na drugi upornjak. Upornjaci se tada 
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računaju kao nosači koji su dolje upeti, a gore zglobno oslo- 
njeni. Tako se postiže velika ušteda betona i armature. Sas- 
tavni dijelovi upornjaka jesu temelj, trup ili stup upornjaka, 
ležišna klupa, kvaderi, parapetni zid, krila, te eventualne zatege 
(sl. 53). 


Parapet ' 


SI. 53. Upornjak 


Temelji mogu biti plitko ili duboko fundirani. Duboko 
fundirani temelji rade se većinom na bušenim armiranobeton- 
skim pilotima, a i na zabijenim pilotima, zdencima i kesonima. 

Trup upornjaka obično je armiranobetonska stijena. Umjesto 
trupa postavljaju se, kad su upornjaci utopljeni u nasipu, dva 
ili više stupova, što ovisi o širini mosta. 

Za mostove manjih raspona nije potreban parapet (sl. 54). 
Katkada se parapetni zid stavlja do ispod kolovozne ploče. 


SI. 54. Upornjak s niskim para- 
petom (a) i bez njega (b). 


Gornja površina ležišne klupe ima, radi odvodnje, lagani 
pad prema parapetu, uz koga je rigol. 

Iz estetskih razloga krila se rade većinom paralelno. Za 
manje mostove, propuste ili u specijalnim okolnostima krila 
mogu biti kosa, okomita ili lučna (sl. 55). Često se izrađuju 
viseća krila, koja su vrlo ekonomična zbog malih potrebnih 
količina materijala. Kad su paralelna krila “dugačka, dobro ih 
je spojnicom odvojiti od trupa upornjaka. Da se smanje dimen- 
zije krila, primjenjuju se za uske mostove horizontalne zatege. 
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Budući da pješačke staze, ograde, odbojnici i zaštitne trake, 
eventualno različiti vodovi, prelaze preko krila, presjeci se krila 
moraju adekvatno oblikovati (sl. 56). 

Krajnji stupovi okvirnih mostova ujedno su i upornjaci. 
Za neke mostove, te nadvožnjake iznad auto-cesta i cesta, 
gdje je veoma važna vidljivost, postavljaju se upornjaci koji se 
skoro čitavom visinom nalaze u nasipu (sl. 57). Takvo rješenje 
ne samo da osigurava veću vidljivost već i prozračnost, a 
građevina postaje vitkija i laganija. Upornjak se tada sastoji 
od temelja, koji može biti samac ili ploča, dvaju ili više stupova, 
ležišne grede, kvadera, parapeta i visećih krila Prednost je 
takvih upornjaka u tome što trebaju malo betona, te su stoga 
lagani i jeftini. Mana im je da se nosiva konstrukcija toliko 
produljuje koliko je upornjak uvučen u nasip. Osim toga, 
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SI. 57. Utopljeni upornjak 


Ploča 1 


SI. 58. Izvučeni upornjak 


izrađuju se upornjaci kojima je zajedničko to što su izvučeni 
iz nasipa, tako da se prednja ploha upornjaka nalazi nešto 
ispred sastava stošca i terena (sl. 58). Razlikuje se otvoreni tip 
i zatvoreni tip upornjaka. Prvi je odozgo otvoren, dok je drugi 
zatvoren kolovoznom pločom, koja ujedno povezuje međusobno 
oba krila i parapet. Nekad su otvoreni upornjaci bili masivni, 
bez armatura, s vrlo mnogo betona i velike težine. Danas se 


Presjek A-B 


SI. 59. Otvoreni upornjak 


Presjek A-B 


SI. 60. Zatvoreni upornjak 
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SI. 61. Tornisterov upornjak 


grade raščlanjeni upornjaci s tankim dimenzijama elemenata od 
armiranog betona (sl. 59). Kad su dulja krila, primjenjuju se 
poprečne zatege radi smanjenja momenata u krilima od zemlji- 
nog potiska. Zatvoreni upornjaci (sl. 60) imaju prednost nad 
otvorenima, jer na njih djeluje mnogo manji pritisak tla u osi 
mosta i na krilima. Upornjaci Tornister (sl. 61) pripadaju ka- 
tegoriji zatvorenih upornjaka. Da se smanji duljina krila, prave 
se zidići koji podupiru čunjeve upornjaka. 

Za komunikaciju između mostova na cestama s brzim pro- 
metom i ostalim prometnicama koje oni prelaze, služe posebne 
stepenice (sl. 62). 
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SI. 64. Jednodijelni stup 
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SI. 62. Stepenice na upornjaku 


Stupovi služe da prenesu vertikalno i horizontalno optere- 
ćenje s konstrukcije na tlo. Izrađuju se od betona ili najčešće, 
od armiranog betona. Sastavni su dijelovi stupišta temelj, stup, 
ležišna greda i kvader (sl. 63). 

Oblik temelja zavisi o dubini temeljenja i nosivosti tla, 
O vrsti temeljenja (piloti, bunari, kesoni), te eventualno o dubini 
vode. Stupište se može sastojati od jednog (sl. 64) ili dva zida, 
odnosno jednog ili više stupova (sl. 65). Na plovnim rijekama, 
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SI. 65. Stupište sa četiri stupa 
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SI. 66. Jaki jednodijelni stup 
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gdje je moguć udar brodova u stup ili na rijekama na kojima 
plovi led, grade se jaki jednodijelni stupovi (sl. 66). Plohe 
stupova mogu biti vertikalne, ili blago nagnute u jednom ili u 
oba smjera. Gdje voda nosi šljunak ili pijesak, valja plohe 
obložiti otpornim kamenom. Stupovi u rijekama, osobito brzim 
rijekama, treba da imaju hidrodinamički presjek da se oko njih 
ne bi stvarali vrtlozi i da stvaraju što manji uspor. Zbog toga 
imaju presjeke uzvodno i nizvodno zaobljene ili šiljaste (sl. 67). 
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BSRAKE 
SI. 67. Presjeci stupova i stupišta 


U poplavnim područjima i kad su visine malene ne preporu- 
čuje se graditi jednodijelne široke stupove, jer djeluju teško i 
zaklanjaju vidik. Bolje djeluju stupišta s uskim jednodijelnim 
stupom ili s dvije uske stijene. Visoki stupovi vijadukata zbog 
statičkih razloga većinom su jednodijelni i šuplji s jednom ili 
više komora (sl. 68). Debljina stijenki iznosi 20-::30cm. Verti- 
kalna armatura osigurava se protiv izvijanja s kukama u obliku 
slova S. Vanjske plohe izrađuju se u nagibu 1:70. Radi jedno- 
stavnosti često su i vertikalne. Stupovi se ukrućuju poprečnim 
okvirima, koji ujedno služe kao podesti. Kad se grade stupišta 
sa stupovima, nastoji se što više ograničiti broj stupova u po- 
prečnom presjeku. Zbog toga se odabire dva ili najviše tri stupa 
u jednom stupištu. Kad se grade torzijsko krute nosive kon- 
strukcije, može se odabrati jedan stup, koji svojom krutošću 
na savijanje preuzima dio torzijskih momenata. Stupovi mogu 
imati raznovrsne presjeke, koji su konstantni ili se mijenjaju 
prema visini stupa. 
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SI. 68. Visoki stupovi 


S montažnom gradnjom razvili su se novi oblici stupova. 
Njihova je bit u primjeni naglavnice, koja je kruto vezana s 
jednim ili više stupova. Naglavnica, koja može biti i montažna, 
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SI. 69. Naglavnica ispod nosača 


postavlja se često ispod uzdužnih nosača (sl. 69). Ljepše je rje- 
šenje, međutim, kad je naglavnica upuštena u konstrukciju 
(sl. 70). Kad se upotrebljavaju privremeni ležaji za nosače dvaju 
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SI. 71. Uspostavljanje kontinuiteta iz- 


među susjednih montažnih konstruk- 
cija 


polja, može poprečni nosač služiti i kao naglavnica. Takvo se 
rješenje primjenjuje kad se izostatični pretvaraju u kontinuirane 


sustave (sl. 71). U monolitnim konstrukcijama često poprečni 


nosač iznad stupa ima i ulogu naglavnice. U Italiji se dosta 
primjenjuju konzolni stolovi (sl. 72). Naglavnica, koja je kruto 
povezana sa stupom, proširuje se na obje strane tako da rasponi 
montažnih konstrukcija postaju kraći i nosači lakši, što olakšava 
njihovu montažu. Dobra je strana toga rješenja jednostavnost 
gradnje, a mana spojnice u kolniku, te veći utrošak betona i 
armature. 


Midi 


SI. 72. Konzolni stol Sl. 73. Produljenje pilota u stup 


U okvirnim mostovima nosiva konstrukcija i stupovi mo- 
nolitno su povezani. Stupovi su katkada okvirne konstrukcije 
u poprečnom smislu. Kad su mostovi temeljeni na pilotima, 
oni se ponekad produljuju do naglavnice, te tako postaju 
stupovi (sl. 73). Naglavnice i kvaderi armiraju se posebnom 
armaturom. 


Temeljenje. Za izbor ekonomičnog temeljenja bitni su slje- 
deći uvjeti: dubina nosivog tla i njegova svojstva (dopušteno 
naprezanje, koeficijent trenja, slijeganje itd.), svojstva slojeva 
ispod nosivog tla i njihova stišljivost, i raspoloživo vrijeme za 
temeljenje. Pri temeljenju mostova primjenjuje se plitko teme- 
ljenje, temeljenje na pilotima, bunarima i kesonima. Najjefti- 
nije i najjednostavnije je plitko fundiranje, ako nosivo tlo leži 
plitko i ima nosivost od najmanje 10 N/cm“. Inače, danas se 
za duboko temeljenje upotrebljavaju većinom piloti, osobito 
bušeni piloti, s promjerom 50--:250 cm. Temeljenje na bunarima 
i kesonima primjenjuje se u izuzetnim okolnostima i za velike 
mostove. 


Odvodnja. Pravilo je da se voda odvede s građevine najkra- 
ćim putem. Voda je neprijatelj građevina, osobito kad se zimi 
pomiješa sa solju kojom se posipavaju ceste. Za dobru od- 
vodnju poprečni pad na mostu mora iznositi najmanje 2%. 
Voda se skuplja pomoću poprečnih i uzdužnih nagiba u sliv- 
nike, a odatle neposredno na tlo ili žljebovima do kanalizacije, 
vodotoka i sl. Slivnik površine 300-400 mm? može odvesti 
vodu sa 400m? površine mosta. Kad je poprečni nagib 2%, 
međusobni razmak slivnika ovisi o uzdužnom nagibu: za uz- 
dužni pad 0,2---0,5% razmak treba da iznosi 5-.+10m, za uz- 
dužni pad 0,5--:1% razmak iznosi 10-::25m, i za pad veći od 
1% razmak je 20---25m. Slivnici moraju biti osposobljeni da 
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prime, osim oborina s kolnika, i vodu koja je prodrla do 
izolacije. Razlikuju se slivnici na kolniku uz rubnjak i oni 
ugrađeni u rubnjake (sl. 74). Voda iz žljebova odvodi se ver- 
tikalnim cijevima uz stup ili upornjak. Procjedna voda koja 
se skuplja na gornjoj površini izolacije odvodi se posebnim 
slivnicima promjera 50mm. Na približno 70 m? površine pos- 
tavlja se jedan takav slivnik. Voda s upornjaka odvodi se na 
njegovoj stražnjoj plohi, gdje su predviđeni posebni betonski 
rigoli. Odatle se voda posebnom cijevi promjera 150mm pro- 
pušta u kanalizaciju, na okolni teren ili na kolnik ceste. 
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Sl. 74. Slivnik ugrađen u rubnjak 


Izolacija. Budući da ni lijevani asfalt nije nepropustan, 
nosive konstrukcije moraju se zaštititi od agresivnih voda. 
Kao materijal koji se stavlja između aluminijskih i bakrenih 
folija, te folija od sintetskih materijala najbolje se pokazao 
maštiks. Nanosi se u debljini od 10--:15mm na parnu branu 
od staklenog voala (staklenog pletiva). Zapaženo je, međutim, 
da stakleni voal djeluje kao drenaža i raznosi štetne materijale. 
Zato neki stručnjaci preporučuju da se umjesto voala postavi 
sloj epoksidne smole. Da se smanji tlak pare ispod izolacije, 
ugrađuju se plastične cjevčice promjera 20 mm, i to jedna cjev- 
čica na 7m* površine kolnika. Plohe upornjaka i stupova, 
koje su u dodiru s tlom također se zaštićuju izolacijom, koja 
se sastoji od jednog hladnog i dva vruća premaza: Izolacija 
se zaštićuje slojem cigle i procjednim slojem od šljunka i grubog 
pijeska. 


Gradnja grednih mostova 

Predviđeni način gradnje mnogo utječe na dispoziciju, po- 
prečni presjek, te na iznos troškova građenja mostova. Do 
polovice ovog stoljeća masivni mostovi gradili su se skoro 
jedino na drvenim skelama, a betoniralo se na gradilištu. 
Zbog pomanjkanja drveta i radne snage, te skupih i često vrlo 
kompliciranih skela, mostograditelji su morali pronalaziti druga 
rješenja da bi zamijenili konvencionalne skele. Za gradnju 
manjih mostova na suhom, s uspjehom se upotrebljavaju skele 
od čeličnih cijevi. Kombinacije jarmova od čeličnih cijevi, te 
čeličnih valjanih ili rešetkastih nosača pokazale su se također 
kao vrlo ekonomična rješenja. Međutim, ponekad upotreba 
takvih skela može biti neprikladna, kao npr. pri prijelazu 
dubokih jaruga, vodenih tokova, osobito ako se radi o plovnom 
putu. Takve skele mogu imati negativan ekološki utjecaj na 
okoliš i mogu sprečavati kretanje životinja. S razvitkom upo- 
trebe prednapregnutog betona, razvijale su se i metode građenja 
koje su imale zajednički cilj što više pojednostavniti, pojeftiniti 
i ubrzati gradnju. Novi postupci brzo su se razvijali, pa taj 
razvoj još i danas traje. Čini se da za sada nema i da uskoro 
neće biti novih i revolucionarnih ideja u gradnji mostova, te 
da se napredak masivnih mostova očituje u napretku tehnolo- 
gije građenja. Za srednje i velike raspone razvilo se građenje 
nosivih konstrukcija sa segmentima. Takvo građenje uklanja sve 
spomenute mane betoniranja na čvrstim skelama. 

Metode izradbe mogu se svrstati u dvije grupe. U nekim 
zemljama više se gradi s gotovim segmentima, u drugima sa 
segmentima betoniranim na gradilištu, no u većini zemalja 
primjenjuju se obje metode, što ovisi o lokalnim prilikama. 
Prednost izradbe s gotovim segmentima očituje se u njihovoj 
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kvaliteti i brzini izradbe. Mana je da se zahtijeva puno pred- 
naprezanje i velika preciznost izradbe, da meka armatura ne 
prolazi preko spojnica, da se sučeone plohe moraju prema- 
zivati epoksidnim smolama, te da je teža doprema jer se radi 
o teškim elementima. Kad se segmenti betoniraju na gradilištu, 
nema spomenutih nedostataka, ali mane su takva postupka 
slabija kvaliteta betona, jer se betonira na gradilištu, i manja 
brzina izradbe. 


Postupci s montažnim (gotovim) elementima. Mostovi malih 
raspona katkada se grade montažno s gotovim elementima. 
Takvi elementi mogu biti nosač, dio kolovozne ploče ili čitava 
konstrukcija jednog polja. Preko jezera Portchartrain (SAD) 
izgrađen je takav most dug 38 km, koji ima raspone konstruk- 
cije od 17m. To su izostatične konstrukcije s poprečnim 
spojnicama iznad stupova, koje su montirane pomoću plovne 
dizalice. U eri obnove poslije drugoga svjetskog rata Fran- 
cuzi su gradili montažne i polumontažne mostove. Gotovi no- 
sači i ostali elementi na niskim mostovima montiraju se pomoću 
autodizalice (sl. 75), a na visokim mostovima pomoću čeličnih 
lansirnih rešetki (sl. 76). Takva izradba mostova racionalna je 
do raspona od oko 40m. 


gi KA 


SI. 76. Montaža nosača pomoću lansirne rešetke 


Za veće raspone elementi postaju preteški, te je tada po- 
godnije ugrađivanje segmenata. Segmenti se izrađuju obično u 
punom presjeku, male duljine. Betoniraju se na gradilištu ili 
u tvornici, tako da je čelo prethodnog elementa oplata slje- 
dećeg elementa. Segmenti se ugrađuju istim redom kojim su 
betonirani. Spomenuti ciklus se ponavlja do završetka izradbe 
svih segmenata. Veličina i težina elemenata ovisi o jačini diza- 
lica, o troškovima za oplate, o gabaritu i o dozvoljenom 
opterećenju ceste. Težina je elemenata u stalnom porastu. Tako 
je npr. segment duljine 25m za most preko Seine u Choisy le 
Roi kod Pariza, građen 1962. godine, težio 28 t, dok je segment 
mosta Saint Cloud, sagrađen 1972. godine, duljine 2,25 m težio 
146 t. Prije montaže namažu se čeone plohe segmenata epok- 
sidnim premazom. Segmenti se prednaprežu nakon njihove 
montaže u definitivni položaj. Metode izradbe segmenata opi- 
sat će se u sljedećim dijelovima članka, jer principijelno nema 
razlike da li se radi o gotovim segmentima ili segmentima 
betoniranim na gradilištu. 


Balansni postupak vrlo je pogodan za građenje mostova s 
malo polja i velikim srednjim rasponima (sl. 77). Sastoji se u 
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Sl. 77. Primjer balansnog postupka 


konzolnoj izradbi nosive konstrukcije pomoću segmenata na 
principu vage. Počinje se obično od prvog stupa konzolno na 
obje strane, držeći ravnotežu, dok konstrukcija ne stigne s 
jedne strane do sredine raspona, a s druge strane do upornjaka. 
Taj se postupak ponavlja do završetka mosta. Prilikom izradbe 
segmenata može se dogoditi da je jedna konzola jače opterećena 
od druge. Razliku momenata s obje strane mora tada preuzeti 
stup, na koji se usidri gornja konstrukcija privremenim sidrima, 
ako nije kruto spojena sa stupovima. Druga je mogućnost da 
se stabilnost postigne privremenim poduporama s jedne ili s 
obiju strana (sl. 78). Tok gradnje je sljedeći: poslije izradbe 
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Sl. 78. Balansni postupak s podupo- 
rama 


stupa i dijela nosive konstrukcije, montiraju se na oba kraja 
posebne košare s oplatom. Tada se betoniraju segmenti na obje 
strane stupa, te nakon njihova očvršćenja i prednaprezanja 
razmiču se košare za duljinu jednog segmenta, pa se postupak 
ponavlja. U nekim zemljama ne dozvoljavaju se konzole zbog 
opasnosti od povećanja progiba, već se sustav konzola dodat- 
nim kabelima pretvara u kontinuirani nosač. Kad su nosači 
jednake visine, može moment konzole preuzeti privremeni pilon 
i kosi kabel (sl. 79). Prednost je balansnog postupka s betoni- 
ranjem segmenata na gradilištu da se dozvoljava ograničeno 
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prednaprezanje te da uzdužna meka armatura prelazi spojnice, 
koje tako mogu besprijekorno prenositi posmična i torzijska 
naprezanja. 


Balansni postupak s lansirnom konstrukcijom. U primjeru 
balansnog postupka pojavljuju se poteškoće zbog vertikalnog 
transporta materijala i ljudi kod svakog stupa. Te se manjka- 
vosti uklanjaju upotrebom lansirne konstrukcije (sl. 80). Tada 
su košare obješene na lansirni nosač zajedno sa svježe beto- 
niranim segmentom. Nakon njegova očvršćenja i prednapre- 
zanja obje košare putuju za jedan segment dalje. Postupak se 
ponavlja sve dok se nosiva konstrukcija ne spoji s jedne strane 
s već gotovom konstrukcijom, a s druge strane dok ne dođe 
do sredine otvora. Tako je također omogućeno da se duljina 
segmenta poveća. Lansirna konstrukcija služi i za horizontalni 
transport. Spomenuti postupak pokazao se vrlo prikladan za 
mostove s mnogo otvora, koji su veći od 50 m. 


Izvedba po poljima. Ako je niveleta relativno niska i teren 
ravan, prikladne su pomične skele (sl. 81). Takav je postupak 
ekonomičan kad most ima više od tri polja. Betonira se čitavo 
polje i dio sljedećeg polja do mjesta gdje je moment nula. 
Pošto je izvršeno prednaprezanje, skela se spušta i odvozi u 
drugo polje, gdje se postupak ponavlja. Kad su stupovi viši, 
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Sl. 81. Skela na kotačima 


Smjer betoniranja , 


Oplata 


SI. 82. Izvedba s lansirnom rešetkom ispod mosta 


povoljnija je izvedba po poljima s lansirnom konstrukcijom 
(sl. 82). Lansirna rešetka nalazi se ispod buduće nosive kon- 
strukcije, a oslonjena je na poprečne nosače pričvršćene na 
stupove. Preko tih nosača gura se lansirna konstrukcija u 
sljedeće polje. Opisani postupci povoljni su za raspone do 50 m. 


Potiskivanje (sl. 83). Na nasipu iza upornjaka betonira se 
dio nosive konstrukcije duljine 10--:30m. Poslije otvrdnuća i 
centričnog prednaprezanja konstrukcija se preko teflonskih le- 
žaja potiskuje naprijed pomoću hidrauličnih pumpi. Na čelu je 
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SI. 80. Balansni postupak pomoću lansirne rešetke 
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pričvršćen čelični kljun da bi se smanjili momenti konzole. 
Sljedeći dio betonira se neposredno na stražnje čelo prethodnog 
elementa, te se postupak ponavlja dok nije konstrukcija zavr- 
šena i dok se ne nađe u svom konačnom položaju. Tada se 
prednaprežu preostali potrebni kabeli. Postupak je ekonomičan 
za mostove duljine veće od 150m, s najmanje 3 raspona. 
Polja mogu biti duga 30-::120m, ali ne smiju biti suviše 
različitih duljina. Na velikim konzolama momenti se mogu 
smanjiti pomoću pilona s kosim kabelima. Postupak se može 
primijeniti i na mostove konstantne zakrivljenosti. 


Visoki stupovi mogu se betonirati na dva načina, i to po- 
moću klizne i pomoću penjačke oplate. Obje se metode osni- 
vaju na primjeni mehaniziranih oplatnih sustava (v. Građevne 
oplate, TE 6, str. 212). Njihova je prednost u smanjenju troškova 
i znatnom skraćenju vremena građenja s obzirom na konven- 
cionalnu izvedbu. Pri upotrebi penjačke oplate betonira se u 
odsjecima, a oplatni su elementi jednake visine. Poslije dovr- 
šetka donjeg odsječka, premještaju se oplatni elementi za beto- 
niranje sljedećeg odsječka (sl. 84). Primjenom toga postupka 
nastaju horizontalne spojnice. Postupak s kliznom oplatom 
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SI. 84. Penjačka oplata SI. 85. Klizna oplata 

(sl. 85) teče kontinuirano, bez prekida, a ne pojavljuju se 
spojnice. Mana je toga postupka da se betoniranje ne smije 
prekidati ni za vrijeme praznika. Brzina hoda ovisi o vezanju 
betona, te iznosi do 30cm na sat. Spomenuti postupci su 
ekonomični za betoniranje stupova 'veće visine od 10 m, jer je 
mnogo vremena potrebno za montiranje i demontiranje uređaja. 


Metode proračuna 


Ploče. Osnovni je zadatak proračuna da se odredi djelovanje 
koncentriranog tereta na ploču, koja može biti izotropna ili 
anizotropna, prosta ili kontinuirana greda, te konstantnog ili 
promjenljivog presjeka. Za više koncentriranih tereta vrijedi 
zakon superpozicije. Osnova teorije ploča počiva na pretpo- 
stavkama da je njena debljina, s obzirom na raspon, malena, 
da je materijal izotropan i elastičan, da je omjer progiba i njene 
debljine malen. Te pretpostavke nisu sasvim ispunjene za armi- 
ranobetonske ploče. Ipak, spomenute pretpostavke daju prihvat- 
ljivo rješenje. Pomoću metode konačnih elemenata, te upo- 
trebom elektroničkih računala moguće je odrediti sile u bilo 
kojem presjeku ploče nepravilnih oblika, debljina i oslanjanja, 
te s rupama i oslabljenjima. 

Veza između opterećenja P i vertikalnog pomaka w elastične 
izotropne ploče (sl. 86), koja ima jednaku krutost u oba smjera 
(x, y), može se odrediti pomoću diferencijalne jednadžbe 
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u (v) 
SI. 86. Vertikalni pomak ploče 


Po 6*w ji 0*w # o*w a 
No Bx* = 0x20y?  0y*' ) 
gdje je 
EJ 
“iz! (2) 


E modul elastičnosti, J moment tromosti, a u Poissonov koe- 
ficijent. Momenti iznose 


M,= — (ai toj : 


dobivaju glavni momenti 


1 1 z 
M + M,) + ZVM, — M, +4M.,, (5) 


M,o= +V(M,— M,)* +4M;,. (6) 


Općenito rješenje dobiva se iz rubnih uvjeta. Prilikom prora- 
čuna plohe savijanja metodom rubnih uvjeta treba naći opći 
integral w = wo + w jednostavne funkcije, kako bi se integral w 
homogene jednadžbe mogao brzo izračunati. Rješenje je postig- 
nuto kad je pronađen partikularni integral wa koji zadovoljava 
diferencijalnu jednadžbu (1). Tada se w razvija iz nekog reda, 
a wo se određuje promatranjem ploče. 

Za proračun kolovoznih ploča mogu se upotrijebiti tablice 
C. Massoneta, M. Pigeauda, H. Riischa, E. Bittnera i H. F. 
Olsena. Momenti na pločama mostova na auto-cestama naj- 
jednostavnije se proračunavaju pomoću Riischovih tablica, koje 
su izrađene na osnovi DIN 1072. 

Proračun je kontinuiranih kolovoznih ploča, u oba smjera 
(x,y), kompliciran, jer je teško uzeti u obzir sve utjecaje. 
Osim toga, radi se o višestrukoj statičkoj neodređenosti, te 
ako bi se pojavila neka preopterećenja, naprezanja bi se prelo- 
žila na susjedne dijelove. Zbog toga se dopušta približni pro- 
račun kontinuiteta s popravnim koeficijentima. 

Konzolne ploče mogu se proračunati prema H. Riischu ili 
H. Hombergu za konstantnu i promjenljivu debljinu ploče. 
Ruschove tablice ne mogu se upotrijebiti ako omjer polja nije 
veći od 1:0,8. 

Za proračun kontinuiranih ploča, koje su ujedno glavni 
nosivi sustav, H. Riisch je razvio postupak pomoću kojega se 
mogu približno izračunati rezne sile. Proračuna se jednosttano 
ili obostrano upeti nosač pomoću utjecajnih linija za čitavu 
širinu ploče i jednostrano, odnosno obostrano upeta ploča širine 
1m. Omjer momenata nosača prema ploči daje mjerodavnu ši- 
rinu. Konačni momenti određuju se iz momenata kontinuira- 
nog nosača pomnoženih sa 1/b, gdje je b širina ploče. Promjen- 
ljivost momenta tromosti uzima se u obzir pri određivanju utje- 
cajnih linija kontinuiranog nosača. G. Hoeland je izradio tablice 


M, = 
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utjecajnih polja momenata iznad ležaja kontinuiranih ploča. 
Proste i kontinuirane ploče mogu se također proračunati i na 
temelju teorije roštilja. Radi jednostavnosti računa dozvoljeno 
je šuplje ploče računati kao pune, ako je predviđen dovoljan 
broj poprečnih nosača. Točan proračun takvih ploča zahtijeva 
velik računski posao. 


Roštilji. Roštilji su konstrukcije u kojima je više uzdužnih 
nosača povezano s nekoliko poprečnih nosača (v. Ploče i roš- 
tilji), Mogu biti prosto položeni ili kontinuirani. Postoji mnogo 
metoda za njihov proračun. Y. Guyon je prvi razvio analizu 
roštilja na temelju teorije ploča. Pri tom je zanemario torzijsku 
krutost elemenata i zatim izradio sličnu analizu za izotropne 
ploče. C. Massonet je generalizirao Guyonovu analizu roštilja 
i ploča uključivši utjecaj torzije. Roštilj se može shvatiti kao 
ploča ojačana uzdužnim ili uzdužnim i poprečnim rebrima, 
ako su predviđeni poprečni nosači. Točan proračun takve ploče 
izvanredno je težak, te se stoga pojednostavnjuje problem tako 
da se pretpostavlja da je ploča sastavljena od ortogonalno 
izvedenih nosača ili da je izvedena kao anizotropna ploča, koja 
ima različite krutosti u dva smjera. Prema prvoj pretpostavci 
uzima se u obzir sudjelovanje kolovozne ploče u savijanju, ali 
se mora zanemariti prijenos momenata torzije preko takve 
ploče, što može biti važno. Prema drugoj pretpostavci može se 
točno proračunati utjecaj torzije, ali se čini pogreška kad se 
računa da je krutost uzdužnih i poprečnih nosača jednoliko 
raspodijeljena. 

Metoda proračuna prema prvoj pretpostavci. U čvoru, gdje 
su međusobno kruto vezani uzdužni i poprečni nosač, nastaje 
kod deformacije roštilja istodobno savijanje i torzija nosača. 
Budući da je utjecaj torzije mnogo manji, često se zanemaruje, 
pa se računa da u tim čvorovima postoji zglob. Time se veoma 
pojednostavnjuje proračun. U tu kategoriju proračuna spada 
metoda sila, deformacijska metoda C. Ostenfelda i metoda 
vlastitih rješenja. Prilikom primjene posljednje od spomenutih 
metoda pretpostavlja se da je u svakom čvoru nepomični 
ležaj, te se pomoću utjecajnih linija određuju momenti i reak- 
cije u ležajima. Zatim se ležaji oslobode i pusti da djeluju 
na roštilj reakcije s obrnutim predznakom. Osim spomenutih 
metoda postoji i metoda relaksacije, analogno postupku H. 
Crossa. Tada se pretpostavlja da su čvorovi najprije kruti, a 
zatim ih se oslobađa. E. Melan i R. Schindler su objavili 
egzaktni proračun torzijsko mekanih roštilja (1942). H. Beer i 
F. Resinger su za rješenje roštilja s torzijsko krutim glavnim 
i poprečnim nosačima razvili deformacijsku metodu, kojom se 
iterativno određuju kutovi zbog savijanja, i torzije. Kasnije su 
proširili taj postupak i na kose roštilje. Prilog proračunu kosih 
roštilja dao je J. Starke. 

Osim spomenutih točnijih, postoje i približne metode: 
Engesserova i M. Courbonova metoda. U tim metodama pret- 
postavlja se da su poprečni nosači beskonačno kruti. Sila P 
koja djeluje ekscentrično rastavlja se u dva sustava sila, i to 
simetrični i antisimetrični sa silama P/2 (sl. 87). U simetričnom 
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sustavu nastaje paralelan pomak i sila R, koju preuzima nosač 
k proporcionalna je njegovoj krutosti: 
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PJ, 
Ri, 
bej! 
n 
gdje je Jy moment tromosti nosača. U antisimetričnom sustavu 
nastaje rotacija svih poprečnih nosača. Prema tome, pomaci su 


proporcionalni udaljenosti e od osi, a sila i momenat koje 
preuzimaju nosači iznosi 


Ri=BPvJe 
M = Pe=BX Ju 


(7) 


(8) 
(9) 


gdje je yx udaljenost od k-tog poprečnog nosača (sl. 87). Ako se 
vrijednost B odredi iz relacije (9) i uvrsti u (8), dobiva se 


YJk 
Ry = Pe j 10 
k LJEJA 9 
pa je ukupna sila 
R na m=Pla i (11) 
X X: ; JI PRAZAN 
Ako se postavi da je 
( exxd4 
k n 
e 1+ A 12 
ž SJ >JE J wa 
dobiva se 
Ri=n.P. (13) 


f;e je koeficijent poprečne raspodjele na nosač k, koja se dobiva 
kad sila P= 1 prelazi preko poprečnog nosača. 
Kad su svi nosači jednaki, izraz (11) prelazi u oblik 


Sla |) 
n n+1 b/ 
gdje je k redni broj nosača za koji se traži utjecajna linija, a b 
polovica širine poprečnog nosača. Tada je koeficijent poprečne 
raspodjele 


R= 


(14) 


(15) 


Leonhardtova metoda. Zanemareni su torzijska krutost no- 
sača i smičuće veze između kolovozne ploče i nosača. Uzete 
su u obzir kao prekobrojne sile u čvorovima između uzdužnih 
i poprečnih nosača. Računa se kao torzijsko mekana kon- 
strukcija. 

Pri tom se računa s krutošću roštilja 


djes (16 
ed n3? ) 
gdje je 
2b 
=? i Na (17) 


u kojima je J, moment tromosti poprečnog nosača, J, mo- 
ment tromosti uzdužnog nosača, b duljina poprečnog, a 1 
raspon uzdužnog nosača. 

F. Leonhardt je izračunao vrijednosti koeficijenata poprečne 
raspodjele za roštilje sa 3-+8 nosača, kad krajnji nosači mogu 
biti i pojačani. Koeficijenti služe za proračun momenta M koji 
se sastoji od dva dijela. Prvi dio M, je moment prosto polo- 
ženog uzdužnog nosača bez poprečnog nosača, a M! je moment 
kontinuiranog uzdužnog nosača koji leži na poprečnom nosaču. 
Moment glasi: 


M=M,+M'r. (18) 


To vrijedi uz pretpostavku da je jedan poprečni nosač u sredini 
polja. Može se, međutim, proširiti na više poprečnih nosača i 
jednako međusobno razmaknutih tako da se računa s idealnim 
poprečnim nosačem u sredini, koji ima i puta veći moment 
tromosti. Povećanje momenta tromosti iznosi: 
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za 2 poprečna nosača i=1; 
za 3 i 4 poprečna nosača_i=1,6, 
za 5 i 6 poprečnih nosača_i=2,0. 


Tada je roštiljna krutost zo =iz,. Na kontinuirane nosače 
može se također primijeniti postupak sa zamjenom poprečnih 
nosača jednim poprečnim nosačem u sredini polja. Pri tom 
se moment tromosti glavnog nosača određuje pomoću faktora 
K. Taj je faktor 


i 
5 
gdje je š, progib slobodno položenog glavnog nosača, a 8, 


progib kontinuiranog glavnog nosača. Tada se za jedan popre- 
čni nosač u sredini roštiljna krutost određuje iz izraza 


Zi 


K (19) 


=> (20) 
a za više poprečnih nosača u poljima iz relacije 
iz 
u==> (21) 


Hombergov postupak omogućuje točan proračun ravnih, slo- 
bodno položenih i kontinuiranih roštilja bez torzijske krutosti 
i s torzijsko krutim glavnim nosačima. Tada se najprije pro- 
matra torzijsko mekani roštilj i uvode se između glavnih i 
poprečnih nosača u čvorovima sile kao statički prekobrojne 
veličine. Utjecajne površine roštilja računaju se uvođenjem 
grupa tereta. Nastaju jednadžbe elastičnosti s međusobno neo- 
visnim grupama jednadžbi, koje imaju neke odnose s jednadž- 
bama elastičnosti kontinuiranog nosača za glavni nosač i elas- 
tično popustljivih ležaja za poprečni nosač. Time je sveden 
proračun na poznate sustave. Pri tom se pretpostavlja da je za 
torzijsko mekane roštilje moment tromosti konstantan za glavne 
i poprečne nosače. H. Homberg je proširio taj postupak na 
torzijsko krute roštilje. Tako se račun svodi na kontinuirani 
nosač s nepopustljivim oslanjanjem, iako se radi o elastično 
popustljivom nosaču s pokretnim oslanjanjem. Za kontinuirane 
roštilje postoje rješenja za sustave preko dva i tri otvora, me- 
đutim, za to je potreban velik računski napor. Opisanim pos- 
tupkom mogu se računati i ortotropne ploče uz pretpostavku 
da postoji beskonačno mnogo nosača. 

Trostov postupak. U već opisanim postupcima, pretpostavlja 
se da se opterećenja prenose samo preko glavnih i poprečnih 
nosača. Trost, međutim, uvađa u proračun ne samo poprečni 
nosač već i kolovoznu ploču. Da bi se dobili jasni statički 
odnosi u kolovoznoj ploči, glavnim i poprečnim nosačima, 
odvajaju se poprečni nosači od kolovozne ploče, što dotad nije 
bilo u praksi. Tako armatura u ploči postaje jednostavnija, 
jer nema negativnih momenata u uzdužnom smjeru. Proračun 
reznih sila provodi se pomoću statike i Fourierove analize. 
Statički prekobrojne veličine su momenti i poprečne sile kolo- 
vozne ploče i poprečnih nosača. 

Postupak Guyon-Massoneta; metode proračuna prema dru- 
goj pretpostavci — anizotropne ploče. Roštilj se može shvatiti 
kao ortotropna ploča ako se oba sustava uzdužnih i poprečnih 
nosača jednoliko rasporede po širini i duljini roštilja (sl. 88). 


SI. 88. Raspored nosača u roštilju 
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Specijalno, kad su krutosti na savijanje i torziju za glavni i 
poprečni nosač jednake, dobiva se izotropna ploča. Diferen- 
cijalna jednadžba ortotropne ploče glasi: 


o*w 0*w 0*w 
B, 2H B = pl y), 
"zat Ea. a "Zi p(xy) (22) 
gdje je p prosječno opterećenje na jedinicu površine, a 
EJ EJ JroJro\ 
B;= ; B=—2; 2H=G(2+0), 2 
= a1) 
Parametar je torzijske krutosti 
dl JI + Jro 
a A 
“= — =>, (24) 
2 Ej —2 
al 
a parametar krutosti savijanja 
4 
a LI/ JA 
9 = I Tod (25) 


Y. Guyon je riješio diferencijalnu jednadžbu (22) za prosto 
položenu ploču bez torzijske krutosti (x = 0) za sinusno linijsko 


opterećenje (p = Asin""). C. Massonet je proširio proračun 


na torzijski krutu ploču sa a = 1. Za a = 0 dobiva se koeficijent 
poprečne raspodjele Ky, a zaa=1 K,. Međuvrijednosti se 
interpoliraju prema sljedećem izrazu: 


K=Ko+(K;—KoVa, (26) 
gdje je K omjer stvarnog progiba glavnog nosača roštilja _w 
i progiba wo za jednoliko rasprostrto opterećenje na idealnoj 
širini 2b = am, odnosno na m glavnih nosača (srednji progib). 
Izraz za moment uzdužnog nosača glasi 


K 
M = —Pmox 
m 


(27) 
gdje je m, uplivnica za moment savijanja na mjestu x sta- 
tički određenog glavnog nosača zbog djelovanja sile P= 1/m 
(gdje je m broj glavnih nosača). Postupak se može primijeniti 
i na kontinuirane nosače, kad treba izračunati vrijednosti: 


4 , % 

h=9Vx i a==, 

Vx 

gdje je x = c/48 omjer progiba proste grede i kontinuiranog 

nosača, a c koeficijent progiba kontinuiranog nosača, koji se 
može dobiti iz izraza 


(28) 


de —. (29) 


Ta je metoda vrlo dobra jer uzima u obzir torzijske krutosti 
nosača, no mana joj je da se ne može primijeniti na kose 
roštilje. C. Massonet je izradio tablice i dijagrame za određi- 
vanje K4 i K, uz različite vrijednosti a i 9. Taj se postupak 
primjenjuje i na kontinuirane roštilje. 


Ploče ojačane sa dva rebra. H. Homberg je razvio teoriju 
proračuna poprečne raspodjele naprezanja roštilja, kojom je 
obuhvaćena i ploča s dva rebra. Razvijena je uz pomoć pojma 
vlastite funkcije opterećenja. Dobivaju se, na temelju kontinu- 
irane ploče promjenljivih visina, utjecajne plohe koje omogućuju 
optimalno dimenzioniranje konstrukcije. S. Grasshoff je izradio 
utjecajne plohe za ležajni moment s unutrašnje strane grede. 


Približni proračun sandučastih presjeka (sl. 89). Sandučasti 
presjeci proračunavaju se metodom statike štapa. Jednoćelijski 
sanduk tretira se kao štap sa svojim krutostima na savijanje 
i torziju. Vrlo velika torzijska krutost karakteristika je sandu- 
častih presjeka, pa je zbog toga u takvim presjecima najbolja 
poprečna raspodjela opterećenja. 


MOSTOVI, MASIVNI 


Prema Bredtovu stavku posmična sila T za te presjeke iznosi 
T=tr (30) 


gdje je t debljina stijenke, a T posmično naprezanje. Ako se 
uvrsti izraz za posmično naprezanje, dobiva se 


T=2Ft9G, (31) 
gdje je 
M 
=a (32) 
D 


Mp moment torzije, Jp torzijski moment tromosti, G modul 
smicanja, a F šrafirana površina na sl 89. Ukupni torzijski 
moment iznosi 


Mp=2Ftr. (33) 
1 
F = šrafirana površina ; : X 
1 
7 B! 
SI. 89. Uz proračun sandučastog pre- 
sjeka 

Kad se računa torzija, uzima se krutost za torziju prema 


Bredtovoj formuli s koeficijentom smanjenja 0,8-::0,9 (što je 
određeno pokusima). Ako se primijeni Bredtov stavak i uspo- 
stavi ravnoteža posmičnih sila unutar pojedinih ćelija, dobiva 
se, uz pretpostavku da je t =const., matrica s toliko preko- 
brojnih nepoznanica koliko ima ćelija. Matrica glasi: 

Ši Biz Th  Buo | 

Ša 022 023 1 Š20 

dia das daa |] (34) 


= 230 
Bn,n-1 On. T, 


Iz matrice (34) mogu se izračunati nepoznate sile T,:-:T,, 
i zatim posmična naprezanja T,:T,. Za srednja rebra među- 


_ no = 


sobno se poništavaju posmične sile. Kolovozna ploča proraču- ' 


nava se kao rebrasti presjek, s razlikom da ima veću upetost. 
Stupanj napetosti dobiva se uz pretpostavku da je sanduk za- 
tvoren okvir. Ako je donja ploča tanka, može se shvatiti kao 
zatega koja hrptove međusobno povezuje (sl. 90). Ako je donja 


Nis de 
ZI 


Kg 


VIII 


SI. 90. Momenti tanke donje ploče sa 


zategom SI. 91. Momenti debele donje ploče 


ploča debela, tada su hrptovi u nju ukliješteni (sl. 91). A. 
Steinle je razradio jednostavan postupak za proračun posmičnih 
naprezanja u uzdužnom i poprečnom smjeru koja nastaju zbog 
deformacija jednoćelijskog presjeka s dijafragmom i bez nje. 
Postupak se temelji na analogiji s nosačem na elastičnoj pod- 
lozi. 
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Red nosača. Sustav u kojemu su montažni nosači poredani 
jedni uz druge bez čvrste međusobne veze naziva se red no- 
sača (sl. 92). Za proračun se pretpostavlja da se opterećenje 
raspodjeljuje preko zglobova. Pri tom raspodjela ovisi o omjeru 
čvrstoće na savijanje i čvrstoće na torziju pojedinih elemenata. 


[ra moi | 
b |L b 
1 a 
X X Xa 
SI. 92. Statički sustav reda nosača 
Ako se pretpostave poprečne sile. u spojnicama kao statički 


neodređene veličine i razviju u Fourierove redove, one zado- 
voljavaju jednadžbu 


—X-a(l—P)+2X(1+B)— Xd —P=P;—Piui (35) 
u kojoj je 
EJ, b? 
krra nasi 69 
t 


gdje je EJ, krutost na savijanje elementa, GJ, torzijska kru- 
tost, b razmak zglobova, | raspon elemenata, a n red prirodnih 
brojeva 1, 2, 3, .... Svrsishodno je takve elemente predna- 
pregnuti, jer se u armiranim konstrukcijama brzo doseže dopuš- 
tena granica posmičnih naprezanja. 


Mostovi u krivini. Teorija mostova u krivini (sl. 93), koju je 
izradio J. Courbon, sastoji se od tri dijela. Prvi se osniva na 
Bresseovoj formuli za nosače s ravnim središnjim vlaknom koji 
su opterećeni okomito na ravninu srednjeg vlakna. Pomoću tih 
formula mogu se proračunati komponente pomaka nekog pre- 
sjeka kao funkcija posmičnih sila, momenata savijanja i torzije 
uzduž središnjeg vlakna. Drugi dio obrađuje proračun kružnih 
mostova s jednim ili više kontinuiranih raspona. Momenti sa- 
vijanja mogu se izračunati neovisno o momentima torzije, po- 
moću statičkih jednadžbi ili pomoću jednadžbi triju momenata, 
kojima koeficijenti ovise o krutosti na savijanje i torziju nosača. 


SI. 93. Kutovi i lukovi mosta u krivini 


SI. 94. Tlocrt mosta u krivini 


Kad su mali kutni otvori o = l/r (sl. 94), uvode se korekcije 
uz pretpostavku da su nosači ravni. Treći dio teorije proširuje 
dio rezultata dobivenih u drugom dijelu na košarastu krivinu. 
U praksi se većinom radi o malo zakrivljenim mostovima 
(p £ 0,2). Takvi mostovi računaju se kao ravni s tim da se 
izračunati momenti i sile množe popravnim koeficijentom. 


686 


Veoma zakrivljeni mostovi mogu biti pješački ili mostovi na 
serpentinama. Zbog krivine u simetričnim presjecima javlja se 
torzija djelovanjem stalnog opterećenja. Potrebno je, zbog toga, 
upotrijebiti presjeke krute na torziju, kako bi se smanjila 
torzijska naprezanja. Krajevi nosivih konstrukcija polažu se tor- 
zijski kruto na ležaje. Omjeri momenata savijanja i torzije, te 
razlike između ravnih konstrukcija i konstrukcija u krivini 
mogu se za proste grede lako odrediti. Ako je, naime, 


krutost na savijanje A : 
o= ——, tada su deformacije ovisne samo o 
krutost na torziju 


tom omjeru. Za ravnomjerno raspodijeljeno opterećenje (indeks 
p) dobiva se približni izraz 


max Mi) * (37) 
a za ravnomjerno raspodijeljene momente torzije (indeks mt) 
izraz 


max Miu * E — max Mia (38) 
gdje je M! moment torzije, e moment savijanja, a 9% sre- 
dišnji kut krivine (sl. 94). Sličnost izraza (37) i (38) omogućuje 
ocjenu momenata savijanja i torzije, koji su bitni za dimen- 
zioniranje konstrukcije. Za malo zakrivljene nosače (indeks k) 
dobivaju se uvođenjem uvjeta oslanjanja sljedeći izrazi za mo- 


mente savijanja i torzije 


92 
M$,< M$,(1+ 2) (39) 
£ i ( 9? 
Mq& < Mul je (40) 


gdje su Mg, i M(, momenti ravnog nosača. Pogreška iznosi 
3%. 
Za kontinuirane grede jednadžbe ravnoteže glase (sl. 95) 


d 
2. p=0, (41) 
ds 
T 
sas =0, (49) 
ds r 
dT M 
mE sh: 43 
Pa a m, (43) 


Tim jednadžbama prikazan je utjecaj krivine i torzije na savi- 
janje ravnog nosača. Moment torzije je maksimalan kad je 
moment savijanja nula. To nastupa, npr., na ležaju proste 
grede. Iz izraza (42) i (43) slijedi da su znatno smanjeni 
torzijski momenti kontinuiranih nosača. Torzijski momenti 
mogu se smanjiti ekscentričnim postavljanjem srednjih stupova. 


dj TraT 
r +A 
g f M+dM 
dg m 
9 
M P 
[9 
a 
TAK | 


SI. 95. Vanjske i unutrašnje sile na element 
mosta u krivini 


Problemi proračuna zakrivljenih nosača obrađeni su u djelima 
R. Dobrowskog, G. Rakowskog i R. Soleckog, M. Vredena, 
M. Schulza i drugih. 


Kosi mostovi. U nosivoj konstrukciji kosih mostova (sl. 96) 
nastaju t6rzijski momenti, čime se u vlačnoj zoni povećavaju 
glavna vlačna, odnosno u tlačnoj zoni glavna tlačna naprezanja. 


MOSTOVI, 


MASIVNI 


Smjer glavnih naprezanja obično se razlikuje od smjera arma- 
ture, što je nepovoljno s obzirom na mogućnost pojave puko- 
tina. Kad je kut skretanja mosta a (sl. 96) manji od 60%, po- 
voljno je provesti, osim uzdužnog, i poprečno prednaprezanje. 


Linija ležaja 


SI. 96. Kosi most 


I2sinp 


"Sl. 97. Mjerodavne točke za dimenzioniranje kosih grednih 


mostova 


H. Homberg odredio je mjerodavne točke za dimenzioniranje 
kosih ploča (sl. 97). U točki m pojavljuje se maksimalni mo- 
ment u polju; u točki r maksimalni moment u polju uzduž 
slobodnog ruba, a u točki s minimalni moment u blizini tupog 
kuta zbog upetosti. Spomenuti momenti mogu se smanjiti 
kaja ležaja koji se može pokretati u svim smjerovima. 
to je manji kut %, nastaju u tupom uglu na rubu veća tlačna 
naprezanja. U linijskom ležaju iza tlačnih naprezanja prema 
sredini nastaju vlačna naprezanja koja nastoje podići ploču, 
čime se smanjuju momenti upetosti. Isto djelovanje ima po- 
pustljivi ležaj na kraju. Visoki rubni pritisci i veliki momenti 
upetosti na tupim uglovima kosih ploča mogu se smanjiti 
povećanim razmakom pojedinačnih ležaja. 

Ploče nepravilnog oblika računaju se metodom konačnih ele- 
menata ili pomoću modela. Kosi mostovi s rebrastim presjekom 
mogu se dovoljno točno računati kao pravokutni kad je kut 
x > 60“. Samo na tupom uglu treba se krajnji ležaj dimenzio- 
nirati s dodatkom od 1/sinx. Za manje vrijednosti « nastaju 
različiti progibi glavnih nosača, zbog čega nastaju u hrptovima 
torzijski momenti, što ovisi o omjeru torzijske krutosti i krutosti 
na savijanje glavnih nosača. Spomenuti momenti su momenti 
prisile, koji se smanjuju prijelazom u granično stanje, tj. nastan- 
kom pukotina. Za sandučaste presjeke najbolje je ležaje staviti 
u sredinu ili okomito na os konstrukcije. Ako to nije moguće, 
tada je često bolje samo jedan ležaj postaviti u tupom uglu, a 
u šiljatom uglu poduprijeti ploču malim gumenim ležajem. 


Minimalna meka armatura. Dimenzije elemenata mostova 
određuju se prema sličnim izvedbama i iskustvu. Poslije prora- 
čuna reznih sila i presjeka kabela za prednaprezanje kontro- 
liraju se naprezanja u svim karakterističnim presjecima. Osim 
proračuna naprezanja, treba također proračunati sigurnost od 
pojave loma djelovanjem momenata i poprečnih sila, te si- 
gurnost od pojave pukotina. Za trajnost građevine važno je 
da konstrukcija ima što manje i što sitnije pukotine. To se 
može postići ugradnjom dovoljne količine meke armature. Ta 
armatura ne smije imati preveliki promjer i preveliki među- 
sobni razmak. Za proračun takve armature treba uzeti u obzir 
ne samo opterećenje i prednaprezanje već i temperaturu i ste- 
zanje. Potrebno je također proračunati progib od stalnog op- 
terećenja, pri čemu treba uzeti u obzir puzanje, kako bi se 
moglo odrediti nadvišenje ili upuštanje. Minimalnu armaturu 
treba proračunati prema postojećim propisima. F. Leonhardt 
smatra da ona mora imati toliki presjek da ne bude napreg- 
nuta preko granice velikih produljenja kad nastaju pukotine. 


MOSTOVI, MASIVNI 


Minimalne vrijednosti karakterističnih omjera iznose: 


j 0,24 1,2? 

za centrični tlak: min u, = Ja — Dje (44) 
Js Ž 

za savijanje i uzdužni tlak: min u, = 04/a (45) 


A 


gdje je f, granica velikih produljenja armature, f,, vlačna čvrstoća - 


betona, a f.e tlačna čvrstoća betonske kocke. 


Upornjaci. Na upornjak djeluje vlastita težina, akcija stalnog 
i pokretnog opterećenja s nosive konstrukcije, uzdužne horizon- 
talne sile (kočna sila, otpor ležaja, trenje), uzgon, aktivni tlak 
zemlje s djelovanjem pokretnog opterećenja i bez tog djelovanja. 
Upornjak treba ispitati na sljedeća opterećenja: a) najveća akcija 
s nosive konstrukcije, b) najmanja akcija i aktivni potisak zemlje 
s pokretnim opterećenjem iza upornjaka i €) kombinacije op- 
terećenja koje nastaju od djelovanja horizontalnih sila, uzgona, 
temperature, vjetra itd. 


Stupovi. Na stup djeluje vlastita težina, akcija stalnog i 
pokretnog opterećenja s nosive konstrukcije, uzdužne horizon- 
talne sile (kočna sila, otpor ležaja, trenje, vjetar na stupove, 
potres), poprečne horizontalne sile (centrifugalna sila, vjetar, 
potres), uzgon. Osim toga treba računati s pomakom pokretnih 
ležaja zbog djelovanja temperature, stezanja i puzanja. Stupove 
treba proračunati za najnepovoljnije kombinacije spomenutih 
opterećenja i na izvijanje. 

Visoki stupovi. Pri proračunu visokih stupova potrebno je 
osobito kontrolirati stabilnost. Naime, pri proračunu vitkih 
elemenata na koje djeluje normalna sila i moment valja uzeti 
u obzir i deformirani oblik osi pritisnutog elementa. Ta se 
promjena utvrđuje uzimajući u obzir i dugotrajne utjecaje. 
Za konstantne presjeke postoje u literaturi gotova rješenja. 
Proračun promjenljivih presjeka razvio je Vianello. Njegov dokaz 
sigurnosti od izbočenja osniva se na iteracijskom postupku. 


Uzdužni presjek 
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Najprije se pretpostavlja linija savijanja, koja se podudara s 
elastičnom linijom, što se dobije kao momentna linija momenta 
(Makrov stavak). Budući da se to nikada ne postiže u prvom 
pokušaju, treba tako dugo pokušavati dok se ne postigne dovoljna 
točnost. 

Budući da je Vianellov postupak nepraktičan i dugotrajan, 
Quast je dao jednadžbe za proračun sila u armiranobetonskim 
presjecima stupova s promjenljivim oblikom. Cilj njegovog rada 
je dokaz nosivosti prema graničnim stanjima. Stabilnost stupova 
s kotrljajućim ležajevima ispitali su W. Zies i Liermann. Spome- 
nuti ležajevi povoljno djeluju na stabilnost stupova, budući da 
kod deformiranog stupa nastaje moment i nagnuće gornje 
površine, što smanjuje moment savijanja u stupu. 


LUČNI MOSTOVI 


Lučni su mostovi konstrukcije kojima je osnovni nosivi sustav 
luk ili svod (v. Lukovi TE 7, str. 564). Luk i svod razlikuju 
se prema širini: luk je male, a svod veće širine. Sastavni dijelovi 
lučnog mosta (sl. 98) malog raspona jesu svod, čeoni zidovi, 
upornjaci i ispuna između čeonih zidova. Iznad svoda često se 
izvode tzv. štedni otvori. Luk ima tjeme, petu, donju površinu 
(intrados), gornju površinu (ekstrados), čelo, širinu, raspon | i 
strelicu f, stinjenost f/l, smjelost 12/f: Mostovi većih raspona 
raščlanjenog su tipa (sl 99). Sastoje se od svodova ili lukova, 
stupaca, kolovozne konstrukcije, zglobova i upornjaka. Kolo- 
vozna konstrukcija može biti luk, ploča ili rebrasta konstrukcija. 
Stupci su kvadratnoga, okruglog ili pravokutnog presjeka. 
Lučni se mostovi danas grade od armiranog betona, jer se tako 
smanjuje potrebna količina betona, a armatura preuzima nepo- 
voljne utjecaje stezanja, puzanja i promjene temperature. Os- 
novni statički sustavi jesu upeti, dvozglobni i trozglobni luk, 
a grade se kao lukovi sa sponom, kao Nielsenov luk i kao 
lučni zid. Ako je dovoljna građevna visina, postavlja se kolnik 
iznad luka. Ako visina nije dovoljna, kolnik može biti upušten 
ili smješten ispod luka. 


Poprečni presjek 


Ispuna 


Os svoda ;Ekstrados 


ŠeTLi 
s shsse 
BO 


Tjeme svoda 


Sl. 98. Svođeni most. l, krajnji raspon luka (svoda), I, srednji raspon luka, 1% krajnji otvor, 19 srednji otvor, L duljina mosta, f strelica luka, f/l stinjenost 
luka, 12/f smjelost luka, S širina mosta, R, polumjer ekstradosa, Ru polumjer intradosa, Rx polumjer zaobljenja nivelete, S; širina luka 


Kolnik gore 


Upušten kolnik 


864_ VII _864 864 _ 
Li "I. x 50,00 = 100,00m 


de) | 
4321. 864 1432, 


u 


Sl. 99. Tip raščlanjenog lučnog mosta 


SI. 100. Upeti 
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Upeti lukovi (sl. 100) najjednostavniji su i najjeftiniji, jer 
nemaju skupih zglobova, pa ne smeta ako donji dio luka 
dođe pod vodu. Visina im se većinom povećava idući od 
tjemena prema peti. R. Vallette, francuski inženjer, predlaže kao 
ekonomičnije rješenje luk u 'obliku srpa. Tada su momenti u 
peti znatno manji i više izjednačeni s momentima u ostalim 
presjecima. R. Maillart je sagradio vitki luk, koji je preuzeo 
samo osne sile, dok momente preuzima kruta kolovozna kon- 
strukcija (sl. 101). Najčešće je luk krut, a kolovozna konstruk- 
cija mekana, pa luk preuzima i osne sile i momente. Ako 
su kolovozna konstrukcija i luk vrlo kruti, tada se momenti 
prenose na oba elementa u odnosu njihovih krutosti. Za dulje 
mostove izvode se lukovi u nizu (sl. 102). Tada se horizon- 
talni potisci od stalnog opterećenja susjednih lukova poništavaju, 
ako su im isti rasponi, i na stupove djeluju samo vertikalne 
akcije. Ima izvedaba kad iznad lukova nema stupića, već se 
luk i kolovozna konstrukcija spajaju u tjemenu. Tada luk ima 
ulogu razupore. 


432 20 
EC: 


ra 


0,39 


SI. 101. Vitki luk s krutom kolovoznom konstruk- 
cijom 


SI. 102. Lukovi u nizu 


Dvozglobni lukovi (sl. 103) primjenjuju se za mostove s velikom 
stinjenosti (velika vrijednost omjera strelice f i raspona 1). Do- 
datni momenti zbog skupljanja i puzanja tada su najmanji. 


Kolnik gore 


Upušten kolnik 


Kolnik dolje 


Sl. 103. Dvozglobni luk 


Zglobovi su smješteni u petama luka. Debljina luka je konstantna 

ili se povećava idući prema tjemenu, analogno anvelopi maksi- 
malnog momenta. Kolnik može biti iznad luka, upušten i 
ispod luka. Kad je kolnik iznad luka, kolovozna konstrukcija 
počiva na stupovima, kad je kolnik upušten, kolovozna je kon- 
strukcija dijelom na stupovima a dijelom je obješena na vješalj- 
kama, a kad je kolnik ispod luka, cijela je konstrukcija na 
vješaljkama. Stupovi i vješaljke su obično vertikalni, ali mogu 
biti i kosi. 

Trozglobni je luk (sl. 104) pogodan za male građevne visine, 
te kad postoji opasnost od slijeganja upornjaka i stupova. 
Zglobovi su smješteni u obje pete i u tjemenu luka. Budući 
da je sustav statički određen, znatno su smanjeni dodatni 
momenti zbog stezanja, promjene temperature i razmicanja 
upornjaka. Visina presjeka luka je konstantna ili se mijenja 
kao npr. u Maillartovim lukovima, gdje je najveća visina u 
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Kolnik gore 


SI. 105. Maillartov trozglobni luk 


četvrtinama luka (sl. 105). Često se zglobovi u peti pomiču 
prema sredini polja. Tada upornjaci dobivaju konzole, kojima 
duljina iznosi 2,5-:4% od raspona. 


Luk sa sponom gradi se sa sva tri položaja kolnika. 
Bit je toga sustava da potisak luka preuzima spona, koja je 
obično smještena unutar kolovoznih nosača. Zbog toga na ležaje 
djeluju samo vertikalne akcije, pa je zato luk sa sponom 
pogodan kad su stupovi visoki ili kad je tlo slabo. Mogu se 
graditi kao upeti, sa dva ili tri zgloba. Prema potrebi gradi 
se kruti luk i mekana kolovozna konstrukcija (sl. 106), mekani 
luk i kruta kolovozna konstrukcija (taj se sustav naziva Langerova 
greda, sl. 107), te kruti luk i kruta kolovozna konstrukcija. 


Kolovozna konstrukcija 


Luk 


SI. 106. Kruti luk s gipkom kolovoznom konstruk- 
cijom 


Gipki luk 


Kruta kolov. konstrukcija 


SI. 107. Langerova greda 


Sl. 108. Luk sa zategom iznad njega 


Kad je kolnik upušten i kad se kolnik nalazi ispod luka, 


armatura je zatege smještena u rubne nosače. Vješaljke su 
obično od armiranog betona, no mogu biti također od čelika 
ili od prednapregnutog betona. Ako su od armiranog betona, 
betoniraju se naknadno nakon otpuštanja skele, da beton ne bi 
pucao zbog vlačnih naprezanja. Ako je kolnik iznad luka, zatega 
se smješta unutar kolovoznih nosača (sl. 108). Nekoliko takvih 
mostova izgrađeno je u SSSR. 

Nielsenov luk, sustav s kosim vješaljkama, naziva se po 
pronalazaču Nielsenu (sl. 109). U takvoj konstrukciji momenti 
iznose q12/250, dok u konstrukciji s vertikalnim Je 
g12/64, što je četiri puta više. Ušteda betona. iznosi 15%. 
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_ 14330 
SI. 109. Nielsenov luk 


Varijanta je takva rješenja da je kolnik u sredini raspona 
razdvojen zglobom ; tada se potisna sila prenosi na upornjake. 

Mostovi s lučnim zidovima u statičkom su pogledu kombi- 
nacija luka i zida. Sastoje se od dva ili više vertikalnih lučnih 
zidova povezanih pločom s gornje strane (sl. 110). Zbog toga 
se takav sustav primjenjuje samo s kolnikom iznad luka. U 
prošlosti su građeni lučni mostivi s krutom armaturom, koja je 
ujedno služila kao skela. Montažna gradnja lučnih mostova do- 
sada se rijetko primjenjivala, osim u SSSR. 


SI. 110. Most s lučnim zidovima 


Poprečni presjeci lukova odlikuju se raznovrsnošću. Zanim- 
ljivo je da su F. Hennebique i kasnije R. Maillart stvorili 
prototipove mostova koji se i danas grade. Do pojave armira- 
nog betona primjenjivani su puni presjeci jednaki širini mosta. 
Razvitkom armiranobetonskih mostova presjek je raščlanjivan 
(sl. 111). Tako su nastala dva ili više blizanaca svoda ili luka. 


ZM, 


VIDA VMA 
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SL 111. Neki presjeci lukova lučnih mostova 


Korak dalje su šuplji presjeci s jednom ili više ćelija, što ovisi 
O širini mosta. Svi su veliki svodovi i lukovi šupljeg presjeka. 
Debljina svodova iznosi 1/60-::1/100 raspona. Pri odabiranju 
debljine lukova valja paziti na stabilnost. Luk se može izvi- 
nuti u vertikalnoj ili, ako je uzak, u horizontalnoj ravnini. 
Zbog toga širina jednodijelnih svodova ne bi smjela biti manja 
od 1/20 duljine mosta, a svodova blizanaca manja od 1/32 
duljine. Ušteda betona postiže se lučnim nosačima male širine. 
Zbog male bočne krutosti potrebno je između. takvih lukova 
ugraditi vjetrovne sprege u obliku rešetkastih nosača (sl. 112). 


201,80 


SI. 112. Most preko rijeke Seine (La Roche Guyon) 


Debljina lukova jednostavnih sustava iznosi 1/40---1/60 duljine 
mosta, te je veća nego za svodove. Kad se izvodi Nielsenov 
luk i Langerova greda, debljina luka može iznositi i 1/120 
duljine luka. 
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Konstruktivni elementi 


Kolovozna konstrukcija iznad svoda, odnosno luka može biti 
puna ili raščlanjena. 

Kad je kolovozna konstrukcija puna, između čeonih zidova 
nalazi se dobro nabijena zemlja ili mršavi beton (sl. 113). 
Iznad ispune stavlja se kolnik od tvrdo lijevanog asfalta u 
dva sloja, na betonskoj podlozi ako je ispuna zemljana. Deb- 
ljina čeonih zidova može se smanjiti ugradbom zatega. Puna 
kolovozna konstrukcija primjenjivala se od nastanka svođenih 
mostova do pojave armiranog betona. Danas se tako grade 
manji mostovi i propusti. Da se smanji težina, svodovi su se 
olakšavali štednim otvorima u obliku malih svodova. 


SI: 114. Most preko Vltave u Podolsku 


Raščlanjena kolovozna konstrukcija sastoji se od ploče ili 
rebraste konstrukcije poduprte stupovima. Katkada se umjesto 
grednih sustava grade svodovi (sl. 114). Stupovi mogu biti 
zidovi po čitavoj širini svoda ili više stupova okrugloga, kvad- 
ratnoga, pravokutnog i drugačijih presjeka. Ploča može biti 
puna ili sa šupljinama, što ovisi o njenu raspenu. Rebrasta 
konstrukcija primjenjuje se za veće raspone. Može biti betoni- 
rana na gradilištu ili montažna, odnosno polumontažna. Sastoji 
se od kolovozne ploče, uzdužnih rebara i poprečnih nosača. 
Kad su lukovi ili svodovi široko razmaknuti, potrebni su jaki 
poprečni nosači na koje se oslanja sustav podužnih nosača. 
Tada se na stupove prenose momenti, jer poprečni nosači i 
stupovi sačinjavaju okvirne konstrukcije. Osim toga, u tim 
okvirima mogu nastati znatne sile i momenti zbog nejedno- 
likog ugiba lukova pri asimetričnom opterećenju. U statičkom 
pogledu stupovi mogu biti zglobno oslonjeni i dolje i gore, 
dolje upeti, a gore zglobno vezani kolovoznom konstrukcijom, 
ili i dolje i gore upeti. Kad se kolnik nalazi ispod luka, 
kolovozna konstrukcija ovisi o tipu rasponske konstrukcije. 
Ako je luk krut,a kolovozna konstrukcija gipka, primjenjuju 
se često poprečni nosači ovješeni vješaljkama o lukove (sl. 115). 


SI. 115. Poprečni nosač i vješaljke 
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Uzdužni nosači oslanjaju se na poprečne nosače i nose kolo- 
voznu ploču. Krajnji uzdužni nosači ujedno su zatege lukova. 
Kad je luk gibak s uzdužnim nosačima velike krutosti, po- 
prečni nosači oslanjaju se na uzdužne, a kolovozna ploča na 
poprečne nosače. Širi mostovi imaju iz ekonomskih razloga još 
i uzdužne nosače (sl. 116). 


SI. 116. Lučni most s uzdužnim kolovoznim nosačima 


Kad su lukovi međusobno vezani prečkama, prečke, vješaljke 
i poprečni nosač čine zatvoreni okvir. Ako lukovi nisu spojeni 
prečkama, vješaljke i poprečni nosač čine okvir otvoren prema 
gore. Razmaci vješaljki ovisni su o rasponu nosivog luka. Može 
biti i više od deset polja. Izbor kolovozne konstrukcije ovisi 
o konstruktivnim, ekonomskim, izvedbenim i estetskim razlo- 
zima. 


Zglobovi se grade u tjemenu i u petama lukova. Oni do- 
puštaju zakrete elemenata lukova i određuju mjesto potporne 
linije. Katkad se u upete svodove ugrađuju privremeni zglobovi 
da bi se svod za vrijeme gradnje mogao pokretati bez do- 
datnih momenata i da bi se smanjio utjecaj stezanja. Tada se 
nakon spuštanja skele zglobovi zatvaraju. Prije su se gradili 
zglobovi od kamena i betona. Danas se grade većinom od armi- 
ranog betona (sl. 117) i čelika (sl. 118). Za važnije objekte 


Drvo 15cm 
Lim 1,5mm 


14 [=- 


SI. 117. Armiranobetonski zglob s olovom za 


manje sile 


Sl. 118. Čelični ležaj u tjemenu 


upotrebljavaju se čelični zglobovi, jer imaju najmanju ekscen- 
tričnost. S obzirom na točnost centriranja bolji su zglobovi sa 
svornjakom od valjkastih zglobova. 


Upornjaci lučnih mostova (sl. 119) preuzimaju vertikalne 
i horizontalne akcije od lukova, te ih prenašaju na tlo. Njihove 
dimenzije ovise o iznosu sila, kvaliteti tla i dubini temeljenja. 
Donja ploha temelja obično je horizontalna ili blago nagnuta 
da bi se povećala stabilnost prema klizanju. Preko donje plohe 
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prenaša se vertikalna akcija na tlo, a preko vertikalne plohe 
i trenja (na donjoj plohi) horizontalna akcija. Pri izboru oblika 
upornjaka treba, također, kontrolirati stabilnost prema prevr- 
tanju. Upornjaci su od masivnog betona, a izrađuju se i laki 
upornjaci od armiranog betona. Kad je nosivo tlo na većoj 
dubini, izrađuju se katkada šuplji upornjaci (sl. 120). Krila su 
obično paralelna. Između njih se ispunjuje prostor dobro na- 
bijenom zemljom. Iznad temelja može se izgraditi i šuplja 
armiranobetonska konstrukcija s rebrastom kolovoznom kon- 
strukcijom. 


SL 119. Nekoliko tipova upornjaka 


Presjek b-b Presjek a-a 


li 


bh 
sr 
| 36 


La 
SI. 120. Šuplji upornjaci 


Duljina masivnih upornjaka iznosi u slabijem tlu 1/3---1/5 
raspona, već prema stinjenosti luka, a u boljem tlu duljina se 
upornjaka smanjuje na 1/8---1/10 raspona. 


Stupovi lučnih mostova bili su nekad masivni, kompliciranih 
presjeka i promjenljivih nagiba ploha (sl. 121). U težnji za 
racionalnošću, njihovi oblici kasnije postaju jednostavniji, prila- 
gođeni načinu gradnje, tj. kliznoj ili penjačkoj oplati kad se 
grade visoki stupovi, odnosno običnoj oplati kad se grade niski > 
stupovi. Na njihove dimenzije utječu akcije s lukova, odnos 
pokretnog i stalnog opterećenja, visina peta lukova iznad te- 
rena, oblik stupa, kvaliteta tla i estetski zahtjevi. Kad su su- 
sjedni svodovi različitih raspona, sa strane većeg raspona dje- 
luje veća horizontalna sila. To može zahtijevati asimetrični 
oblik temelja, dok se stup oblikuje simetrično. Presjeci stupova 
mogu biti puni ili šuplji. Ako se grade od masivnog betona, mogu 
imati velike dimenzije zbog znatnih horizontalnih sila. Stupovi 
od armiranog betona imaju znatno manje dimenzije (sl. 122). 
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SI. 122. Armiranobeton- 


Sl. 121. Stupovi za lučne mostove ski šuplji stup 
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Proračun stupova mora obuhvatiti osim njihova dimenzioni- 
ranja i sigurnost od prevrtanja i klizanja. 


Gradnja lučnih mostova 


Najteži i najopasniji dio gradnje lučnih mostova jest gradnja 
skele. Donedavno gradili su se lučni mostovi na skeli koja se 
nalazila ispod luka. Skela se sastojala od temeljnih pilota, 
podupirača, kliješta, nosivih greda i oplate (sl. 123). Pri gradnji 
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SI. 123. Drvena skela za gradnju lučnog mosta 


kamenih mostova namještali su se na skelu klesanci određenim 
redom i vezom. U spojnice se stavljao mort, a nekada i olovo, 
ili su se tako precizno obrađivale spojnice da su klesanci 
ležali neposredno jedan na drugome. Tokom gradnje betonskih 
mostova lukovi su se betonirali u lamelama određenim redom, 
a između lamela ostavljao se razmak, koji se ispunjao betonom 
tek kad se skela slegla. Napredak u gradnji lučnih mostova 
ostvaren je gradnjom mosta preko rijeke Elorn kod Plougastela 
u Bretanji kad je M. E. Freyssinet (1879—1962) izveo lučnu 
skelu bez podupirača. Iskoristio ju je tri puta, tako da je svaki 
put uplovio s njom u otvor, jer je tokom plovidbe bila oslo- 
njena na pontone (sl. 124). Za gradnju mosta Caille (Francuska) 


SI. 124. Ploveća skela za most kod Plougastela 


upotrebljena je također lučna skela, ali je bila ovješena u toku 
gradnje o nosive kabele. Takve skele često su vrhunska dostig- 
nuća u drvenim konstrukcijama. Osim drvenih skela, upotreb- 
ljavaju se katkada i metalne skele. 

Kad su se gradili mostovi na auto-cesti Caracas—La Guaira 
u Venezueli, Freyssinet je dao ideju da se izgrade armirano- 
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betonski lukovi pomoću skela ovješenih o kabele. Ta je metoda 
iskorištavana i za gradnju čeličnih lukova. Po završetku beto- 
niranja prvog odsječka, montirala se skela drugog odsječka 
ovješena o nove kabele i betonirao se taj odsječak. Postupak 
bi se ponavljao do srednjeg dijela skele, koji je bio izgrađen 
na dnu uvale i podignut na svoje mjesto. 

Za gradnju velikog luka betonskog mosta preko Dunava 
kod Novog Sada izvedena je lučna skela od gotovih armirano- 
betonskih elemenata. Za gradnju šibenskog (sl. 125) i paškog 
mosta projektant je upotrijebio čeličnu skelu duljine 27 m, koja 
je bila ovješena o čelične kabele. Nakon završenoga beto- 
niranja krajevi očvrslih lamela prihvaćali su se novim zate- 
gama, skela se zatim premještala naprijed i ovjesila se o nove 
kabele. Postupak se ponavljao do završetka luka. Zanimljiva 
je lučna skela (sl. 126), koja ima dvije polovice od kojih se 
svaka gradi u vertikalnom položaju da bi se nakon što su 
izgrađene spustile pomoću zatega prema sredini, gdje se spajaju 
u cjelinu. 


Sl. 126. Vertikalna izvedba polovice luka i spuštanje u konačni položaj 


Metode proračuna 


Luk je osnovni nosivi element lučnih mostova. Njegova je 
glavna karakteristika da u njemu pretežno djeluje tlak, za raz- 
liku od visećih mostova gdje je glavni nosivi element uže 
napregnuto na vlak. Proračun mostova manjih i srednjih ras- 
pona provodi se prema približnoj teoriji, dok se za proračun 
velikih raspona primjenjuje stroga teorija. Da se isključi utje- 
caj momenata u luku od utjecaja težine, računa se da je os 
luka potporna linija, koja se dobiva kao verižni poligon za 
stalno opterećenje. Takvi se momenti ne mogu potpuno elimi- 
nirati, jer se luk deformira zbog elastičnosti i plastičnosti 
materijala, pa zbog toga nastaju dodatni momenti. Međutim, 
najveći momenti u luku nastaju djelovanjem pokretnog optere- 
ćenja. Prema približnoj teoriji dobivaju se momenti i za 25% 
manji od stvarnih, pa je takva teorija na strani nesigurnosti. 
Budući da omjer naprezanja od pokretnog i stalnog optere- 
ćenja iznosi najviše 0,24, što ovisi o tipu konstrukcije, rasponu 
i strelici, nastaje pogreška otprilike 6%, koja se može u praksi 
tolerirati. 

Proračunom sigurnosti s obzirom na izvijanje uzimaju se 
u obzir i pomaci luka v i u prema sl. 127 (točnija teorija). 
Za vrlo položite lukove dovoljno je računati samo s vertikal- 
nim deformacijama v. Na ponašanje betonskih konstrukcija 
mnogo utječe plastičnost betona. Naime, djelovanjem sile u du- 
žem razdoblju nastaje plastična deformacija, koja se naziva 


246,40 


SI. 125. Konzolna izvedba šibenskog mosta 
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puzanjem. Puzanje utječe na naprezanje u luku. Za proračun 
u plastičnom području razlikuju se približna i točnija teorija. 
Kad se računa djelovanje kritičnih tereta, plastične deforma- 
cije ne utječu na izvijanje, jer ono nije ovisno o vremenu. 


SI. 127. 


Početno i deformirano 
stanje luka 


SI. 128. Opterećenje g(x), moment M, 
i potporna linija z(x) 


Os luka je linija koja spaja težišta presjeka luka. Opti- 
malna os luka poklapa se s potpornom linijom. Ta se linija 
proračunava uz pretpostavku da je greda ili konzola statički 
određena. : 

Moment stalnog opterećenja u presjeku x (sl. 128) iznosi 


M()=M. + H,z(x), (46) 


gdje je Mo moment proste grede, H, horizontalna kompo- 
nenta reakcije, a z ordinata luka. Pri poklapanju osi luka s 
potpornom linijom dobiva se ordinata potporne linije iz relacije 


Mo(x) 

=- j 47 
z(x) H, (47) 

; : : a . h:% 
Maksimalna je horizontalna reakcija kad je £|5) =, 

l X j 

Mo (5) = Momax Pa je 
' M ax 

Hama == sam (48) 


gdje je f strelica luka. 

Za stalno kontinuirano opterećenje izveo je Legay jed- 
nadžbu osi luka. Ordinate osi luka mogu se odrediti pomoću 
tablice A. Strassnera, F. Koglera i drugih. Radi boljeg izjed- 
načenja maksimalnih i minimalnih momenata koji nastaju djelo- 
vanjem pokretnog opterećenja, stezanja i razmicanja upornjaka, 
katkada se odabire oblik luka koji se razlikuje od potporne 
linije. To obično nije svrsishodno, jer se time samo premještaju 
nejednako raspodijeljeni momenti od tjemena na obližnje pre- 
sjeke na osmini raspona, što proizlazi iz točnije teorije. 

Linija momenta inercije presjeka luka je optimalna kad se 
linija momenta otpora W, poklapa s linijom maksimalnih _mo- 


menata. Tada su, naime, naprezanja u svakom presjeku prib- 
ližno jednaka. Iz tog uvjeta dobiva se izraz za liniju momenta 


inercije 
vate 
1=1)/(86), 
Vi 


gdje je J, moment inercije u presjeku x, J; moment iner- 
cije u tjemenu luka, M, moment savijanja u tjemenu, a M, 
moment savijanja u presjeku x. Da se olakša integracija za po- 
prečno statički neodređene sustave, A. Ritter je izveo za upeti 
luk sljedeći izraz za liniju momenata inercije: 


J, 
J,Coso, 


=1—(1 nje; (50) 
gdje je J, moment inercije u tjemenu luka, J, moment iner- 
cije u presjeku koji odgovara ordinati z, 0, nagib tangente na 
luk u točki z prema horizontali, n koeficijent ovisan o omjeru 
stalnog i pokretnog opterećenja (za cestovne mostove n = 0,3, 


(49) 
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a za željezničke mostove n = 0,20---0,25), dok je ć omjer između 
udaljenosti točke z od tjemena luka i polovice raspona luka. 

Osim toga, postoje prijedlozi i drugih autora (npr. R. 
Valette) za određivanje linije momenata luka. 

Upeti luk. To je tri puta statički neodređen sustav (sl. 129). 
Prikladan je kad je omjer strelice f i duljine | veći od 
1/6--:1/7. Kad je, naime, taj omjer manji, pojavljuju se veliki 
dodatni momenti zbog elastičnog skraćenja luka, stezanja, raz- 
micanja oslonaca i promjene temperature. 


SI. 129. Upeti luk 


Jednadžbe elastičnosti za upeti luk u matričnom obliku 
glase 


din Biz Bi3 Xi I dio 
21 822 O23 X, = B20 (51) 
Bar 832 Baal LX31 Ld39. 


u kojima su & pomaci, a X sile u elastičnom težištu. Opći je 
izraz za pomake 


du = Ee 


Ma. NIN 


: EFQgd9 (52) 


s s 
gdje su M; i My momenti savijanja, N; i N, vertikalne sile u 
promatranim točkama, E modul elastičnosti, J moment inercije, 
F presjek, a ds element luka. Primjenom elastičnog težišta 
dobivaju se tri međusobno neovisne jednadžbe: 

Xidi1 + Bio = 0, X 2822 + 220 = 0, X 3033 + 830 = 0, (53) 
a elastično težište određuje se iz uvjeta či» =, =0,3 = 
=02=03=3=0. 

Djelovanje vlastite težine, stezanja, razmicanja oslonaca i pro- 
mjene temperature. Da se postigne veća računska točnost, računa 
se pri proračunu luka za spomenuta opterećenja da je pot- 
porna linija statički određen sustav, pa stoga nema momenata. 
Smanjenje horizontalne komponente (H.) zbog stlačivanja luka 
iznosi 
[ds" 


H=--——=- g0 3 (54) 


KG 
3 oos*PJ2*ds + [cos*gpds" 


gdje je H,o horizontalna komponenta reakcije od stalnog op- 
terećenja, J, moment tromosti u odabranom presjeku, F. po- 
vršina odabranog presjeka, ds razmak promatranih presjeka, 
z ordinata težišta promatranih presjeka, o nagib tangente na 
luk u promatranom presjeku, a B nagib ordinate kroz tjeme 
luka (kad je luk simetričan, f = 0), dok su 


sh F, 
ds = Id ds" = S ds, (55) 
gdje su J i F moment inercije i površina presjeka promatranog 


presjeka. 
Sila H, djeluje u elastičnom težištu, pa stoga momenti od 
vlastite težine izgledaju kao momenti upete grede (sl. 130). 


.Uz pretpostavku da je luk paraboličan za omjer f/l = 1/6 dobiva 


se H,x —0,005H,y. To znači da se —0,5% vlastite težine 


SL 130. Momentna linija sile H4 
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prenosi grednim, a ostatak lučnim djelovanjem. Kad je manja 
strelica f, dobiva se veća vrijednost za H,. Može se, dakle, 
zaključiti da nisu pogodni položiti upeti lukovi. 

Pomak 8,9 zbog stezanja betona, promjene temperature i 
razmicanja upornjaka iznosi 


dao =(W+w)TI +41, (56) 
gdje je w, koeficijent stezanja betona, w, koeficijent rastezanja, 
odnosno stezanje betona pri promjeni temperature T, | raspon 


luka, a \/ razmicanje upornjaka. Prema tome, smanjenje je 
horizontalne komponente reakcije luka 


(w+w)TI + Al 


H+tHr+H,=—EF (57) 
3 cos“ P|=*ds + [cos? ds" 
pa su dodatni momenti 
M=—(H.+H.+Hry+H,)zcosf. (58). 


Djelovanje pokretnog opterećenja. Približan tok momenata u 
luku djelovanjem pokretnog opterećenja dobit će se kad se 
optereti polovica luka jednoliko raspodijeljenim opterećenjem p. 
To opterećenje zamijenit će se simetričnim + p/2 i antisime- 
tričnim +p (sl. 131). Od simetričnog opterećenja nema mome- 
nata u paraboličnom luku. Antisimetrično opterećenje ne proiz- 
vodi horizontalnu reakciju. Zbog toga nastali momenti odgova- 
raju onima za jednostavno upetu gredu s rasponom 1/2. U 
tjemenu moment iznosi —pl?/64, a u peti —pl?/114. Točne 
su vrijednosti pl?/59 i pl?/110. Za proračun momenata od po- 


ITI TII 


III 


: proi it 
SI. 131. Momenti zbog antisimetričnog 
opterećenja 


My, 


Sl. 132. Utjecajne linije 
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kretnog opterećenja upotrebljavaju se utjecajne linije statički 
prekobrojnih veličina X,, X, i X3. One se određuju iz matrice 
(51). Pri tom se upotrebljava Maxwellov poučak, te se članovi 
Bio: 820 1 830 zamjenjuju sa 891, 892 1 893. Oni predstavljaju 
linije progiba grede opterećene momentima X,=1, X,=1i 
X3=1. Utjecajne linije (sl. 132) dobiju se dijeljenjem Š,,, 
802 | Čo3 SA Bi,, 022 i 833, a utjecajne linije za momente 
dobiju se iz izraza 


M=My+X,M;+X2M,+ X3Mai. (59) 

Dvozglobni luk (sl. 133) je jedanput statički neodređen sustav. 
Prikladan je kad je omjer strelice f i raspona / manji od 
1/6--:1/7 i veći od 1/10-.:1/12. Mostovi s dvozglobnim lukom 
kompliciraniji su u konstruktivnom pogledu zbog zglobova. 


SI. 133. Dvozglobni luk 


Osim toga, izradbe zglobova i njihovo održavanje poskupljuje 
građevinu. Kad je kolnik dolje i kad je on upušten, horizon- 
talnu akciju preuzima zatega, a gornji i donji pojas međusobno 
su spojeni vješaljkama. Budući da se ne mijenjaju razmaci iz- 
među vlačnog i tlačnog pojasa, nema momenata zbog defor- 
macija i, prema tome, ne postoji ni opasnost od izvijanja u 
ravnini luka. Proračun momenata savijanja od vlastite težine 
polazi od statički određenog luka, jer je tada veća računska 
točnost. 


Dvozglobni luk s kolnikom iznad luka (sl. 134) skraćuje se 
zbog pritiska. Jednadžba elastičnosti glasi 
: R Đ10 + Hdi1 = 0, (60) 


gdje je 8šio pomak od stalnog opterećenja u smjeru sile H.L, 
a Ši, pomak djelovanjem sile H, = 1. Smanjenje sile H. zbog 
skraćenja luka iznosi 
d ds" 
1. Ha U) 

raka + (cos? ds" 


E sei 


Sl. 134. Dvozglobni luk s kolnikom 
iznad luka 


(61) 


Značenje oznaka navedeno je uz relaciju (54). Za luk s omjerom 
J/l = 10 dobiva se H, = — 0,005 H,,, što znači da 0,5% vlastite 
težine prenosi grednim djelovanjem. Ako se, međutim, tome 
doda djelovanje puzanja, promjene temperature i razmicanja 
oslonaca, nastaju momenti M, = H.z koji imaju oblik potporne 
linije. Pomaci zbog spomenutih utjecaja određuju se prema 
relaciji (56), pa je smanjenje horizontalne komponente reakcije 
luka 


+w)TI+Al 
H+H,+H,= —EF,— im 


F (62) 
Izd + (cos? ds" 


Zbog smanjenja te komponente nastaju dodatni gredni momenti 
M =(H+H+Hr+H,)z. (63) 


Dvozglobni luk sa zategom i s upuštenim kolnikom ili kol- 
nikom ispod luka. Horizontalna se akcija prihvaća zategom, 
pa nema djelovanja razmicanja oslonaca. Sila H., međutim, 
postaje veća jer se skraćenju luka pribraja produljenje zatege, 
pa se djelovanje stalnog opterećenja izračunava iz relacije 


H,= —H [ds"+kl 


(64) 


go , 
raj + (cos? ds" + kl 
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gdje je 
A EE. 
EF 
U relaciji (65) veličine s indeksom e odnose se na zategu. Za 
omjer f/l = 1/6 i čeličnu zategu (g, = 21 kN/cm?) dobiva se da 
je H, = —0,024H.,4, što je za oko pet puta veće nego za dvo- 


zglobni luk s kolnikom iznad luka. Zbog stezanja betona i 
promjene temperature pojavljuju se dodatne horizontalne sile 


(65) 


x +w)TI K 
HH = pij bu, tw) (66) 
Piz ds + [cos?pds“ + kl 
i dodatni momenti 
M =(H.+H,+ Hy)z. (67) 


Djelovanje pokretnog opterećenja. To se djelovanje određuje 
pomoću utjecajnih linija. Tako se dobiju momenti, koji iznose 
za parabolične lukove u tjemenu M = + pl?/130, a u četvrtini 
raspona M = + pl?/64 (sl. 135). Pri proračunu utjecajnih linija 


Pp 
KMAN 
S idi 


(IIIIITIĐSTITITTITI| 
[TIITILTRHITITITIITI 


SI. 135. Momentna linija od antisime- 
tričnog opterećenja +p,/2 


polazi se od statički određene grede, a ne od statički određe- 
nog luka, kako se računa utjecaj stalne težine. Utjecajna je 
linija za nepoznatu horizontalnu reakciju X, 


(68) 


To znači da se utjecajna linija X, dobiva kao progibna linija 
za X, =1 podijeljena sa 8;,. Korisno je računati s momentima 
jezgre, jer se tako eliminira utjecaj pripadnih normalnih sila. 


Trozglobni luk statički je određen sustav. Prikladan je za 
vrlo spljoštene lukove koji imaju omjer f/l! = 1/10---1/12. 

Djelovanjem stalnog opterećenja, stezanja, promjene tempe- 
rature, razmicanja upornjaka i puzanja os se luka deformira, 
zbog toga se tjeme spušta, te nastaju dodatni momenti u luku. 

Svako horizontalno skraćenje polovice luka daje za a/f 
veće spuštanje tjemena luka, gdje je a polovica raspona, a f 
strelica luka (sl. 136). Tjeme se luka spušta zbog izmicanja 


Hg 


SI. 136. Momentna linija zbog djelovanja Af 
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oslonaca Al za 


. —aAl 
Alu = Sf š (69) 
zbog promjene temperature T za 
ap 
M kuri, (70) 
zbog stezanja betona za 
2 2 
mm: omni (71) 
a zbog skraćenja luka za 
Hera F ć 
A | l =— dx + 0 72 
he EF fo) F(x)coso X J F(x)cosop , 07) 
Ukupno spuštanje tjemena luka iznosi 
Af = Af, + Afr+ Af; + Sf, (73) 
a moment 
M=M,+Mr+M,.+Mer= H> M. (14) 


Iz toga proizlazi da se s povećanjem ordinate y povećavaju i 
momenti. Dodatni se momenti smanjuju nadvišenjem luka pa je 
nakon spuštanja os luka jednaka potpornoj liniji. Spuštanje je 
luka, međutim, zbog puzanja vremenska funkcija, pa se ukupno 
spuštanje tjemena može prikazati funkcijom 


af) = 5, + 0/14 M2 + ATI + oto 


m 


(75) 


gdje je p(t) koeficijent puzanja u trenutku 1. Očigledno je da 
je nemoguće oblikom luka koji je različit od potporne linije 
potpuno ukloniti momente koji nastaju spuštanjem tjemena. Uz 
malu sigurnost prema izvijanju bitno je da se poduzmu mjere 
da os luka zadrži oblik potporne linije. Razlog je u tome, 
što spomenuti momenti čine, kad se pređe iz približne teorije 
na strogu, deformacije koje dalje povećavaju momente. 
Djelovanje pokretnog opterećenja izračunava se pomoću utje- 
cajnih linija. U presjeku x (sl. 137) utjecajne linije se sastoje od 


SI. 137. Utjecajna linija momenta jezgre u peti 
luka 


utjecajnih linija proste grede i djelovanja sile H. Za jednoliko 
raspodijeljeno opterećenje ekstremni momenti iznose: 


2 ti \ 
== ije, (76) 
pl* n—č 
Ma,= -— 77 
S raja. (7) 
gdje su 
g X PA 
#=23 = (78) 


Momenti jezgre My mini Maxu max Mjerodavni su za proračun tlač- 
nih naprezanja, a momenti Myomax 1 Miyumin ZA proračun vlačnih 
naprezanja. Budući da momenti plohe mjerodavni za ta napre- 
zanja nisu jednaki (sl. 138), oni se mogu izjednačiti ako se 
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potporna linija za vlastitu težinu podigne ili spusti za 


= M ku max + M yomin 


Ay 79a 
* 2H, na) 
ili za 
M yo max + M kumin 
Ay = 79b 
3 2H, MM 
M Mamin 


NMuimar 

SI. 138. Usporedba utjecajnih linija 

momenata u gornjoj i donjoj jezgri, 
te momenata u osi luka 


Kad su svodovi položiti i s velikim rasponima, tlačna su 
naprezanja velika. Da bi se ta naprezanja smanjila, provodi 
se opisano izjednačenje. Takav svod naziva se Engesserovim 
svodom. Kad su svodovi s malim rasponom ili s velikom stre- 
licom, naprezanja su zbog vlastite težine mala, pa je potrebno 
izjednačiti vlačna naprezanja. Takav se svod naziva vlačnim 
svodom. 


Jednozglobni svod (sl 139) ne preporuča se za gradnju, 
jer točnija teorija pokazuje da zbog deformacije tjemena i 
četvrtine luka nastaju vrlo nepovoljni dodatni momenti. 


SI. 139. Jednozglobni luk 


Langerova greda sastoji se od krute grede ojačane vitkim 
lukom (sl. 140). Sustav je unutrašnje grede jedanput statički 


Urjec. linija za H 


Baines 


Ujec. linija Mx=M9%H 


ta 


SI. 140. Utjecajne linije za H i M, na Langerovoj 
gredi 


neodređen. Računa se s prekobrojnom silom H, koja se odre- 
đuje iz relacije 


I : 
PISE-B)+ 5-28 469) 
H=-— (80) 
2 1 JOEL 
lle2 zve+ A, + F, + HF, 2 m 


gdje je I raspon luka, ć = T f strelica luka, e ekscentričnost 


priključka luka na težište grede za ukrućenje, J, moment iner- 
cije grede za ukrućenje, F, površina presjeka grede za ukru- 
ćenje, F, površina presjeka luka, E; modul elastičnosti betona 
luka (tlak), Ey modul elastičnosti betona grede (vlak), a %, 
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nagib tangente na luk u promatranom presjeku. Momenti savi- 
janja u gredi iznose: 

ležaj M;,= -He, (81a) 
M, =My— H(y +), (81b) 


gdje je M,» moment proste grede, a y vertikalna udaljenost 
od presjeka luka do linije djelovanja sile H. Sila je u vje- 
šaljci 


presjek x 


(82) 


gdje je A razmak vješaljki. Prema tome, sile su u svim vje- 
šaljkama jednake. 


Lučni zidovi izvode se samo kao statički određeni sustavi 
s tri zgloba, jer su u statički neodređenim sustavima znatni 
utjecaji zbog promjene temperature, skupljanja betona i razmi- 
canja upornjaka (zbog velike krutosti konstrukcije). Sile i mo- 
menti u presjecima računaju se kao za trozglobni luk. Na- 
prezanja se pak računaju s nekim ograničenjima. H. Bay je 
ispitivao takve konstrukcije fotoelastičnim metodama i utvrdio 
da za njih ne vrijedi Navierova hipoteza o ravnim presjecima. 
Budući da uglovi ne sudjeluju u radu presjeka, Bay preporu- 
čuje da se u proračun uzme samo dio presjeka omeđen krugom 
(sl. 141). 


H 
HA. 
P4 Koi Ku 


Jijagram naprezanja 


i donj I 
PA“ rub jezgre; sf Dii “ 
ai b b 


SI. 141. Djelovanje lučnog zida prema Bayu 


Puzanje je plastični proces tokom kojega se beton skra- 
ćuje kad na njega duže vremena djeluje stalno opterećenje. 
Na temelju pokusa ustanovljeno je da za puzanje vrijedi 
Hookeov zakon. Prema tome, deformacije zbog puzanja propor- : 
cionalne su trajnim naprezanjima. Izraz za sporu deformaciju 
glasi 

% 
a=— 83 
k Ko ( ) 
gdje je 4 naprezanje betona, E, modul elastičnosti betona, 
o, koeficijent puzanja u trenutku t. Za beton vrijedi 


P= PK,K., (84) 
gdje je 0 koeficijent puzanja za t= o, K, utjecaj stupnja 
otvrđivanja na puzanje, a K, utjecaj vremenskog toka puzanja 
i stezanja. Pri računu puzanja uzima se radi jednostavnosti da 
je E, konstantno. Za smanjenje sile H zbog elastičnog skra- 
ćenja betona, stezanja i razmicanja oslonaca vrijede sljedeće 
relacije za upeti i dvozglobni luk: 


Hgo [ ds w,TI Al 

Šu JEF! : Bir di 
Zbog puzanja luk se skraćuje, i zato nastaje horizontalna 
reakcija H(t) kao funkcija vremena t. Da se odredi ta reakcija, 
treba poći od sljedeće diferencijalne jednadžbe, koja se dobiva 


iz uvjeta da je za svaki vremenski razmak t promjena raspona 
luka jednaka nuli: 


H= - 


Hy = (85) 


w.Tldo(t) dot) ( ds . dot) 
z H.+H,)6,, 
0, dt 9-q JER eton 
. do(t) dH(t) 
+ H(t)ši, <. +—H, 2u =0. (86) 


Prvi član prikazuje utjecaj stezanja betona, a jer je stezanje 
g PETE . dead : do(t 

afina krivulja puzanja, taj je član pomnožen sa E, Drugi 
E t 


696 


član predstavlja skraćenje raspona zbog centričnog puzanja, a 
do(t) 
dt 
član je elastična promjena raspona H,i H, za t = 0 pomnožena 

do) 
dt 

veličina koju treba odrediti, a ona proizvodi elastičnu deforma- 

ciju H(t)8,,. Da se uzme u obzir utjecaj vremena, mora se 


dobiva se množenjem elastičnog skraćenja sa . Treći 


da se dobije plastična promjena. Reakcija H(t) je 


.. dot z 
množiti s . ), S porastom H(t) u vremenskom intervalu dt 
: s .. dH(0) E . 
za dH(t) nastaje elastična deformacija dr dii: Budući da je 
ds 
Hču=—-Ho|— 
dui "lg _ (87a) 
wTI=—H,6i, (87b) 
diferencijalna jednadžba (86) postaje jednostavnija, pa je 
dH(t) de(t) , ( H.\do(t) 
E Rien en 88 
dt (0) dt \ m dt (88) 
Rješenjem diferencijalne jednadžbe dobiva se 
(H 
Ha =|=*- Ha) (1—e-*(") (89) 
Po 


U rješenju se ne pojavljuje sila H., pa, prema tome, puzanje 
nema utjecaja na silu H. 
Stezanje se može odrediti iz relacije 
HU) = Ha —e_*"). (90) 
Pu 

H((t) postiže najveću vrijednost kad je t = t,, odnosno o(t) = 

= o ,=m. Koeficijent m može doseći vrijednost H, tj. plastične 

deformacije mogu s vremenom postati.i četiri puta veće. Sila 

H(t) može se prikazati kao funkcija koeficijenta m,i to pomoću 

faktora k.(m) kojim treba množiti stacionarnu vrijednost sile H.. 

Faktor k.(m) ima sljedeće vrijednosti: 


m 0 1 2 3 4 
k(m) 1,000 0,632 0,433 0,317 0,245. 


Prema tome, puzanje veoma smanjuje silu i moment koji nastaju 
zbog stezanja. 
Razmicanje oslonaca može se odrediti iz relacije 


Hud) =H,e7?, (91) 


Uvođenjem koeficijenta m može se H1(t) prikazati kao funkcija 
tog koeficijenta, i to pomoću faktora k,(m) koji ima analogno 
značenje kao faktor k.(m). Faktor k,,(m) ima sljedeće vrijednosti: 


m 0 1 2 3 4 
ku(m) 1,000 0,368 0,135 0,050 0,018. 


Prema tome, momenti koji nastupaju razmicanjem oslonaca 
skoro potpuno iščezavaju kad je m = 4. 

Za dvozglobni luk sa zategom dobiva se kao rješenje dife- 
rencijalne jednadžbe izraz 


Ho=(+ (92) 


HP 
gdje je HL, horizontalni potisak zbog produženja zatege. Iz 
(92) vidi se da se koeficijent puzanja tek neznatno mijenja. 


mu HG s eru), 


Djelovanje sila okomito na os mosta. Te sile mogu nastati 
djelovanjem vjetra, centrifugalnih sila, horizontalnih udaraca na 
tračnice i seizmičkih sila. Analizirat će se samo djelovanje vjetra, 
jer je za ostale sile jednaka osnova proračuna. Poprečni presjek 
luka može biti pun ili šupalj s velikom torzijskom krutošću, 
sastavljen od dva ili više lukova s malom torzijskom krutošću. 


Luk s velikom torzijskom krutošću. Pretpostavlja se si- 
metrično opterećenje. Ako se luk presiječe u sredini, dobivaju 
se tri statički neodređene veličine: X,, X, i X, (sl. 142). Zbog 
simetrije luka torzijski je moment X, = 0, što vrijedi i za- po- 
prečnu silu, pa je H , = 0. Ostaje moment savijanja X, = O 409/811. 
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Xa Xb 


SI. 143. Moment savijanja Mg i tor- 


SI. 142. Statički neodređene veličine zijski moment Mp 


Najprije se. proračunavaju Mg, i torzijski momenti M%, na sta- 
tički određenom sustavu, te se određuju u pojedinim presjecima 
momenti M“ i M4, od sila vjetra (sl. 143). Dobiva se 


M; = Mlsino + Ml,coso, (93) 
Mf, = M?coso + Mfsino, (94) 
d 
Mice — |IMrsinp— : 
FJu GJp 
X.= (95) 
ds 


Proračun za vjetar nije potreban ako je omjer širine i ras- 
pona svoda veći od 1/10. 

Luk s malom torzijskom krutošću. Obično se presjek sastoji 
od dva luka međusobno spojena vjetrovnom spregom ili preč- 
kama. Iz uvjeta ravnoteže sila dobiva se 

0 
N=—, 
b 
gdje je Q poprečna sila i b razmak lukova. Ta se sila rastavlja 
u okomitu i horizontalnu komponentu: 


dH = Žak, dV = S tano dx. 


(96) 


(97) 


Pomoću tih sila mogu se izračunati momenti savijanja u ravnini 
nosača. Na drugi luk djeluju sile s protivnim predznakom. 


Konstrukcija kolnika iznad luka. Takvim smještanjem kolnika 
smanjuju se deformacije luka, pa prema tome luk i kolnik 
zajedno sudjeluju u prenošenju opterećenja. 

Ispitivanja tih djelovanja pokazala su da izmjereni progibi 
iznose prosječno 60% od proračunskih, a naprezanja 50--:75% 
od proračunskih. Što je kruća konstrukcija kolnika, to je veći 
njezin utjecaj na luk. Većinom se grade vrlo kruti lukovi i 
vitke kolovozne konstrukcije (sl. 114), pa je tada utjecaj kolnika 
mali. Međutim, može se izvesti vitki luk i vrlo kruta kolovozna 


gr ij rea 


SI. 144. Kruti luk i vitka kolovozna SI. 145. Vitki luk i kruta kolovozna. 
konstrukcija konstrukcija 


konstrukcija (sl. 145). Tada kolovozna konstrukcija preuzima 
momente, a luk osne sile. Kad su luk i kolovozna konstruk- 
cija približno iste krutosti, nastaje složeno stanje s mnogo sta- 
tički neodređenih veličina, što ovisi o broju stupića. Prije su 
se izbjegavala takva rješenja zbog opsežnosti proračuna. Danas 
je takav proračun moguć upotrebom elektroničkog računala. 
Sudjelovanje nosača kolnika u radu luka prednost je za luk, 
ali mana za kolovozne nosače i stupove, koji preuzimaju 
dodatne momente. 


Stabilnost lučnih mostova potrebno je utvrditi, osobito kad 
su lukovi vitki. Stabilnost se određuje proračunom ravnog štapa 
iste krutosti. Duljina izvijanja toga štapa iznosi l, = I, gdje je 1 
raspon luka. Kritična sila iznosi 

še Hk ME le 
ST Gosp («DZ 


(98) 
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Za lukove s tjemenim zglobom mjerodavno je simetrično opte- 
rećenje (simetrično izvijanje), a za ostale lukove i svodove anti- 
simetrično izvijanje. To je izvijanje mjerodavno i za svodove 
s tjemenim zglobom kad imaju visoku strelicu. Točan proračun 
izvijanja utvrđuje se prema točnijoj teoriji. Stabilnost u po- 
prečnom smjeru treba ispitivati za uske svodove i rebra. Tu 
se može za omjer f/l < 0,25 uzeti ravni štap, kojemu je duljina 
jednaka rasponu (, a normalna sila jednaka H. Proračunata 
armatura ne smije se smanjiti ni u jednom presjeku luka. Za 
postotak armature u > 0,8%, prema DIN 1045, te za f/l= 
=(0,1--:0,5 vrijednost a u (98) iznosi: upeti luk 0,356---0,545, 
jednozglobni luk 0,478:--0,593, dvozglobni luk 0,518--:0,89 i 
trozglobni luk 0,584-.-0,890. Sigurnost u odnosu na izvijanje 
za armirani beton sa u 50,8% jest v= 1,8, a za u <0,8% 
iznosi v = 3,0--+1,56 u. 


Prilagođavanje naprezanja. Postoje različiti postupci za prila- 
gođavanje naprezanja, i to: a) postavljanje osi luka tako da 
odstupa od potporne linije, b) ugradnja privremenih zglobova 
i c) upotreba hidrauličkih dizalica, koje se stavljaju u tjeme 
luka, osim kad je luk sa zategom, pa se tada dizalice stavljaju 
na jednom kraju zatege. Naprezanje se prilagođuje radi što 
boljeg izjednačivanja maksimalnih i minimalnih momenata koji 
nastaju djelovanjem pokretnog tereta, stezanja i razmicanja 
upornjaka. Stroga teorija deformacija pokazuje da odmicanje osi 
luka od potporne linije ne donosi nikakve prednosti. Prema 
tome je krivo mišljenje da se time isključuju momenti. Oni će 
se, naime, samo premjestiti od tjemena prema. susjednim pre- 
sjecima na osmini raspona. Osim toga, nastaju novi momenti 
zbog elastičnih i plastičnih deformacija. Freyssinet je 1908. prvi 
primijenio hidraulične dizalice radi otpuštanja skele. Zbog po- 
kretnog opterećenja pojavljuju se u paraboličnim lukovima po 
apsolutnoj vrijednosti jednaki maksimalni i minimalni momenti. 
Međutim, veći momenti mogu nastati djelovanjem sila H., H, 
i Hy. U tjemenu npr. vladaju veliki pozitivni i mali nega- 
tivni momenti, a u peti luka je obrnuto, što traži znatno 
pojačanje luka. Budući da su stezanje i puzanje vremenske 
pojave koje djeluju duže vremena, ne mogu se takvi momenti 
ukloniti primjenom dizalica u trenutku t = 0. 


Proračun stupova i upornjaka lučnih mostova. Oni se prora- 
čunavaju pomoću utjecajnih linija momenata jezgre za osnovne 
sile (vlastita težina, akcija stalne težine nosive konstrukcije, 
akcija pokretnog tereta, tlak zemlje, hidrostatski tlak), za do- 
punske sile (kočenje, vjetar, temperatura, led) i za osobite sile 
(potres). Osim dokaza o naprezanju potrebno je dokazati sta- 
bilnost s obzirom na prevrtanje i klizanje. 


OSTALE VRSTE MASIVNIH MOSTOVA 


Okvirni mostovi nastaju krutim povezivanjem nosive kon- 
strukcije sa stupovima i eventualno s upornjacima (sl. 146). 
e 
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SI. 146. Statički sustavi okvira. a trozglobni, b dvozglobni, c upeti, d kon- 
tinuirani, e i f sa V-stupovima, g s razuporama 


U statičkom pogledu nastaju na njihovu sastavu negativni mo- 
menti koji smanjuju pozitivne. Spomenuti momenti ovise o om- 
jeru krutosti greda i stupova. Takvim mostovima može se pos- 
tići najmanja konstruktivna visina. Presjeci su im isti kao u 
grednih mostova. Karakteristika je takvih sustava da osim mo- 
menta savijanja djeluje i normalna sila. Ako je tlo dobro, 
treba primijeniti okvire s upetim stupovima. Ako tlo nije po- 
voljno, mogu se izvesti stupovi sa zglobovima, dvozglobni ili 
trozglobni okviri. Do raspona od 15m primjenjuje se meka ar- 
matura, a za veće raspone treba okvir izvesti od prednapreg- 


nutog betona. Zanimljive su razuporne konstrukcije s rasponima | 


i do 170m. 
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Okvirni mostovi mogu se izvesti sa jednim (sl. 147) i s više 
otvora. Stupovi se izvode vertikalno, koso ili u obliku slova V. 
Konstrukcija s kosim stupovima naziva se most s razuporom 
(sl 148). To je moderna konstrukcija s malim utroškom ma- 
terijala. Izvodi se kad je tlo dobre kvalitete. Jedno vrijeme su 
bile u modi konstrukcije sa V-stupovima (sl. 149). Visoki vija- 
dukti grade se katkada u srednjem dijelu kao okviri radi 
preuzimanja horizontalnih sila, a u ostalim dijelovima kao 
kontinuirani nosači (sl. 150). 


\w 


mPrnamm 


SI. 149. Most sa V-stupovima 


SI. 150. Vijadukt. a pokretni ležaj, b nepokretni ležaj 


Viseći mostovi. Osnovni su elementi visećeg mosta: kabeli, 
piloni i nosač za ukrućenje. Bitna je razlika između visećih i 
ovješenih mostova u proračunu, te u položaju kabela. Proračun 
visećih mostova temelji se na točnijoj teoriji. Viseći se kabeli 
sastoje obično od dva glavna nosiva kabela (može biti i jedan), 
koji idu uzduž čitavog mosta. Na njih je preko vješaljka ovje- 
šen nosač za ukrućenje. Konstrukcije kabela, pilona i grede 
za ukrućenje principijelno su jednake za viseće i ovješene 
mostove. Mogu se izgraditi takvi mostovi sa jednim ili dva 
pilona, koji mogu biti vertikalni ili nagnuti. Nekoliko mostova 
takvog tipa izgrađeno je u Belgiji (sl 151) i Norveškoj. U 
praksi dosad nisu naišli na veću primjenu. 


2x2070 0 5 
a 


SI. 151. Viseći most s armiranobetonskom kolovoznom konstrukcijom 


“ Ovješeni mostovi. Za velike raspone, za koje gredni mostovi 
nisu više ekonomični, sve više se primjenjuju ovješeni mostovi, 
tj. mostovi s ravnim kabelima koji nose kolovozne konstrukcije. 
Sastoje se od kabela, pilona i kolovozne konstrukcije. Kabeli 
mogu biti od paralelnih ili spiralno pletenih žica, a zaštićeni su 
premazima ili plastičnim materijalima s injekcijskom masom ili 
betonom. Piloni su od armiranog betona šupljeg presjeka. 
Kolovozne konstrukcije su od prednapregnutog betona, even- 
tualno od lakog betona većinom sandučastog presjeka, s jednom 
ili više ćelija. Ako se upotrebljava malo kabela s velikim 
razmacima ovješenja, može se most promatrati kao gredni nosač 


698 


ik 40 | 350 


SI. 152. Ovješeni most 


SI. 153. Ovješeni most s gustom lepezom 


SI. 154. Ovješeni most s kabelima u obliku harfe 
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SI. 155. Ovješeni most (Maracaibo) 


s međustupovima (sl. 152). Visina i krutost grede mora tada 
odgovarati rasponima. Tendencija je, međutim, da se primijeni 
gusta lepeza kabela (sl. 153). Most se može tretirati više kao 
konzola kojoj je greda donji pojas, a kosi kabeli gornji pojas. 
Budući da su mjesta ovješenja kabela malo razmaknuta, greda 
je vrlo vitka, te je treba kontrolirati na izvijanje. Kabeli mogu 
biti ovješeni u obliku lepeze (sl. 153), što je u tehničkom po- 
gledu bolje, ili u obliku harfe (sl. 154), što je ljepše. Mogu se 
smjestiti u jednoj ravnini u sredini mosta, ili u dvije ravnine 
na rubovima. Zanimljivi su, iako nisu lijepi, neki mostovi Mo- 
randija (sl. 155). 


Rešetkasti mostovi. Njihova primjena vrlo je rijetka, iako ima 
nekoliko vrijednih mostova takve vrste. Nastali su kao rezultat 


SI. 157. Zategnuti most 
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nastojanja da se glavni nosači što više olakšaju. Izgrađeni su 
s upuštenim kolnikom (sl. 156) i s kolnikom s gornje strane. 
Rešetka se sastoji od gornjeg i donjeg pojasa, te ispune koja 
je trokutastog ili rombičnog oblika. Rešetkasti mostovi pri- 
kladni su za montažnu gradnju, iako se rijetko izvode zbog 
složene gradnje. 


Zategnuti mostovi. Osnovni je element zategnutih mostova 
prednapregnuta traka, koja prelazi preko stupova s jakim 
konzolama. Upeta je na oba kraja u upornjake (sl 157). 
Između konzola 'nalazi se vrlo tanka ploča (do 30 cm), u kojoj 
su smještene prednapregnute šipke na najmanjem mogućem 
međusobnom razmaku. 


RAZVOJ MASIVNIH MOSTOVA 


Prve mostove stvarala je priroda sama: oboreno stablo 
preko potoka, luk stvoren erozijom, lijana obješena s jednog 
stabla na drugo preko bujice i sl. (sl. 158). To su ujedno 
i prototipovi grednih, lučnih i visećih mostova. Prvi građeni 
mostovi bili su drveni (v. Mostovi, drveni). Iz rimskog doba poz- 


SI. 159. Primitivni most s kamenim stupovima 
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nati su drveni mostovi: Cezarov preko Rajne i Trajanov preko 
Dunava. U Švicarskoj, SAD, Njemačkoj i Francuskoj nalaze 
se i danas vrijedni drveni mostovi. Prvi kameni mostovi bile 
su ploče. Sa tehničkim razvitkom čovjek je počeo graditi stu- 
pove od kamena, te su tako nastali mostovi s više otvora 
(sl. 159). Egipćani i Babilonci znali su graditi kamene pločaste 
mostove. Asirski vojni inženjeri bili su vrsni graditelji ponton- 
skih mostova. Njihovu tehniku razvili su dalje Perzijanci. 
Kserkso je uspio pomoću 614 lađa premostiti Helespont. 
Sumeranci su <-3500. godine gradili svođene mostove od 
opeka, jer nisu imali kamena. Za vrijeme treće dinastije 
(-2980.--—-2475) Egipćani su poznavali gradnju svođenih 
mostova. U Južnoj i Sjevernoj Americi, sjevernoj Indiji, sre- 
dišnjoj Africi, Kini i drugdje gradili su se viseći mostovi. 
Užeta su pletena od lijana, vlaknastih korijena agave i sl. 
Gradnja mostova u Kini započela je oko <-2200. za vrijeme 
cara Yao. Prvi mostovi bili su pontonski. Kinezi su također 
gradili gredne, osobito konzolne mostove (sl. 160) od drva i 
kamena, a viseće od drva s užetima od biljaka. 


Lučni mostovi. Rimljani su gradili mostove od drva, opeke, 
kamenih ploča, no poznati su po svojim kamenim svođenim 
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SI. 162. Kineski kameni most iz VII st. 


mostovima i akveduktima. Gradnju mostova naučili su od 
Etruščana, te je razvili i u tehničkom i u umjetničkom po- 
gledu. Većina mostova sagrađena je za vrijeme širenja Rimskog 
Carstva. Iako nisu poznavali mehaniku, bili su vrsni graditelji 
i osjećali su djelovanje sila. Primjenjivali su polukružni, bač- 
vasti i segmentni svod, vrlo blizak polukružnom. Međustupovi 
su im široki, a temelji izgrađeni na kamenom nabačaju. Iz- 
vanredna kvaliteta njihovih mostova očituje se u tome što su 
neki sačuvani do danas (u Rimu, Riminiju, Segoviji, Salamanki, 
Pont du Gard). Najvredniji je sačuvani akvedukt Pont du 
Gard kod Nimesa u južnoj Francuskoj (v. Akvedukt, TE 1, str. 
69). Dug je 270m, a visok 49m. Izgrađen je na 3 kata, s 
rasponima od 24,5m,oko <13. godine (sl. 161). Poznati su još 
akvedukt kod Tarragone (sagrađen nešto prije početka nove ere, 
izveden je u dva kata s malim polukružnim svodovima), 
zatim Anđeoski most u Rimu (sa svodovima otvora 18,0 m, 
sagrađen 138. god) (v. Građevni kamen, TE 6, str. 243), most 
Salavio, akvedukt Valens u Carigradu, Tiberijev most kod 
Riminija (star više od 2000 godina), akvedukt kod Splita itd. 
Do današnjeg doba sačuvani su većinom akvedukti i mostovi 
temeljeni na stijeni. Mnogi mostovi sagrađeni preko rijeka nisu 
se održali zbog razornog djelovanja vode, jer su im stupovi 
bili temeljeni na kamenim nabačajima. Karakteristično je da su 
imali strme pristupne rampe i male otvore (do 20m). Osnovni 
su elementi tih mostova: svod, parapetni zidovi, ispuna, ograda, 
stupovi i upornjaci. Ta se kompozicija održava sve do primjene 
betona potkraj XIX st. U srednjem vijeku počeli su primje- 
njivati otvore iznad stupova za olakšanje konstrukcije, što se 
primjećuje i na turskim mostovima. Zanimljivo je da su Kinezi 
već u VII stoljeću (sl. 162) primjenjivali otvore iznad svodova. 
S propašću Rimskog Carstva nastao je prekid u gradnji mostova 
koji je trajao oko 1000 godina. Sve do vladavine Karolinga 
građeno je malo kamenih mostova. Poznati su iz tog doba 
Vražji most kod Martorella, Bomfica kod Lisabona, gotički 
akvedukt kod Spoleta. Za vrijeme križarskih ratova gradnja i 


SI. 163. Ponte Vecchio u Firenci 
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održavanje mostova i cesta povjereni su redovnicima (Fratres 
pontifices). Iz tog doba potječu glasoviti mostovi, i to: Karlov 
most u Pragu (1357—1390), Ponte Vecchio u Firenci (1345, 
sl. 163), stari londonski most i most u Avignonu (1177—1189), 
koji je imao 21 otvor s rasponom od 30 m i sa strelicom od 
130m. Najsmjeliji most srednjovjekovne epohe je most preko 
Adde kod Trezza s rasponom od 72m. Značajka je toga doba 
pojava segmentnih, plosnatih i šiljatih gotičkih svodova. In- 
teresantno je da su na nekim mostovima sagrađene zgrade 
(Ponte Vecchio, stari most u Londonu, sl. 164). Za vrijeme 


SI. 164. Stari londonski most 


renesanse umjetnost građenja mostova bila je područje arhitek - 
ture. Na početku XV st. nastali su, s oživljavanjem antike, 
u Italiji i Francuskoj mostovi za koje su ljepota, linija i ar- 
hitektonski izraz vrlo bitni. Treba spomenuti most Sta Trinita 
preko rijeke Arno u Firenci (građen 1252, obnovio ga je 
B. Ammannati 1569) — koji se sastoji od 3 luka raspona 
26:::29m. Poslije 30 godina sagradio je A. da Ponte most 
Rialto (sl. 165) u Veneciji. Njegov yitki segmentni luk ima 


SI. 165. Most Rialto u Veneciji 


raspon 28,5 m, a strelicu 7,2m. Godine 1611. dovršen je most 
Pont Neuf u Parizu (rasponi 16--+19,5m). U izvanredna djela 
tog vremena spada i most preko Neretve u Mostaru (v. 
Gradevni kamen, TE 6, str. 244), kao dokaz turskog umijeća 
građenja mostova, izgrađen 1566—69. Značajka turskih mos- 
tova je šiljasti luk. 
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Osnove ravnoteže utvrdio je Arhimed (< 287... 212). Leo- 
nardo da Vinci (1452-1519) izvršio je prvo probno optere- 
ćenje grede mosta da utvrdi njenu nosivost. Prva istraživanja 
čvrstoće materijala načinio je Galileo Galilei (1564---1642) na 
Univerzitetu u Padovi. On je dao matematičke izraze za čvrs- 
toću grede na savijanje, te je tako postao osnivač modernog 
znanstvenog istraživanja. Pokusi R. Hookea (1635--+1703) dali 
su poznati zakon da je produljenje štapa proporcionalno sili. 
Taj je zakon postao osnova za analizu konstrukcija. Barok je 
pogodovao sa svojim izvještačenim oblikovanjem izvedbi koša- 
rastih lukova. Potporna linija u blizini pete često izlazi izvan 
svoda, zbog čega tamo nestaju nepovoljna naprezanja. Te svo- 
dove učvršćuju čeoni zidovi i ispuna. A. Palladio, vrsni tali- 
janski arhitekt, znatno je utjecao na kasnije oblikovanje mos- 
tova. 

Godine 1747. u Parizu se osniva prva tehnička škola Ecole 
des ponts et des chaussees (Škola za mostove i ceste), što je 
značilo prekretnicu u mostogradnji, jer joj od tada postaje 
temelj znanost, osobito matematika i statika, umjesto empirije. 
Prvim upraviteljem te škole imenovan je J. R. Perronet 
(1708—1794), graditelj brojnih mostova, od kojih se osobito 
ističe most kod Neuillyja blizu Pariza. Njegovi se mostovi odli- 
kuju izvanrednom malom strelicom i tankim stupovima. Omjer 
debljine stupa i raspona mosta Pont de Neuilly iznosi 1:10, 
dok je u isto vrijeme bio uobičajen omjer 1:5: Rimljani su 
gradili mostove s omjerom 1:3. U Engleskoj je također pro- 
cvala gradnja svođenih mostova u mostovima J. Smeatona 
(1724—1782), T. Telforda (1757—1834) i J. Renniea sen. 
(1761—1821). J. Rennie jun. sagradio je most preko Temze 
u Londonu (završen 1830). Taj most ima srednji otvor s koša- 
rastim lukom raspona od 46m i strelicu od 9m, zatim most 
preko rijeke Dee kod Chestera sa segmentnim lukom raspona 
od 61 m i strelicom od 12,5 m, koji je bio dugo vremena naj- 
veći luk u Evropi. Engleska mostogradnja odlikovala se nasto- 
janjem da se smanje mase ziđa. U drugoj polovici XIX st. 
ostvaren je veliki napredak, koji je obilježen povećanjem ras- 
pona, smanjenjem troškova i brzinom gradnje. Starije su teorije 
svodova napuštene, te su se lukovi počeli proračunavati na 
temelju teorije elastičnosti. Više se ne grade lukovi segmentnog 
ili košarastog oblika, već se os luka utvrđuje prema potpornoj 
liniji, čime se postigla znatna ušteda materijala. Izradbom že- 
ljeznog mosta preko rijeke Severn (1779) završena je dominacija 
kamenih i drvenih mostova, koji su suvereno vladali od vremena 
Rimljana. Koncem XIX st. otkriven je armirani beton koji je 
još više potisnuo gradnju kamenih lučnih mostova, koja je 
komplicirana i skupa. Ipak se za velike raspone grade još 


Sl. 166. Kameni željeznički most preko Soče kod Solkana 
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SI. 167. Most Risorgimento preko Tibera u Rimu 
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SI. 168. Most Salginatobel 


uvijek većinom kameni svođeni mostovi kao npr. kameni 
most preko rijeke Petrusse, željeznički most preko rijeke Soče 
kod Solkana (sl. 166) itd. Godine 1919. izgrađen je preko 
rijeke Lot kod Villeneuvea betonski most sa svodom raspona 
od 97 m. Interesantno je da je most Risorgimento preko Tibera 
u Rimu (sl. 167) izgrađen 1910. god. od armiranog betona. 
Most preko rijeke Lot ima sandučasti presjek, a 7 lučnih stijena 
vezano je gore i dolje pločama. To je bilo najveće djelo F. 
Hennebiquea i ujedno prva konstrukcija s lučnom stijenom, 
koja se pri gradnji mostova počela znatno kasnije primjenji- 
vati. Uveo je i druge novosti, od kojih je najvažnija što je 
umjesto širokog svoda, parapeta i ispune izveo vrlo vitku raščla- 
njenu konstrukciju lučnog mosta, koja se sastoji od dva lučna 
rebra, stupova i kolovozne konstrukcije. I danas se u biti 
lučni mostovi grade na taj način. Iako u početku razvitka 
armiranog betona, Robert Maillart (1872—1940), švicarski 
mostograditelj, sagradio je niz mostova koji su bili konstru- 
ktivno ispred svoga vremena. Godine 1905. izgradio je most 
od armiranog betona kod Tavanase. Konstruiran je kao tro- 
zglobni luk raspona 51 m, srpastog oblika, tj. s visokim tje- 
menom, a u peti niskog presjeka. To je bio prototip za više 
mostova takve vrsti, od kojih možda najviše odskače u tehnič- 
kom i estetskom pogledu most Salginatobel s rasponom od 88 m 
preko duboke uvale (sl. 168), sagrađen 1930. god. Maillart 
je izgradio također i most Val-Tschiel (sl. 169), koji ima vrlo 
tanak svod i prenosi samo normalnu silu, dok je kolovozna 
konstrukcija kruta i prenosi momente. To je bio također 
prototip mnogih kasnije izvedenih mostova. Budući da je izgra- 
đen lagan luk, znatno se uštedjelo na skeli. Maillartovi su 
mostovi jednostavni, vrlo ekonomični i elegantni. On je bio 
svjestan plastičnog svojstva betona, tj. da ne podliježe 


SI. 169. Most Val-Tschiel 


Hookeovu zakonu. Većina najuglednijih inženjera tog doba nije 
bila svjesna te činjenice. Proračuni armiranobetonskih kon- 
strukcija bazirali su se na Hookeovu zakonu proporcionalnosti 
i Navierovoj pretpostavci ravnih presjeka. Francuski inženjer 
Freyssinet bio je također duboko uvjeren u plastična svojstva 
betona. Kao konstruktor stvorio je mnoge poznate mostove. 
Istraživao je također stezanje i puzanje betona, relaksaciju če- 
lika, mogućnost povećanja kvalitete betona, trajanje njegova 
otvrđivanja, djelovanje prednaprezanja na beton s armaturom 
i bez nje, djelovanje zglobova itd. No, prije svega on je otac 
prednapregnutog betona, bez kojeg se mostogradnja i građevi- 
narstvo danas ne može ni zamisliti. Freyssinetov most kod 
Le Veurdrea (sl. 170) ima 3 raspona po 72,5m. Izgrađen je 
od trozglobnih lukova s trokutastom ispunom. Maksimalno 


Sl. 171. Most preko Seine kod Saint Pierre du Vauvraya 


SI. 170. Most preko rijeke Allier kod Le Veurdrea 
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naprezanje betona iznosi 100kp/cm* (10 MPa), što je vrlo 
mnogo za ono vrijeme (1910). Budući da su lukovi vrlo po- 
ložiti, tjeme se počelo spuštati zbog stezanja i puzanja, te je 
postojala opasnost da se most sruši. Freyssinet je bez obustave 
prometa preko mosta pomoću hidrauličnih dizalica podigao 
lukove i tako otklonio opasnost. Most preko Seine kod Saint 
Pierre du Vauvraya (sl. 171), sagrađen 1923, raspona 131,8 m, 
strelice 25 m, bio je tada najveći armiranobetonski lučni most. 
Nosiva konstrukcija sastoji se od 2 upeta luka s obješenom 
kolovoznom konstrukcijom. Lukovi i 2 poprečna ukrućenja 
(umjesto vjetrovne sprege) šupljeg su presjeka. Za skidanje skele < 
upotrebljene su hidrauličke -dizalice. Najvredniji je Freyssi- Si. 174. Cestovno-željeznički most Traneberg u Stockholmu 
netov most preko ušća rijeke Elorn između Plougastela i 
Bresta (sl. 172). Sastoji se od 3 jednaka luka raspona 186,4m 
(do 1942. god. najveći raspon). Lukovi su šupljeg presjeka s po 
3 ćelije. Kako je već spomenuto, svi su sagrađeni s istom 
skelom, koja je bila dovezena u pojedine otvore vodenim pu- 
tem. Gornja kolovozna površina mosta služi za cestovna vozila, 
a donja za željeznička. Freyssinet je projektirao 3 lučna mosta 
na auto-cesti Caracas—-La Guaira (1953). Rasponi su tih 
mostova 152, 146 i 138m. Budući da premošćuju duboke 
jaruge, i do 73m, predložio je vješanje skele o kabele. Time 
je stvoren novi način građenja svođenih betonskih mostova, 
koji je utjecao na gradnju takvih mostova u svijetu i u nas. 


SI. 175. Cestovni armiranobetonski most Castelmoron (sustav Nielsen) 


od armiranog betona, sustava Nielsen, tj. s vješaljkama tro- 
kutastog oblika. 

Most preko Tare (sl. 176) od armiranog betona sastoji 
se od jednog luka raspona 1l6m i pet manjih od po 47m. 
U poprečnom presjeku su po 2 luka. 

Most Sando (sl. 177) dugo je vremena bio most s najvećim 
rasponom koji iznosi 264m. Izgrađen je od armiranog betona 


Trojanović) 


SI. 173. Most la Caille 


U razdoblju između dva svjetska rata izgrađeno je mnogo 
zanimljivih betonskih i armiranobetonskih lučnih mostova. 
Most La Caille (sl 173) je dvokolosiječni željeznički most, iz- 
građen 1930. god. preko duboke vrleti, raspona 137,5 m, strelice 
28,3m. Poprečni presjek je sandučast sa 3 komore. 

Cestovno-željeznički most Traneberg u Stockholmu izvan- 
redno je uspio u estetskom pogledu (sl. 174). Isti ritam stupova 
u inundaciji sačuvan je i iznad luka, koji ima raspon 181 m. 
Most je dug 545m, a širok 27,5m. U poprečnom presjeku 
sastoji se od 2 sandučasta presjeka, svaki po 3 komore. 
Izveden je (1934.) pomoću čelične lučne skele. 

Most u Castelmoronu preko rijeke Lot u Francuskoj (sl. 
175) izgrađen je 1933. god. To je lučni most raspona 143m SI. 177. Cestovni most Sand& (Švedska) 
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SI. 178. Cestovni most Canada preko rijeke Jandi (Francuska) 


1943. godine. Svod mu je sandučastog presjeka sa tri komore. 
Ukupna duljina mosta iznosi 810 m. Lučna drvena skela srušila 
se za vrijeme gradnje te je načinjena druga s poduporama. 

Poslije drugog svjetskog rata građene su mnoge prometnice, 
te je izgrađeno i mnogo vrijednih lučnih mostova. 

Godine 1954: izgrađen je most Canada (sl. 178) u mjestu 
Tregie (Francuska). Kolnik je upušten i upeti lukovi imaju 
raspon od 153m. Jedinstven je po čistoći linija i eleganciji. 
Interesantno je da lukovi nemaju vjetrovni spreg, što_ mostu 
daje poseban čar. 

Cestovno-željeznički most preko Dunava u Novom Sadu 
(sl. 179) dovršen je 1961. godine. Sastoji se od većeg (211 m) 
i manjeg raspona (165,8m). Kolnik je upušten, a lukovi su 
srpastog oblika, šuplji i ukliješteni. Ukupna duljina mosta iznosi 
466,5 m, a širina 20m. Stupovi i upornjaci temeljeni su na 
kesonima. Vješaljke, poprečni nosači i ploče hodnika su mon- 
tažne, dok je ostali dio kolnika betoniran na gradilištu. 


SI. 179. Cestovno-željeznički most preko Dunava u Novom Sadu. (projektant 
B. Žeželj) 


Cestovni most Arrabida (sl. 180) preko rijeke Douro (Por- 
tugal) ima dva sandučasta armiranobetonska luka, široka po 
8m, sa 2 komore, međusobno povezana gornjom i donjom 
spregom. Raspon lukova iznosi 270 m, a strelica je 52m. Most 
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Sl. 180. Most Arrabida preko rijeke Douro (Porto, Portugal) 
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je završen 1963. godine. Skela je punostjeni čelični luk iz- 
građen konzolno pomoću zatega. 

Preko rijeke Parramatte (sl. 181) u Sidneyu dovršen je 
1964. godine most s najvećim rasponom svoda od 305m. 
Ukupna duljina mosta iznosi 580 m, a širina 25,62m. Ritam 
stupova na razmaku od 30,48 m, izveden u inundacijama, 
zadržan je i na svodu. U poprečnom presjeku svod se sastoji 
od četiri paralelna prstena sandučastog presjeka. Izgrađeni su 
jedan iza drugoga pomoću iste skele koja je pomicana u 
poprečnom smjeru. Lukovi su konstruirani sastavljanjem mon- 
tažnih lamela, počevši od peta prema tjemenu. Interesantno 
je da su skele otpuštene ekspanzijskim postupkom, pri čemu 
su hidrauličke dizalice stavljene na dva mjesta, približno u 
četvrtinama luka, gdje momenti imaju vrijednost približno 
jednaku nuli. 


SI. 181. Most preko rijeke Parramatte (Sidney: Australija) 


Pod utjecajem R. Maillarta izgrađen je lijepi most kod 
Schwieberdingena (1962), duljine 280m, širine 12m (sl. 182). 
Osobitost je luka, raspona 114m, da je u srednjem dijelu 
sandučastog presjeka, odakle se postepeno razdvaja u dva posebna 
kraka, što doprinosi poprečnoj stabilnosti luka. 


Sl. 182. Most preko doline potoka Glems kod Schwieberdingena (SR 
Njemačka) 


Među najvećima u svijetu je luk šibenskog mosta (završen 
1966) raspona 246,5 m, širine 7,5 m, strelice 30,8 m, omjer je 
strelice i raspona 1:8 (sl. 183). Luk je šupalj i sastoji se od 
3 komore. Momenti inercije luka slijede anvelopu momenata 
pokretnog opterećenja. Iznad luka su po 4 uzdužna montažna 
nosača, položena na montažne stupove. koji su razmaknuti 
23,3 m. Svod je izveden konzolnim postupkom pomoću zatega 
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SI. 184. Paški most 
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Titov most (sl 185) povezuje kopno s otokom Krkom preko 
otočića Sv. Marko. Dug je 1310m, a širok 11,4m. Sastoji se 
od dva armiranobetonska ukliještena luka, od kojih veći (kop- 
no—Sv. Marko) ima rekordan raspon od 390m, a manji (Sv. 
Marko—Krk) raspon od 244 m. Strelica većeg luka iznosi 60 m. 
a manjega 47,5m. Oba luka imaju sandučasti presjek koji je 
sastavljen od montažnih elemenata, čemu je pogodovala konstan- 
tna visina presjeka. Visina je presjeka većeg luka 6,5 m, a manjega 
4m, dok je širina presjeka većeg luka 13m, a manjega 8m. 
Kolovozna konstrukcija sastoji se od tri uzdužna prednapregnuta 
nosača i kolovozne ploče od armiranog betona. Veći luk utemeljen 
je pomoću trokutne konstrukcije koja se sastoji od sandučaste 
konstrukcije s temeljem na obali, te kosog punog stupa s 
temeljem u moru na koti —19,0m. Lukovi su izgrađeni kon- 
zolnim postupkom pomoću čeličnih zatega (sl 186). Most se 
gradio nepune četiri godine. U lukovima mosta nalaze se cjevo- 
vodi rafinerije nafte u Urinju i petrokemijskog kombinata u 
Omišlju na Krku te naftovod i vodovod; opterećenje tim cjevo- 
vodima od 3,5t/m? premašuje opterećenje od prometnih vozila 
na kolovozu. 


SIL 186. Gradnja luka Titova mosta pomoću če- 
ličnih zatega 


SL 185. Titov most između kopna i otoka Krka 


usidrenih u upornjake, te čelične skele, koja se postepeno po- 
micala prema sredini luka. Paški most (sl. 184) u osnovi je 
izveden jednako kao i šibenski. Raspon ukliještenog srpastog 
luka iznosi 193,2m, strelica 27,6m, omjer strelice i raspona 
1:7 i širina 7m. Ukupna je duljina 302m. Prednost je takva 
postupka izvanredno kratko trajanje betoniranja svoda. I na 
šibenskom i paškom mostu primijenjen je ekspanzijski postupak 
radi eliminiranja dodatnih momenata. 


Gredni mostovi. Pronalazak portlandskog cementa (v. Ce- 
ment, TE 2, str. 585) i Monierovi patenti (1867—1870) načinili su 
revoluciju u graditeljstvu i mostogradnji:; pronađen je armirani 
beton (v. Armirani beton, TE 1, str. 387; v. Armiranobetonske 
konstrukcije, TE 1, str. 403). Stvorena je baza za gradnju pločastih 
i grednih betonskih mostova. Beton i armirani beton zajedno 
s čelikom istisnuli su kamene svođene mostove. Umjesto njih 
grade se betonski, te armiranobetonski svođeni i gredni mostovi. 
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SI. 187. Armiranobetonski most preko Ourthe u Ligeu (suvremena fotografija) 


Armirani beton. Već je između 1887. i 1891. godine poduzeće 
Wayss i Freytag iz Njemačke sagradilo više od 300 svođenih 
betonskih mostova do raspona od 40m. 

F. Hennebique je 1905. godine u Belgiji sagradio gredni 
armiranobetonski most preko rijeke Ourthe raspona 54m. Od 


SI. 188. Most La Fayette u Parizu 


SI. 189. Cestovni most kod Hervala u Brazilu 


Sl. 190. Novi most Waterloo preko Temze u Londonu 


TE VIII, 45 


početka XX st. pa do drugoga svjetskog rata era je armira- 
nobetonskih mostova. U statičkom pogledu bile su to proste 
grede, kontinuirane grede, Gerberovi nosači, nosači s prepustima 
i protuutezima, Vierendel-nosači i okviri. Glavni su nosači bili 
najviše punostjeni, no bilo je i rešetkastih nosača. Godine 
1928. izgrađen je preko željezničkih kolosijeka zanimljiv most 
La Fayette u Parizu (sl. 188). Glavni su nosači armiranobe- 
tonske rombičaste rešetke s dolje smještenim kolnikom. Rasponi 
nosača iznose, radi kosine, 76,85 i 71,87 m. U Brazilu je (1930) 
kod grada Hervala izgrađen dotada najveći punostjeni gredni 
most raspona 68,5 m (sl. 189). Tu je prvi put primijenjena slo- 
bodna gradnja (Freivorbau), koja je došla do punog zamaha tek s 
prednapregnutim mostovima. Najvredniji je most onog vre- 
mena kontinuirane konstrukcije s rasponima od 70,7m most 
Waterloo preko Temze u Londonu, izgrađen 1939. (sl. 190). 

Armiranobetonske mostove rano je prihvatila i željeznica. 
Zbog pomanjkanja građevne visine često su se primjenjivali 
mostovi s upuštenim kolnikom. 

Vrlo lijep i originalan je most preko Korane u Slunju, 
1958. (sl. 191). Preko kanala Donzšre (Francuska) sagrađen je 


SI. 191. Most preko Korane u Slunju (projektant K. Tonković) 
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1952. godine gredni most najvećeg raspona (sl. 192). Sustav je 
kontinuirana greda preko 3 polja (raspona +: 78,5 + 100,0 + 
+ 78,5 m), s aktiviranim zglobom u sredini središnjeg polja. Po- 
prečni presjek sastoji se od 4 sandučasta nosača povezana 
međusobno poprečnim rešetkastim spregama na razmaku od 
11 m. Sva 4 nosača betonirana su postupno pomoću iste lagane 
čelične skele na kojoj je bila obješena oplata. 


SI. 192. Cestovni most preko kanala Donzere (Francuska) 


Prednapregnuti beton. U prednapregnutom se betonu po- 
moću kabela ili čeličnih šipki visoke čvrstoće daje vlačnoj 
zoni presjeka toliki tlačni prednapon da se ni djelovanjem 
svih opterećenja ne pojavljuju vlačna naprezanja. To se naziva 
punim prednaprezanjem. Ekonomičnije je, međutim, ograničeno 
prednaprezanje, kad se dopuštaju u dijelu presjeka vlačna 
naprezanja, koja preuzima obična meka armatura. U kvalita- 
tivnom pogledu ograničeno prednaprezanje ne zaostaje za pu- 
nim, čak ima i neke prednosti. Razdoblje nakon drugoga 
svjetskog rata moglo bi se nazvati razdobljem prednapregnu- 
tih betonskih mostova, jer se 90% od svih srednjih i velikih 
mostova gradi danas od prednapregnutog betona. Armirani se 
beton upotrebljava za raspone od 15m, iako se i tada često 
gradi od prednapregnutog betona. Prednost je prednapregnu- 
tog betona u mnogo manjim visinama konstrukcija, pa prema 
tome i u mnogo manjem obujmu betona i manjoj težini 
armature po jedinici površine mosta. 

Prvi željeznički most od prednapregnutog betona ima ras- 
pon od 20m. Freyssinet gradi (1941) most preko Marne u 
Luzancyju (sl. 193). To je dvozglobni okvirni most raspona 
55m. Visina nosača u sredini iznosi 1,28 m (to je 1/43, gdje je 
I raspon mosta). Most se sastoji od montažnih elemenata koji 
su počevši od upornjaka sastavljeni prema konzolnom pos- 
tupku, dok je srednji duljine 40 m sastavljen na obali, te ugra- 
đen pomoću dizalica. To je prvi most prednapregnut u tri 
smjera. 


pi 


SI. 193. Most preko Marne u Luzancyju (Francuska) 


Neposredno poslije rata, kad su mnogi mostovi bili poru- 
šeni, gradi se u Francuskoj većina mostova od prednapregnutog 
betona. To su bili uglavnom mostovi montažnog i polumon- 
tažnog tipa, izgrađeni kao ploče ili gredni mostovi sastavljeni 
od nosača u obliku slova I. 

Širenje upotrebe prednapregnutog betona za gradnju velikih 
raspona započinje (1953) s mostom u Wormsu (sl. 194), 
raspon 102 + 114 + 104m. Ovo je prvi veliki gredni most iz- 
veden balansnim postupkom, bez fiksnih skela. Godine 1954. 
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Sl. 194. Cestovni most preko Rajne u Wormsu 
izgrađen je još veći most u Koblenzu istog tipa, raspona 
101 +114 + 123m. 


Zanimljiv željeznički most (sl. 195) od prednapregnutog 


betona izgrađen je, bez skele u rijeci, kod mjesta Voulte sur 
Rhone u Francuskoj (1955). Nosivi sustav ima 5 dvozglobnih 
okvira raspona 56 m. U poprečnom presjeku je sandučast sa 
3 komore. : 


SI. 195. Željeznički most preko Rhone kod Voulte sur Rhone (Francuska) 


U to doba gradi se više elegantnih i vitkih nadvožnjaka 
i nathodnika (sl. 196). 

Rasponi mostova od prednapregnutog betona u stalnom su 
porastu. Kod sela Savines (Francuska) izgrađen je (1959) 
balansnim postupkom most od prednapregnutog betona raspona 


Sl. 196. Dva tipa nathodnika 
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198). Značajka je toga mosta primjena mnogih montažnih ele- 
menata. Rasponi u m iznose: 22,6 + 2 x 46,6 + 65,8 + 15 x 
x 85 + 160 + 5 x 235 + 160 + 11 x 85 + 65,8 + 77 x 46,6 + 
+ 20 x 36,6. U statičkom pogledu pet plovnih polja izvedeni 
su kao ovješeni sustavi s obješenom izostatičkom roštiljnom 
konstrukcijom. Polja raspona od 85m stolni su konzolni su- 
stavi, također s obješenom roštiljnom konstrukcijom. Ostala 
polja su roštiljne izostatičke konstrukcije po 4 montažna glavna 
nosača u poprečnom presjeku. 

Most preko Parane u Kolumbiji (sl. 199) osobito je inte- 
resantan, jer je to svojedobno (građen 1969—1973) bio re- 
kordni raspon i jer je to prvi ovješeni prednapregnuti most 
izgrađen s gotovim segmentima. 

Na putu Novi Sad—Temerin izgrađen je (1962) preko kanala 
Dunav-Tisa-Dunav most od prednapregnutog betona raspona 
39 +65 +39 m (sl. 200). ' 


Sl. 197. Most kod Savinesa (Francuska) 


38,5 + 11 x 77 + 38,5 m (sl. 197). Poprečni presjek sastoji se od 
jedne komore širine 5m. Visina nosača je promjenljiva i iznosi 
od 1,15---4,15 m. Svako polje osim krajnjih ima zglob u sredini 
za preuzimanje transverzalne sile. 

U Venezueli je izgrađen u rekordnom vremenu (40 mjeseci, 
1959.—1960) most preko zaljeva Maracaibo, duljine 8 km (sl. 


SI. 198. Cestovni most preko zaljeva Maracaibo (Venezuela) 


tee 579 # 


Si. 202. Most preko rijeke Medway kod Rochestera (Velika Britanija) 


Preko rijeke Caroni (Venezuela) načinjen je, most od pred- 
napregnutog betona raspona 55,5 + 90 + 55,5 m (sl. 201). Zna- 
čajka je toga mosta da je to prototip mosta, koji je izveden 
u lamelama iza upornjaka, a lamele su nakon izradbe poste- 
peno uguravane u raspone. Takav se postupak katkada prim- 
jenjuje pri gradnji čeličnih mostova. Nosiva konstrukcija je 
prethodno utegnuta ravnim uzdužnim kabelima. Radi smanjenja 
momenata montiran je na početku konstrukcije čelični rešet- 
SI. 199. Most preko Parane (K olumbija) kasti kljun. Pokazalo se da je to vrlo ekonomična izvedba. 
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Cestovni most preko rijeke Medway kod Rochestera (En- 
gleska) od prednapregnutog betona dug je 1018m (sl. 202). 
Rasponi su središnje nosive konstrukcije 95,3 + 152,4 + 95,3 m, 
dok rasponi vijadukta na prilaznim rampama iznose 30,5--+ 
+.-41,2m. Poprečni presjek središnjeg dijela mosta sastoji se od 
dva međusobno odvojena sanduka po tri komore. Iznad ležaja 
sanduk je visok 10,82 m, a na krajevima 2,74m. Prilazni vija- 
dukti sastoje se od izostatičnih roštiljnih konstrukcija s mon- 
tažnim glavnim nosačima. Središnji dio izveden je balansnim 
postupkom (sl. 203), a montaža nosača vijadukata pomoću 
čelične lansirne rešetke. 
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“5 


sat - 


SI. 203. Balansni postupak gradnje mosta preko rijeke Medway (sl. 202) 


Most preko Rajne u Bendorfu (sl. 204) bio je više od 10 
godina most s najvećim rasponom u svijetu. Izveden je od 
prednapregnutog betona, balansnim postupkom (sl. 205), s la- 
melama duljine 7 m, betoniranim na gradilištu. Središnji dio 
ima raspone 71 + 208 + 71 m. Radi smanjenja momenata izve- 
deni su privremeni jarmovi na zapadnom dijelu, a pomoćni 
kabeli s pilonima na istočnom dijelu. 


Sl. 205. Balansni postupak gradnje mosta kod Bendorfa 


Most preko Seine u Choisy le Roi (1965) zanimljiv je po 
tome što je, drugi put poslije Freyssinetovih mostova preko 
rijeke Marne, izgrađena nosiva konstrukcija postupkom s goto- 
vim segmentima (sl. 206). Presjek nosive konstrukcije .je san- 
dučast. 
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SI. 206. Most preko Seine u Choisy le Roi kod Pariza 


Preko morskog rukavca Oosterschelde (Nizozemska) izgra- 
đen je 1966. godine cestovni most duljine 5022 m sa 50 raspona 
po 95m (sl. 207). Odlikuje se racionalnom gradnjom i pri- 
mjenom montažnih elemenata. Most se sastoji od 7 osnovnih 
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SI. 207. Cestovni most preko rukavca Oosterschelde (Nizozemska) 
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SI. 209. Balansni postupak gradnje mosta Oosterschelde (sl. 207) s lansirnom 
rešetkom 
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elemenata, od čega 4 otpadaju na nosivu konstrukciju (A, B, 
C i D) i 3 na stupove (sl. 208). Element iznad stupa težak 
je 600t. Poprečni presjek je sandučast. U statičkom pogledu 
to je konzolni sustav sa zglobom u sredini. Temeljen je na 
velikim betonskim bunarima promjera 4,25 m, duljine 30--:50 m. 
Elementi su montirani pomoću čelične rešetke i dizalice nosi- 
vosti 600t (sl. 209). 

Na auto-cestama Italije izvedeno je mnogo vijadukata i 
mostova. U početku se radi jednostavnosti davala prednost 
izostatičnim roštiljnim sustavima s montažnim glavnim nosa- 
čima za mostove manjih i srednjih raspona. Na takvim mosto- 
vima kolnik nije kontinuiran, već je prekidan prijelaznim kon- 
strukcijama, što je bilo nepovoljno i za vožnju i za prijelazne 
konstrukcije. Zbog toga su se počele primjenjivati kontinuirane 
nosive konstrukcije. Za veće raspone, otprilike 100m, kad se 
gradilo balansnim postupkom, primjenjivali su se često konzolni 
sustavi koji u sredini polja imaju zglob za prijenos poprečne 
sile. Tipičan je primjer takve konstrukcije vijadukt preko doline 
potoka Sori (sl. 210). Razmaci su stupova 30,8 + 31,6 + 
+2 x 100 + 65m. Konzole i stupovi sandučastog su presjeka, 
a konzole su promjenljive visine. Konzole su izgrađene ba- 
lansnim postupkom, a montažni nosači ubačenih polja ugrađeni 
su pomoću čelične lansirne rešetke. 

Vijadukt preko doline Elz kod Koblenza (SR Njemačka), 
duljine 379 m, širine 30 m, izgrađen je konzolnim postupkom, 
idući od jednog kraja prema drugome (sl. 211). Nosiva je kon- 
strukcija ploča u obliku gljive od prednapregnutog betona, 
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oslonjena na osmerokutne šuplje armiranobetonske stupove vi- 
sine do 100m. Vijadukt ima devet polja po 37,5m. Poprečna 
dilatacijska spojnica nalazi se samo 11,6m od stupa u sre- 
dišnjem polju, tj. na mjestu gdje je moment jednak nuli. 


SI. 210. Vijadukt preko potoka Sori (Italija) 


SI. 211. Vijadukt preko doline Flz kod Koblenza (SR Njemačka) 


SI. 212. Most preko Neretve kod Rogotina 
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Preko rijeke Neretve kod Rogotina izgrađen je 1966. most 
od prednapregnutog betona (sl. 212). Središnji dio ima ras- 
pone 55 + 110 + 55 m. To je kontinuirana konstrukcija izvedena 
prema balansnom postupku. Ukupna je duljina 413,8m. Pop- 
rečni presjek je sandučast i sastoji se od dvije komore. Širina 
je mosta 10,5m. Riječni stupovi temeljeni su na kesonima, 
a ostali na Benoto pilotima. 

Između otoka Olčron i kopna (Francuska) izgrađen je 1966. 
god. cestovni most duljine 2862 m (sl. 213). Imade 46 raspona: 


SI. 213. Montaža gotovih elemenata na mostu između otoka Oleron i kopna 
(Francuska) 
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SI. 214. Most preko Pive kod Šćepan Polja 
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SI. 215. Konzolni postupak gradnje mosta . 
= kod Šćepan Polja (sl. 214) 


28,8 + 7 x 39,5 + 59,3 + 26 x 79 + 59 + 9 x 39,5 + 28,8 m, 
a širok je 10,6m. Nosiva konstrukcija je od prednapregnutog 
betona, izvedena balansnim postupkom s montažnim segmen- 
tima slijepljenim jedni uz druge. Montaža segmenata izvedena je 
pomoću čelične rešetkaste skele (sl. 213). 

Most preko rijeke Pive kod Šćepan Polja ima raspone 
15 + 122 + 15m (sl. 214). Izveden je od prednapregnutog betona 
konzolnim postupkom (sl. 215). Preko zaljeva Bistrina kod 
Stona načinjen je most od prednapregnutog betona polumon- 
tažnog tipa (sl. 216). Dolinu potoka Bisagno, na auto-cesti si. 216. Most preko zaljeva Bistrina na Jadranskoj magistrali (projektant 
Genova—Sestri Levante, prelazi vijadukt duljine 600 m (sl. 217). K. Šavor) 
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SI. 221. Gradnja vijadukta preko doline Siegtal (sl. 220) 


Središnji dio ima raspon 70 +3 x 116 + 68,7m. U sredinama 
velikih raspona (116m) izvedeni su zglobovi radi prijenosa 
transverzalne sile. Poprečni presjek je sandučast promjenljive 
visine. Stupovi su također sandučastog konstantnog presjeka. 
Temeljenje stupova i upornjaka je izvršeno bunarima i bušenim 
pilotima. U Pragu preko doline Nusle izgrađen je 1970. god. 
vrlo zanimljiv i lijep most za cestovni i gradsko-željeznički 


e + * E promet (sl 219). Presjek nosive konstrukcije je sandučast, 
šo Dr konstantne visine 6,42m. Na gornjoj površini odvija se ces- 
ha ti re š A tovni, a unutar sanduka željeznički promet. Dug je 485m, a 

ia 2) 3“ A širok 26,7 m. Rasponi iznose: 68,3 + 3 x 115,5 + 68,3 m. Srednja 

SL. 218. Shema građenja mosta preko doline Nusle (sl. 219) stupišta imaju po četiri blago nagnuta stupa pravokutnog 
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SL 220. Vijadukt preko doline Siegtal na 
(SR Njemačka) 
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presjeka. Stupovi su temeljeni na bušenim pilotima. Krajnji 
otvori izvedeni su na skeli, a ostali balansnim postupkom (sl. 
218). Nosiva je konstrukcija utegnuta sa 24 kabela. Godine 
1969. dovršen je vijadukt preko doline Siegtal. Nalazi se na 
auto-cesti Dortmund—Giessen. Dugačak je 1050 m i ima raspone 
63 + 75 + 90 + 4 x 105 +96 +90 + 81 +71 +64m (sl. 220). 
Polumjer horizontalne krivine iznosi 1400 m. Nosiva konstruk- 
cija ima sandučast presjek s jednom ćelijom; statički sustav 
je kontinuiran nosač preko 12 nejednakih polja. Stupovi su 
šuplji, temeljeni na stijeni: izgrađeni su kliznom oplatom..No- 
siva konstrukcija načinjena je pomoću čelične skele duljine 
135m. Njezina izradba počinje kod jednoga, a završava kod 
drugog upornjaka. Lamele duljine 10 m betoniraju se naprijed 
i natrag od stupa, na principu vage, dok se lamela s jedne 
strane ne spoji s postojećim dijelom, a s druge strane ne 
izbetonira do sredine polja (sl 221). Tada se čelična konstruk- 
cija pomiče za jedno polje dalje i postupak se ponavlja. 
Preko Dunava kod Beške izgrađen je most od prednapreg- 
nutog betona duljine 2300 m (sl. 222). Središnji dio raspona 


6. 1 je ae Popis 


SI. 222. Most preko Dunava kod Beške (projektant B. Žeželj) 


105 + 210 + 105 m izgrađen je balansnim postupkom, dok su 
prilazne rampe od montažnih nosača građene pomoću čelične 
lansirne rešetke. Poprečni presjek središnjeg dijela je sandučast, 
jednoćelijski, promjenljive visine, dok su rampe izvedene s izo- 
statičkim roštiljima sastavljenim od montažnih nosača raspona 
30 m. Most Brotonne (Francuska) prelazi rijeku Seinu i dug je 
1280 m. Sastoji se od središnjeg dijela i dva prilazna vijadukta 
(sl. 223). Središnji dio je ovješeni most s kolovoznom konstruk- 
cijom od prednapregnutog betona. Taj dio ima raspone 


SL 223. Ovješeni most Brotonne preko Seine 
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SI. 224. Poprečni presjek nosača na mostu Brotonne (sl. 223) 
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143,5 + 320 + 143,5m. Nosač je sandučastog presjeka s nag- 
nutim hrptovima, koji su također vertikalno prednapregnuti. 
Konstantne je visine (8,97 m) i širine (19,2 m) (sl. 224). Predna- 
pregnut je trodimenzionalno, izveden balansnim postupkom, 
počevši od pilona. Hrptovi su načinjeni iz gotovih elemenata. 
Pilon je izveden od armiranog betona pomoću klizne oplate. 
Njegova je visina iznad kolnika 70m, a cijela visina 120m. 
Kabeli su u srednjoj vertikalnoj ravnini. Ukupno ima 4 x 21 
kabel. Kabeli su izrađeni od 39-:-60 žica, zaštićeni su cijevima 
koje su injektirane cementnim mortom. Temeljenje je izvedeno 
na bunarima, a stupovi s kliznom oplatom. Među ovješenim 
mostovima Brotonne ima za sada najveći raspon. Građenje 
mosta trajalo je 3 godine (1974—1977). 


> reiki rz 


Sl. 225. Cestovni most koji spaja otok Oland s kopnom (Švedska) 


Između kopna (Švedska) i otoka Oland izgrađen je (1968— 
—1977) najdulji evropski most (6070m). Rasponi iznose 
23 x 34,57 + 65 + 6 x 130 + 65 + 124 x 35,12m (sl. 225). Ve- 
liki rasponi izgrađeni su balansnim postupkom, a mali pomoću 
posebne čelične skele. Most je širok 3+7+3=13m. 

Između Urugvaja i Argentine preko rijeke Uruguay izgra- 
đen je cestovni most duljine 3408 m (sl. 226). Da se osigura 
navigacijski gabarit (200 x 40 m), središnji raspon iznosi 220 m, 


SI 226. Most između Urugvaja i Argentine preko rijeke Uruguay 


ostali su rasponi od 70, 55,5 i 41 m. Središnji dio sastoji se 
od dva konzolna nosača duljine 2x 90m, između kojih je 
obješena izostatička roštiljna konstrukcija raspona 39,3 m. Sre- 
dišnji stupovi su temeljeni na bunarima, a ostali na bušenim 
pilotima. Konzolni nosači izvedeni su balansnim postupkom, 
a ostali su montirani pomoću plovnih dizalica ili pomoću 
dizalica postavljenih na suhom. 

Most preko kanala Alsace u Ottmarsheimu zanimljiv je po 
tome što je u srednjem dijelu velikih raspona upotrijebljen 
lagani beton (sl 227) da bi se smanjili momenti. Ukupna je 
duljina 429,6 m, a korisna širina 2 x 9,75 m. Sastoji se od dvije 
sandučaste konstrukcije promjenljive visine 3:::9 m. Temelji leže 
na bušenim pilotima promjera 170 i 200cm. Most je izgra- 
đen balansnim postupkom s gotovim elementima. 

Balansni postupak našao je široku primjenu u Japanu gdje 
je tako izgrađeno oko 150 mostova. Most Urado, širok samo 
8,5m, s rasponom od «230m (sl. 228) bio je neko vrijeme 
najdulji most u Japanu. Poslije je izgrađen most od predna- 
pregnutog betona preko jezera Hamana (sl. 229) sa središnjim 
rasponom od 240m. Ukupna je duljina 630m s rasponima 
55 + 140 + 240 + 140 + 55m. U sredini središnjeg raspona po- 
stoji zglob. 
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Sl. 227. Most preko kanala Alsace u Ottmarsheimu 


Preko rijeke Columbije (SAD) izgrađen je ovješeni most 
s kolovoznom konstrukcijom od prednapregnutog betona (sl. 
230). Most je dug 7629m s rasponima središnjeg dijela 
123,9 + 299,0 + 123,9m. Presjek se sastoji od dva trokutasta 
sanduka međusobno vezana poprečnim nosačima na razmaku 
od 213m i kolovoznom pločom. Most je širok 24,33m. Če- 
lični kabeli zaštićeni su cijevima od polietilena koje su injek- 


SI. 230. Most preko- rijeke Columbije (SAD) 


tirane cementnim mortom. Piloni, visoki 76 m, građeni su u 
kliznoj oplati. Kolovozna konstrukcija, načinjena od gotovih 
elemenata duljine 8,23 m i težine 2701, postavljena je balansnim 
postupkom simetrično od pilona na obje strane. 
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